Développement 39. Le théoreme d’Abel angulaire et le théoréme taubérien faible

Théoréme 1 (Abel angulaire). Soit > a,z™ une série entiére de rayon de conver-
gence > 1 telle que la série > a,, converge. On note f sa somme sur le disque unité
ouvert. Soit 0y € [0,7/2[ un réel. On considére ’ensemble

A={z€C|lz|<1 et 3p>0,30¢€[-0,0, 2=1—pe}.
Alors lorsque z — 1 avec z € A, on a

—+o0
z) — Z Q.
n=0

Preuve Notons R,, = Zk —n1 On avec n € N les restes de la série Y a,,. Soit z € C*
un complexe vérifiant |z| < 1. En effectuant une transformation d’Abel, pour tout
entier N € N*, on obtient

Zan Zan—z n— 1_Rn)(zn_1)
n=0

n=1

— N
= Z Ry(z""'=1)=>"R
n=0 n=1
N-—-1
=(z=1) > Rpz"—Ry(zN —1).
=0

En laissant tendre I’entier N vers l'infini, on en déduit
+oo +o0
f(z)_S:(Z_l)Zann avec S:: Zan.
= =0

Soit € > 0 un réel. Comma la série Y a,, converge, la suite (R, )nen tend vers zéro,
donc on peut trouver un entier N € N tel que

VYn > N, |R,| < e.
Avec la derniere égalité, on trouve alors
N “+00
F(2) =S| < |z =1 |Ral +elz =1 D |2
n=0 n=N+1
3 |71
<lz—1 R, .
LRS- ()
On suppose que z € A. D’une part, on écrit z = 1 — pe?® avec p > 0 et |0] < 6. Alors
|2]2 = (1 — pcosB)? + p*sin® 6 = 1 — 2pcos b + p?
et, lorsque p < cos by, on obtient alors
z—1 z—1 2 2
L < ol e s = ot
1—1z| 1-—|¢| 2pcosf —p 2cosf —cosfy  cosby

D’autre part, soit a > 0 un réel vérifiant « ZT]:/:O |R,| < e. Finalement, en supposant
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avoir |z — 1| < min(a, cosfp) et en utilisant I'inégalité (1), on obtient la majoration

[f(2) =Sl <e (a * co:%)

ce qui assure la conclusion. N

Théoréme 2 (taubérien faible). Soit > a,z" une série entiére de rayon de conver-
gence 1. On note f sa somme sur le disque unité ouvert. On suppose que

— la fonction f admet une limite S € C lorsque x € R et z — 17

— ap = o(1l/n).
Alors la série Y a,, converge et sa somme est la limite S.

Preuve Notons S, = >.;_,ar avec n € N les sommes partielles de la série Y a,.
Fixons un entier n € N et un réel « € ]0,1[. On écrit

+oo

Z akxk.

= Z ap(1 —2%) —
k=1 k=n+1

Comme 1 — 2% = (1 —z)(1 + -+ 2% 1) < k(1 — x) pour k € N*, on obtient

—+oo
kla
Su— f <10 Y ko~ Y Ml
k=1 k=n+1
Supk>nk|ak|
<(1—az)M —_—
(L =2)Mn+ =725

ou le réel M désigne la borne supérieure de la suite (k |ag|)ren qui existe par notre
seconde hypotheése. Soit € € ]0,1[ un réel. Alors la derniére inégalité donne

€ su k|a
(1_7)‘<M€+ Pr>n K lax|

n €
Avec toujours la méme hypothese, il existe un entier N € N tel que

Vk > N, klax| < 2.
N, on obtient alors
Su—f(1- %)‘ < (M +1)e.

Par ailleurs, comme 1 —¢/n — 17,
entier N’ € N tel que

En supposant n >

la seconde hypothese assure qu’il existe un autre

Vn > N, ’f(l—%)—5‘<5.

Ainsi, pour tout entier n > max (N, N’), I'inégalité triangulaire donne
1S, — S| < |s f(l—f)‘ ‘f(l——) s) (M +2)e

ce qui conclut. q
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