Développement. L’équation de Bessel

On considere I’ équation de Bessel
zy" +y' + a2y =0. (1)

Proposition 1. La fonction

R — R,
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(A f/ cos(zsin §) dé
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est une solution de I’équation (1).

Preuve Le théoréme de convergence dominée assure que la fonction g est de classe €

et que, pour tout réel z € R, ses dérivées vérifient
T
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g (z)=—-= / sinfsin(zsinf)dd et  ¢g"(z)=-= / sin? @ cos(z sin 0) d6.
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Pour tout réel z € R, on obtient alors
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xg"(x) + ¢'(x) + zg(x)
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7/ x cos® 0 cos(x sin @) — sin @ sin(x sin §) d6
0

1
—[cos @ sin(x cos 8)]§ = 0. N
T

Proposition 2. 1l existe une unique solution fy de I’équation (1) qui est développable
en série entiere telle que fo(0) = 1. De plus, elle est définit sur toute la droite R.

Preuve Soit f: I — R une solution développable en série entiére telle que f(0) = 1.
11 existe alors un réel R > 0 avec |—R, R[ C I et une suite réelle (a,)nen tels que

+oo
Vz € |-R, R|, f(x)= Zanx".
n=0

En dérivant, pour tout réel x € R, on obtient

zf"’(z) = Z n(n+1)ap12".
n=1
Comme la fonction f vérifie ’équation (1), en identifiant les termes dans la série entiére,
on peut écrire les relations

a1 = 0an_1 + (n+1)%a,41 =0, n>1.
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Une récurrent immeédiate conclut que
="

agny1 =0 et Qo = WGO, n =0

Comme f(0) =1, on en déduit ap = 1. D’olt

too (_1)77,
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fl@)=>" o TEI-REL (2)
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Ceci donne 'unicité. Réciproquement, cette fonction avec R = 4+oc est une solution
de léquation (1) ce qui conclut Pexistence. q

Proposition 3. Soit f: ]0,a] — R une solution de ’équation (1). La famille (f, fo)
est libre si et seulement si la fonction f n’est pas bornée au voisinage de l'origine.

Preuve La fonction fy étant continue, elle est bornée au voisinage de 'origine et le
sens réciproque s’en déduit. Réciproquement, on suppose que la famille (f, fo) est libre.
Sur intervalle ]0, a[, 'équation (1) se réécrit sous la forme

(3:,) = A(x) (yy,) avec A(x) = (_01 _11/33) .

Comme Tr A(z) = —1/x, le wronskien w: [0,a] — R de la famille (f, fo) vérifie

/

w =—-w/zx sur |0, af.

Il existe donc une une constante C > 0 telle que
w(z) = f(z)fo(z) — f'(@) folz) = C/z,  x€]0,al (3)

Comme la famille (f, fo) est libre, c’est une base de I'ensemble des solutions. On en
déduit que C # 0.

Raisonnons par I’absurde et supposons que la fonction f est bornée au voisinage
de lorigine. Lorsque x —» 07, expression (2) permet d’écrire

folx) — 1 et fo(z) — L eR.

Avec Dégalité (3), on en déduit f'(x) ~ —C/xz. Maintenant, soit b € [0, a]. Comme
la fonction x — —C/x est de signe constant sur 'intervalle ]0,0] et n’y étant pas
intégrable, on peut écrire

f@ =50 = [ @i~ [ -Sar=—cnr -
b b
D’ou f(x) — 400 ce qui contredit notre hypothese absurde. N

Corollaire 4. Pour tout réel z € R, on a

l/Tr cos(zsinf)df = Ji:w (=" x”
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