
Développement. Cardinal du cône nilpotent sur un corps fini

Soit n ∈ N∗ un entier. Pour un corps K, on considère l’ensemble Niln(K) des

matrices nilpotentes de taille n à coefficients dans K.

Lemme 1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soient N ∈ L (E) un endo-

morphisme nilpotent et e ∈ E \ {0} un vecteur non nul. Soit r ∈ N∗ l’entier maximal

tel que la famille E := (e, N(e), . . . , Nr−1(e)) soit libre. Alors Nr(e) = 0.

Preuve On considère le sous-espace vectoriel F := Vect{Nse}s∈N. Montrons que

la famille E en est une base. Sa liberté étant une définition, il suffit de montrer

qu’elle le génère. Soit s ∈ N. On veut montrer que Ns(e) ∈ Vect E . Si s < r, il

n’y a rien à faire. En effectuant ensuite une récurrence, il suffit de montrer que

Nr(e) ∈ Vect E . Par définition, la famille (e, N(e), . . . , Nr(e)) n’est pas libre, donc il

existe des scalaires λ0, . . . , λr ∈ K non tous nuls tels que

λ0e + λ1N(e) + · · · + λrNr(e) = 0.

Comme la famille E est libre, le scalaire λr ne peut être nul et on en déduit

Nr(e) = − 1

λr
[λ0e + λ1N(e) + · · · + λr−1Nr−1(e)] ∈ Vect E . (1)

Ceci conclut que la famille E est une base du sous-espace vectoriel F .

L’endomorphisme N stabilisant le sous-espace vectoriel F , notons NF l’endomor-

phisme induit. Avec l’égalité (1), sa matrice dans E est la matrice compagnon du

polynôme

P := Xn +

r−1∑
i=0

λi

λr
Xi ∈ K[X],

donc son polynôme caractéristique est ce polynôme P . L’endomorphisme NF étant nil-

potent, les scalaires λi/λr avec i ∈ J0, r −1K sont tous nuls ce qui donne Nr(e) = 0. ◁

Théorème 2. Soit Fq le corps fini à q éléments. Alors |Niln(Fq)| = qn(n−1).

Preuve Soit r ∈ J1, nK. On note Lr,n l’ensemble des familles libres de Fn
q à r éléments.

On dit qu’une matrice N ∈ Niln(Fq) respecte une famille E := (e1, . . . , er) ∈ Lr,n,

noté N ⊢ E , si

Nes = es+1 et Ner = 0, s ∈ J1, r − 1K.
On définit kn := |Niln(Fq)|. Déterminons une formule de récurrence vérifiée par la

suite (kn)n∈N∗ en calculant, de deux manières différentes, le cardinal de l’ensemble›Niln(Fq) := {(N, E ) ∈ Niln(Fq) ×
n⊔

r=1

Lr,n | N ⊢ E }.

• Premier dénombrement. Par définition du respect, d’après le lemme, pour un

matrice N ∈ Niln(Fq), un élément (N, E ) ∈ ›Niln(Fq) est uniquement déterminé par

un élément non nul e ∈ E \ {0}. On en déduit

|›Niln(Fq)| = kn × |E \ {0}| = kn(qn − 1). (2)

• Second dénombrement. Fixons un entier r ∈ J1, nK et posons

gr := GLr(Fq) = (qr − 1)(qr − q) · · · (qr − qr−1) = qr(r−1)/2(qr − 1) · · · (q − 1).

Soit E ∈ Lr,n. On complète la famille libre E est une base Ẽ de E. De plus, le

stabilisateur de E dans cette base est constitué des matrices de la formeÅ
Ir M
0 B

ã
avec M ∈ Mr,n−r(Fq) et B ∈ GLn−r(Fq).

Avec la transitivité de l’action du groupe G := GLn(Fq) sur Lr,n, on en déduit que

|Lr,n| = |OrbG(E )| =
|G|

|StabG(E )|
=

|GLn(Fq)|
|GLn−r(Fq)| × |Mr,n−r(Fq)|

=
gn

gn−rqr(n−r)
.

Par ailleurs, une matrice N ∈ Niln(Fq) respecte la famille E si et seulement si sa

matrice est de la forme

MatẼ (N) =

Å
Jr M
0 N

ã
avec M ∈ Mr,n−r(Fq) et N ∈ Niln−r(Fq).

où la matrice Jr ∈ Mr(Fq) est celle contenant des 1 sur sa sous-diagonale. D’où

|›Niln(Fq)| =

n∑
r=1

|Lr,n| × qr(n−r)kn−r =

n∑
r=1

gn

gn−r
kn−r. (3)

• Conclusion. En combinant les calculs (2) et (3), en posant mn := kn/gn pour

tout entier n ⩾ 1, on trouve

(qn − 1)mn = m0 + · · · + mn−1, n ⩾ 1.

On obtient alors la relation

(qn − 1)mn = mn−1 + (qn−1 − 1)mn−1 = qn−1mn−1, n ⩾ 2.

Une récurrence immédiate donne alors

mn =
qn(n−1)/2

(qn − 1) · · · (q − 1)
=

qn(n−1)

gn
, n ⩾ 1.

D’où kn = qn(n−1) pour tout entier n ∈ N. ◁
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