Développement. Cardinal du cone nilpotent sur un corps fini

Soit n € N* un entier. Pour un corps K, on considere ’ensemble Nil,, (K) des
matrices nilpotentes de taille n a coefficients dans K.

Lemme 1. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n. Soient N € Z(FE) un endo-
morphisme nilpotent et e € E'\ {0} un vecteur non nul. Soit r € N* I'entier maximal
tel que la famille & := (e, N(e),..., N""1(e)) soit libre. Alors N"(e) = 0.

Preuve On considére le sous-espace vectoriel F' := Vect{N®e}s;en. Montrons que
la famille & en est une base. Sa liberté étant une définition, il suffit de montrer
qu’elle le génere. Soit s € N. On veut montrer que N°(e) € Vect&. Si s < r, il
n’y a rien a faire. En effectuant ensuite une récurrence, il suffit de montrer que
N7(e) € Vect &. Par définition, la famille (e, N(e),..., N"(e)) n’est pas libre, donc il
existe des scalaires Ag, ..., A\ € K non tous nuls tels que
)\06 + )\1N(€) + -4 )\TNT(G) = 0
Comme la famille & est libre, le scalaire A\, ne peut étre nul et on en déduit

N"(e) = —%[Aoe +MN(E) + -+ A1 NTHe)] € Vect &£. (1)

T
Ceci conclut que la famille & est une base du sous-espace vectoriel F'.

L’endomorphisme NN stabilisant le sous-espace vectoriel F', notons Nr I’endomor-
phisme induit. Avec 1'égalité (1), sa matrice dans & est la matrice compagnon du
polynoéme

r—1 \s
P=X"+Y ZLX'ecK[X],
; » [X]
donc son polynéme caractéristique est ce polynéme P. [’endomorphisme Np étant nil-
potent, les scalaires \; /A, avec i € [0, — 1] sont tous nuls ce qui donne N"(e) =0. <«

| Théoréme 2. Soit F, le corps fini & ¢ éléments. Alors |Nil, (F,)| = ¢"(»~ Y.

Preuve  Soit 7 € [1,n]. On note £, ,, 'ensemble des familles libres de Fy; a r éléments.
On dit qu'une matrice N € Nil,(F,) respecte une famille & = (e1,...,e;) € £, p,
noté N F &, si
Ne, =0, se[l,r—1].

On définit k,, := |Nil, (F)|. Déterminons une formule de récurrence vérifiée par la
suite (kp)nen+ en calculant, de deux maniéres différentes, le cardinal de I’ensemble

Nes =e441 et

Nil, (F,) = {(V, &) € Nil,,(F,) x |i| Lon | NF &)

r=1

e Premier dénombrement. Par définition du respect, d’apres le lemme, pour un
matrice N € Nil,, (F,), un élément (N, &) € Nil,,(F,) est uniquement déterminé par
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un élément non nul e € E'\ {0}. On en déduit
Nil, (Fy)| = En < [E\{0} = kn(g" —1). (2)

o Second dénombrement. Fixons un entier r € [1,n] et posons

9 =CL(F) = (¢" = 1)@ =) (¢ —¢" ) =¢" "V =1)--- (g - 1)
Soit & € £,,. On complete la famille libre & est une base & de E. De plus, le
stabilisateur de & dans cette base est constitué des matrices de la forme

({)T J\E/;[) avec M € Mrnr(Fg) et BeGLy (F).

Avec la transitivité de Paction du groupe G := GL,, (F,) sur £, ,, on en déduit que
— (& _ |GLn (Fg)| _ 9n
Stabg (&) |GLy—r(Fo)| X | M n—r(Fg)|  gn—rg"("=")
Par ailleurs, une matrice N € Nil,, (F,) respecte la famille & si et seulement si sa
matrice est de la forme

Mat s(N) = (‘{)

ou la matrice J, € 4, (F) est celle contenant des 1 sur sa sous-diagonale. D’ou

. n L n n
INil, (Fg)| = Z 1Lrn] X q7(n Vi = Z k. (3)
r=1

—1 9n—r

|£r,n‘ = |Orbg (&)

%) avec M € My p—r(Fy) et N eNil,_.(Fy).

e Conclusion. En combinant les calculs (2) et (3), en posant my, := ky /g, pour
tout entier n > 1, on trouve
" —=1)my=mo+--+my_1, nxl

On obtient alors la relation

WV
)

n n—1 n—1
(q - 1)mn =Myp_1+ (q - l)mn—l =4q mp—1, N
Une récurrence immédiate donne alors

n(n—1)/2 n(n—1
g Lt
n — - ) = L.
(¢"=1)---(¢—1) gn
D’ou k, = ¢V pour tout entier n € N. q
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