Développement 27. Densité des fonctions continues et dérivables nulle part

Théoréme 1. Notons € ’espace vectoriel des fonctions continues [0,1] — R que
l'on munit de la norme infinie || ||«. Alors le sous-ensemble de & des fonctions qui ne
sont nulle part dérivables est dense dans €.

Preuve Notons I := [0, 1].

e Premiére étape. Soient € > 0 un réel et n € N un entier. Montrons que la partie
— f(z
Ue.p = {fe(g ot ’f(y)f() >n}
y—x

est un ouvert de €. Pour cela, on va vérifier que son complémentaire
Fen={fe?|3wel,Vyel, ly-z/<e = [fly)—f@)<nly—=z]}

Veel Jyel, O0<|ly—=z|<e

est un fermé de €. Soit (fi)ren une suite de Fy ,, qui converge vers une fonction f € 4.

Montrons que f € F ,. Pour tout entier k € N, il existe un réel xj, € I tel que
vyel, ly—zp|<e = |[fily) = frler)l < nly— (1)
puisque fi € Fy .. La suite (zx)ren prenant ses valeurs dans le compact I, on peut en
extraire une sous-suite (2,(x))ren qui converge vers un réel z € I. Quitte a réindexer la
suite, on peut supposer que xp — x. Montrons alors que ce réel x convient. Soit y € T
un réel tel que 0 < |y —z| < e. Comme x, — x et € — |y — x| > 0, il existe un
entier N € N tel que
Vk > N,
Deés lors, pour tout entier k > N, I'inégalité triangulaire donne

|z — x| <e—|y— x|

ly =zl <y — [+ |z — ] <e.
ce qui, avec la relation (1), permet d’écrire
[fr(y) = Frlzr)l < nly — x|, (2)
Par ailleurs, comme la suite (fx)ren converge uniformément vers la fonction f, on
obtient

En passant a la limite dans 'inégalité (2), on trouve

|f(y) = f(z)] <nly— =l

Cela montre f € F; ,. Ainsi la partie F; ,, est fermée dans €.

o Deuzieme étape. Montrons que la partie Ue ,, est dense dans €. Soit f € € une

fonction et 6 > 0 un réel. On veut trouver une fonction g € U, ,, telle que || f —g|lco < €.

Comme la fonction f est continue sur le compact I, le théoreme de Heine assure qu’elle

y est uniformément continue, donc il existe un réel « € |0, €[ tel que
Veyel, l-yl<a = |f(2) - fy)l <5/4. (3)
Soit N > 27 un entier tel que
47 /N < « et IN/8m > n. (4)
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Considérons alors la fonction

g:x €l — f(x)+dsin Nz
et montrons qu’elle convient. D’abord, on a ||f — g|lcc = 0. Pour conclure cette étape,
il reste & montrer que g € U, ,,. Soit € I un réel. Il existe un réel y € I tel que

21 < [Nz — Ny| < 4w et [sin(Nz) — sin(Ny)| > 1.
Ceci implique 27/N < |z — y| < 47 /N et, avec les inégalités (4) et (3), on obtient

fly) = f=)| _ 0/4 6N
O<|z—yl<a<e et - 37/N ~ 8r
De plus, on a
d0sin Nz — §sin Ny o 0N
’ T —y ‘ Z 4x/N ~ ar’
Finalement, 'inégalité triangulaire conclut
9w) —g(@)| _ ‘5sinNm—5sinNy _‘f(y)—f(w) SN 6N _ON
Yy—x - T—y y—x ~ 4w 8T 4m '
D’ou g € Ue .

e Conclusion. Montrons que les fonctions de I'ensemble R := [, cn+ Ut /n,n 1
sont nulle part dérivable. Soit f € R un fonction de cet ensemble et € I un réel fixé.
Pour tout entier n € N*, comme f € Uy, », on peut trouver un réel z,, € I tel que

n T — Tn
Alors ¢, — x et
f@) - feD)|
T — T

Ainsi la fonction f n’est pas dérivable au point x. Ceci étant vrai pour tout réel x € I,
la fonction f est nulle part dérivable.

Enfin, montrons que I'ensemble R est dense dans €. Les parties Uy, ,, avec n € N*
étant toutes des ouverts denses dans ’espace complet ¥ d’apres ce qui précede, le
théoreme de Baire assure que I’ensemble R est dense dans %. N
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