Développement 8. Résolution de I’équation de la chaleur sur le cercle

Soit f: R — R une fonction. L’équation de la chaleur est le probléeme de Cauchy
Ou(z,t) = Opgu(z,t), z€R, t>0,
lim u(z, ) = f(z) z€R. (1)
t—0

Proposition 1. On suppose que la fonction f est 1-périodique et de classe €. Alors
il existe une unique solution u: R x R — R au probleme (1) qui est 1-périodique
par rapport a la variable d’espace.

Montrons d’abord son existence. Pour tous réels u € R et t > 0, la quantité

2 eQMrnu —4r?n?t

neZ
est bien définie et, grace a la convergence normale de la série sur tout compact de R
la définissant, on vérifie que la fonction K (-,
Pour deux réels z € R et t > 0, on peut alors considérer l'intégrale

(@, 1) /Ka:—y, Fy)dt.

Montrons que la fonction 1-périodique u: R x R} — R ainsi définie vérifie le

probléme (1). Pour tout entier n € Z, on pose
K, (u,t) = 62””“6*4”2”%, ueR, t>0.
Calculons la fonction dyu. Soit u € R. Les fonctions K, (u
de classe ¢! et elle vérifie
|atKn (u’ t)| — |—47r2n2t62””“674”2”2t| _ 47‘(77,2674”“21& < 47Tn267471'77,2b

pour un réel ¢ € [a,b] et un entier n € Z avec 0 < a < b. Ainsi la suite (0; Ky, (U, *))nenN
converge normalement sur tout compact de R. On peut dériver sous la somme et

Preuve

,+) avec n € Z sont toutes

8,5K( — —471'2 Z n2 2iTnu 747\' n t’ t>0.
neZ
Ensuite, le théoréme de convergence dominée assure
1
8tu($7t) :/ atK(x_yat)f(y)dya z GR, t>0
0

et la convergence de la série ) f01|8t n(u,t)| dt nous donne finalement

Opu(z,t) = Z/ 0K, (x —y,t)dy, reR, t>0.
neN
Avec les mémes arguments, on montre que
Ozzu(z,t) / Ore K (x — y,t) dy, zeR, t>0.

neN
Enfin, pour tout entier n € Z et tous réels u € R et ¢ > 0, on a

0K, (u,t) = _4up2elitnug—imin’t _ Opa K (u, t).
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t): R — R est continue et 1-périodique.

On en déduit
Opu(x,t) = Oggpu(z,t), zeR, t>0.
Soit © € R. Montrons que u(z,t) — f(z) lorsque ¢ — 0. Soit ¢ > 0. Les
arguments de convergence normale cités précédemment montrent que

$ t / Z e?wrn(a: y) 747r2n2tf(y) d

nez
1
_ 2imnx 7471' n’t —2imny
= e / e f(y)dy
neZ 0
2177710: —4n?n?t
= § Cn >
neZ

donc
u(z,t) — f(z) =Y ea(f)eX ™o (e 4 — ),
neZ
La fonction f étant de classe 62, on a ¢, (f) = O(n =2
normalement sur R’ et on peut écrire

: 2iTnx 1; —4n?n?t
lim[u(z,t) = ()] = gcn(f)e lim (e -
Ceci conclut : la fonction u est solution du probléme (1).
Montrons 'unicité. Soient u; et us deux solutions 1-périodiques du probléeme (1).
Alors la fonction u := w1 — us est solution du méme probléme avec f = 0. Pour ¢ > 0,
sit >0,

on pose
t)2 dt
E(r) = fo % |
sit=0.

Avec le théoreme de convergence domlnee, la fonction E: Ry — R est continue en 0
et dérivable sur R et, avec une intégration par parties, pour tout réel ¢ > 0, on a

1
E’(t):/o 2u(x, t)Opu(z,t) dz

), donc la série ci-dessus converge

1) = 0.

1
:/ 2u(x, t)0ppu(z,t) da
0

1
= —2/ [Opu(z,1)]* dz < 0.
0

puisque u(0,t) = u(1,t), la fonction u(-,t) étant 1-périodique. On en déduit que la
fonction positive E est décroissante. Comme E(0) = 0, elle est nulle ce qui conclut
I’égalité u; = us et 'unicité. <
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