
Développement 8. La formule sommatoire de Poisson et application à la fonction thêta de Jacobi

Pour une fonction F ∈ L1(R), on définit sa transformée de Fourier

F̂ :

∣∣∣∣∣∣
R −→ C,

x 7−→
∫

R
e−2iπxtF (t) dt.

Pour un entier n ∈ Z, on définit la fonction en : R −→ C par la relation en(x) = einx.

Théorème 1. Soient F ∈ L1(R) ∩ C 0(R) une fonction intégrable et continue. On

suppose qu’il existe deux constantes M > 0 et α > 1 telles que

∀x ∈ R, |F (x)| ⩽ M(1 + |x|)−α (1)

et que ∑
n∈Z

|F̂ (n)| < +∞. (2)

Alors ∑
n∈Z

F (n) =
∑
n∈Z

F̂ (n). (3)

Preuve Grâce à l’hypothèse (1), la fonction

f :

∣∣∣∣∣∣
R −→ C,

x 7−→
∑
n∈Z

F (x + n)

est bien définie et elle est 1-périodique. Montrons que la série la définissant converge

normalement sur tout compact de R. Soit K ⊂ R un compact. On pose

A := sup
x∈K

|x| < +∞.

Pour tout réel x ∈ K et tout entier n ∈ Z tel que |n| ⩾ 2A, on a

|F (x + n)| ⩽ M

(1 + |x + n|)α
⩽

M

(1 + |n| − |x|)α
⩽

M

(1 + |n| − A)α
⩽

M

(1 + |n| /2)α
.

On en déduit la convergence normale sur tout compact. Comme la fonction F est

continue, la fonction f l’est donc aussi. Pour m ∈ Z, grâce à la convergence normale,

l’interversion somme-intégrale est licite et son m-ième coefficient de Fourier vaut

cm(f) =

∫ 1

0

f(t)e−2iπmt dt

=
∑
n∈Z

∫ 1

0

F (t + n)e−2iπm(t+n) dt

=
∑
n∈Z

∫ n+1

n

F (s)e−2iπms ds

=

∫
R

F (s)e−2iπms ds = F̂ (m).

D’après l’hypothèse (2), la suite (SN (f))N∈N avec SN (f) :=
∑N

n=−N cn(f)en converge

alors normalement sur R et, pour tout réel x ∈ R, on peut écrire

f(x) =
∑
n∈Z

cn(f)e2iπmx.

Le cas x = 0 nous donne l’égalité (3). ◁

Proposition 2. Pour tout t > 0, on a∑
n∈Z

e−πn2/t =
√

t
∑
n∈Z

e−πn2t. (4)

Preuve Soit t > 0. Considérons la fonction continue et intégrable

F :

∣∣∣∣∣R −→ C,

x 7−→ e−πx2/t.

Elle vérifie clairement la condition (1). Par ailleurs, pour tout réel u ∈ R, on a

F̂ (u) =

∫
R

e−2iπuxe−πx2/t dx

et le théorème de convergence dominée et une intégration par parties donnent aisément

F̂ ′(u) = −2iπ

∫
R

xe−2iπuxe−πx2/t dx

= −2iπ

Çñ
− te−πx2/t

2π
e−2iπux

ô
R

−
∫

R

te−πx2/t

2π
2iπue−2iπux dx

å
= −2πtu

∫
R

e−πx2/te−2iπux dx = −2πtuF̂ (u).

En résolvant cette équation différentielle, il existe une constante C ∈ R telle que

∀u ∈ R, F̂ (u) = Ce−πtu2
.

Avec la changement de variables u =
√

π/tx, on obtient

F̂ (0) =

∫
R

e−πx2/t dx =

…
t

π

∫
R

e−u2
dt =

√
t.

Ainsi la condition (2) est satisfaite et la théorème 1 conclut l’égalité (4). ◁
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