
Développement 14. Prolongement de la fonction gamma en une fonction méromorphe sur le plan complexe

On considère l’ouvert Ω := {Re > 0} ⊂ C. La fonction gamma d’Euler

Γ:

∣∣∣∣∣∣∣
Ω −→ C,

z 7−→
∫ +∞

0

tz−1e−t dt

est holomorphe. En effet, pour tout réel t > 0, la fonction z ∈ Ω 7−→ tz−1e−t est

holomorphe sur l’ouvert Ω et, pour tout complexe z ∈ Ω, la fonction t > 0 7−→ tz−1e−t

est intégrable sur l’intervalle ]0, +∞[. Enfin, soit K ⊂ Ω une partie compacte. En

notant ε := minz∈K Re z > 0 et M := maxz∈K Re z, pour tout complexe z ∈ K, on

peut écrire les majorations

|tz−1e−t| ⩽
®

e(ε−1) ln t = 1/t1−ε si t ∈ ]0, 1],

tM−1e−t si t > 1.

où la fonction de la variable t du membre de droite est intégrable. Le théorème

d’holomorphie sous la signe intégrale assure alors la conclusion.

Théorème 1. La fonction Γ: Ω −→ C se prolonge en une fonction holomorphe sur

l’ouvert C \ Z−. De plus, cette dernière ne s’annule pas et la fonction 1/Γ est se

prolonge en une fonction entière.

Preuve • Première étape. Montrons d’abord la relation

Γ(z) = lim
n→+∞

nzn!

z(z + 1) · · · (z + n)
, z ∈ Ω. (1)

Soit z ∈ Ω. Pour tout entier n ∈ N∗ et tout réel t > 0, on pose

fn(t) := 1]0,n[(t)

Å
1 − t

n

ãn

tz−1.

La suite (fn)n∈N converge simplement vers la fonction t 7−→ tz−1e−t. Par ailleurs,

grâce à l’inégalité 1 − u ⩽ e−u pour u ∈ [0, 1], on peut écrire la majoration

|fn(t)| ⩽ e−ttRe z−1, n ∈ N∗, z ∈ Ω

où la fonction de la variable t du membre de droite est intégrable pour tout z ∈ Ω. Le

théorème de convergence dominée nous assure alors que

Γ(z) = lim
n→+∞

∫ n

0

Å
1 − t

n

ãn

tz−1 dt.

En effectuant le changement de variable s = t/n, on a

Γ(z) = lim
n→+∞

nzIn(z) avec In(z) :=

∫ 1

0

(1 − s)nsz−1 ds.

La relation (1) se montre alors en vérifiant que

In(z) =
n!

z(z + 1) · · · (z + n)
, z ∈ Ω

par récurrence sur l’entier n : elle est vraie pour n = 0 et une intégration par parties

donne

In+1(z) =

∫ 1

0

(1 − s)n+1e(z−1) ln s ds

=

ï
(1 − s)n+1 sz

z

ò1

0

−
∫ 1

0

−(n + 1)(1 − s)n sz

z
ds =

n + 1

z
In(z + 1).

• Seconde étape. Considérons la fonction G : C −→ C définie par

G(z) = lim
n→+∞

Gn(z) avec Gn(z) :=
z(z + 1) · · · (z + n)

nzn!
.

Vérifions que cette fonction G est bien définie et qu’elle est entière. Remarquons que

GN (z) = zn−z
N∏

n=1

(
1 +

z

n

)
, N ∈ N∗, z ∈ C.

Pour N ∈ N∗, on note HN := 1 + · · · + 1/N . On sait que la suite (HN − ln N)N∈N∗

converge vers une constante γ ∈ R. Alors

n−z = e−z ln n = e−z(ln n−Hn)e−zHn , z ∈ C
ce qui permet d’écrire

GN (z) = ze−z(ln N−HN )

N∏
n=1

(
1 +

z

n

)
e−z/n.

On peut alors montrer que la fonction G est entière en utilisant le théorème d’holo-

morphie des produits infinis, le premier terme ne posant pas de problème. Montrons

que la série
∑

n∈N∗(1 − gn) converge normalement sur tout compact de C avec

gn(z) = (1 + z/n)e−z/n.

Soient R > 0 un réel et z ∈ C un complexe vérifiant |z| ⩽ R. Alors

|1 − gn(z)| =

∣∣∣∣∣1 −
(

1 +
z

n

)(
1 − z

n
+

+∞∑
k=2

(−1)kzk

nkk!

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣−
+∞∑
k=2

(−1)kzk

nkk!
+

z2

n2
− z

n

+∞∑
k=2

(−1)kzk

nkk!

∣∣∣∣∣ ⩽ eR + R2 + ReR

n2

Le théorème d’holomorphie des produits assure alors que la fonction G est entière et

que, les fonctions gn avec n ∈ N∗ s’annulant en les entiers 1, . . ., −n, elle s’annule sur

tous les entiers négatifs. Ainsi la fonction 1/G est sans zéro et holomorphe sur C \ Z−.

• Conclusion. En se servant de la relation (1), les fonctions Γ et 1/G coïncident

sur l’ouvert Ω. De la sorte, la fonction 1/G prolonge la fonction Γ en une fonction

holomorphe et sans zéro sur l’ouvert C \ Z−. On la note toujours Γ si bien que la

fonction 1/Γ se prolonge en la fonction G qui est entière. ◁
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