Développement 32. Le lemme de Morse

Lemme 1. Soit 4y € ., (R) N GL,(R) une matrice symétrique inversible. Alors il
existe un voisinage V' C .,,(R) de la matrice Ay et une application ®: V. — GL,(R)
de classe ¢! tels que

VA eV, A ="D(A)AyD(A).

Considérons I'application
5o [ = 2w,
' M — "M AyM.

Elle est polynomiale et donc de classe €. Calculons sa différentielle en I'identité. Pour
une matrice H € #,(R), on a

(b(ln +H) = (In +tH)AO(In +H)
= Ao+ AgH +'HAy + ‘HA H
= ¢(I) + AoH + "(HAo) + o(| H|?)

Preuve

ce qui donne
d(I,)(H) = AgH + (H Ay).
Le noyau de la différentielle d¢(I,,) est donc
Kerldo(I,)] = {H € #,(R) | ApH € ,(R)}.
De plus, cette différentielle d¢(I,,) est surjective puisqu’un antécédent d’une ma-
trice A € .7, (R) est la matrice $ A7 A.

Notons F' C ., (R) le sous-espace vectoriel formé des matrices M € ., (R) telle
que AgM € .7, (R). 1l contient 'identité. De plus, comme .#,(R) = .7, (R)® %,(R),
on peut donc écrire

My (R) = Ker[do(I,)] & F.
Notons ¢: FF — .7, (R) la restriction de I'application ¢ au sous-espace vectoriel F.
La différentielle di)(I,,) est donc bijective puisque
Ker[dy(I,)] = Ker[d¢(I,)] N F = {0} .

Par le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage U C F' de l'identité, un
voisinage V' C ., (R) de la matrice Ag = 9(1,,) telle que la restriction ¢|y: U — V
soit un ¢'-difféomorphisme. On note ®: V' — U son inverse. On peut supposer
que U C GL,(R) quitte & prendre 'ouvert U N U’ ot 'ensemble U’ est un voisinage
ouvert de l'identité dans GL,,(R) qui existe par continuité du déterminant. Avec tout
ceci, on obtient

VAeV, A="D(A)AyD(A). <
Théoréme 2. Soient 2 C R™ un ouvert contenant 'origine et f: & — R une
fonction de classe €3. On suppose que

— lorigine est un point critique, c’est-a-dire df (0) = 0;

— la forme quadratique d?f(0) n’est pas dégénérée ;
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— elle est de signature (p,n — p).
Alors il existe un voisinage U C Q2 de 0 et un difféomorphisme p: U — ¢(U) C R de
classe ¢! vérifiant

— ¢(0) =0;
— pour tout point x € U, on a
F@) = £(0) = p1(2) + - + 0p(2)? = pp41(2)® =+ — pn(2)?

ou les réels @, (x) sont les coordonnées du vecteurs ().

Pour tout point z € 2, la formule de Taylor multidimensionnelle donne

1
f(2) — £(0) = dF(0)(x) + / (1~ t)d2 f(tx)(h, ) .

Preuve

c’est-a-dire
f(x) — f(0) ="2Q(z)x avec Q(x):= /0 (1—t)d*f(tz)dt € 7, (R).

Par hypothese, la matrice Q(0) = %dz f(0) est inversible. D’apres le lemme, il existe
donc un voisinage V' C ., (R) de la matrice Q(0) et une application ®: V' — GL,(R)
de classe €' tels que
VAeV, A="D(A)Q(0)D(A).

Comme la fonction f est de classe €2, sa différentielle seconde d?f est de classe €.
Le théoréme de convergence dominée assure alors que la fonction @ est de classe €.
En particulier, elle est continue et sa préimage U := Q1 (V) est un voisinage ouvert
de lorigine qui vérifie

VeeU,  Qr)="8(Q(x))Q(0)2(Q(z)).

On peut donc écrire
VeeU,  flx)~f(0)="9(z)Q0)¢(x) avec o(z)=e(Q(z))
Par ailleurs, la forme quadratique Q(0) est de signature (p,n — p), donc le théoréme
de Sylvester assure qu’il existe une matrice A € GL,,(R) telle que
'AQ(0)A = diag(Ip, In—p)-
Posons ¢(r) == A~1¢(x) de telle sorte que
fl@) = f(0) = pr(x)? + -+ + 9p(2)* = par(@)” — - — pn(a)™.
Notons que ¢(0) = 0. Pour conclure, la différentielle de l'application ¢: U — R™ a
l'origine est la forme z — A~1®(Q(x)) qui est inversible puisque ®(Q(z)) € GL,(R).
Le théoréme d’inversion locale permet alors de conclure. N

1]  Francois ROUVIERE. Petit guide de calcul différentiel. Quatrieme édition. Cassini, 2015.



	Le lemme de Morse

