
Développement 40. La décomposition polaire du groupe orthogonal O(p, q)

Soient p, q ⩾ 1 deux entiers. On considère le groupe orthogonal O(p) ⊂ GLp(R) du
produit scalaire usuel sur Rp et, par ailleurs, le groupe orthogonal O(p, q) ⊂ GLp+q(R)
de la forme quadratique sur Rp+q de matrice dans la base canonique

I := diag(Ip, −Iq) ∈ Sp+q(R).

Théorème 1. Il existe un homéomorphisme
O(p, q) ≃ O(p) × O(q) × Rpq.

Preuve On note n := p + q. Soit M ∈ O(p, q) une matrice. D’après la décomposition
polaire, il existe deux matrices O ∈ O(n) et S ∈ S ++

n (R) telles que M = OS. On va
montrer que les matrices S et O appartiennent au groupe O(p, q). Comme M ∈ O(p, q),
il suffit de montrer que la matrice S y appartient. En posant T := tMM , on
trouve S2 = T . Comme le groupe O(p, q) est stable par transposition puisque

A ∈ O(p, q) =⇒ AI tA = I

=⇒ tA−1I A−1 = I

=⇒ A−1 ∈ O(p, q)
=⇒ A ∈ O(p, q),

la matrice tM y appartient et il en va de même pour la matrice T = S2. Comme
la matrice S est définie positive, il en va de même pour la matrice T . Ainsi comme
l’application exp: Sn(R) −→ S ++

n (R) est un homéomorphisme, il existe une ma-
trice U ∈ Sn(R) telle que T = exp U . Comme T ∈ O(p, q), on écrit successivement

TI tT = I , (⋆)
tT = I −1T −1I ,

texp(U) = I −1 exp(−U)I ,

exp(tU) = exp(−I −1UI ),
tU = −I −1UI , (car exp: Sn(R) −→ S ++

n (R) est bijective)
1
2

tU = −I −1 1
2
UI ,...

texp( 1
2
U) = I −1 exp( 1

2
U)−1I .

Comme exp( 1
2
U)2 = T avec exp( 1

2
U) ∈ S ++

n (R), l’unicité de la racine carrée
donne S = exp( 1

2
U) et la dernière ligne prétend alors que S ∈ O(p, q) puis O ∈ O(p, q).

Avec ce dernier paragraphe, comme la décomposition polaire est un homéomorphisme,
cette dernière induit un homéomorphisme

O(p, q) ≃ [O(p, q) ∩ O(n)] × [O(p, q) ∩ S ++
n (R)].

Maintenant, étudions le groupe G := O(p, q)∩O(n). Soit O ∈ G une matrice qu’on

écrit sous la forme

O =
Å

A C
B D

ã
où les matrices A, B, C et D sont de tailles p × p, q × p, p × q et q × q. Comme O ∈ G,
on peut écrire

I =
ÅtA tB

tC tD

ã
I

Å
A C
B D

ã
=
ÅtA tB

tC tD

ãÅ
A C

−B −D

ã
=
ÅtAA − tBB tAC − tBD

tCA − tDB tCC − tDD

ã
ce qui donne le système 

tAA − tBB = Ip,
tAC − tBD = 0,
tCA − tDB = 0,
tCC − tDD = −Iq.

(∗)

Par ailleurs, comme O ∈ G, on peut écrire tOI O = I et tOO = In, donc I O = OI ,
donc B = C = 0 puisque

I O =
Å

Ip 0
0 −Iq

ãÅ
A C
B D

ã
=
Å

A C
−B −D

ã
et OI =

Å
A −C
B −D

ã
.

Avec le système (∗), on en déduit alors tAA = Ip et tDD = Iq, c’est-à-dire A ∈ O(p)
et D ∈ O(q). Réciproquement, toute matrice de la forme diag(A, D) avec A ∈ O(p)
et D ∈ O(q) appartient au groupe G. Finalement, on obtient un homéomorphisme

O(p, q) ∩ O(n) ≃ O(p) × O(q).

Il reste à comprendre l’intersection O(p, q) ∩ S ++
n (R). Les implications (⋆) sont

en fait des équivalences et on peut donc écrire
exp(L) ⊂ O(p, q) avec L := {U ∈ Mn(R) | tU = −I −1UI }.

L’exponentielle induit donc l’homéomorphisme
Sn(R) ∩ L ≃ O(p, q) ∩ S ++

n (R).
Mais en procédant comme précédemment, on montre que

Sn(R) ∩ L =
ßÅ

0 B
tB 0

ã ∣∣∣∣ B ∈ Mp,q(R)
™

≃ Rpq

ce qui conclut. ◁
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