Développement 40. La décomposition polaire du groupe orthogonal O(p, q)

Soient p, ¢ > 1 deux entiers. On considere le groupe orthogonal O(p) C GL,(R) du
produit scalaire usuel sur R? et, par ailleurs, le groupe orthogonal O(p, ¢) C GL,14(R)
de la forme quadratique sur R?T¢ de matrice dans la base canonique

S = diag(lp, — 1) € Sp1q(R).

Il existe un homéomorphisme

O(p,q) = O(p) x O(g) x R

Théoréme 1.

Preuve On note n := p + q. Soit M € O(p, q) une matrice. D’apres la décomposition
polaire, il existe deux matrices O € O(n) et S € .77 (R) telles que M = OS. On va
montrer que les matrices S et O appartiennent au groupe O(p, ¢). Comme M € O(p, q),
il suffit de montrer que la matrice S y appartient. En posant T = ‘MM, on
trouve S% = T. Comme le groupe O(p, q) est stable par transposition puisque

AecO(p,q = AF'A=7
= "AlgA =
= A eO0(pq)
= A€ O0(pq),

la matrice M y appartient et il en va de méme pour la matrice T = S2. Comme
la matrice S est définie positive, il en va de méme pour la matrice T. Ainsi comme
l'application exp: ., (R) — .,F*(R) est un homéomorphisme, il existe une ma-
trice U € Z,(R) telle que T = exp U. Comme T € O(p, ¢), on écrit successivement
TS'T =7, (%)
‘T =777y,
texp(U) = & L exp(~U).Z,
exp('U) = exp(—F U Y),
U=-s"1Urs,
3 U=-7"13U07,

(car exp: 7, (R) — 7T (R) est bijective)

‘exp(3U) = g1 exp(3U) 1.7,
Comme exp(3U)? = T avec exp(3U) € #;"(R), l'unicité de la racine carrée
donne S = eXp(%U) et la derniére ligne prétend alors que S € O(p, ¢) puis O € O(p, q).
Avec ce dernier paragraphe, comme la décomposition polaire est un homéomorphisme,
cette derniere induit un homéomorphisme

O(p.q) =~ [O(p,q) N O(n)] x [O(p,q) N T (R)].
Maintenant, étudions le groupe G := O(p, ¢) NO(n). Soit O € G une matrice qu’on
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écrit sous la forme
A C)
o= (5 b
ol les matrices A, B, C et D sont de tailles p X p, ¢ X p, p X g et ¢ X g. Comme O € G,

on peut écrire
‘A 'B A C
s=(e )7 (5 D)

7(24 tB)(A C)
~“\!¢c ‘D/\-B -D

_ (tAA —'BB 'AC - tBD)
~“\'CA-'DB ‘CcC-'DD
ce qui donne le systeme
‘AA —'BB =1,
‘*AC —*BD =0,
'‘CA-'DB =0, (*)

‘CC —'DD = —1I,.
Par ailleurs, comme O € G, on peut écrire ‘00 = & et ‘00 = I,,, donc .#O = 0.7,
donc B = C' = 0 puisque

e 0)(A C>_<A C) _(A —C)
jo_(o 1)\ p)=\_B -p) ¢ 9=\ _p)

Avec le systéme (x), on en déduit alors "AA = I, et ‘DD = I, c’est-a-dire A € O(p)
et D € O(q). Réciproquement, toute matrice de la forme diag(A, D) avec A € O(p)
et D € O(q) appartient au groupe G. Finalement, on obtient un homéomorphisme

O(p,¢) N O(n) =~ O(p) x O(q).

Il reste & comprendre 'intersection O(p, q) N ., *(R). Les implications (x) sont
en fait des équivalences et on peut donc écrire

exp(L) C O(p,q) avec L:={Uc¢c .#,R)|U=-7"1U1}.
L’exponentielle induit donc I’homéomorphisme
Zw(R)NL=0(p,q) NS (R).

Mais en procédant comme précédemment, on montre que
0 B
#mynn={(9, 5)|pe .t m)}~rm

ce qui conclut. q
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