Développement 28. La loi de réciprocité quadratique par les formes quadratiques

Lemme 1. Soient p un nombre premier impair et a € F,’ un élément non nul. Alors

|{x€Fp|ax2:1}|:1+(%>.

Preuve Dans un premier temps, on suppose que I’élément a est un carré. Dans ce cas,
on veut montrer que Pensemble S := {z € F,, | az? = 1} est de cardinal 2. On peut
trouver un élément b € F’ tel que a = b2. Pour tout élément x € F,, on obtient alors
relS «— z2=b72

= (z-bHx+dbH=0

— z=+b"
Ainsi ’'ensemble S posséde deux éléments.

Maintenant, on suppose que I’élément a n’est pas un carré. Montrons que 'en-

semble S est vide. Raisonnons par I’absurde et supposons qu’il ait un élément = € S.
Comme ’élément a n’est pas nul, ce dernier élément = n’est pas nul. Par conséquent,

on peut écrire a = x72 = (z71)? ce qui est impossible. Finalement, 'ensemble S est
vide, c’est-a-dire de cardinal zéro. N

Théoréme 2. Soient p et ¢ deux nombres premiers impairs distincts. Alors

(73) (Q)  (—1)@mD/2x(a=1)/2,
q p

On va calculer de deux fagons le cardinal de I’ensemble
X ={(21,....2p) €EF? | 2]+ -+ =1}.
D’une part, montrons que

1X| = (g) +1 mod p. (1)

Preuve

On fait agir le groupe Z/pZ sur ’ensemble F! par 'action définie par I'égalité
k-(z1,...,2p) = (T14k, -, Tpik), keZ/pZ, (z1,...,2p) € FL.
Le stabilisateur Stabu d'un élément u € FL est un sous-groupe de Z/pZ. Comme
I’entier p est premier, le théoreme de Lagrange assure que ce stabilisateur est soit le
groupe trivial soit le groupe Z/pZ. Rappelons la formule
2/v2|
|Orbu| = Stabu
Distinguons les deux cas.

— Dans le second cas Stabu = Z/pZ, l'orbite Orbu de I'élément w est un sin-
gleton et I’élément v est donc de la forme (z,...,2) pour un élément z € F,
vérifiant pz? = 1. Réciproquement, 'orbite d’un tel élément (z,...,x) est un
singleton. Ainsi le nombre d’¢lément u € F1 dont le stabilisateur n’est pas un
singleton est le nombre de solutions de 1’équation pz? = 1.
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— Dans le premier cas Stabu = {1}, ceci est équivalent au fait que l'orbite Orbu
est de cardinal p.

Par conséquent, la formule des classes et le lemme donnent alors

1Z/pZ| (p)
X|= =14+1(= mod p.
XI= 2 i .

D’autre part, montrons que

-1
| X| = (qd + (—1)(p_1)/2x(q_1)/2)qd avec d = p72 ) (2)

Considérons le matrice
0 1
1 0

€ #,(F,) avec a:=(—-1)%

= O
O =

a
Les matrices I, et A a coeflicients dans F, sont symétriques, de méme rang et de
méme déterminant 1 = (—1)P~1/2q, donc elles sont congruentes. Soit P € GL,(F,)
une matrice inversible telle que A = tPIpP. Gréace a la bijection u — P~ !u, I'en-
semble X = {u € F? | ‘uu = 1} est de méme cardinal que I'ensemble
X' ={u e F|(Pu)(Pu) =1}
={u € F} | W Au' =1}
={(y1,21,- -+, Yd, 2a,t) € F} | 2(y121 + - + yaza) + at? = 1}.
Dénombrons cet ensemble X'.
— Pour les éléments du type (0, 21,...,0,24,t) € X', illyal+ (%) choix pour les
éléments t € F,, vérifiant at? = 1 d’apres le lemme et il y a g% choix pour les
éléments zg4, donc le nombre de choix pour de tels éléments est

“<1+(§)>:qﬁl+a“*ﬂ%.

— Pour les éléments du type (y1,21,--.,Yd, 2d,t) € X’ avec un élément non nul y;,
il y a ¢ — 1 choix pour le vecteur (y1,...,yq), il y a g choix pour t et il reste
A choisir un vecteur (21,...,zq) tel que y121 + -+ + ygzq = 1 — at®. Cette
derniére équation définit un hyperplan affine, donc il y a ¢¢~! choix pour le
vecteur (z1,...,24). Finalement, le nombre de choix pour de tels éléments est
(¢ = 1)ag" "
Ainsi, on trouve 1'égalité (2)
Concluons. Avec les égalités (1) et (2), on trouve

<§> +1 = (D72 4 (L1)e=D/2X(@=0/2),0-D/2 pod



c’est-a-dire

(2) 1= ((2) ) (2)

En multipliant par (%) et en soustrayant (%) de chaque c6té, on obtient

(ﬂ) (3) = (~1)@7D/2X@D2 mod p.

P/ \q
Comme le nombre premier p est impair, on a 1 # —1 dans F, et cette derniere
congruence est en fait une égalité dans Z ce qui conclut. N
Recasage

123 Corps finis. Applications
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