
Développement 18. Théorème de réduction des endomorphismes normaux

Soit n ⩾ 1 un entier. On considère un espace vectoriel euclidien E de dimension n.

Soit u ∈ L (E) un endomorphisme normal.

Lemme 1. Lorsque n = 2 et l’endomorphisme u n’admet pas de valeur propre réelle,

pour toute une base orthonormée B de E, il existe deux réels a, b ∈ R tels que

MatB(u) =

Å
a −b
b a

ã
.

Preuve On écrit la matrice M := MatB(u) sous la forme

M =

Å
a b
c d

ã
avec a, b, c, d ∈ R.

Comme l’endomorphisme u n’admet aucune valeur propre réelle, on a b ̸= 0. Comme

il est normal, on obtientÅ
a2 + b2 ac + bd
ac + bd c2 + d2

ã
=

Å
a2 + c2 ab + cd
ab + cd b2 + d2

ã
.

En examinant le coefficient en position (1, 1), on obtient b2 = c2, donc b = ±c. Si

jamais b = c, alors le matrice M serait symétrique, donc elle admettrait une valeur

propre réelle ce qui est impossible. On en déduit b = −c. En examinant le coefficient

en position (1, 2), on obtient alors b(d − a) = b(a − d), donc 2b(d − a) = 0, donc a = d
puisque b ̸= 0. ◁

Théorème 2. Alors il existe une base orthonormée B de l’espace E telle que la

matrice de l’endomorphisme u dans la base B soit de la forme

MatB(u) = diag(λ1, . . . , λs, τ1, . . . , τs) avec τi :=

Å
ai −bi

bi ai

ã
∈ M2(R). (1)

En outre, on admet le lemme suivant.

Lemme 3. – L’orthogonal d’un sous-espace vectoriel stable par un endomorphisme

est stable par son adjoint.

– L’orthogonal d’un sous-espace propre d’un endomorphisme normal est stable par

cet endomorphisme.

Preuve du théorème Effectuons une récurrence sur l’entier n. Lorsque n = 1, le théo-

rème est évident. Soit n ⩾ 2 un entier. On suppose désormais que le théorème est

vérifié pour tout espace euclidien de dimension n − 1 et tout endomorphisme normal.

Soient E un espace euclidien de dimension n et u ∈ L (E) un endomorphisme normal.

• Premier cas. D’abord, on suppose que l’endomorphisme u admet une valeur

propre réelle λ ∈ R. D’après le premier lemme, le sous-espace vectoriel Ker(u−λ IdE)⊥

est stable par les endomorphismes u et u∗. Notons u|F et u∗|F les endomorphismes

induits. Comme u∗|F = (u|F )∗, l’endomorphisme u|F est normal. On conclut alors

grâce à l’hypothèse de récurrence.

• Second cas. Maintenant, on suppose que l’endomorphisme u n’admet aucune

valeur propre réelle. Comme le corps de base est R, on considère un facteur irréductible

Q := X2 − 2αX + β ∈ R[X]

du polynôme χu. Montrons que N := Ker Q(u) ̸= {0}. Comme le polynôme Q est

irréductible sur R, on peut écrire Q = (X − λ)(X − λ) pour un complexe λ ∈ C. On

note M ∈ Mn(R) la matrice de l’endomorphisme u dans une base. Le complexe λ
étant une racine du polynôme Q avec Q | χu, le théorème de Cayley-Hamilton assure

que det(M − λIn) = 0, donc

det Q(u) = det Q(M) = det(M − λIn) det(M − λIn) = 0

D’où N ̸= {0}.

Le sous-espace vectoriel N est stable par l’endomorphisme u. De plus, comme

l’endomorphisme u est normal, il est également stable par l’endomorphisme u∗. No-

tons v := u|N l’endomorphisme induit. Alors l’endomorphisme v∗v = (u∗u)|N est

symétrique, donc il admet une valeur propre µ ∈ R. Soit x ∈ E un vecteur propre

associé. Comme l’endomorphisme u n’admet pas de valeur propre réelle, le sous-espace

vectoriel F := Vect(x, u(x)) est de dimension 2. De plus, ce dernier est stable par

l’endomorphisme u puisque u2(x) = 2αu(x) − βx ∈ F . Enfin, montrons qu’il est stable

par l’adjoint u∗. On a

u∗(u(x)) = v∗(v(x)) = µx ∈ F

et, comme le polynôme Q est irréductible, on peut écrire β ̸= 0 ce qui donne

x = β−1(2αu(x) − u2(x))

et permet d’écrire

u∗(x) = β−1(2αu∗(u(x)) − u∗(u2(x)))

= 2αβ−1u∗(u(x)) − β−1u(u∗u(x))

= 2αβ−1µx − β−1µu(x) ∈ F.

Cela montre la stabilité du sous-espace vectoriel F par l’adjoint u∗. Ainsi on peut

écrire (u|F )∗ = u∗|F ce qui montre que l’endomorphisme u|F est normal. D’après le

second lemme, en fixant une base orthonormée B2 de F , il existe deux réels a, b ∈ R
tels que

MatB(u|F ) =

Å
a −b
b a

ã
.

Comme le sous-espace vectoriel F est stable par les endomorphismes u et u∗, le premier

lemme assure que son orthogonal F ⊥ est stable par les endomorphismes u∗ et u∗∗ = u.

Comme précédemment, on peut alors écrire (u|F ⊥)∗ = u|∗F ⊥ et l’endomorphisme u|F ⊥

est donc normal. Comme dim F ⊥ = n − 2 < n, l’hypothèse de récurrence nous fournit

une base orthonormée B1 de F ⊥ tel que la matrice MatB1(u|F ⊥) soit de la forme (1).

La base (B1, B2) convient alors ce qui conclut. ◁
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