Développement. Le théoreme de prolongement de Tietze

Proposition 1. Soient E et F' deux espaces de Banach et T € Z(E, F) une application
linéaire continue. On suppose qu’elle est presque surjective, c’est-a-dire qu’il existe
deux réels a € ]0,1[ et C' > 0 tels que

Vy € Bp(0,1), 3z € E, ly —Tz|| <a et |z| <C. (1)
Alors elle est surjective et, plus précisément, on a
_ C
Vy € Br(0,1), 3z € E, y=Tx et |zf < 1 .
-«

Preuve Soit y € E un vecteur tel que |ly|| < 1. Construisons une suite (z,,),>1 de E
telle que, pour tout entier n > 1, on ait

lzn|| < C et ly — Txy — aTxy — - — o™ T, | < o™ (2)
Pour cela, on procéde par récurrence sur l'entier n. L’hypothése (1) nous assure lexis-
tence d’un tel vecteur x;. Soit n > 1 un entier. On suppose avoir construit de tels

vecteurs 1, ..., T,. Alors
y—Txy —aTag — - —a" Tx,
o <1
L’hypothése (1) fournit alors un vecteur z,; € E tel que
y—Tx —aTzy— - —a" Tz
H - " To|<a et ol <G,

c’est-a-dire vérifiant la condition (2).
n—1 ] n—1
Comme |a" z,| < Ca avec o € ]0,1[ pour n > 1, la série ), -, " ‘a,
converge absolument dans F. Comme ’espace E est complet, cette derniere converge
dans E. Grace a I'inégalité triangulaire, sa somme x € E vérifie alors

n—1

+oo C
z|| < Ca" ! = .
lell < 3 T
Enfin, comme l'application T" est continue, un passage a la limite dans I'inégalité (2)
donne ||y — Tz|| <0, c’est-a-dire y = T'z. q

Théoréme 2. Soient X un espace métrique et Y C X une partie fermée. Toute appli-
cation continue gg: ¥ — R se prolonge en une application continue fp: X — R.

Preuve e Premiére étape. Les espaces 6,(X) et 6,(Y) des fonctions continues
bornées sur X et Y sont de Banach. Considérons I'application linéaire continue

T %b(x) —)%ﬂb(Y)
' fr— fly.

Montrons qu’elle est presque surjective avec C = 1/3 et o = 2/3. Soit g € 6,(X) une
fonction telle que ||g]jeo < 1. Posons

YT ={reY|1/3<g(x) <1} et Y ={zecY|-1<g(x)<-1/3}
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La fonction f: X — R définie par
- +
o) - Lo 1) —dtar)
(,Y7)+d(z,YT)
est continue et bornée, c’est-a-dire appartient & %1,(X), et elle vérifie || f|lo < 1/3.
Montrons que || Tf — g|loo < 2/3. Soit € Y. On distinguons trois cas.
- SizeY™, alors

reX.

o(z) ~ () = g(x) — 5 € [o, %]

— Sixz e Y, alors

-~ Sizg¢YtuY, alors
1 1 2

l9(e) — F@)] < lg@] +1/ @) < 5+ 5 =3

Cela montre que ||Tf — g]loo < 2/3. Finalement, application T' est presque surjective.
On peut appliquer la proposition : toute fonction g € %,(Y) est de la forme f|y pour
une fonction f € 64, (X) vérifiant || f|loco < 1. Autrement dit, toute fonction g € 6, (Y)
se prolonge en une fonction f € 6;,(X) avec || f|loo < 1.

e Deuxiéme étape. Soit g € 6, (Y') une fonction telle que |g| < 1 sur Y. Montrons
qu’elle peut se prolonger en une fonction f € %,(X) telle que |f| < 1 sur X. Gréace a
la premiére étape, on peut la prolonger en une fonction h € 6, (X) telle que |h| < 1
sur X. Si |h| < 1 sur X, alors on prend f := h. Sinon on suppose que

Z={zeX||h(x)=1}#0.

Considérons la fonction f = uh € 6,(X) ou

d(z, 2)
d(z,Y) +d(z, 2)’
qui est bien posée puisque Y N Z = car |h| = |g| < 1 sur Y. Comme |u| < 1 sur X,
on a |f| < |h| < 1. De plus, lorsque z € Z, on a u(z) = 0, donc f(z) = 0. On en déduit
que |f| < 1. Pour finir, la fonction f prolonge bien la fonction h sur X puisque u = 1
sur Y.

u(z) = x e X.

o Troisiéme étape. Soit ¢: ]—1,1[ — R un homéomorphisme. Alors la fonc-
tion g == ¢! 0 gy est continue et vérifie |g] < 1 sur Y. D’apres la deuxiéme étape,
elle admet un prolongement continu f € %1, (X) tel que |f] < 1 sur X. Dans ce cas, la
fonction fy := ¢ o f convient. <
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