Lecon 121. Nombres premiers. Applications.

1. Généralité sur les nombres premiers

1.1. Les éléments premiers de ’anneau des entiers

1. DEFINITION. Un nombre entier n € N* est premier s’il est supérieur a 2 et si ses
seuls diviseurs positifs sont 1 et n.

2. EXEMPLE. Les entiers 2, 3, 5 et 7 sont les quatre premiers nombres premiers.

3. PROPOSITION. L’ensemble &7 des nombres premiers est infini.

4. PROPOSITION. Tout entier différent de +1 et 0 admet un diviseur premier.

5. PROPOSITION (lemme d’Euclide). Soient nq,...,n, € N* des entiers. Un nombre
premier p divise le produit ny - - - n, si et seulement s’il divise un des entiers ny.

6. THEOREME. Tout entier n > 2 s’écrit de maniére unique sous la forme
n=pit-prr
pour des nombres premiers py avec p; < --- < p,. et des entiers non nuls oy € N*.
7. EXEMPLE. On a 225 =52 x T et 15 =3 x 5.
8. DEFINITION. Soit n € N* un entier. Il s’écrit sous la forme
n = H pvr(™)
pEP
pour une famille presque nulle d’entiers positifs (v,(n))p,c2. Les quantités v,(n) sont
les valuations p-adiques de I’entier n.

9. THEOREME. Soient a,b € N* deux entiers. Alors les éléments

H pmin(vp(a),vp(b)) ot H pmax(vp(a)wp(b))
peEP peEP

sont respectivement un PGCD et un PPCM des entiers a et b.
1.2. Des fonctions arithmétiques
10. DEFINITION. La fonction indicatrice d’Euler est 'application
N* — N,
n+— |(Z/nZ)*|=|{k € [1,n] | kAn=1}|
11. THEOREME. Soient n > 2 un entier et « € N un entier premier avec n. Alors
a?™ =1 mod n.

12. PROPOSITION. Si l'entier p est premier, alors ¢(p®) = p® — p®~1. Par ailleurs, la
fonction ¢ est arithmétiquement multiplicative, c’est-a-dire tout nombre m,n € N*
premiers entre eux vérifie p(mn) = p(m)p(n). Enfin, elle vérifie

n= Z o(d).
d|n

(%2

13. COROLLAIRE. Soit n € N* un entier qu’on écrit sous la forme n = p{* .- por.

Alors
p(n) = (pi* —p =Y (2 —p2r ).
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14. DEFINITION. Pour un entier n € N* écrit sous la forme n = p{* - - - p&, on pose
1 sin=1,
p(n) =40
(="
L’application p: N* — {—1,0, 1} est la fonction de Mobius.
15. PROPOSITION. La fonction p est arithmétiquement multiplicative et vérifie

Vn=2, Y p(d) =1
d|n

sin # 1 et 'un des entiers «; est > 2,

sinon.

16. THEOREME (formule d’inversion de Mdbius). Soient G un groupe abélien additif
et f: N* — G une application. Pour tout entier n € N*, on pose

g(n)=>_ f(n).
d|n

Alors pour tout entier n € N*, on a
n
= =) g(d).
fm) =Y u(5) o)
dln
17. APPLICATION. Pour tout entier n € N*, on a

p(n) =Y u(%) d.

d|n
1.3. Recherche des nombres premiers, tests de primalité et non primalité

18. PROPOSITION. Tout entier n > 2 qui n’est pas premier admet un diviseur premier
entre les entiers 2 et |/n].
19. ALGORITHME (méthode naive). Pour savoir si un nombre n > 2 est premier, on
teste s'il est divisible ou non par les entiers entre 2 et [/n].
20. ALGORITHME (crible d’Eratosthéne). On veut dresser la liste des nombres pre-
miers jusqu’a un entier N > 2. Pour cela, si un entier n € [2, N] est encore dans la
liste, on teste s’il est premier ou non :

— ¢’il est premier, on passe au suivant dans la liste;

— sinon on le retire ainsi que tous ses multiples.
21. PROPOSITION. Soient p > 2 un entier et a € [[1,p — 1] un entier. Si le nombre p
est premier, alors ¢! =1 mod p.
22. REMARQUE. La contraposée de cette proposition fournit un test de non-primalité :
pour tout entier n > 2, §’il existe un entier a € [1,p — 1] tel que "~ # 1 mod n,
alors lentier n n’est pas premier.
23. REMARQUE. Le probléme de la factorisation d’un grand entier est difficile.
24. APPLICATION (systéme RSA). Soient p et ¢ deux nombres premiers distincts. On
pose n = pq. Soit e € Z un entier premier avec ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1). Soit d € Z un
inverse de e modulo ¢(n). Alors m*® = m mod n pour tout entier m € Z



— D1 —

1.4. Répartition des nombres premiers

25. THEOREME (Dirichlet faible). Pour tout entier n € N*, il existe une infinité de
nombres premiers congrus a 1 modulo n.

26. THEOREME (Dirichlet fort, admis). Pour tous entiers a,b € N* premiers entre
eux, il existe une infinité de nombres premiers congrus & a modulo b.

27. THEOREME (des nombres premiers). Pour un entier z > 1, on note 7(z) > 2 le
nombre de nombres premiers < z. Lorsque z — 400, on a

X

2. Théorie des corps finis

2.1. Caractéristique et sous-corps premiers

28. PROPOSITION. Soit n € N* un entier non nul. Alors les propositions suivantes
sont équivalentes :

— Panneau Z/nZ est un corps;

— lanneau Z/nZ est intégre;

— D’entier n est premier.
Pour un nombre premier p, on note ¥, := Z/pZ ce corps fini.

29. PROPOSITION. La caractéristique d’un corps est soit nulle soit un nombre premier.

En particulier, la caractéristique d’un corps fini est un nombre premier.
30. CONTRE-EXEMPLE. La réciproque du dernier point est fausse : le corps F(t) est
infini et de caractéristique p.
31. COROLLAIRE. Soit K un corps de caractéristique p > 0.
— Si p =0, alors il existe un morphisme de corps Q — K ;
— S8ip >0, alors il existe un morphisme de corps F, — K.
32. COROLLAIRE. Un corps fini est de cardinal p™ pour un entier n € N*.
33. EXEMPLE. Soit K un corps fini de caractéristique p > 0. Alors I'application

K — K,

Frobg :
z — 2P

est un automorphisme de corps.
34. THEOREME (Germain). Soit p > 3 un nombre premier tel que le nombre ¢q := 2p+1
soit premier. Alors il n’existe pas de triplet (z,y, z) € Z3 tel que

zyz 20 mod p et P +yP + 2P =0.

2.2. Construction des corps finis

35. THEOREME. Soient p un nombre premier et n € N* un entier non nul. Alors il
existe un unique corps de cardinal ¢ := p™ a isomorphisme pres et il s’agit du corps de
décomposition du polynéme X9 — X sur F,. On le note Fy.

36. EXEMPLE. Attention, le corps F, ne correspond pas a anneau Z/gZ.

37. EXEMPLE. Le corps Fy s’obtient comme le quotient Fa[X]/(X? + X + 1).

38. THEOREME. Le groupe F est isomorphe au groupe cyclique Z/(q — 1)Z.

39. THEOREME. Soient m,n € N* deux entiers non nuls. Alors il existe un morphisme
de corps Fym — Fn si et seulement si m | n.
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2.3. Les carrés dans les corps finis

40. DEFINITION. Soient p un nombre premier impair. Pour tout élément a € F,,, son
symbole de Legendre est ’entier

1 siaeF)2

(9) =aPD2={_1 siaqc F) \F;Q,
b
0 sia=0.
41. EXEMPLE. En reprenant 'exemple précédent, on a (2) =1et (Z) = (2) = —1.

42. PROPOSITION. Pour tout élément a € F;, on a

a
|{a:€Fp}ax2:1}|=1+(f>.
p
43. PROPOSITION. Pour tout nombre premier impair, on a

(i):(_l)(p—n/z ot (3):(_1)@2—1)/8,

p p
Autrement dit,

— l’entier —1 est un carré modulo p si et seulement si p =1 mod 4;
— D’entier 2 est un carré modulo p si et seulement si p = +1 mod 8;
44. THEOREME. L’application

@ €F) —s (%) € {£1}

est un morphisme de groupes.
45. THEOREME (loi de réciprocité quadratique). Soient p et ¢ deux nombres premiers

impairs. Alors
(13) (Q) _ (C1)e-D/2x(@-1)/2,
q p

46. EXEMPLE. Avec les quatre derniers points, on trouve

(5)-(5) &) -(@)--(5)--()-~
23/ \23/\23/ \23/ \7/ \7) 7
Ainsi I'entier 14 n’est pas un carré modulo 23.

3. Théorie des p-groupes

3.1. Les p-groupes
47. DEFINITION. Soit p un nombre premier. Un p-groupe est un groupe fini dont le
cardinal est une puissance de ’entier p.
48. EXEMPLE. Le groupe diédral D4 d’ordre 4 est un 2-groupe.
49. LEMME. Soit G un p-groupe agissant sur un ensemble fini X. On note X¢ ¢ X
I’ensemble des points fixes sous cette action. Alors
G| —

|X~] = [X]
50. THEOREME (Cauchy). Tout groupe fini d’ordre divisible par un nombre premier
p admet un élément d’ordre p.

mod p.

51. PROPOSITION. Le centre d’un p-groupe non trivial est non trivial.

z ——




3.2. Les théorémes de Sylow

52. DEFINITION. Soient G un groupe fini de cardinal n et p un diviseur premier de
Pentier n. On note n = p*m avec p + m. Un p-sous-groupe de Sylow de G est un
sous-groupe de cardinal p®.
53. EXEMPLE. Un p-sous-groupe de Sylow du groupe GL, (F,) est le groupe des
matrices triangulaires supérieures dont les coefficients de la diagonale valent 1.
54. THEOREME (Sylow). Soient G un groupe fini et p un diviseur de son ordre. Alors
le groupe GG contient au moins un p-sous-groupe de Sylow.
55. THEOREME (Sylow). Soient G un groupe fini de cardinal n et p un diviseur
premier de lentier n. On note n = p®m avec p { m. Alors

— pour tout sous-groupe H C G, il existe un p-sous-groupe de Sylow S C G tel

que HC S;

— les p-sous-groupes de Sylow sont conjugués ;

— le nombre de p-sous-groupes de Sylow vérifie k =1 mod p et k | |G|
56. COROLLAIRE. Soit S un p-sous-groupe de Sylow de G. Alors il est distingué si et
seulement s’il est 'unique p-sous-groupe de Sylow de G.
57. APPLICATION. Un groupe d’ordre 63 n’est pas simple.
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