
Leçon 144. Racines d’un polynôme. Fonctions symétriques élémentaires. Exemples et applications.

1. Notation. Dans cette leçon, on considère un corps K.

1. Racines d’un polynôme

1.1. Racines et multiplicités

2. Définition. Une racine d’un polynôme P ∈ K[X] est un élément α ∈ K vérifiant

la divisibilité X − a | P dans K[X].

3. Exemple. Le polynôme X2 − X admet 0 et 1 comme racines dans K.

4. Proposition. Un élément a ∈ K est une racine d’un polynôme P ∈ K[X] si et

seulement si P (a) = 0.

5. Exemple. Le polynôme X2 + 1 n’admet pas de racines dans R.

6. Définition. L’ordre ou la multiplicité algébrique d’une racine a ∈ K d’un poly-

nôme P ∈ K[X] est l’entier

max{k ∈ N | (X − α)k | P}.

7. Proposition. Un polynôme de degré n ⩾ 1 admet au plus n racines comptées

avec multiplicité.

8. Corollaire. On suppose que le corps K est infini. Alors tout polynôme P ∈ K[X]

vérifiant P (x) = 0 pour tout x ∈ K est nul.

9. Exemple. Le résultat est faux lorsque le corps est fini : il suffit de considérer le

polynôme Xq − X sur le corps Fq.

10. Application (interpolation de Lagrange). Soient a1, . . . , an ∈ K des éléments

deux à deux distincts. Soient b1, . . . , bn ∈ K des éléments. Alors il existe un unique

polynôme P ∈ K[X]<n tel que

∀i ∈ J1, nK, P (ai) = bi.

11. Théorème. On suppose que le corps K est de caractéristique nulle. Soit P ∈ K[X]

un polynôme non nul. Alors un élément a ∈ K est une racine du polynôme P
d’ordre α ⩾ 1 si et seulement si

F (a) = F ′(a) = · · · = F (α−1)(a) = 0 et F (α)(a) ̸= 0.

12. Contre-exemple. Le résultat est faux est caractéristique non nulle : le poly-

nôme X3 ∈ F3[X] admet zéro comme racine d’ordre 3 et pourtant on a (X3)(3) = 0.

1.2. Polynômes irréductibles et corps algébriquement clos

13. Proposition. Un polynôme irréductible sur K de degré ⩾ 2 n’admet aucune

racine dans K.

14. Contre-exemple. La réciproque est fausse : le polynôme (X2 + 1)2 n’admet pas

de racines dans Q et pourtant il est réductible.

15. Proposition. Un polynôme de degré 2 ou 3 n’admettant pas de racines dans K
est irréductible dans K.

16. Exemple. Le polynôme X2 + X + 1 est irréductible sur F2.

17. Exemple. Le corps K est algébriquement clos si tout polynôme de K[X] admet

une racine dans K.

18. Proposition. Si le corps K est algébriquement clos, alors tout polynôme de K[X]

est scindé sur K.

19. Théorème (d’Alembert-Gauss). Le corps C est algébriquement clos.

20. Application. Toute matrice à coefficients complexes est trigonalisable.

21. Corollaire. Les polynômes irréductibles sur C sont les polynômes de degré 1.

Les polynômes irréductibles sur R sont les polynômes de degré 1 et les polynômes de

degré 2 dont le discriminant est strictement négatifs.

1.3. Extensions de corps

22. Définition. Soit P ∈ K[X] un polynôme irréductible. Un corps de rupture sur K
du polynôme P est une extension L/K si le polynôme P admet une racine sur L.

23. Théorème. Un polynôme irréductible P ∈ K[X] sur K admet un corps de

rupture qui est unique à isomorphisme près : il s’agit du quotient K[X]/(P ).

24. Définition. Soit P ∈ K[X] un polynôme. Un corps de décomposition sur K du

polynôme P est une extension L/K telle que

– le polynôme P soit scindé sur L ;

– ce soit la plus petite extension variant ce dernier point.

25. Exemple. Le corps C est un corps de décomposition du polynôme X2 + 1 sur R.

26. Théorème. Un polynôme irréductible P ∈ K[X] sur K admet un corps de

décomposition qui est unique à isomorphisme près.

27. Définition-théorème. Soient p un nombre premier et n ∈ N∗ un entier non

nul. Alors il existe un corps à q := pn éléments. De plus, il s’agit d’un corps de décom-

position du polynôme Xq − X sur Fp. En particulier, il est unique à isomorphisme

près, noté Fq.

28. Définition. On considère un corps K de caractéristique p ⩾ 0 et un entier n > 0

avec p ∤ n. Une racine n-ième de l’unité est un élément ξ ∈ K tel que ξn = 1. Elle est

primitive si ξd ̸= 1 pour d < n. On note µn(K) (resp. µ×
n (K)) les ensembles de ra-

cines n-ième (resp. primitives). Soit Kn un corps de décomposition du polynôme Xn −1

sur K. Le n-ième polynôme cyclotomique est le polynôme

Φn,K :=
∏

ξ∈µ×
n (Kn)

(X − ξ) ∈ Kn[X].

29. Proposition. On a Φn := Φn,Q ∈ Z[X]. Soit σ : Z −→ K l’unique morphisme

d’anneaux que l’on étend en un morphisme d’anneaux σ : Z[X] −→ K[X] en envoyant

l’indéterminée X sur elle-même. Alors Φn,K = σ(Φn,Q).

30. Théorème. Le polynôme Φn est irréductible sur Z et donc sur Q.

31. Corollaire. Soit ξ ∈ µ×
n (C). Alors son polynôme minimal sur Q est le poly-

nôme Φn. En particulier, on a [Q(ζ) : Q] = φ(n).
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2. Polynômes symétriques

32. Notation. Dans la suite, on considère un anneau commutatif unitaire intègre A.
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2.1. Définitions et relations coefficients-racines

33. Définition. Un polynôme P ∈ A[X1, . . . , Xn] est symétriques si

∀σ ∈ Sn, σ · P (X1, . . . , Xn) := P (Xσ(1), . . . , Xσ(n)) = P (X1, . . . , Xn).

Le groupe Sn agit donc sur l’ensemble A[X1, . . . , Xn]. L’ensemble des polynômes

symétriques est noté A[X1, . . . , Xn]Sn .

34. Exemple. Le polynôme X2 + XY + 1 est symétrique. Les polynômes

Sk := Xk
1 + · · · + Xk

n avec k ∈ N
sont symétriques.

35. Définition. Les polynômes symétriques élémentaires sont les polynômes

Σp :=
∑

1⩽i1<···<ip⩽n

Xi1 · · · Xip

pour un entier p ∈ J1, nK.
36. Exemple. On a Σ1 = X1 + · · · + Xn et Σn = X1 · · · Xn.

37. Proposition. Dans l’anneau A[X1, . . . , Xn, T ], on a

(T − X1) · · · (T − Xn) = T n +

n∑
p=1

(−1)pΣpT n−p.

En particulier, soit Xn + a1Xn−1 + · · · + an ∈ K[X] un polynôme scindé sur K de

racines α1, . . . , αn ∈ K. Alors pour tout i ∈ J1, nK, on a

(−1)iai = Σi(α1, . . . , αn).

2.2. Structure des polynômes symétriques

38. Théorème. Soit P ∈ A[X1, . . . , Xn]Sn un polynôme symétrique. Alors il existe

un unique polynôme Φ ∈ A[X1, . . . , Xn] tel que P = Φ(Σ1, . . . , Σn).

39. Corollaire. Soit P ∈ Z[X] un polynôme unitaire. Notons α1, . . . , αn ∈ C ses

racines. Soit F ∈ Z[X1, . . . , Xn]Sn un polynôme symétrique. Alors F (α1, . . . , αn) ∈ Z.

40. Proposition (formule de Newton). Pour tout entier k ∈ J1, n − 1K, on a

Sk − Σ1Sk−1 + · · · + (−1)k−1Σk−1S1 + (−1)kΣkk = 0

et, pour tout entier p ∈ N, on a

Sp+n − Σ1Sp+n−1 + · · · + (−1)n−1Σn−1Sp+1 + (−1)nΣnSp = 0.

41. Exemple. On peut calculer les polynômes

S1 = Σ1,

S2 = Σ2
1 − 2Σ2,

S3 = Σ3
1 − 3Σ1Σ2 + 3Σ3

et réciproquement les polynômes

Σ1 = S1,

Σ2 = 1
2
S2

1 − 1
2
S2,

Σ3 = 1
6
S3

1 − 1
2
S1S2 + 1

3
S3

3. Recherche, comptage et localisation des racines

3.1. Liens avec la réduction

42. Théorème. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors les valeurs

propres dans K d’un endomorphisme u ∈ L (E) sont exactement les racines de son

polynôme caractéristique (respectivement minimal) dans K.

43. Exemple. Pour un polynôme P ∈ K[X] avec K = R ou C, les valeurs propres

de sa matrice compagnon CP sont ses racines.

44. Théorème (décomposition QR). Soit A ∈ GLn(C) une matrice inversible. Alors

il existe un unique couple (Q, R) ∈ Mn(C) tel que

– A = QR ;

– la matrice Q soit unitaire ;

– la matrice R soit triangulaire supérieure où les coefficients de sa diagonale sont

positifs.

45. Théorème (méthode QR). Soit A ∈ GLn(C) une matrice dont les valeurs propres

sont de modules deux à deux distincts. On peut alors trouver une matrice P ∈ GLn(C)

et des complexes λ1, . . . , λn ∈ C triés par modules décroissants tels que

A = PΛP −1 avec Λ := diag(λ1, . . . , λn).

De plus, on suppose que la matrice P admet une décomposition LU. Définissons la

suite (Ak)k∈N de matrice de la manière suivante :

– on pose A0 = A ;

– pour tout entier k ∈ N, on pose Ak+1 := RkQk où le couple (Qk, Rk) est la

décomposition QR de la matrice Ak.

Alors la suite (Ak)k∈N converge coefficient par coefficient vers la matrice Λ.
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46. Remarque. Pour un polynôme P ∈ C[X], on applique la méthode QR à la ma-

trice CP lorsque les hypothèses sont vérifiées pour trouver les racines du polynôme P .

3.2. Localisation et comptages des racines dans le cas réel ou complexe

47. Théorème. Soit Xn + an−1Xn−1 + · · · + a0 ∈ C[X] un polynôme dont on note

les racines α1, . . . , αd ∈ C. Alors le réel r0 := max(|α1|, . . . , |αn|) vérifie

r0 ⩽ max(1, |a1| + · · · + |an|),
r0 ⩽ 1 + max(|a1|, . . . , |an|)

48. Définition. La mesure de Mahler d’un polynôme

P := adXd + · · · + a0 = ad(X − α1) · · · (X − αn) ∈ C[X] avec ad ̸= 0

est le réel

M(P ) := a max(1, |α1|) · · · max(1, |αn|)
et sa norme 2 est le réel

∥P∥ := (|a0|2 + · · · + |an|2)1/2.

49. Théorème. Soit P := adXd + · · · + a0 ∈ C[X] un polynôme non constant. Alors

M(P )2 + |a0ad|∗2M(P )−2 ⩽ ∥P∥2.

50. Proposition. Soit P := anXn + · · · + a0 ∈ C[X] un polynôme non constant
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vérifiant

|cj | >
∑
i̸=j

|ci|

pour une certain indice j ∈ J0, nK. Alors ce polynôme P possède exactement j racines

de module < 1 et aucune de module 1.

51. Proposition. Soient m ⩾ 1 un entier et P := Xn + a1Xn−1 + · · · + a0 ∈ R[X]

un polynôme avec n ⩾ m et ai ⩾ 0 pour tout i ∈ J1, m − 1K. Alors toute racine x ∈ R
du polynôme P vérifie

x < 1 + A1/m avec A := max(−am, . . . , −an, 0).

52. Définition. La suite de Sturm d’un polynôme P ∈ R[X] à coefficients réels est

la suite finie (P0, . . . , Pk) de polynômes vérifiant

– P0 = P et P1 = P ′ ;

– pour tout i ∈ J1, k − 1K, le polynôme fi+1 est l’opposé du reste de la division

euclidienne de Pi−1 par Pi ;

– Pk = 0.

Pour un réel x ∈ R tel que P (x) ̸= 0, on définit le nombre sP (x) ∈ N de changements

de signes dans la suite (P0(x), . . . , Pk(x)).

53. Théorème (Sturm). Soient P ∈ R[X] un polynôme à coefficients réels et a, b ∈ R
deux réels avec a < b tels que P (a) ̸= 0 et P (b) ̸= 0. Alors le nombre de racines du

polynôme f sur le segment [a, b] vaut sP (a) − sP (b).
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