
Leçon 155. Endomorphismes diagonalisables en dimension finie.

1. Notation. Soient K un corps et n ⩾ 1 un entier. On considère un K-espace

vectoriel E de dimension n et un endomorphisme f ∈ L (E).

1. Outils de réduction

1.1. Valeurs propres et vecteurs propres

2. Définition. Un scalaire λ ∈ K est une valeur propre de l’endomorphisme f si

l’endomorphisme f − λ IdE n’est pas injectif. L’ensemble de ses valeurs propres est

son spectre et on le note Sp(f).

3. Définition. Un vecteur propre associée à une valeur propre λ ∈ Sp(f) est un

vecteur non nul du noyau Ker(f − λ IdE).

4. Remarque. On définit, de même, les notions de vecteurs et valeurs propres pour

des matrices de Mn(K) : ce sont ceux de l’endomorphisme induit par la matrice.

[3]

5. Exemple. La matrice identité In vérifie Sp(In) = {0} et tout vecteur de Kn est

propre pour la valeur propre 0. La matriceÅ
1 1

0 2

ã
∈ M4(R)

admet 1 comme valeur propre et un vecteur propre associé est (1, 0). Dans R2, la

rotation d’angle θ ∈ R \ πZ n’a pas de valeur propre.

6. Proposition. Soit λ ∈ Sp(f). Alors le noyau Ker(f − λ IdE) est stable par l’endo-

morphisme f . On l’appelle le sous-espace propre de l’endomorphisme f associé à la

valeur propre λ.

7. Proposition. Les espaces propres de l’endomorphisme f sont en somme directe.

8. Définition. L’endomorphisme f est diagonalisable s’il existe une base de E dans

laquelle sa matrice est diagonale.

[3]

9. Exemple. Les matrices diagonales sont diagonalisables.

10. Proposition. L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement s’il existe

une base de E constitué de vecteurs propres de l’endomorphisme f .

[3]

1.2. Polynômes d’endomorphismes et polynôme caractéristique

11. Définition. Soit P =
∑d

i=0 aiX
i ∈ K[X]. On définit l’endomorphisme

P (f) :=

d∑
i=0

aif i ∈ L (E).

12. Proposition. L’ensemble I := {P ∈ K[X] | P (f) = 0} est un idéal de l’anneau

principal K[X]. On note πf ∈ K[X] l’unique polynôme unitaire tel que I = πf K[X].

Ce polynôme πf est le polynôme minimal de l’endomorphisme f .

13. Définition. Le polynôme caractéristique de l’endomorphisme f est le polynôme

χf := det(f − X IdE) ∈ K[X].

14. Théorème. Un scalaire de K est une valeur propre de l’endomorphisme f si et

seulement s’il est racine du polynôme χf .

15. Remarque. Si le corps K est algébriquement clos, alors l’endomorphisme f admet

au moins une valeur propre.

[3]

16. Exemple. La matrice

A :=

Å
1 2

2 4

ã
∈ M4(R)

est de polynôme caractéristique χA = X(X − 5), donc Sp(A) = {0, 5}.

17. Théorème. Les points suivants sont équivalents :

– l’endomorphisme f est diagonalisable ;

– le polynôme χf est scindé sur K et les ordres de chacune de ses racines coïncident

avec les dimensions des sous-espaces propres associés ;

– il existe des valeurs propres λ1, . . . , λp ∈ Sp(f) telle que

E =

p⊕
i=1

Ker(f − λi IdE).

18. Théorème (Cayley-Hamilton). Le polynôme minimal πf divise le polynôme

caractéristique χf . En particulier, on a χf (f) = 0.

19. Théorème (lemme des noyaux). Soient P1, . . . , Pr ∈ K[X] des polynômes pre-

miers entre eux deux à deux. En notant P := P1 · · · Pr, on a

Ker P (f) = Ker P1(f) ⊕ · · · ⊕ Ker Pr(f).

20. Théorème. Les points suivants sont équivalents :

– l’endomorphisme f est diagonalisable ;

– il admet un polynôme annulateur scindé simple sur K ;

– le polynôme πf est scindé simple sur K.

21. Corollaire. On suppose que l’endomorphisme f est diagonalisable. Soit F un

sous-espace vectoriel stable par f . Alors l’endomorphisme induit f |F ∈ L (F ) est

diagonalisable.

22. Lemme. Un endomorphisme f d’un Fq-espace vectoriel de dimension finie est

diagonalisable si et seulement s’il est annulé par le polynôme Xq − X ∈ Fq[X].

[3]

23. Théorème. Le nombre de matrices inversibles et diagonalisables de taille n et

à coefficients dans le corps fini Fq à q éléments vaut∑
(n1,...,nq−1)∈Nq−1

n1+···+nq−1=n

D
1|GLn(Fq)|

|GLn1(Fq)| · · · |GLnq−1(Fq)|

où

|GLk(Fq)| = (qk − 1)(qk − q) · · · (qk − qk−1), k ⩾ 1.

[2]

2. Familles d’endomorphismes diagonalisable

2.1. Codiagonalisation

24. Définition. [3]Une famille F ⊂ L (E) d’endomorphismes est codiagonalisable s’il

existe une base de E dans laquelle les matrices de chaque endomorphisme f ∈ F sont
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diagonales.

25. Théorème. Soient f, g ∈ L (E) deux endomorphismes diagonalisables et commu-

tant entre eux. Alors la famille {f, g} est codiagonalisable.

26. Corollaire. Une famille de L (E) est codiagonalisable si et seulement si ses

éléments sont diagonalisables et commutent entre eux.

2.2. Les endomorphismes normaux

27. Définition. L’endomorphisme f est normal s’il commute avec son adjoint f∗.

28. Théorème. Soit E un espace hermitien et f ∈ L (E) un endomorphisme. Alors

les points suivants sont équivalents :

– l’endomorphisme f est normal ;

– il se diagonalise dans une base orthonormée de E ;

– lui et son adjoint sont codiagonalisables.

29. Lemme. Soit E un espace euclidien de dimension 2. Soit f ∈ L (E) un endo-

morphisme normal n’admettant pas de valeurs propres réelles. Alors dans toute base

orthonormée de E, la matrice de l’endomorphisme f est de la formeÅ
a −b
b a

ã
avec a, b ∈ R, b ̸= 0.

30. Théorème. Soit E un espace euclidien de dimension 2. Soit f ∈ L (E) un

endomorphisme normal. Alors il existe une base orthonormée de E dans laquelle la

matrice de l’endomorphisme f est de la forme

λ1
. . .

λr

a1 −b1
b1 a1

. . .

as −bs

bs as


avec aj , bj ∈ R

où les réels λj sont les valeurs propres réelles de l’endomorphisme f .

31. Corollaire. Toute matrice symétrique réelle (ou hermitienne complexe) est

diagonalisable dans une base orthonormée.

[3]

32. Contre-exemple. Une matrice symétrique complexe n’est pas nécessairement

diagonalisable : il suffit de considérer la matriceÅ
0 1

1 2i

ã
∈ M2(C).

[4]

33. Corollaire. Soit A ∈ S ++
n (R) une matrice symétrique réelle définie positive.

Alors il existe une unique matrice A ∈ S ++
n (R) telle que A = M2. Le même résultat

est établit pour des matrices hermitiennes positives.

34. Application (décomposition polaire). L’application∣∣∣∣∣On(R) × S ++
n (R) −→ GLn(R),

(Q, S) 7−→ QS

est un homéomorphisme.

[3]

3. Décomposition de Dunford et résultats topologiques

3.1. Décomposition de Dunford et applications

35. Théorème. On suppose que le polynôme χf est scindé sur K. Alors il existe un

unique couple (d, n) ∈ L (E)2 tel que

– on ait f = d + n ;

– les endomorphismes d et n commutent et sont respectivement diagonalisable et

nilpotent.

D
2

36. Remarque. On peut montrer que les endomorphismes d et n appartiennent

à l’algèbre K[f ]. De plus, dès que le corps K est de caractéristique nulle, un algo-

rithme permet de les calculer sans avoir besoin de connaître les valeurs propres de

l’endomorphisme f .

37. Application. Une fois la décomposition de Dunford obtenu, le calcul de l’endo-

morphisme exp f est très facile puisque exp f = (exp n) ◦ (exp d). Il en va de même

pour le calcul des puissances de l’endomorphisme f .

[3]

38. Exemple. Attention, la décomposition de Dunford de la matrice

A :=

Å
1 1

0 2

ã
n’est pas

A =

Å
1 0

0 2

ã
+

Å
0 1

0 2

ã
mais A = A + 0.

39. Application. On suppose que le polynôme χf est scindé sur K. Alors l’en-

domorphisme f est diagonalisable si et seulement si son exponentiel exp f l’est.

[4]

3.2. Résultats topologiques

40. Notation. On considère le corps K des réels ou des complexes. On note

– Dn(K) l’ensemble des matrices diagonalisables de Mn(K) ;

– Tn(K) l’ensemble des matrices trigonalisables de Mn(K).

41. Proposition. La partie Dn(K) est dans l’espace Tn(K).

42. Corollaire. La partie Dn(C) est dans l’espace Mn(C).

43. Application. La fonction Mn(C) −→ Mn(C) qui à une matrice de Mn(C)

associe la partie diagonalisable dans sa décomposition de Dunford n’est pas continue

dès que n ⩾ 2.

[1]
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