
Leçon 160. Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel euclidien (de dimension finie).

1. Notation. On considère un espace vectoriel euclidien E de dimension n ⩾ 1.

1. Adjoint d’un endomorphisme

2. Théorème. Soit u ∈ L (E) un endomorphisme. Alors il existe un unique endo-

morphisme u∗ ∈ L (E) tel que

∀x, y ∈ E, ⟨u(x), y⟩ = ⟨x, u∗(y)⟩.
3. Définition. Avec les mêmes notations, l’endomorphisme u∗ ∈ L (E) est l’adjoint
de l’endomorphisme u ∈ L (E).

4. Proposition. Soient u ∈ L (E) un endomorphisme et B une base orthonormée

de E. Alors MatB(u∗) = tMatB(u).

5. Proposition. Soient u, v ∈ L (E) deux endomorphismes et λ ∈ R un réel. Alors

– (λu + v)∗ = λu∗ + v ;

– (u ◦ v)∗ = v∗ ◦ u∗ ;

– (u∗)∗ = u ;

– si u ∈ GL(E), alors (u∗)−1 = (u−1)∗ ;

– Ker u∗ = (Im u)⊥ et Im u∗ = (Ker u)⊥.

6. Proposition. Soit F ⊂ E un sous-espace vectoriel stable par un certain endomor-

phisme u ∈ L (E). Alors son orthogonal F ⊥ est stable par l’adjoint u∗.

7. Remarque. C’est cette proposition assez simple qui permet de faire des raisonne-

ments par récurrence.

2. Les endomorphismes orthogonaux

2.1. Le groupe orthogonal

8. Définition. Une isométrie de l’espace E est une application u : E −→ E telle que

∀x, y ∈ E, ⟨u(x), u(y)⟩ = ⟨x, y⟩.
9. Exemple. Les applications ± IdE sont des isométries de E. Les symétries orthogo-

nales de E sont des isométries de E.

10. Théorème. Soit u : E −→ E une application. Les points suivants sont équivalents :

– elle est isométrique ;

– elle est linéaire et vérifie ∥u(x)∥ = ∥x∥ pour tout x ∈ E.

11. Théorème. L’ensemble O(E) des isométries de E est un sous-groupe de GL(E),

on l’appelle le groupe orthogonal de E. Le groupe O(E) est compact dans GL(E).

12. Définition. Une matrice A ∈ Mn(R) est orthogonale si tAA = A tA = In.

13. Proposition. L’ensemble O(n) des matrices orthogonales est un sous-groupe

compact de GLn(R).

14. Proposition. Soit B une base orthonormée et u ∈ L (E) un endomorphisme.

Alors ce dernier est une isométrie si et seulement si la matrice MatB(u) est orthogonale.

15. Exemple. Dans l’espace R3, la matrice de la symétrie orthogonale par rapport à

la droite Vect{(1, 0, 0)} est la matrice orthogonale diag(1, −1, 1) ∈ O(3).

16. Contre-exemple. Ceci est faux si la base B n’est pas orthonormée. Par exemple,

dans l’espace R2, la symétrie (x, y) 7−→ (x, −y) est orthogonale et pourtant sa matrice

dans la base ((1, 0), (1, 1)) est Å
−1 −2

0 1

ã
/∈ O(2).

17. Exemple. Soit θ ∈ R. La matrice de rotation d’angle θ est la matrice

Rθ :=

Å
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

ã
∈ O(2) ∩ SL2(R).

18. Définition. Une réflexion de E est une symétrie orthogonale de E par rapport à

un hyperplan de E.

19. Proposition. Soit F ⊂ E un sous-espace vectoriel stable par une certaine

isométrie u ∈ O(E). Alors son orthogonal F ⊥ est aussi stable par l’isométrie u.

20. Théorème. Le groupe O(E) est engendré par les réflexions. Plus précisément,

tout élément de ce dernier peut s’écrire comme la composée d’au plus n réflexions.
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2.2. Réduction des endomorphismes orthogonaux

21. Théorème. On suppose que n ⩾ 2. Soit u ∈ O(E) une isométrie. Alors il existe

une base orthonormée B de l’espace E, des entiers p, q, r ∈ N avec p + q + 2r = n et

des réels θ1, . . . , θr ∈ ]0, 2π[ \ {π} tels que

MatB(u) = diag(Ir, −Iq, Rθ1 , . . . , Rθr
). (1)

22. Corollaire. Soit A ∈ O(n) une matrice. Alors il existe une matrice P ∈ O(n)

telle que la matrice tPAP soit de la forme (1).

23. Corollaire. Les composantes connexes de O(E) sont les parties fermées

SO(E) := {u ∈ O(E) | det u = 1} et O−(E) := {u ∈ O(E) | det u = −1}.

24. Exemple. Les matrices M ∈ SO(3) représentent des rotations autour d’une droite

de l’espace R3.

2.3. Notion d’angle en dimension deux

25. Notation. On suppose que l’espace E est de dimension deux.

26. Proposition. Le groupe SO(2) des matrices orthogonales de déterminant 1 est

commutatif et, plus précisément, il est isomorphe au groupe des complexes de module 1

et toute matrice A ∈ SO(2) est de la forme R(θ) avec θ ∈ R.

27. Proposition. Soient u, v ∈ E deux vecteurs unitaires. Alors il existe une unique

rotation f ∈ SO(E) tel que f(u) = v.

28. Définition. Soit S ⊂ E la sphère unité. On définit une action du groupe SO(2)

sur l’ensemble S2 par l’égalité

f · (u, v) = (f(u), f(v)), f ∈ SO(2), u, v ∈ S.

Le classe d’un élément (u, v) ∈ S2 dans le quotient S2/ SO(2) est l’angle orienté des

vecteurs u et v. On la note (u, v). La proposition 27 permet de définir une application

Φ̂ : S2 −→ SO(2) ≃ R/2πZ.
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29. Proposition. Cette application Φ̂ passe au quotient et induit une application

Φ: S2/ SO(2) −→ R/2πZ.

30. Définition. L’image Φ(u, v) ∈ R/2πZ est la mesure de l’angle orienté (u, v).

3. Endomorphismes symétriques

3.1. Généralités

31. Définition. Un endomorphisme u ∈ L (E) est symétrique lorsque u∗ = u. Une

matrice A ∈ Mn(R) est symétrique lorsque A = tA.

32. Exemple. La matrice Ñ
0 3 7

3 4 −2

7 −2 6

é
∈ M3(R)

est symétrique. Une symétrie orthogonale est symétrique. Quelque soit l’endomor-

phisme u ∈ L (E), les endomorphismes u∗ ◦ u et u ◦ u∗ sont symétriques.

33. Théorème. Soit B une base orthonormée de E. Un endomorphisme u ∈ L (E)

est symétrique si et seulement si la matrice MatB(u) est symétrique.

34. Corollaire. En particulier, l’ensemble S (E) des endomorphismes symétriques

et l’ensemble S n(R) des matrices symétriques sont respectivement des sous-espaces

vectoriels de L (E) et Mn(R) de dimension n(n + 1)/2.

3.2. Le théorème spectral

35. Lemme. Les valeurs propres d’une matrice symétriques réelles sont réelles.

36. Théorème (spectral). Tout endomorphisme symétrique se diagonalise dans une

base orthonormée. Il en va de même pour les matrices symétriques.

37. Exemple. Les matricesÑ
−1 1 1

1 −1 1

1 1 −1

é
∈ S 3(R) et

Ñ
1 0 0

0 −2 0

0 0 −2

é
sont semblables.

38. Contre-exemple. Le théorème est faux pour des matrices symétriques com-

plexes : il suffit de considérer la matriceÅ
2 i
i 0

ã
∈ M2(C).

39. Proposition. Soit A ∈ S n(R). Alors |||A|||2 = ρ(A).

3.3. Endomorphismes symétriques positifs et définis positifs

40. Définition. Un endomorphisme symétrique u ∈ S (E) est positif lorsque

∀x ∈ E, ⟨x, u(x)⟩ ⩾ 0

et défini positif si

∀x ∈ E \ {0}, ⟨x, u(x)⟩ > 0.

On définit la notion de matrices symétriques positives et définies positives.

41. Proposition. Un endomorphisme symétrique est (défini) positif si et seulement

si ses valeurs propres sont (strictement) positives.

42. Corollaire. Une matrice A ∈ Mn(R) est symétrique positive si et seulement si

on peut l’écrire sous la forme A = tBB avec B ∈ Mn(R).

3.4. Théorèmes de décomposition

43. Théorème. Soit A ∈ S +
n (R) une matrice symétrique positive. Alors il existe

une unique matrice B ∈ S +
n (R) telle que A = B2.

44. Théorème (de décomposition polaire). Soit A ∈ GLn(R) une matrice inversible.

Alors il existe un unique couple (O, S) ∈ O(n) × S ++
n (R) tel que A = OS. Plus

précisément, l’application ∣∣∣∣∣O(n) × S ++
n (R) −→ GLn(R),

(O, S) 7−→ OS

est un homéomorphisme.

45. Corollaire. Soit A ∈ Mn(R). Il existe un unique couple (O, S) ∈ O(n)×S +
n (R)

tel que A = OS.

4. Endomorphismes normaux

4.1. Généralités

46. Définition. Un endomorphisme u ∈ L (E) est normal s’il commute avec son

adjoint u∗, c’est-à-dire si u∗ ◦ u = u ◦ u∗.

47. Exemple. Les endomorphismes orthogonaux et ceux symétriques sont normaux.

48. Proposition. Soient u ∈ L (E) un endomorphisme normal et x ∈ E un vecteur.

Alors ∥u(x)∥ = ∥u∗(x)∥.

49. Proposition. Soit u ∈ L (E) un endomorphisme normal. Alors l’orthogonal d’un

sous-espace propre de l’endomorphisme u est stable par ce dernier.

4.2. Réduction des endomorphismes normaux

50. Théorème. On suppose que n ⩾ 2. Soit u ∈ L (E) un endomorphisme normal.

On suppose qu’il n’admet pas de valeurs propres réelles. Soit B une base orthonormée

de l’espace E. Alors il existe deux réels a, b ∈ R avec b ̸= 0 tels que

MatB(u) = τa,b avec τa,b :=

Å
a −b
b a

ã
.

51. Théorème. Soit u ∈ L (E) un endomorphisme normal. Alors il existe une base

orthonormée B de l’espace E et des réels λ1, . . . , λr, a1, b1, . . . , as, bs ∈ R tels que

MatB(u) = diag(λ1, . . . , λs, τa1,b1 , . . . , τas,bs).
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52. Définition. Un endomorphisme u ∈ L (E) est anti-symétrique si u∗ = −u.

53. Corollaire. Soit u ∈ L (E) un endomorphisme anti-symétrique. Alors il existe

une base orthonormée B de l’espace E et des réels b1, . . . , bs ∈ R tels que

MatB(u) = diag(0, . . . , 0, τ0,b1 , . . . , τ0,bs
).
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