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Lecon 102. Systemes d’équations linéaires ; opérations élémentaires, aspects algorithmiques et conséquences théoriques.

1. NOTATION. Dans toute cette lecon, on considere un corps K.

1. Théorie des systémes d’équations linéaires

1.1. Définition et reformulation matricielle

2. DEFINITION. Soient n,p > 1 deux entiers non nuls. Un systéme linéaire & n inconnus
et p équations est un systeme de la forme

ai,1%1 + -+ a1,nTn - b1,
: (1)

,xp) € K™ 1l est dit

Qp1T1 4+ ApnTh = by
avec a;; € K et b; € K dont I'inconnue est un vecteur (z1,...
homogéne si by = --- =b, =0.
3. EXEMPLE. Sile corps K n’est pas de caractéristique 5, le systeme
3z + 2y =1,
{ z—y=20
admet une unique solution qui est le couple (1/5,—-1/5).
4. PROPOSITION. On considére la matrice A € .4, ,,(K) dont les coefficients sont les
scalaires a; ; et le vecteur b € K™ dont les coordonnées sont les scalaires b;. Alors un
vecteur & = (x1,...,%,) € K™ vérifie le systéme (1) si et seulement si Az = b.
5. DEFINITION. Le systéme (1) est compatible 8’1l admet au moins une solution.
6. PROPOSITION. L’ensemble des solutions d’un systéme compatible est un sous-espace
affine de K™ dirigé par le sous-espace des solutions du systéme homogéene associé.
7. COROLLAIRE. On suppose que le systéme (1) est homogene et compatible et que
le matrice A est de rang r. Alors l'ensemble des solutions du systéme (1) est un
sous-espace vectoriel de dimension n — r.
8. LEMME. Soit M € ., (K) une matrice. Alors son commutant
€x(M)={Be #4,(K)| MB=BM}
est de dimension au moins n
9. THEOREME. Le commutant € (M) et Palgébre K[M] sont égaux si et seulement
si les polynémes minimal 7, et caractéristique x s de la matrice M sont égaux.

1.2. Les systémes de Cramer

10. DEFINITION. Un systéme de Cramer est un systéme Az = b & n équations et n
inconnues ol la matrice A est inversible.

11. PROPOSITION. Soit Az = b un systéme de Cramer. Alors il admet une unique
solution : le vecteur x = A~'b.

12. THEOREME. Soit Az = b un systéme de Cramer. On écrit

A=(a cn) avec ¢ € K™
Alors son unique solution (z1,...,z,) € K™ est donnée par la formule
det(01 s Ci—1 b Cit+1 Cn)
T; = , 1€ [1,n].
! det A [1.n]

13. EXEMPLE. Considérons le systeme
20 =5y +2z =1,
T+ 2y —4z =3,
3x — 4y — 6z = 5.

Alors la premiére coordonnées de sa solution vaut
-1

2 -5 2 7T =5 2
1 2 -4 x|3 2 -4 =5
3 -4 —6 5 —4 -6

14. REMARQUE. Cette méthode n’est pas envisageable en pratique puisqu’elle requiert
au plus n* opérations sur le corps K.

1.3. Le cas général

15. THEOREME (Rouché-Fontené). Soit A € #,,(K) une matrice de rang r de
coefficients a; ;. Quitte & permuter ses lignes et colonnes, on suppose que la matrice
extraite (a;;)1<ij<r €st inversible de déterminant § # 0. Soit b € K™ un vecteur.

— Alors le systeme Ax = b est compatible si et seulement si ses sous-déterminant

caractéristique
a1 - Qi b1
, s€r+1,n]
Qr1 ot Ay T
As.1 cct Qg bs
sont nuls.
— Dans ce cas, le systéme Ax = b est équivalent au systéme
{al,lfﬁ Tt ATy = b1 — Q1 41%r41 — - — Q1T
Ap 121+ -+ Qp p Ty = b, — Qprp41Tr41 — 0 — Qp Ty
16. EXEMPLE. Soit m € R un réel. On considére le systeme Ax = b avec
1 2 -1 1 1
A= 1 0 -1 -1 et b=11
-1 1 1 1 m

Comme rg A = 2, on considere la sous-matrice constituée des deux premieres lignes et
colonnes. Alors le seul sous-déterminant caractéristique vaut

1 2 1
1 0 1{=2(m+1).
-1 1 m
Alors le systéme est compatible si et seulement si m = —1.
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2. L’algorithme du pivot de Gauss

2.1. Matrices échelonnées et opérations élémentaires

17. DEFINITION. Une matrice A € 4, ,(K) est échelonnée en lignes si ses lignes com-
mencent par un nombre de zéros strictement croissant a mesure que 'indice augmente.
Elle est échelonnée en colonnes si sa transposée est échelonnée en lignes.

18. EXEMPLE. La matrice

O O N
OO W
O = Ut
O W D
[V SiNe o))

est échelonnée en lignes.
19. DEFINITION. On note E; j = (8; k0;.0)1<k,t<n € Ay (K) les matrices élémentaires.
— Une matrice de transvection est une matrice de la forme
TiJ()\) =1, + )\Ei’j
avec i # j € [1,n] et A € K.
— Une matrice de dilatation est une matrice de la forme
DZ(A) = In + ()\ - 1)Ei,i
avec i € [1,n] et A € K*.
— Une matrice de permutation est une matrice de la forme
Pij=1In— (Eii+ Ejj) + Eij+ Eji
avec i # j € [1,n]
20. DEFINITION. Soit A € .4, ,(K) une matrice dont on note C; ses colonnes
avec j € [1,p] et L; ses lignes avec j € [1,n].
— Le produit AT; ;(A) a pour effet de remplacer la colonne C; par C; + AC;.
— Le produit AD;(\) a pour effet de multiplier la colonne C; par le scalaire A.
— Le produit T; ;(A)A a pour effet de remplacer la ligne L; par L; + AL;.
— Le produit D;(A)A a pour effet de multiplier la ligne L; par le scalaire A.
— Le produit AP; ; a pour effet de multiplier les colonnes C; et C;.
— Le produit P; ;A a pour effet de multiplier les lignes L; et Lj;.
Lorsqu’on effectue ces produits, on dit qu’on fait des opérations élémentaires sur les
lignes ou colonnes de la matrice A.
21. REMARQUE. Effectuer des opérations élémentaires, sauf les deux dernieres, sur un
systéme linéaire ne change pas ses solutions.

2.2. La méthode pour un systéme de Cramer

22. THEOREME. Les matrices de transvection engendrent le groupe SL,, (K).
23. COROLLAIRE. Les matrices de transvection et de dilatation engendrent le
groupe GL,, (K).
24. PROPOSITION. Toute matrice M € GL,,(K) est de la forme
M =T, ---T.diag(1,...,1,\) avec A:=detM
pour des matrices de transvection 717, ...,7T, € SL,(K).
25. COROLLAIRE. Les orbites de I’action du groupe SL,,(K) sur I’ensemble GL,, (K)
sont caractérisées par le déterminant.

2.3. La méthode générale

26. DEFINITION. Un pivot d’une matrice de taille n x p est un coefficient non nul de
sa premiére colonne (ou ligne).

27. LEMME. Soit A € ., ,(K). Alors il existe un produit P € GL,,(K) de permuta-
tions et de transvections tel que la matrice PA soit de la forme

x %

PA = (0 A/) avec A€ ./”nfl,pfl(K).

28. THEOREME (méthode du pivot de Gauss). Soit A € M, ,(K). Alors il existe un
produit P € GL,,(K) de permutations et de transvections tel que la matrice PA soit
échelonnée en lignes.

29. EXEMPLE. Sur R, aprés une opérations élémentaires, la matrice

()

(3 1)

30. REMARQUE. La méthode du pivot de Gausse demande au plus O(n?) opérations
sur le corps K.

31. REMARQUE. Une fois obtenue une telle matrice P, il est simple de trouver une
solution du systéeme Ax = b. En effet, la matrice B := PA est échelonnée en ligne et
le systeme Bx = Pb est facile a résoudre.

devient la matrice

3. Quelques décompositions matricielles et leurs applications

3.1. Les décompositions LU et de Cholesky

32. DEFINITION. Une matrice A € .4, (K) admet une décomposition LU si elle peut
s’écrire sous la forme A = LU ou les matrices L et U sont respectivement triangulaires
inférieure et supérieure.

33. THEOREME (décomposition LU). Soit A € GL,(K) une matrice carrée inversible
de coefficients a; ; telle que ses sous-matrices (a; ;)1<i,j<k avec k < n soient inversible.
Alors elle admet une unique décomposition A = LU. De plus, elle est unique des lors
que les coefficients diagonaux de la matrice L valent 1.

34. APPLICATION. Une fois une décomposition A = LU obtenue, il est facile de
résoudre le systeme Ax = b : on résout le systeme triangulaire Ly = b puis le systéme
triangulaire Uv = w.

35. THEOREME (décomposition de Cholesky). Soit A € .77 (R) une matrice
symétrique réelle définie positive. Alors il existe une matrice triangulaire supé-
rieure B € .#,(R) telle que A = B'B. De plus, elle est unique dés lorsque que
ses coefficients diagonaux sont strictement positifs.

3.2. La décomposition QR et ’application a I’algébre linéaire
36. THEOREME (décomposition QR). Soit A € GL,(C) une matrice inversible. Alors

il existe un unique couple (@, R) € #,,(C) tel que
- A=QR;
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— la matrice ) soit unitaire;
— la matrice R soit triangulaire supérieure ou les coefficients de sa diagonale sont
positifs.
37. THEOREME (méthode QR). Soit A € GL,,(C) une matrice dont les valeurs propres
sont de modules deux & deux distincts. On peut alors trouver une matrice P € GL,,(C)
et des complexes Ai,..., A\, € C triés par modules décroissants tels que
A=PAP™' avec A:=diag(A1,...,\).
De plus, on suppose que la matrice P admet une décomposition LU. Définissons la
suite (Ag)ren de matrice de la maniére suivante :
— on pose Ay = A;
— pour tout entier k € N, on pose Apt1 = RpQp ou le couple (Qy, Ry) est la
décomposition QR de la matrice Ag.
Alors la suite (Ag)ren converge coefficient par coefficient vers la matrice A.
38. REMARQUE. Pour un polyndéme P € C[X], on applique la méthode QR & la ma-
trice Cp lorsque les hypotheses sont vérifiées pour trouver les racines du polynéme P.
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