Legon 191. Exemples d’utilisation des techniques d’algebre en géométrie.

1. La géométrie affine

1.1. Les espaces affines

1. DEFINITION. Un espace affine sur un corps K est la donné d’un K-espace vecto-
riel E, d'un ensemble & et d’une action simplement transitive du groupe additif £ sur
I’ensemble &. L’espace E est la direction de 'espace affine &.
2. EXEMPLE. L’espace vectoriel R™ agit par translation sur lui-méme ce qui est fait
un espace affine sur le corps R.
3. NoTATION. Cette action sera notée sous la forme A+u =u-A pouru € Fet A € &.
Les éléments de ’ensemble & sont les points et ceux de 'espace E les vecteurs. Pour
deux points A, B € &, la simple transitivité de l’action assure I'existence d’un unique
vecteur AB € E tel que B=A+ AB.
4. PROPOSITION (relation de Chasles). Pour tous points 4, B,C € &, on a

- AC = AB + BC;

— AA = 0;

-~ BA=-A4B.
5. PROPOSITION. Soit O € & un point fixé. Alors ’application
& — F,
M —s OM

est une bijection. En particulier, ceci permet de munir ’ensemble & d’une structure
d’espace vectoriel &p, appelé le vectorialisé de I'espace affine & au point O. Dans ce
dernier, on peut écrire

OM +ON =0O(M +N), M,N e &.
6. DEFINITION. Un sous-espace affine de I'espace affine & est une partie .# C & s’il
existe un point A € .Z tel que 'ensemble © 4(F) soit un sous-espace vectoriel de E.
7. PROPOSITION. Soit .# C & un sous-espace affine. Alors il existe un sous-espace
vectoriel F' C E tel que
VB e Z, Op(&#)=F.

8. EXEMPLE. Les sous-espaces affines d’un espace vectoriel F sont le sous-espace
vectoriel de la forme F'+ uy pour un sous-espace vectoriel F' C E et un vecteur ug € F.

1.2. Applications et isométries d’un espace affine

9. DEFINITION. Une application ¢: & — % entre deux espaces affines & et # de
directions respectives E et F' est affine s’il existe un point O € & et une application
linéaire f: E — F' vérifiant
VM e&,  f(OM)=p(0)p(M).

Dans ce cas, une telle application f est unique : on appelle le linéarisé de 'application
affine ¢ et on la note sous la forme @.

10. EXEMPLE. Les applications affines entre deux espaces vectoriels E et F' sont les
applications de la forme u — f(u) 4+ vy avec f € L(E, F) et vy € F. Son linéarisé
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est Papplication linéaire f. En particulier, lorsque & = % = R, les applications affines
sont celles de la forme x — ax + b avec a,b € R.
11. DEFINITION. Une translation de 1'espace & est une application affine p: & — &
vérifiant g = Idg.
12. PROPOSITION. L’image ou la pré-image d’un sous-espace affine par une application
affine est un sous-espace affine.
13. PROPOSITION. L’ensemble GA(&) des applications affines d’un espace affine &
dans lui-méme est un groupe et ’application
GA(¢) — GL(E),
pr— g
est un morphisme surjectif dont le noyau est le groupe des translations.
14. DEFINITION. Soit & un espace affine euclidien, c’est-a-dire tel que sa direction F
soit un espace euclidien. Alors I’expression
AB:=d(A,B)=||AB|, ABeé&
définit une distance sur ’ensemble &. Une isométrie entre deux espaces affines eucli-
diens & et .% est une application ¢: & — % vérifiant
d(p(A), p(B)) =d(A, B), A, Beé&.
15. PROPOSITION. L’ensemble Isom(&’) des isométries d’un espace affine euclidien &
dans lui-méme est un groupe. De plus, il est généré par les réflexions, c’est-a-dire les
symétries orthogonales par rapport a des hyperplans.

1.3. Autour des barycentres et enveloppes convexes
16. PROPOSITION. Soient (A;);c; une famille de points de & et («;);c; une famille
réelle. Pour un point M, on consideére le vecteur vy, = Zie I aim € E. Alors

— si Ziel A; = 0, alors les vecteurs vy, avec M € & sont égaux.

— sinon il existe un unique point G € & tel que vg = 0. Le point G est le barycentre
du systéme pondéré (A;, «;)icr. On le note bar{A4;, a;};cr. Les réels ; sont les
coefficients du barycentre.

17. PROPOSITION. Avec les mémes notations et dans le second cas, tout point O € &

vérifie I’égalité
iel i€l

18. DEFINITION. Lorsque les réels o; sont tous égaux, on parle d’isobarycentre.
19. EXEMPLE. L’isobarycentre de deux points A et B est le milieu du segment [AB].
20. PROPOSITION (homogénéité et associativité). Le barycentre vérifie les deux
propriétés suivantes.

— Soient Aqy,...,Ar € & des points et aq,..

nulle. Soit A € R* un réel non nul.

bar{(Al, /\011), ey (Ak, /\Otk)} = baI‘{(A1, 041), ey (Ak, Ozk)}.

.,ar € R des réels de somme non



D1

— D2 —

— Pour chaque i € [1,r], soient A;1,..., A, € & des points et a;1,..., %, € R
des réels de somme non nulle ; on note
Bi = bar{(Ai,l, ai,l)) ey (Ai,ki,ai,ki)}.
Alors
ki
bar{(Bi, Y @i j)}biepre) = bar{(Ai, o) Vet jelih -
j=1
21. PROPOSITION. Soit (P*),en une suite de C" qu’en notant P¥ = (2F,... 2F)

pour tout entier k € N, elle satisfasse la relation
Pk+1:<z{“+z§ 2%+ 24 z,’i+z{“> ke N

5 T g g
Alors la suite (P*)pen converge vers I'isobarycentre des points 2.
22. THEOREME. Soit ¢: & — .% une application.

— On suppose qu’elle est affine. Pour tout systéme pondéré {(A1,aq),. .., (Ag, ag)}
de & avec a1 + -+ ap #0,0n a

p(bar{(A41,01),..., (Ak,ar)}) =bar{(p(41),a1), ..., (@(Ar),ax)}.
— On suppose que, pour tous points A, B € & et tout réel o € R, on a
(P(bar{(Av a)? (B, 1- a)}) = bar{(@(A)7 a)v (‘p(B)v 1- a)}
Alors Papplication ¢ est affine.
23. COROLLAIRE. Une application affine envoie un segment sur un segment. Une
application affine préservant les points d’un systéme pondéré préserve aussi son bary-
centre.
24. DEFINITION. On considére un espace affine euclidien &. L’ enveloppe conveze dune
partie S C & est 'intersection de tous les convexes la contenant, notée Conv S C &.
Un point extrémal d'une partie convexe C' C & est un point M € S tel que, pour tous
points A, B € C et tout réel t € [0, 1], on ait
M=tA+(1-t)B = te{0,1}.
On note Ext C' 'ensemble des points extrémaux de la partie C.
25. THEOREME. L’enveloppe convexe d’une partie S C & est I’ensemble des bary-
centres a coefficients positifs ou nuls de points de S.
26. PROPOSITION. Soit S C R™ une partie avec S = Conv(Ext S). Alors le groupe
des isométries stabilisant Conv S stabilise aussi S et, en particulier, 'isobarycentre de
la partie S.
27. PROPOSITION. Les groupes des isométries positives et des isométries de 1'espace
stabilisant le cube unité C' C R3 sont

Isom™ (C) ~ &, et Isom(C') ~ &4 xZ/2Z.

2. Les coniques euclidiennes et affines

2.1. Les coniques définies par des formes quadratiques

28. DEFINITION. Soit & un plan affine de direction E. Un polynéme de degré deuz est
une application f: & — R telle qu’il existe un point O € &, une forme quadratique
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non nulle ¢ sur F, une forme linéaire /o € E’ et une constante ¢ € R tels que
VM e &,  f(M)=q(OM)+Lo(OM) + c.
29. REMARQUE. Cette définition ne dépend pas du point O choisi. Intuitivement, les
polynoémes de degrés deux définissant des équations de la forme
ar’ +bry +ex? +dr+ey+ f=0 avec (a,b,c)# (0,0,0).
30. DEFINITION. Une conique est la donnée d’un polynéme de degré deux modulo
une constante non nulle. Plus précisément, il s’agit d’une classe d’équivalence pour la
relation ~ définie par
f~g <= 3NeR* f=)g
31. EXEMPLE. Les équations zy = 0 et 2xy = 0 définissent donc la méme conique. La
conique d’équation z2 + y? — 1 = 0 est un cercle.
32. DEFINITION. Une conique f est d centre si on peut trouver un point € & tel
que £ = 0. Une conique f définie par le polynéme
(M) = g(OM) + Lo(OM) + ¢
est propre si la forme quadratique
ExR—R,
(u, 2) — q(u) + L(u)z 4 cz?
n’est pas dégénérée. Cette forme @ est ’homogénéisée de la conique f.
33. EXEMPLE. Les coniques d’équations zy = 0 et 22 = 0 ne sont pas propres. Le
cercle d’équation x2 + % — 1 = 0 est propre puisque sa forme quadratique homogénéi-
sée x2 + 9% — 22 n’est pas dégénérée. Ces exemples ont pour centre 'origine.
34. PROPOSITION. Une conique est a centre si et seulement si I'une des formes
quadratiques la définissant n’est pas dégénérée.

2.2. Classifications des coniques

35. THEOREME (orthogonalisation simultanée). Soit (F,q) un espace quadratique
réel de dimension n > 1. Soit ¢’ une autre forme quadratique sur E. Alors il existe
une base Z de E telle que Matg(q) = I, et la matrice Matg(q') soit diagonale.
36. THEOREME (classification euclidienne). Soit & un espace affine euclidien. Alors
toute conique propre a centre et d’image non vide est, dans un repére orthonormée
dont le centre est 1'origine, est d’équation
(i) ou bien de la forme x?/a? + y?/b* = 1 (il s’agit d’une ellipse);

(ii) ou bien de la forme x2/a? — y%/b* =1 (il s’agit d’une hyperbole)
pour deux réels a,b > 0 (avec 0 < b < a dans le premier cas).
37. REMARQUE. Une conique non propre a centre et d’image non vide est ou bien un
point ou bien deux droites sécantes.
38. REMARQUE. Dans le cas ou la conique est a centre, elle est d’équation

(iii) de la forme ay? + ¢ = 0 avec a,c € R (il s’agit de deux droites paralleles, d’une

droite et de ’ensemble vide) ;

39. PROPOSITION. Soit & un espace affine euclidien. Alors toute conique non propre
d’image non vide qui n’a pas de centre de symétrie est d’équation

(iv) de la forme y? = 2px avec p > 0 (il s’agit d'une parabole).



40. DEFINITION. Dans les cas (i) et (ii), les nombres a et b sont uniques et appelés
respectivement le demi-grand aze et le demi-petit aze de Vellipse. Dans le cas (iv), le
nombre p est unique et appelé le parameétre de la parabole.
41. COROLLAIRE (classification affine). Soit & un plan affine. Alors toute conique
propre d’image non vide est, dans un repére bien choisi, est d’équation

(i) ou bien de la forme 22 + 3% = 1 (ellipse);

(ii) ou bien de la forme x? — y? = 1 (hyperbole) ;

(ili) ou bien de la forme y? = x (parabole).

2.3. Leurs interprétations et définitions géométriques

42. PROPOSITION. Soit & un plan euclidien et f une conique d’image non vide qui
n’est pas un cercle. Alors il existe un point F' € D (appelé le foyer), un droite D C &
ne contenant pas le point F' (appelée directrice) et un réel e > 0 (appelé I excentricité)
tels que
{Me&|f(M)=0}={Me€&| FM =ed(M,D)}.
Inversement, un tel ensemble est une conique et
— si e < 1, c’est une ellipse;
— si e = 1, c’est une parabole;
— si e > 1, c’est une hyperbole.
43. REMARQUE. Une conique admet donc un axe de symétrie.
44. PROPOSITION. Soient & un plan euclidien et f une conique. Alors
— la conique f est une ellipse si et seulement s’il existe deux points F, F’ € & et
un réel a > 1FF’ tels que
{Me&|f(M)=0}={Me&|MF+ MF' =2a};
— la conique f est une hyperbole si et seulement s’il existe deux points F, F' € &
et un réel a < 1FF’ tels que

{Me&|f(M)=0}={Mec&||MF — MF'| = 2a}.
45. REMARQUE. Cela permet de donner un moyen de construire géométriquement
une ellipse sur une feuille.
3. Construction a la regle et au compas

3.1. Les nombres constructibles

46. DEFINITION. Soit £ C R? un ensemble des points de I’espace affine euclidien R2.

On considére 'ensemble Fig(F) des objets géométriques suivants :

— les droites (AB) avec A, B € E avec A # B

— les cercles de centre O de rayon AB avec A, B,O € E avec A # B.
Un point M € R? est constructible a partir de I’ensemble E s’il est I'intersection
entre deux objets distincts de ’ensemble Fig(E). Il est constructible s’il existe des
parties Ey, ..., E, C R? et des points My, ..., M, € R? tels que

- A= {(07 0)7 (170)} 5

- MeA,;

- A, =A;_1U {Mz} pour ¢ > 0;

— pour 7 > 0, le point M; est constructible & partir de ’ensemble A;_1.

Lecon 191. Exemples d’utilisation des techniques d’algebre en géométrie.

47. EXEMPLE. Pour deux points A4, B € R?, le milieu du segment [AB] est construc-
tible & partir des points A et B. Les points de la forme (0,n) ou (n,0) avec n € N
sont constructibles.

48. DEFINITION. Un nombre réel x € R est constructible s’il existe deux points
constructibles M, N € R? vérifiant |z| = M N.

3.2. Des outils de la théorie des corps

49. THEOREME. L’ensemble K des nombres réels constructibles est corps. De plus,
pour tout nombre réel constructible a € K, le nombre \/m est aussi constructible.
50. REMARQUE. Pour la stabilité par multiplication et quotient, on utilise le théoreme
de Thales. Pour la stabilité par racine carré, c’est le théoreme de Pythagore qui
intervient.

51. THEOREME. Soit @ € R un nombre réel. Alors il est constructible si et seulement
§’il existe des réels ay,...,a, € R tels quen notant K1 = Q(ay) et K;11 = K;(a;),
les degrés [K;4+1 : K;] sont égaux & 2 et on ait a € K.

52. COROLLAIRE (Wanizel). Pour tout nombre constructible x € K, il est algébrique
sur le corps Q et le degré [Q(x) : Q] est une puissance de deux.

53. EXEMPLE. Le nombre /2 n’est pas constructible puisque [Q(+/2) : Q] = 3, son
polynéme minimal étant le polyndéme X3 — 2.
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