Lecon 201. Espaces de fonctions. Exemples et applications.

1. NOTATION. Dans toute cette lecon, on considére le corps K des réels ou des com-
plexes et les différents espaces vectoriels seront sur ce corps.

1. Des espaces de fonctions continues

1.1. Continuité, uniforme continuité et modes de convergence

2. PROPOSITION. Soient X un espace métrique et F un espace vectoriel. Alors I’en-
semble € (X, E) des fonctions continues de X dans E est un espace vectoriel.
3. DEFINITION. Soient X un ensemble quelconque et E un espace vectoriel normé.
On dit qu'une suite (f,,)nen de fonctions de X dans E

— converge simplement vers une fonction f: X — E si

Vr € X, fulz) — f(x);
— converge uniformément vers une fonction f: X — FE si
sup || fu(x) = f(2)|| — 0.
reX

4. REMARQUE. La convergence uniforme implique la convergence simple, mais la
réciproque est fausse : la suite constituée des fonctions = € [0,1[ — 2™ avec n € N
converge simplement vers la fonction nulle et elle ne converge pas uniformément.

5. THEOREME. Soient X un espace métrique et E un espace vectoriel normé. Alors
I’application définie par 1’égalité

[[fllo = sup [[f ()]l
reX

est une norme sur lespace vectoriel 6,(X, E) des fonctions continues bornées de X

dans F.

6. COROLLAIRE. Sil’espace E est de Banach, alors l'espace 6}, (X, E) l'est aussi.

7. APPLICATION (théoréme de prolongement de Tietze). Soient X un espace métrique

et Y C X une partie fermée. Alors toute application continue sur Y dans R se prolonge

par continuité sur X.

8. THEOREME. Une limite uniforme de fonctions continues est continue.

9. DEFINITION. Soient X et Y deux espaces métriques. Une fonction f: X — Y est

uniformément continue si, pour tout réel € > 0, il existe un réel § > 0 tel que
Ve,ye X,  dx(zy) <0 = dy(f(z),f(y) <e.

10. REMARQUE. La continuité uniforme implique la continuité, mais la réciproque est

fausse comme on peut le constater avec la fonction € R — 22.

11. THEOREME. Soient X un espace métrique et Y un espace métrique complet.

Soit D C X une partie dense. Alors toute application uniformément continue de D

dans Y se prolonge par uniforme continuité sur X.

1.2. Les fonctions continues sur un compact

12. PROPOSITION. Soient X un espace métrique compact et Y un espace métrique.
Alors l'application définie par 1'égalité

doo(fr9) = Sup d(f(z),g(z))
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est une distance sur ’ensemble (X, Y).

13. EXEMPLE. L’espace € ([0,1],K) est un espace de Banach.

14. THEOREME (Heine). Soient X un espace métrique compact et Y un espace
métrique. Alors toute application continue de X dans Y est uniformément continue.
15. APPLICATION (deuziéme théoréme de Dini). Soit (fy)nen une suite de fonctions
croissantes réelles définies sur un segment [a,b] qui converge simplement vers une
fonction continue f: [a,b] — R. Alors la suite (f,,)nen converge uniformément vers
la fonction f.

16. DEFINITION. Le module de continuité d’une fonction continue f: [0,1] — K est
la fonction wy: R} — R définie par 'égalité

wy(h) = sup{|f(u) = f(v)] | u,v € [0,1], |u—v[ <h}.
Pour tout entier n € N*, le n-iéme polynome de Bernstein associé a la fonction f est

le polynéme
- k
B.f(z) = kz_o (Z) zF(1 - m)”"ﬁ”(;) € Klz].
17. LEMME. Soit f: [0,1] — K une fonction continue. Alors
— lorsque h — 0, on a wy(h) — 0;
— pour tous réels A,t >0, on a wr(At) < (A + Dwy(t).
18. THEOREME (Bernstein). Soit f: [0,1] — K une fonction continue. Alors
— la suite (B, f)nen converge uniformément vers la fonction f sur [0,1];
— plus précisément, il existe une constante C' > 0 telle que

N 1
N, = Buflle < G ).

19. COROLLAIRE (théoréme de Weierstrass). Toute fonction continue d’un inter-
valle [a,b] dans K est une limite uniforme de fonctions polynomiales sur [a, b].

1.3. De la compacité dans les espaces de fonctions continues

20. DEFINITION. Soient X un espace métrique compact et Y un espace métrique. Une
partie A C €(X,Y) est équicontinue en un point x € X si, pour tout réel € > 0, il
existe un réel 6 > 0 tel que
Vyer VfGA, dx(ﬂf,y) <9 g dY(f(x)af(y)) <e.

La méme partie A est relativement compacte si son adhérence A est compacte dans
Pespace €(X,Y) muni de la distance do.
21. REMARQUE. Comme 'espace X est compact, une partie A est équicontinue en
tout point si et seulement si elle est uniformément équicontinue, c’est-a-dire

Ve >0,36 >0, Ve,y e X, Vf e A, dx(z,y) <d = dy(f(x),f(y)) <e.
22. THEOREME (Ascoli). Soient X un espace métrique compact et ¥ un espace
métrique. Soit A C ¥(X,Y) une partie. Alors les points suivants sont équivalents :

— la partie A est équicontinue en tout point et les ensembles {f(z) | f € A} C Y
avec ¢ € X sont relativement compacts ;

a




— la partie A est relativement compacte.
23. EXEMPLE. Soient L, M > 0 deux réels. L’ensemble des fonctions L-lipschitziennes
bornées par le réel M est relativement compact.
24. APPLICATION (théoréme de Cauchy-Arzeld-Peano). Soient I C R un intervalle
ouvert et B C R™ une boule ouverte. Soit f: I x B — R"™ une fonction continue.
Alors tout probléme de Cauchy associé a I’équation différentielle y' = f(¢,y) admet
une solution.

2. Les espaces de Lebesgue

2.1. Des grands espaces vectoriels normés

25. DEFINITION. Soit p > 1 un réel. On définit 'ensemble #*(R) des fonctions
mesurables f: R — K telles que les fonctions fP soit intégrables. On le munit de la
semi-norme || ||, définie par ’égalité

it = ([ reras)”.

On définit ensuite I’ensemble LP?(R) comme 'ensemble des classes d’équivalences de la
relation d’égalité presque partout sur £7(R).

26. EXEMPLE. L’espace des fonctions de classe ¥°° sur R et a support compact peut
étre muni des normes || ||,.

27. REMARQUE. Il n’y a aucune inclusion entre les espaces L?(R). Mais pour tout
compact K C R et tous entiers ¢ < p, 'inclusion L?(K) C LY(K) est vraie.

28. PROPOSITION. L’espace (LP(R),]| ||p) est un espace vectoriel normé.

29. THEOREME (Riesz-Fischer). Les espaces LP(R) avec p > 1 sont complets.

2.2. Le cas hilbertien

30. DEFINITION. L’expression (f,g) = fR fg définit un produit scalaire sur ’es-
pace L2(R) ce qui en fait un espace de Hilbert.

31. DEFINITION. Soit I un intervalle de R. Une fonction poids sur I est une fonction
mesurable p: I — R telle que

Yn € N, /|x|”p(m) dz < +o0.
I

L’ensemble L2(1, p) des fonctions de carré intégrable pour la mesure pdx est muni du
produit scalaire définit par égalité (f,g) = f] fap.

32. REMARQUE. Grace au procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt appli-
qué a la famille (X™),en, il existe une famille orthonormale de polynémes unitaires
échelonnés en degré, les polynémes orthogonauz.

33. THEOREME. Soient p: I — R une fonction poids et a > 0 un réel vérifiant

/ea‘zlp(x) dz < +4o00.
I

Alors la famille des polynémes orthogonaux est une base hilbertienne de L2(I, p).
34. EXEMPLE. Avec p(z) = 6_7‘2, les polynémes obtenus sont les polynomes de Hermite

" o2 4 o) g,

on dzn
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3. Vers plus de régularité

3.1. Les fonctions continiment dérivables et infiniment dérivables

35. THEOREME. Soit f: R — R une fonction dérivable. Alors les points suivants
sont équivalents :
— Tespace vectoriel Vect{f(- + a)}ser C €(R,R) engendré par les translatés de
la fonction f est de dimension finie;
— la fonction f est une solution d’un systeme différentiel homogene a coefficients
constants, c’est-a-dire qu’il existe un entier n € N et des réels agp,...,a, € R
non tous nuls tels que a, f™ + - +aof = 0.
36. EXEMPLE. On a exp’ = exp et Vect{exp(- + a)}aer = Vect{exp}.
37. PROPOSITION. Soit I C R un intervalle ouvert. L’ensemble des fonctions dérivables
sur I (respectivement de classe €% sur I ou de classe € sur I) et a valeurs dans K
est un espace vectoriel.
38. THEOREME. L’ensemble des fonctions continues sur [0,1] et dérivable en aucun
point est dense dans ’ensemble des fonctions continues sur [0, 1].
39. PROPOSITION. L’ensemble €2°(I) = Z(I) des fonctions de classe € a support
compact et & valeurs dans K est un espace vectoriel normé pour la norme || ||oo-
40. THEOREME. L’espace 2(I) est dense dans les espaces LP(I) avec p € [1, 4o00[ et
dans lespace %4(I) des fonctions continues qui tendent vers zéro aux bords de I.

3.2. L’espace de Schwartz et la transformée de Fourier

41. DEFINITION. Pour une fonction f € LY(R), sa transformée de Fourier est la
fonction f: R — K définie par la relation

FHE) = f(6) = /R f)e e e, EeR.

42. THEOREME (Plancherel). Soit f € L' N L2(R) une fonction. Alors || f|l2 = || f]l2.

En particulier, la partie .7 (L! N L?(R)) est dense dans L2

43. COROLLAIRE. Il existe un unique opérateur de I'espace L?(R) dans lui-méme qui
coincide avec la transformée de Fourier sur L' N L%(R).

44. DEFINITION. Une fonction ¢ € €°°(R) est de Schwartz si

Vk,l € N, sup|z® fO(z)] < +o0.
z€R

On note . (R) I’ensemble des fonctions de Schwartz. Ce dernier est muni de la famille
des semi-normes N, avec p € N définies par 1'égalité

p P
Ny(¢) =D > supla* fO(a)].
k=0 ¢=0 %€
Une suite (¢, )nen de Z(R) converge vers une fonction ¢ € . (R) si
Vp € N, Ny(¢p, — @) — 0.
45. EXEMPLE. On peut écrire l'inclusion Z2(R) C .#(R).
46. PROPOSITION. La classe .(R) est un espace vectoriel qui est stable par dérivation
et par multiplication par une fonction de classe ¥ a support compact.
47. THEOREME. L’espace Z(R) est dense dans . (R).

za

—eq —



D4

48. THEOREME. La transformation de Fourier induit un automorphisme de l’es-
pace .Z(R). De plus, ce dernier et son inverse sont continus sur .#(R).
49. DEFINITION. On définit I'espace
BL? = {u € L>(R) |suppa C I} avec [:=[-1/2,1/2].
50. THEOREME (d’échantillonage de Shannon). IL’espace BL? vérifie les propriétés :
— Tespace BL? est de Hilbert ;
— toute fonction u € BL? posséde un représentant dans %p(R), c’est-a-dire continu
et tendant vers 0 a l'infini;
— la suite (sinc(- — k))rez est une base hilbertienne de BL?;
— pour une fonction v € BL?, on a
u= Z u(k) sinc(- — k)
keZ
olt la série converge uniformément et dans L?(R).

3.3. Les fonctions holomorphes

51. PROPOSITION. L’ensemble .7#(€2) des fonctions holomorphes sur un ouvert Q@ C C
est un espace vectoriel.

52. THEOREME (formule de Cauchy). Soient Q C C un ouvert connexe et v un lacet
dans 2. Soient z € 2\ Im~ un point et f une fonction holomorphe sur Q. Alors

fema, ) - o [ ac

53. THEOREME. Une fonction holomorphe sur un ouvert 2 est développable en série
entiere en tout point de 2. En particulier, toute fonction holomorphe sur 2 est de
classe € sur Q (au sens du calcul différentiel).
54. THEOREME (Weierstrass). Soit (f)nen une suite de fonctions holomorphes sur §2
qui converge uniformément sur tout compact de € vers une fonction f. Alors cette
derniére est holomorphe et la suite (f/)nen converge uniformément sur tout compact
de Q vers la fonction f'.
55. THEOREME (Montel). Soit (f,)nen une suite de fonctions holomorphes sur Q.
On suppose qu’elle est uniformément bornée sur tout compact de 2, c’est-a-dire que,
pour tout compact K C €2, il existe une constante C'x > 0 telle que

Vn €N, Vz € K, |fn(2)] < Ck.
Alors elle admet une sous-suite qui converge uniformément sur tout compact de 2
vers une fonction holomorphe.
56. PROPOSITION. Soient 2 C C un ouvert et (K;);en une exhaustion compacte de

cet ouvert ). L’expression
n

i) =Y

i=0
définit une distance sur I'ensemble () et la topologie induit est celle de la conver-
gence sur tout compact.
57. COROLLAIRE. L’espace () est fermé dans 'espace € (£2) muni de la méme
distance. Les parties bornées de J#(2) sont relativement compactes dans J2(€2).

avec p;(f) == sup |f(2)]
zeK;
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4. Des fonctions aux distributions

4-1. Notion de distribution

58. DEFINITION. Une distribution sur I est une forme linéaire T: 2(I) — K telle
que, pour tout compact K C I, il existe deux constantes C' > 0 et p € N telles que

Ve 2(I),  swppCK = [(T,¢)| < Cmaxsup s (z)].
k<p zecK

On note 2'(I) I'ensemble des distributions sur I.
59. EXEMPLE. Pour toute fonction localement intégrable f € L

2(I) — K,
¢~>/If¢>

1
loc

(I), lapplication
Ty:

est une distribution sur I.
60. THEOREME. L’application obtenue L. (I) — 2’(I) est une injection.
61. REMARQUE. Elle n’est pas surjective puisque la distribution dg: ¢ — ¢(0) n’est
pas issue d’une fonction localement intégrable.
4.2. Les espaces de Sobolev et leurs applications
62. DEFINITION. L’espace de Sobolev est 1’ensemble
H(J0,1]) == {u € L2(]0,1]) | «/ € L?(]0, 1[) dans 2'(]0,1])}
munit du produit scalaire (u,v)gr == (u,v)r2 + (U, v)2.
63. PROPOSITION. Soit u € H'(]0, 1[) une fonction de Sobolev. Alors il existe une
unique fonction w € €°([0,1]) égale presque partout & la fonction u et vérifiant

Va,y € [0,1], u(z) —u(y) = /x o' (t) dt.

64. PROPOSITION. L’adhérence de 2(]0,1[) dans H!(]0, 1[) s’écrit
Hy (10, 1) =H'(J0, 1) n{f € €°(10,1]) | £(0) = f(1) = 0}
65. PROPOSITION (inégalité de Poincaré). 1l existe une constante C' > 0 telle que
Vu € Hy(0,1),  lull2 < Cl]|2-
66. THEOREME (Laz-Milgram). Soient H un espace de Hilbert et a une forme bili-

néaire symétrique continue coercive sur H. Soit ¢ € H' une forme linéaire continue
sur H. Alors il existe un unique élément x € H tel que

Vye H,  a(z,y) =)
67. DEFINITION. Soit f € L?(]0,1[). Alors le probléme
—u" +u=f sur]0,1],
u(0) = u(l) =0.
admet une unique solution faible dans H}(]0, 1[), c’est-a-dire qu’il existe une fonc-
tion u € H{(]0, 1[) telle que

1 1 1
v € H1(0, 1)), /u’u'+/ uv:/ fo.
0 0 0



Développements

— Tanguy :
o théoréme 42 et corollaire 43 [8];
o théoreme jo.

— Téofil :
o théoréme 18 (et lemme 17) [7];
o théoréme 35 [4].
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Annexes

Inclusions dans les espaces fonctionnels. Les inclusions entre les espaces L? ne sont
vraies que si le support est compact.
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