Lecon 208. Espaces vectoriels normés, applications linéaires continues. Exemples.

1. NOTATION. Dans cette lecon, on considére le corps K des réels ou des complexes.

1. Espaces vectoriels normés

1.1. Normes et topologie
2. DEFINITION. Soit F un K-espace vectoriel. Une norme sur I'espace E est une
application || ||: £ — R vérifiant les points suivants :

— pour tout vecteur x € F et tout scalaire A € K, on a || Az|| = |A|||z];
— pour tout vecteur x € F, les assertions ||z|| = 0 et = 0 sont équivalentes;
— pour tous vecteurs z,y € F, on a ||z + y| < ||z|| + ||yl

Le couple (E, || ||) est un K-espace vectoriel normé

3. EXEMPLE. L’espace (R,||) est un R-espace vectoriel normé. Pour un réel p > 1,
les espaces K™ muni de la norme définie par ’égalité

i 1/p
lelly = (Yfeal) ) = () €K
=1

est un K-espace vectoriel normé.

4. EXEMPLE. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et (eq,...,e,) une
base de ce dernier. Pour un vecteur x € E qu’on écrit sous la forme x = 2?21 T;€;
avec x; € K, on pose ||z]c = max(|x1],...,|z,|). Alors 'application || || est une
norme sur .

5. EXEMPLE. Soient X un ensemble quelconque et E un espace vectoriel normé. Alors
lensemble Z(X, E) des fonctions bornées X — E muni de la norme

fr—=[flloc = sup | f(z)|
rzeX
est un espace vectoriel normé.

6. REMARQUE. Un espace vectoriel normé (E, || ||) est un espace métrique pour la
distance (z,y) € E? — ||z — y|| et on le munit de la topologie induite par celle-ci.
7. PROPOSITION. Soit E un espace vectoriel normé. Pour deux vecteurs z,y € F, on a
Mzl = llylll < [lz+yll.
8. DEFINITION. Soit E un espace vectoriel normé, € F un vecteur et 7 > 0 un réel.
— La boule ouverte de centre x et de rayon r est ’ensemble
B(z,r) ={y € E||ly — = <r}.
— La boule fermée de centre = et de rayon r est I’ensemble
B(z,r)={ye E||y—z| <r}
— La sphére de centre = et de rayon r est ’ensemble
S(z,r) ={y e E||y—all=r}
9. PROPOSITION. Une partie A C F est ouverte si et seulement si, pour tout vec-
teur x € A, il existe un rayon r > 0 tel que B(z,r) C E.
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1.2. Compacité et équivalence des normes

10. APPLICATION. Soient FE un espace vectoriel normé compact et f: £ — E une
application vérifiant

Va,y € E, r#ty =
Alors elle admet un point fixe.
11. THEOREME (Bolzano- Weirstrass). Une partie A C E est compact si et seulement
si, de toute suite de A, on peut extraire une sous-suite convergente dans A.
12. DEFINITION. Une partie A C E est bornée s’il existe M > 0 tel que A C B(0, M)
13. EXEMPLE. Les boules et sphéeres sont bornées.
14. THEOREME. Toute partie compacte d’un espace vectoriel normé est fermée bornée.
15. CONTRE-EXEMPLE. La réciproque est fausse. En effet, considérons l'espace R[X]
muni de la norme

1/ () = F@) < llz = yll.

ap+ -+ ap, X" — max(|ag), ..., |an])-
Alors la boule unité fermée est fermée et bornée, mais elle n’est pas compacte puisque
la suite (X™)nen n'admet aucune sous-suite convergente.
16. PROPOSITION. Les parties compactes de espace R™ muni de la norme || ||oo pour
la base canonique sont les parties fermés et bornés de R™.
17. DEFINITION. Deux normes N; et N> sur I'espace E sont équivalentes s’il existe
deux réels «, 5 > 0 tels que

Vr € E, aNi(z) < Na(z) < BN ().
18. THEOREME. Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toutes les normes
sont équivalentes.
19. CONTRE-EXEMPLE. La réciproque est fausse. Les normes

fr—>/01f(t)dt et

ne sont pas équivalentes sur l'espace €([0,1],R)
angles ».

20. COROLLAIRE. Les parties compactes d’un espace vectoriel normé de dimension
finie sont les parties fermées bornées.

21. COROLLAIRE. Tout sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace vectoriel
normé est fermé.

22. THEOREME (Riesz). Un espace vectoriel normé est de dimension finie si et
seulement si sa boule unité fermée est compacte.

fr— sup [f(t)]
t€(0,1]

: on considere des fonctions « tri-

2. Applications linéaires continues

2.1. Définitions, caractérisation et exemples

23. DEFINITION. Une application linéaire continue entre deux espaces vectoriels nor-
més E et F est une application continue f: E — F vérifiant

Vo,y € E, YA € K, flxz+Xy) = f(z) + A f(y)-



On note .%.(E, F) 'ensemble des applications linéaires continues de E' dans F.
24. PROPOSITION. Soit E un espace vectoriel normé. Alors les applications
(z,y) € B> — x +y, Mz) e KX Er— Az et x € Evr— |z

sont continues.
25. THEOREME. Soit f: E — F une application linéaire. Alors les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

— la fonction f est continue sur I’espace E';

— elle est continue au point 0;

— elle est bornée sur la boule unité fermée;

— elle est bornée sur la sphere unité;

— il existe un réel M > 0 tel que || f(x)]|

— elle est lipschitzienne;

— elle est uniformément continue.
26. EXEMPLE. L’application linéaire

< M ||z|| pour tout vecteur z € E;

o: FEC(0,1R) — / £(0)
est continue lorsque 'on munit Pespace %'([0, 1], R) de la norme infinie.
27. CONTRE-EXEMPLE. L’application linéaire
fe€([0,1],R) — f(0)
n’est pas continue sur l'espace €([0, 1], R) muni de la norme ||f||; == fol [f].
28. THEOREME. On suppose que l’espace E est de dimension finie. Alors toute
application linéaire E — F' est continue.
29. DEFINITION. Pour toute application f € .Z.(FE, F), on définit sa norme subordon-
née comme la quantité

[l

0 = sup M ).
z#0 |7l lzl|=1

L’application ||| ||| est une norme sur l'espace %, (E, F).

30. PROPOSITION. Soient E, F' et G trois espaces vectoriels normés.
— Pour toute application f € Z.(E,F), on a
vee B, |lf@I <Al ]l
— Pour toutes applications f € Z.(E,F) et g € Z.(F,G), on a
lllg o FIII < [llgll TILAI-

31. EXEMPLE. La norme subordonnée de 'application ¢ du point 26 vaut |||¢|||ec = 1.

2.2. Le cas des formes linéaires : le théoréme de Hahn-Banach

32. NOTATION. Dans cette sous-section, on considere un R-espace vectoriel E.

33. PROPOSITION. Une forme linéaire ¢ € E* est continue si et seulement si son
noyau Ker ¢ est fermé dans FE.

34. DEFINITION. Le dual topologique de 'espace E est I’ensemble E’ des formes
linéaires continues sur E.

35. THEOREME (Hahn-Banach, forme analytique). Soit p: E — R une semi-norme.
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Soient G C E un sous-espace vectoriel et g € G* une forme linéaire telle que

Vr € G, g(z) < p(x).
Alors il existe une forme linéaire f € E* qui prolonge la forme linéaire g et qui vérifie

Vee E,  f(z) <p(z)
36. COROLLAIRE. Soient G C E un sous-espace vectoriel et ¢ € G’ une forme linéaire
continue. Alors il existe une forme linéaire continue f € E’ qui prolonge la forme
linéaire g et qui vérifie ||| f]ll = |llglll-
37. DEFINITION. Un hyperplan est un ensemble de la forme {f = o} = f~1({a})
pour une forme linéaire f € E* et un réel o € R. On dit qu’il sépare au sens large
deux parties A, B C E si

Vee A, f(z)<a et Vee B, f(z)>a«a
On dit qu'il les sépare au sens strict s’il existe un réel € > 0 tel que
Vee A, f(z) < Vee B, f(z)za+e.

38. THEOREME (Hahn-Banach, premiére forme géométrique). Soient A, B C E deux
parties convexes, non vides et disjoints. On suppose que la partie A est ouverte. Alors
il existe un hyperplan fermé qui sépare les parties A et B au sens large.

39. COROLLAIRE (Hahn-Banach, seconde forme géométrique). Soient A, B C E deux
parties convexes, non vides et disjoints. On suppose que la partie A est fermée et que
la partie B est compacte. Alors il existe un hyperplan fermé qui sépare les parties A
et B au sens strict.

40. APPLICATION. On munit I'espace R" de sa structure euclidienne canonique
puis l'espace .#,,(R) de la norme subordonnée associée. Alors 'enveloppe convexe du
groupe O, (R) est la boule unité fermée de I'espace .4, (R).

o — € et

3. Des espaces particuliers

3.1. Les espaces de Banach

41. DEFINITION. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.
42. EXEMPLE. Tout espace vectoriel normé de dimension finie est de Banach.
43. THEOREME (Riesz-Fischer). Pour tout p > 1, espace (LP(RY), || ||,) est complet.
44. PROPOSITION. Dans un espace de Banach E, toute série absolument convergente
de E converge dans F.
45. COROLLAIRE. Soient E et F' deux espaces de Banach et T € Z(E,F) une
application linéaire continue. On suppose qu’elle est presque surjective, c’est-a-dire
qu’il existe deux réels o € ]0,1[ et C' > 0 tels que

Vye F, |yll<1 = 3zckE |y-Tz|<
Alors elle est surjective et, plus précisément, on a

aet ||lz] <

C
1—a’
46. THEOREME (Tietze). Soient X un espace métrique et Y C X une partie fer-
mée. Alors toute application continue go: Y — R se prolonge en une application
continue fy: X — R.

Yy € F, ly| <1 == JzeE y=Tzet |z] <

— 1 —

za




47. THEOREME (Baire). Soit E un espace de Banach.

— Soit (On)nen une suite d’ouverts denses. Alors I'intersection (), .y On est dense.

— Soit (Fy)nen une suite de fermés d’intérieur vide. Alors I'union (J,, o On est
d’intérieur vide.
48. APPLICATION. L’ensemble des fonctions continues et nulles parties dérivables
sur [0,1] est dense dans P’ensemble des fonctions continues sur [0, 1].

49. THEOREME (Banach-Steinhaus). Soient E et F' deux espaces de Banach et (T})cr
une famille de .Z.(FE, F'). On suppose que

Vo € E, sup || Tiz|| < +o0.
icl

Alors
sup ||| Ti]|| < +oo.
il

50. APPLICATION. Il existe une fonction continue 27-périodique qui n’est pas égal a
la somme de sa série de Fourier.

51. THEOREME (de l’application ouverte). Soient F et F deux espaces de Banach
et T € Z.(E, F) une application surjective. Alors il existe un réel ¢ > 0 tel que

T(BE(O, 1)) D BF(O,C).
52. COROLLAIRE (théoréme d’isomorphisme de Banach). Soient E et F' deux espaces

de Banach et T € Z.(E,F) une application bijective. Alors son inverse T~! est
continue.

53. THEOREME (du graphe fermé). Soient E et F deux espaces de Banach
et T € Z(FE,F) une application telle que son graphe soit fermé dans E x F. Alors
I’application T' est continue.

3.2. Les espaces de Hilbert

54. DEFINITION. Un espace de Hilbert réel est un espace vectoriel muni d’un produit
scalaire ou hermitien (, ) telle que la norme x — (z,z)'/2 le rende complet.

55. EXEMPLE. L’espace L?(R9) muni du produit scalaire

(r9)— [ j@id

est un espace de Hilbert.

56. THEOREME (de projection sur un convexe fermé). Soit H un espace de Hilbert.

Soit C' C H un convexe fermé non vide. Alors pour tout vecteur x € H, il existe un
unique vecteur po(z) € C tel que

d(z,C) = ||z — po ()|l
De plus, le point pc(x) est caractérisé par les conditions
po(x) € C,
Vz e C, Re(z — pc(z),z — po(x)) < 0.

57. APPLICATION (moindres carrés). On considére n points (z;,y;) € R? tels que les
réels x; ne soit pas tous égaux. Alors il existe des réels A\, u € R qui rendent minimale
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la quantité
n

Z(/\l“i + =)

i=1
58. THEOREME (de représentation de Riesz). Soient H un espace de Hilbert et ¢ € H’
une forme linéaire continue. Alors il existe un unique vecteur u € H tel que

Vo € H, o(x) = (z,u).
59. PROPOSITION. Soient H un espace de Hilbert et u € Z.(H) un endomorphisme
continu. Alors il existe une unique application v*: H — H telle que
Ve,y e H,  (u(x),y) = (x,u*(y)).

De plus, cette application u* est linéaire et continue; elle vérifie (u*)* = u.
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