
Leçon 214. Théorème d’inversion locale, théorème des fonctions implicites. Exemples et applications en analyse et en
géométrie.

1. Le théorème d’inversion locale

1.1. Rappels sur les difféomorphismes

1. Définition. Soient E et F deux espaces vectoriels normés et k ∈ N ∪ {∞} un

entier ou l’infini. Un C k-difféomorphisme entre deux ouverts U ⊂ E et V ⊂ F est une

application bijective f : U −→ V telle que cette dernière f et sa réciproque f−1 soient

de classe C k.

2. Exemple. L’application x 7−→ x2 réalise un C ∞-difféomorphisme de l’ouvert R∗
+

dans lui-même. Lorsque les espaces E et F sont de Banach, tout isomorphisme continu

de E dans F est un C ∞-difféomorphisme.

3. Proposition. Soient U ⊂ E et V ⊂ F deux ouverts. Soit f : U −→ V un homéo-

morphisme différentiable en un point a ∈ U . On suppose que la différentielle df(a) est

inversible. Alors l’application f−1 est différentiable au point a et

df(a)−1 = df−1(f(a)).

4. Remarque. S’il existe un C 1-difféomorphisme de Rn dans Rp, alors n = p.

5. Remarque. Un C 1-difféomorphisme est un homéomorphisme, mais la réciproque

est fausse : la fonction x −→ x3 est un homéomorphisme de la droite réelle, mais ce

n’est pas un C 1-difféomorphisme, mais ce n’est pas un C 3-difféomorphisme puisque sa

réciproque x 7−→ 3
√

x n’est pas de classe C 1.

6. Proposition. On suppose que les espaces E et F sont de Banach. Soient U ⊂ E
et V ⊂ F deux ouverts. Soit f : U −→ V une application. Alors les points suivants

sont équivalents :

– l’application f est un C 1-difféomorphisme ;

– c’est un homéomorphisme et ses différentielles df(a) avec a ∈ U sont bijectives.

1.2. Le théorème et ses variantes

7. Théorème (d’inversion locale). Soient E et F deux espaces de Banach et Ω ⊂ E un

ouvert. Soient f : Ω −→ F une application de classe C 1 et a ∈ Ω un point. On suppose

que la différentielle df(a) est inversible. Alors il existe un voisinage ouvert U ⊂ Ω du

point a et un voisinage ouvert V ⊂ F du point f(a) tels que la restriction f : U −→ V
soit un C 1-difféomorphisme.

8. Remarque. Lorsque les espaces E et F sont de dimension finie, il suffit de vérifier

la condition det df(a) ̸= 0 pour appliquer le théorème.

9. Remarque. Le théorème existe aussi en version C k avec k ∈ N ∪ {∞}.

10. Exemple. L’application∣∣∣∣∣R∗
+ × R −→ R2,

(r, θ) 7−→ (r cos θ, r sin θ)

induit un C 1-difféomorphisme

R∗
+ × ]−π, π[ −→ R2 \ [R∗

− × {0}].

11. Théorème (d’inversion globale). Soient E et F deux espaces de Banach et Ω ⊂ E
un ouvert. Soient f : Ω −→ F une application injective de classe C 1. On suppose que,

pour tout point x ∈ Ω, la différentielle df(x) est inversible. Alors l’image f(U) est un

ouvert et la restriction f : U −→ f(U) est un C 1-difféomorphisme.

12. Contre-exemple. L’injectivité est nécessaire : l’application∣∣∣∣∣R
2 \ {(0, 0)} −→ R2,

(x, y) 7−→ (x2 − y2, 2xy)

est de classe C 1 et ses différentielles sont inversibles, mais ce n’est pas un C 1-

difféomorphisme.

13. Théorème (Hadamard-Lévy). Soit f : Rn −→ Rn une application de classe C 1.

Alors les points suivants sont équivalents :

– l’application f est un C 1-difféomorphisme ;

– l’application f est propre, c’est-à-dire f(x) −→ ∞ lorsque x −→ ∞, et les

différentielles df(x) avec x ∈ Rn sont inversibles.

1.3. Deux applications du théorème

14. Lemme. Soit A0 ∈ S n(R) ∩ GLn(R) une matrice symétrique inversible. Alors il

existe un voisinage V ⊂ S n(R) de la matrice A0 et une application Φ: V −→ GLn(R)

de classe C 1 tels que

∀A ∈ V, A = tΦ(A)A0Φ(A).

15. Théorème. Soient Ω ⊂ Rn un ouvert contenant l’origine et f : Ω −→ R une

fonction de classe C 3. On suppose que

– l’origine est un point critique, c’est-à-dire df(0) = 0 ;

– la forme quadratique d2f(0) n’est pas dégénérée ;

– elle est de signature (p, n − p).

Alors il existe un voisinage U ⊂ Ω de 0 et un difféomorphisme φ : U −→ φ(U) ⊂ R de

classe C 1 vérifiant

– φ(0) = 0 ;

– pour tout point x ∈ U , on a

f(x) − f(0) = φ1(x)2 + · · · + φp(x)2 − φp+1(x)2 − · · · − φn(x)2

où les réels φi(x) sont les coordonnées du vecteurs φ(x).

D
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16. Exemple. Pour tous x, y ∈ R, on écrit x − y = φ1(x)2 − φ2(y)2 avec φi(u) =
√

u.

17. Application. Soit f : Rn −→ R une application de classe C 3 telle que df(0) = 0

et la hessienne d2f(0) soit définie positive. Alors le point 0 est un minimum local strict

de l’application f .
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18. Lemme. Soit A ∈ Mn(C) une matrice à coefficients complexes. Alors le groupe

topologique C[A]× est un ouvert connexe de C[A].

19. Proposition. Soit A ∈ Mn(C) une matrice à coefficients complexes. Alors

l’exponentielle matricielle complexe induit une surjection

exp: C[A] −→ C[A]×.

20. Théorème. L’exponentielle matricielle complexe réalise un surjection

exp: Mn(C) −→ GLn(C).
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21. Contre-exemple. Le théorème est faux lorsqu’on se place sur le corps R : la

matrice diag(1, −1) n’est pas dans l’image de l’exponentielle.

22. Corollaire. L’image de l’exponentielle matricielle réelle est l’ensemble

exp Mn(R) = GLn(R)×2 := {A2 | A ∈ GLn(R)}.

2. Le théorème des fonctions implicites

2.1. Le théorème

23. Théorème. Soient E, F et G trois espaces de Banach et Ω ⊂ E × F un ouvert.

Soient (a, b) ∈ Ω un point et f : Ω −→ G une application de classe C k. On suppose

que f(a, b) = 0 et la différentielle ∂yf(a, b) est bijective. Alors il existe

– un voisinage ouvert U ⊂ E du point a ;

– un voisinage ouvert V ⊂ F du point b ;

– une application φ : U −→ V de classe C 1

tels que U × V ⊂ Ω et, pour tout point (x, y) ∈ U × V , on ait

f(x, y) = 0 ⇐⇒ y = φ(x).

24. Exemple. Considérons la fonction

f : (x, y) ∈ R2 7−→ x2 + y2 − 1 ∈ R.

Si y > 0, alors on prend (a, b) = (0, 1) et on trouve

∀x ∈ ]−1, 1[, f(x, y) = 0 ⇐⇒ y := φ(x) :=
√

1 − x2

25. Proposition. On reprend les mêmes notations. Pour tout point x ∈ U , on a

dφ(x) = −
Å

∂f

∂b
(x, φ(x))

ã−1

◦ ∂f

∂x
(x, φ(x)).

26. Exemple. On reprend le même exemple. Si x ∈ ]−1, 1[, alors

φ′(x) = − x

φ(x)
.

2.2. Quelques applications

27. Proposition (équation de Burger). Soient a, f : R −→ R de fonction de classe C 1.

On considère l’équation

a(u(·))∂xu + ∂yu = 0,

u(x, 0) = f(x).

Pour tout réel x0 ∈ R, il existe une fonction solution de l’équation sur un voisinage

du point x0.

28. Proposition. Soit P0 ∈ R[X]⩽n un polynôme et x0 ∈ R une des ses racines

simples. Alors il existe un voisinage U ⊂ R[X]⩽n du polynôme P0, un voisinage V ⊂ R
du réel x0 et une application φ : U −→ V de classe C ∞ telle que

∀P ∈ U, ∀x ∈ V, x = φ(P ) ⇐⇒ P (x) = 0.

29. Corollaire. L’ensemble des polynômes scindés simples de degré n est un ouvert

de l’espace R[X]⩽n.

3. Introduction à la géométrie différentielle

3.1. Notion de sous-variété et formulations équivalentes

30. Définition. Soit d ∈ N un entier. Une partie M ⊂ Rn est une sous-variété de

dimension d en un point a ∈ M s’il existe

– un voisinage U ⊂ Rn du point a ;

– un voisinage V ⊂ Rn de l’origine ;

– un C 1-difféomorphisme φ : U −→ V
tels que

φ(M ∩ U) = [Rd × {0}] ∩ φ(U).

La partie M est une sous-variété si elle l’est en tout point de M .

31. Exemple. La parabole d’équation y = x2 est une sous-variété de R2.

32. Théorème. Soient M ⊂ Rn une partie, d ∈ N un entier et a ∈ M un point.

Alors les points suivants sont équivalents :

– la partie V est une sous-variété de dimension d au point a ;

– il existe un voisinage U ⊂ Rn du point a et une fonction F : U −→ Rn−d de

classe C 1 tels que

M ∩ U = F −1({0}).

et les différentielles dfi(a) soient indépendantes ;

– il existe un voisinage U ⊂ Rn du point a, une application u : Rd −→ Rn−d de

classe C 1 et une matrice A ∈ GLn(R) tels que

M ∩ U = {A(z, u(z)) | z ∈ Rd} ∩ U ;

– il existe un voisinage U ⊂ Rn du point a, un voisinage V ⊂ Rd de l’origine et

une application j : V −→ U tels que j(0) = a, la différentielle dj(0) soit injective

et la restriction j : V −→ M ∩ U soit un homéomorphisme.

33. Exemple. La sphère de Rn+1 est une sous-variété de dimension n. Le groupe

spécial linéaire SLn(R) ⊂ Mn(R) ≃ Rn2
est une sous-variété de dimension n − 1.

3.2. L’espace tangent

34. Définition. Un vecteur v ∈ Rn est tangent à une partie M ⊂ Rn en un

point a ∈ M s’il existe un intervalle I ⊂ R contenant zéro et une fonction déri-

vable γ : I −→ M telle que

γ(0) = a et γ′(0) = v.

On note TaM ⊂ Rn l’ensemble des vecteurs tangentes à la partie M au point a.

35. Théorème. Soient M ⊂ Rn une sous-variété de dimension d en un point a ∈ M .

Alors l’ensemble TaM est un sous-espace vectoriel de dimension d.
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36. Théorème. En reprenant les notations du théorème 32, on a

– TaM = dφ(a)−1(Rd × {0}) ;

– TaM = Ker dF (a) ;

– TaM = Γ(dg(a1, . . . , ad)) en notant a = (a1, . . . , an) ;

– TaM = Im dj(0)

37. Exemple. Pour un point a ∈ Rn+1 de la sphère unité Sn, on a TaSn = a⊥.

3.3. Le théorème des extrema liés

38. Lemme. Soient φ1, . . . , φm ∈ E∗ des formes linéaires indépendantes et f ∈ E∗

une forme linéaire. Alors

f ∈ Vect(φ1, . . . , φm) ⇐⇒
m⋂

i=1

Ker φi ⊂ Ker f.

39. Corollaire. Deux formes linéaires non nulles sont de même noyau si et seulement

si elles sont colinéaires.

40. Théorème (des extrema liés). Soient g1, . . . , gm : Rn −→ R des fonctions de

classe C 1. On considère l’ensemble

C := {x ∈ Rn | g1(x) = · · · = gm(x) = 0}.

Soit Ω ⊂ Rn un ouvert avec C ⊂ Ω. Soit f : Ω −→ R une fonction. On suppose que

– la fonction f |C admet un extremum local en un point x⋆ ∈ Ω,

– la fonction f est différentiable en ce point x⋆,

– la famille (dg1(x⋆), . . . , dgm(x⋆)) est libre.

Alors il existe des réels λ1, . . . , λm ∈ R tels que

df(x⋆) = λ1 dg1(x⋆) + · · · + λm dgm(x⋆). ((∗))

41. Remarque. La condition (∗) implique que la différentielle df(x⋆) est nulle sur

l’espace tangent Tx⋆C, c’est-à-dire

Tx⋆C ⊂ Ker df(x⋆).

42. Contre-exemple. L’hypothèse d’indépendance est nécessaire. Le minimum de

la fonction x + y2 sous la contrainte x3 − y2 se situe au point (0, 0). Pourtant, la

différentielle de la fonction x3 − y2 en ce point est nulle : la relation (∗) n’est pas vraie.

43. Application (théorème spectral). Soient E un espace euclidien et u ∈ L (E) un

endomorphisme symétrique. L’application x ∈ E 7−→ ⟨u(x), x⟩ admet un maximum

sur la sphère unité S ⊂ E en un point e1 ∈ S. Le théorème des extrema liés nous

donne ensuite un réel λ1 ∈ R tel que u(e1) = λ1e1. En raisonnant par récurrence,

l’endomorphisme u est diagonalisable en base orthonormée.

44. Application (inégalité arithmético-géométrique). En optimisant la fonc-

tion f(x1, . . . , xn) = x1 · · · xn sous la contrainte x1 + · · · + xn = s avec xi, s > 0,

on obtient

(x1 · · · xn)1/n ⩽
x1 + · · · + xn

n
.
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