Lecon 220. Equations différentielles ordinaires. Exemples de résolution et d’étude de solutions en dimension 1 et 2.

1. NOTATION. Dans cette lecon, on consideére le corps K des réels ou des complexes.

1. Théorie des équations différentielles

1.1. Premiéres définitions et formulation intégrale

2. DEFINITION. Soient N,n > 1 deux entiers non nuls et Q C R x (K~)™ un ouvert.

Une équation différentielle d’ordre n est une équation de la forme
y ™= ftyy .y Y) (1)

pour une fonction f: Q@ — K* ol 'inconnue est une fonction y de la variable réelle.

Lorsque N =1, on parlera d’une équation différentielle scalaire
3. DEFINITION. Une solution de 1’équation (1) est la donnée d’un intervalle I C R et
d’une fonction n fois dérivables y: I — K telle que

— pour tout t € I, on ait (t,y(t),...,y "V (t)) € Q;

~ pour tout ¢ € I, on ait y™ () = f(t,y(t),...,y™"V(t)).
4. EXEMPLE. L’expression 3’ = 2y est une équation différentielle d’ordre 1 dont une
solution est donnée par le couple (R, y) avec y(t) = ! pour t € R.

5. NOTATION. Dans la suite, on suppose n = 1 depuis qu’une équation différentielle en
dimension N et d’ordre n peut étre vue comme une équation différentielle en dimension
1 et d’ordre nN.

6. DEFINITION. Un probléme de Cauchy est la donnée d’une équation différentielle (1)
pour laquelle on cherche une solution y: I — K vérifiant y(ty) = yo pour une
quantité fixée (to,yo) € Q2. Ce probléme est noté

{ y/ = f(t>y)
y(to) = vo-

7. DEFINITION. Lorsque 2 = R x KV, I'équation (1) est linéaire si la fonction f peut
s’écrire sous la forme

flty) =AMty +B(t), teR, yeK"
pour deux fonctions A: R — #n(K) et B: R — K"

8. PROPOSITION. On suppose que la fonction f est de classe €% sur Q. Alors toute
solution y: I — K de I’équation (1) est de classe €*+2.

(2)

9. PROPOSITION. Soient (tg,10) € © une condition initiale et f: @ — K~ une
fonction continue. Alors une fonction y: I — K est solution du probleme (2) si et
seulement si

— elle est continue;

— pour tout t € I, on a (t,y(t)) € Q;

— pour tout £ € I, on a

y(t) = y(to) +/t f(s,y(s))ds.

1.2. Solutions maximales et globales

10. DEFINITION. Une certaine solution y;: I; — K% de I'équation (1) prolonge une
autre solution yo: In — K si

I Clp et Vit € I, yl(t):yQ(t)
Elle la prolonge strictement si, en outre, on a Iy # Is.
11. EXEMPLE. Considérant I’équation ¢’ = y, la solution y: t € |1, 3[ — e’ prolonge
strictement la solution y: ¢ € ]1,2[ — €.
12. REMARQUE. Une solution peut admettre des prolongements définis sur un méme
intervalle qui sont distincts.
13. DEFINITION. Une solution de ’équation (1) est maximale si elle n’admet pas de
prolongement strict.
14. DEFINITION. Lorsque Q = I x € pour un intervalle I C R et un ouvert ' ¢ K,
une solution de I'équation (1) est globale si elle est définie sur l'intervalle I.

15. EXEMPLE. La solution t € R — e? est une solution globale de 1’équation ¢y’ = y.

16. PROPOSITION. Une solution globale est maximale.
17. CONTRE-EXEMPLE. La réciproque est fausse : si yo > 0, I’équation 3’ = y? avec la
condition initiale y(0) = yo admet comme solution la fonction
Yo
1-— yot
est une solution qui ne peut pas étre prolonger au point 1/yq.

t€]—o0,1/yo[ —

1.3. Théorémes d’existence et d’unicité

18. THEOREME (lemme de Gronwall). Soit I C R un intervalle, to € I et a € R deux
réels. Soient u,v: I — R4 deux fonctions continues. On suppose que

/ t u(s)u(s)ds

/totv(s) ds ) .

19. DEFINITION. Une fonction f: Q — KV est localement lipschitzienne par rapport
a la variable d’état y si, pour tout point (%,7) € €, il en existe un voisinage V' C Q et
une constante k > 0 tels que

V(t, 1), (t',y2) €V, t=t' = |f(t,y1) = ft )l < Klyr — w2l
20. REMARQUE. Si la fonction f est de classe €' sur €, alors elle est localement
lipschitzienne par rapport a la variable d’état.
21. THEOREME (Cauchy-Lipschitz local). Soit f:  — K¥ une fonction continue
et localement lipschitzienne par rapport a la variable d’état. Soient (¢g,yo) € €2 une
condition initiale. Alors il existe un réel a > 0 tel que le probléme (2) admette une
unique solution définie sur Uintervalle [ty — a, tg + .

viel, u(t)<a+

Alors
Vtel, u(t)§aexp<
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22. COROLLAIRE (Cauchy-Lipschitz global). Soit f: Q — K¥ une fonction continue
et localement lipschitzienne par rapport a la variable d’état. Soient (o, yo) € € une
condition initiale. Alors la probléme (2) une unique solution maximale définie sur un
intervalle I C R. De plus, cet intervalle I est ouvert.

23. CONTRE-EXEMPLE. L’équation ¢’ = 3y%/3 admet les fonctions y(t) = t3 et y(t) = 0
comme solutions maximales.

1.4. Recherche des solutions globales

24. THEOREME (de sortie de tout compact). Soit f: Q — KV une fonction continue
et localement lipschitzienne par rapport & la variable d’état. Soit y: ]c, d[ — K une
solution maximale de I’équation 3’ = f(t,y). Alors pour tout compact K C £, il existe
un voisinage V' C ¢, d[ du réel d tel que

vieV,  (tyt)) ¢ K.

25. EXEMPLE. Considérant 1’équation ¢’ = y?, la fonction définie par la relation

y(t) = T—¢
est une solution maximale sur |1, +-o00[ et vérifie y(t) — 400 lorsque ¢t — 1.
26. COROLLAIRE (théoréme des bouts). On suppose 2 = Ja,b[x K. Soit f: O — KV
une fonction continue et localement lipschitzienne par rapport a la variable d’état.
Soit y: Je,d] — K une solution maximale de '’équation 3’ = f(¢,y). Si d < b, alors
lly(t)|]| — +o0 t—d.
27. APPLICATION. Soit f: ]a,b[ x RY — R” une fonction continue, bornée et loca-

lement lipschitzienne par rapport & la variable d’état. Alors toute solution maximale
de I'équation y' = f(t,y) est globale.

t>1

lorsque

28. EXEMPLE. L’équation y’ = siny avec la condition initiale y(1) = 1 admet une
unique solution maximale qui se trouve étre globale.

2. Méthodes de résolutions dans le cas linéaire
2.1. Le cas linéaire

29. HYPOTHESE. Soit I C R un intervalle. Soient A: I — .#x(K) et B: [ — K
deux fonctions continues. Notons .S I'’ensemble des solutions maximales de ’équation

y = A(t)y + B(t) (3)
et Sy celui de I’équation
y' = At)y. (4)
30. PROPOSITION. L’ensemble Sy est un sous-espace vectoriel de € (I, KV) et il est
de dimension N.
31. COROLLAIRE. L’ensemble S est un espace affine de direction Sy.

32. DEFINITION. Une matrice fondamentale de 1'équation (4) est une matrice de la
forme (y1 yn ) pour une base (y1,...,yn) de U'espace Sy.

33. EXEMPLE. Une matrice fondamentale de 1’équation y” — 2y’ + y = 0 est donnée

par 1’égalité

() = (EZ (t —it-e;)et) '

34. THEOREME. Soit ® une matrice fondamentale du systéme (4). Alors ses solutions
s’écrivent sous la forme
tel
pour un vecteur C' € KV,
35. REMARQUE (méthode de variation de la constante). Une fois une matrice fonda-
mentale ® de I’équation (4) obtenue, on cherche les solutions de I’équation (3) sous la
forme t — ®(t)C(1).
36. EXEMPLE. En dimension 1, les solutions de 1’équation 3’ = 2y + 1 sont de la forme
y(t) = Ce** —1/2, tel
pour une constante C € K.
37. REMARQUE. Lorsque N = 1, on peut chercher les solutions sont la forme de
série entiere en exhibant des relations entre ces coefficients a 'aide de ’équation
différentielle.
38. EXEMPLE. L’équation
E+t)y" +Bt+1)y +y=0
admet comme solution la série entiere

+o00
y(t) = ap 3 (1)t =
n=0

qui se prolonge a lintervalle |—1, +o00[.

ag

2 tel-1,1
1+t } [

2.2. Systémes différentiels a coefficients constants
39. HYPOTHESE. Soit A € .y (K) une matrice. On étudie le systéme différentielle
y' = Ay. (5)
40. PROPOSITION. Une matrice fondamentale du systéme (5) est donnée par la fonction
t € R — exp(tA).
41. COROLLAIRE. Soient a,b € C deux réels. Considérons le polynéme P := X2+aX +b
et I’équation différentielle y” + ay’ + b = 0.
— Si le polynéme P admet deux racines complexes r et s, alors les solutions sont
de la forme y(t) = Ae™ + pet pour deux constantes A, u € C.
— Si le polynéme P admet une racine complexe double r, alors elles sont de la
forme y(t) = (A + ut)e™ pour deux constantes A,y € C.
42. EXEMPLE. Avec la méthode de la variation de la constante, la solution du probléme
y' -2 +y=¢,
y'(-1) =1
s’écrit
y(t) = (t*/2+t(e+1) +e+1/2)e".
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3. Etudes numériques et qualitative

3.1. Une méthode numérique

43. DEFINITION. Soient ty, T, H > 0 trois réels positifs Une méthode numérique d un
pas est la donnée d’une fonction ®: [tg,to + 7] x R? x [0, H] — R®. Cette derniére
définie une suite (y,)nen par la relation

Yn+1 = Yn + hnq)@nz Yns hn) et
pour des réels tg, . .

Yo = Yo,N-

,yn > 0. Son pas mazximal est

S h).

44. EXEMPLE. La méthode d’FEuler explicite est donnée par la fonction
®(t,y,h) = f(t,y)

pour résoudre une équation y' = f(¢,y).

LN, ho, -
Bmax = max(hg, ..

45. DEFINITION. Une méthode ® est convergente si, pour toutes suites (Y, n)nefo,N]
définie par la méthode a N pas avec N > 1, on a

a t — — 0
n?ﬁo,M”y( nN) = Yn.N |l

lorsque yo,v — y(to) €t Amax,y — 0.
46. THEOREME. La méthode d’Euler explicite est convergente.

3.2. Intégrales premiéres et étude qualitative d’un systéme

47. HYPOTHESE. On considére les systéme autonome, c’est-a-dire les équations diffé-
rentielles de la forme

y' = f) (6)
pour une fonction f: Q — RY définie sur un ouvert Q2 Cc RY.
48. DEFINITION. Une intégrale premiére du systéme (6) est une fonction E: Q@ — R

de classe € telle que, pour toute solution y: I — R” de I’équation (6), on ait

viel,  LIE@®) =0

49. EXEMPLE. Une intégrale premiere du systeme
{w' =22%(z —y) — 2y,
y' =2z(z —y)(2z —y)

est la fonction donnée par la relation

B(z,y) = 2*(z - y)* +y°.
50. DEFINITION. La trajectoire d'une solution y: I — RY du systéme (6) est
I’ensemble

{(t,y(t)) |te I} cIxRN.
51. PROPOSITION. Soit f: 2 — R une fonction de classe €. Soit (t,%0) € R x Q.
Soit E: O — R une intégrale premiére. Alors toute solution y: I — RY satisfaisant

le systéme (6) et la condition initiale y(ty) = yo voit sa trajectoire contenue dans la
ligne de niveau {F = E(yo)} C €.

52. DEFINITION. Soient a,b,c,d > 0 quatre réels strictement positifs. Le systéme

proie-prédateur de Lotka-Volterra est le systéme différentiel
2’ = ax — bry,
y = —cy + day.
associée & une condition initiale (2(0),y(0)) = (xo,y0) avec xg,yo > 0.
53. PROPOSITION. La solution maximale X:t € I — (x(t),y(t)) € R? du sys-
téme (7) est & valeurs dans le quadrant (R’ )2. De plus, la fonction
R’ xR — R,
(z,y) —> dx+by —clnz —alny

(7)

est une intégrale premiere du systéme (7).
54. THEOREME. La solution maximale du systéme (7) est globale et périodique.
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