Legon 226. Suites vectorielles et réelles définies par une relation de récurrence u, 1 = f(u,). Exemples. Applications a la

résolution approchée d’équations.

1. Les suites récurrentes : définition et étude
1. DEFINITION. Soient £ un espace métrique et p > 1 un entier. Une suite (u,)neN
de E est récurrence d’ordre p si on peut 1’écrire sous la forme
Vn = p, Uptp = f(Un, ..
pour une application f: EP — E.

< Un+p—1)

1.1. Définition et premiers exemples dans le cas réel

2. DEFINITION. Soit I C R un intervalle fermé. L’orbite d’un réel = € I suivant une
fonction f: I — I est la suite réelle (uy,)nen définie par

Unt1 = f(un), Yne€N.

3. PROPOSITION. Si la suite (uy,)nen converge, alors sa limite a € R appartient a
I'intervalle I. Si, de plus, la fonction f est continue sur I, alors f(a) = a.

4. CONTRE-EXEMPLE. L’hypothese de continuité ne suffit pas a assurer la convergence
de l'orbite. En effet, en prenant la fonction f := —1Id[_y 1}, on a u, = (—1)"ug et, des
que ug # 0, la suite (uy)neN ne converge pas.

5. REMARQUE. Il n’est pas nécessaire d’avoir la continuité pour avoir f(a) =« : il
suffit de considérer la fonction f = 1q.

6. EXEMPLE. Soit @ € R un réel. On considére une suite (u,)n,en définie par la
relation w41 = u, + a (resp. un+1 = au,) pour tout entier n € N. Alors u,, = na
(resp. u, = a"ug) pour tout entier n € N.

7. DEFINITION. Une suite réelle ou complexe (un)neN vérifie une récurrence homogra-
phique si elle vérifie une relation du type

Uy == et

aty, +b
cu, —d
pour quatre réels a,b, c,d € C tels que ad — bc # 0.

8. PROPOSITION. Soit (uy)nen une suite complexe vérifiant la relation (1). Considé-
rons I’équation

Vn € N, 1)

Up41 =

cx® —(a—d)x —b=0. (2)
— Si 'équation (2) admet deux racines distincts «, 5 € C, alors
Up — Uy — @ a— ac
n c N, w, — B wo — B avec @ — Be
— Si ’équation (2) admet une racine double a € C, alors
1 1 c

Vn € N, =

Up — Q

+kn avec k=

Uy — a—ac

1.2. Monotonie dans le cas réel

9. THEOREME. Soient I C R un intervalle fermé et f: I — I une fonction. Si cette
derniere est croissante, alors elle admet un point fixe.
10. CONTRE-EXEMPLE. Le théoréeme est faux dans le cas décroissant. En effet, la

fonction décroissante 191/ : [0,1] — [0, 1] n’admet pas de point fixe.

11. THEOREME. On suppose que la fonction f est croissante. Toute orbite (z,)neN
suivant cette derniére est

— croissante si f(xo) = o ;
— décroissante si f(xg) < zo.

Si l'intervalle I est borné, alors toute orbite converge et, lorsque la fonction f est
continue, leurs limites sont des points fixes de la fonction f.

12. CONTRE-EXEMPLE. Le théoréeme ne fonctionne pas lorsque la fonction f est
décroissante. On pensera a la fonction f := —1Id[_1 ). Le résultat suivant y remédie.

13. THEOREME. On suppose que la fonction f est décroissante. Alors elle admet au
plus un point fixe.

De plus, on suppose que l'intervalle I est borné et que la fonction f est continue.
Soit (z)nen une orbite. Alors les suites (2, )nen €t (Z2n4+1)neN convergent resp.
vers des points fixes des fonctions f et f o f. Enfin, si la composée f o f admet un
unique point fixe, alors la suite (z,,),eN converge vers ce point fixe.

1.3. Le cas vectoriel

14. DEFINITION. Une suite (X, )nen d’'un espace CP est récurrente linéaire s'il existe
une matrice A € .#,(C) vérifiant

VneN,  Xpi1=AX,.

15. DEFINITION. Soit p > 1 un entier. Un polygone d p cétés est un p-uplet du plan
complexe, c¢’est-a-dire un élément de ’ensemble CP.

16. PROPOSITION. Soit P := (z!,...,2P) € CP un polygone. On définit la suite de

polygones (z1,..., 2P )hen par les relations

2k 4 ZFH1
2 )

Alors la suite (2}, ..., 22),en converge vers I'isobarycentre du polygone P, c’est-a-dire

vers le polygone (g, ..., g) avec

(2,...,25y=P et 2k = ke [1,p], n € N.

12
g::szkeC.
Pis

17. REMARQUE. Lorsqu’on a une certaine suite récurrente linéaire complexe (u,)nen
d’ordre p, c’est-a-dire pouvant s’écrire sous la forme

Vn > p, Up = Q1Up—1 + -+ + Qpln_p (3)

pour des complexes a1, ...,a, € C, on peut reformuler cette derniere relation matri-

ciellement en écrivant

VneN,  Xpp1=AX,
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ou 'on a définit

X, = et A=

Untp—1

0 1
ap o @y
18. THEOREME. Soit (uy,)neN une suite complexe vérifiant la relation (3). On considére
les racines rq, ..., € C du polynoéme
P=X?—a XP~!' —... —q, € C[X]
associées aux multiplicités o, ..., ar € N*. Alors il existe des polynémes P; € C[X]
avec deg P; < «; tels que
Vn € N, Up = Pr(n)rf + -+ Pp(n)rg.
19. EXEMPLE. Soit (uy,)nen une suite complexe vérifiant
Vn € N, Upt2 = QUpt1 + by,
pour deux complexes a,b € C. Notons r,q € C les deux racines, comptées avec
multiplicité, du polynéme X2 — aX — b € C[X].
— Sir # g, alors il existe deux constantes A, u € C telles que
Vn € N,
— Si r = g, alors il existe deux constantes A, u € C telles que
Vn € N, U = (A + pn)r™.
20. EXEMPLE. La suite de Fibonacci (F,,)necn définie par les relations
Fo=F, =1 et Fn+2:Fn+1+Fn, neN
s’écrit sous la forme

Un = A"+ pg"

_ Lp’”/_’_(ﬁn
\/5 )
avec ¢ == (1 +/5)/2 et ¢ = (1 —/5)/2.

F, neN

2. Autour des points fixes

2.1. Le théoréme du point fixe de Banach et ses conséquences

21. THEOREME. Soient F un espace métrique complet, k € [0, 1[unréelet p: E — F
une application k-contractante. Alors cette derniére admet un unique point fixe a € E
et toute orbite (z,)nen suivant ’application ¢ converge vers ce point a et, plus
précisément, elle vérifie

n

e N.
1—% nec

d(xpn,a) < d(x1,x0),

22. APPLICATION. Soit f: [a,b] — R une fonction de classe ¢! admettant un zéro.

En prenant une constante C' > 0 assez petite, 'application x € [a,b] — x— Cf(x) est
contractante et on peut utiliser une orbite qui va permettre d’approcher un solution
de I’équation f(x) = 0.

23. REMARQUE. Lorsque 'espace E est vectoriel normé et que la fonction ¢ est

différentiable, pour montrer qu’elle est k-contractante, on peut montrer que ||dp|| < k.

2.2. Points fixes attractifs et répulsifs dans le cas réel

24. DEFINITION. Soit I C R un intervalle fermé. Une point fixe a € I d’une certaine
application ¢: I — I de classe €' est

— attractif si |¢'(a)| < 1;

— répulsif si |¢'(a)| > 1.
25. PROPOSITION. Soient ¢: I — I une application de classe € et a € I un point
fixe attractif. Alors il existe une constante k € ]0, 1] telle que toute (x,,)nen vérifie

n € N.

26. PROPOSITION. Soient ¢: I — I une application de classe €' et a € I un point
fixe répulsif. Alors il existe une constante h > 0 telle que
VeelNa—h,a+h]\{a},
27. REMARQUE. Lorsque |¢'(a)| = 1, on ne peut rien dire : avec a = 0,
— avec @(x) =sinz et z € ]0,7/2], la suite (z,)nen converge;
— avec @(x) =shx et 29 > 0, la suite (x,)pen diverge vers +oo.
28. REMARQUE. On suppose que le point fixe a est attractif. Graphiquement,

— si ¢'(a) > 0, alors la fonction & — = — p(z) est strictement croissante sur un
voisinage du point a, donc toute orbite va étre soit strictement croissante soit
strictement décroissante : on obtient un graphe « en escalier » qui diverge;

— 81 ¢(a) <0, alors la fonction ¢ est strictement décroissante et le cas précédent
assure que, pour toute orbite (,)neN, les suites (Tap,)neN €t (Topt1)nen sont
adjacentes : on obtient un graphe « en escargot ».

2.3. Le méthode de Newton

29. DEFINITION. Soient I C R un intervalle ouvert et f: I — R une fonction de
classe €. La méthode de Newton consiste en 'itération, lorsqu’elle est bien définie,
d’une suite (x,)nen définie par I'égalité
Tp4l = Tp — f(xn)

f'(wn) ’
30. THEOREME. Soient I C R un intervalle ouvert et f: Q — R™ une fonction de
classe ¢ telle que f’ # 0 sur I. On suppose qu’elle admet un zéro a € I. Alors il
existe trois constantes C, M, h > 0 tel que toute suite (z,)nen de la méthode Newton
avec |zg — a| < h vérifie

|zn —a| < C(Mlzo —a])®", neN.

31. REMARQUE. La méthode de Newton se généralise a la dimension d : c’est la
méthode de Newton-Raphson. Soit f: Q — R™ une fonction de classe € admettant
un zéro a € ) tel que la différentielle df (a) soit inversible. Alors la suite (zp)nen
définie par la relation

Tpi1 = xn —df (z,)70 - flzn), neN
converge vers le point a pourvu que son terme initial xg en soit assez proche.
32. EXEMPLE. Gréace a la méthode, on peut approcher la solution d’un systéme comme

22 + zy — 2y° =4,
ze® +ye¥ =0.

|z, —a| < k" |xg —al,

lp(2) —al > |z —a.

n € N.
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3. Application a l’algébre linéaire
3.1. Pour ’approximation spectrale

33. DEFINITION. Une matrice A € .#,,(C) admet une décomposition LU si elle peut
s’écrire sous la forme A = LU pour une matrice triangulaire inférieure L et une matrice
triangulaire supérieure U.
34. REMARQUE. Une fois une décomposition LU obtenu, on peut facilement résoudre
le systéme Ax = b en résolvant successivement les systémes Ly = b puis Uz = y.
35. THEOREME. Soit A € .#,,(C). Alors on peut Pécrire sous la forme A = QR pour
une matrice unitaire @) et une matrice triangulaire supérieure Q. Un tel couple (@, R)
est unique et on Iappelle la décomposition QR de la matrice A.
36. THEOREME (méthode QR). Soit A € GL,,(C) une matrice dont les valeurs propres
sont de modules deux & deux distincts. On peut alors trouver une matrice P € GL,,(C)
et des complexes A1,..., A\, € C triés par modules décroissants tels que
A=PAP™' avec A:=diag(\i,...,\n).

De plus, on suppose que la matrice P admet une décomposition LU. Définissons la
suite (Ag)ren de matrice de la maniére suivante :

— on pose Ay = A;

— pour tout entier k¥ € N, on pose Agy1 = RrQr ou le couple (Q, Ry) est la

décomposition QR de la matrice Ay.

Alors la suite (Ay)ren converge coefficient par coefficient vers la matrice A.

3.2. Pour la décomposition de Dunford

37. THEOREME (décomposition de Dunford). Soient E un K-espace vectoriel de
dimension finie et f € Z(F) un endomorphisme dont le polyndme caractéristique est
scindé. Alors il existe un unique couple (d,n) € Z(E)? tel que

— I’endomorphisme d soit diagonalisable ;

— l’endomorphisme n soit nilpotent ;

— onait f =d+n.
38. REMARQUE. La décomposition de Dunford est utile pour calculer des exponentiels

de matrice : on peut alors résoudre plus facilement des systémes différentiels linéaires.

39. THEOREME. Soient K un corps de caractéristique nulle. Soient n > 1 un entier

et A € #,(K) une matrice dont le polynéme caractéristique x € K[X] est scindé.

Considérons le polynéme
X
T X AX]
On note (D, N) la décomposition de Dunford de A. Alors la suite (A4,)ren telle que
Ag=A et Apy1 = A, — P(A)P'(A)1, reN
est stationnaire et elle tend vers la matrice D.
40. REMARQUE. Le corps K n’a pas besoin d’étre de caractéristique nulle, mais le
calcul du polynéme P est plus facile car il ne nécessite pas de connaitre les valeurs

propres de la matrice A. Dans le cas général ou le corps K est de caractéristique
quelconque, si P = Hle(X — ;)% alors il faudrait prendre P = H?:I(X - ).
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