Lecon 234. Fonctions et espaces de fonctions Lebesgue-intégrables.

1. NoTATION. Le corps R ou C sera noté K. L’ensemble R¢ pour un entier d > 1 est
toujours muni de sa tribu borélienne % (R?).

I. Intégration des fonctions mesurables

1.1. Fonctions mesurables et étagées
2. DEFINITION. Une fonction f: X — Y entre deux espaces mesurables (X, <)
et (Y, B) est mesurable si

VB € 4, 4B e .
3. EXEMPLE. Pour tout ensemble A € <7, la fonction indicatrice 14: X — {0,1} ou
I’ensemble d’arrivée {0,1} est muni de la tribu discréte 42({0,1}) est mesurable.
4. THEOREME. Lorsque les espaces X et Y sont deux espaces métriques munis de
leurs tribus boréliennes respectives, toute fonction continue X — Y est mesurable.
5. REMARQUE. La somme et le produit de deux fonctions mesurables X — K est
encore mesurable. Une limite simple de fonctions mesurables X — R ’est encore.
6. DEFINITION. Une fonction f: X — K est étagée si elle est mesurable et ne prend
qu’une nombre fini de valeurs.
7. REMARQUE. Toute fonction étagée f: X — K est de la forme

n
f= Z ailay,
i=1

pour des scalaires «; € K et une partition {41,...,4,} C & de 'ensemble X. Cette
écriture est unique lorsqu’on impose que les nombres «a; soient deux a deux distincts :
on obtient I’écriture canonique

f= 2 aly=ay

a€f(X)

8. EXEMPLE. Soit X un ensemble muni de sa tribu discréte. Une fonction X — K
est étagée si et seulement si son image est finie.
9. THEOREME. Soient f: X — K une fonction mesurable. Alors il existe une
suite (fn)nen de fonctions étagées qui converge simplement vers la fonction f, c’est-a-
dire telle que f,(z) — f(z) pour tout élément x € X. Si la fonction f est positive,
alors la suite (f)nen peut étre choisie croissante et les fonctions f,, positives.

1.2. Intégrale d’une fonction mesurable ou intégrable
10. DEFINITION. Soit (X, 4, 1) un espace mesuré. L’ intégrale d’une fonction étagée
positive f: X — R par rapport a la mesure p est la quantité

[ fau= ¥ aulis=a) e RU{+s0),
X a€f(X)
11. EXEMPLE. Pour un ensemble A € A, on peut écrire

/ Ly dp = p(A).
X
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12. DEFINITION. L’intégrale d’une fonction mesurable positive f: X — R, U {400}
par rapport a la mesure u est la quantité

/ fdu = sup {/ edu ‘ p: X — Ry U{+oo} mesurable, <p<f}.
p's X

13. THEOREME (Beppo Levi). Soit (f,)neN une suite croissantes de fonctions mesu-
rables positives sur X. Alors sa limite simple f est mesurable positive et

/fdu: lim /fndu.
X n—-4o0o X

14. EXEMPLE. Pour tout réel a < 1, on a

n n 1
/ (l—f) e dr — ——.
0 n l-«o

15. PROPOSITION. Soient f,g: X — R4 U{+00} deux fonctions mesurables positives
et A > 0 un réel.

~ Si f<g, alors 0< [ fdp < [y gdu;
- Ona [f(Mf+g)du=A[; fdu+ [ gdu.

16. PROPOSITION. Soit f: X — R4 U {+00} une fonction mesurable positive. Alors
[ rdu=0 = uts 2oy -0,

17. COROLLAIRE. Soient f,g: X — Ry U{+4o00} deux fonctions mesurables positives.
Si f = g presque partout, alors [y fdu = [, gdpu.
18. DEFINITION. Une fonction f: X — K est intégrable si

/ |f]dp < +o0.
p's

Dans ce cas, lorsque K = R, on pose

/deu::/Xﬁduf/Xf*dﬂ

et, lorsque K = C, on pose

/)(fdu:z/){Refdu—ﬁ—iLRefd,u.

19. EXEMPLE. Dans l'espace (N, #(N)) muni de la mesure de comptage m, une
suite (up)nen de K est intégrable si et seulement si la série Y u,, est absolument
convergente. Dans ce cas, on a

/ un, dm(n) = Z Uy,
N neN
20. PROPOSITION. Soit f: X — K une fonction intégrable. Alors

’/deu </X\f|du~




1.3. Lien avec I'intégrale de Riemann

21. THEOREME. Il existe une unique mesure \g: %4(R?) — R, qui est invariante
par translation et qui vérifie A4([0,1]%) = 1.
22. EXEMPLE. Pour un intervalle [a, b] C R, sa mesure vaut A;([a,b]) = b — a.

23. PROPOSITION. Soit f: [a,b] — R une fonction borélienne Riemann-intégrable.
Alors elle est Aj-intégrable et

b
/ flx)de = fd.
a [a,b]

II. Théorémes généraux de la théorie de I'intégration

II.1. Lemme de Fatou et théorémes de convergence dominée

24. THEOREME (lemme de Fatou). Soit (f,)nen une suite de fonctions mesurables
positives. Alors

hmmf/ fn du.

25. APPLICATION. Soit (f,)nen une suite de fonctions intégrables qui converge sim-
plement vers une fonction f et vérifiant

sup [ |fuld < 400
neNJX

Alors la fonction f est intégrable.

/ liminf f,, dp <
X

n—-+4o0o

26. THEOREME (de convergence dominée). Soit (f,)nen une suite de fonctions
intégrables vérifiant les points suivants :

— pour presque tout x € X, la suite (f,(x))nen converge vers f(z) € K;
— il existe une fonction intégrable g telle que, pour tout n € N, on ait | f,,(x)] < g(x)
pour presque tout x € X.

Alors
mlfnwszw
n—-4o0o

27. APPLICATION. Soit f: [0,1] — K une fonction dérivable de dérivée bornée. Alors
[ s@ae= 10 - 50

1I.2. Changements de variables

28. THEOREME (changement de variables). Soit ¢: U — V un ¢!-difféomorphisme
entre deux ouverts de R?. Soit f: V — K une fonction borélienne. Alors cette
derniére est intégrable sur V' si et seulement si la fonction f oy x |det J,| est intégrable
sur U. Dans ce cas, on a

[ rora= [ v
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) |det J, ()| d.

29. EXEMPLE (coordonnées polaires). On considere le €1-difféomorphisme
R x J-mx[ — R?\ (R x {0}),

(r,0) —
Pour toute fonction intégrable f: R? — K, on a

2 “+o0o
f(x)dx:/ / f(rcosf,rsin@) x rdrdo.
o Jo

(rcosf,rsin).

R?2
30. APPLICATION. L’intégrale de Gauss vaut

“+o00
/ e de = ﬁ
O 2

I1.3. Applications aux séries et aux intégrales a parametre

31. THEOREME. Soit (f,)neN une suite de fonctions mesurables.
— Si elles sont positives, alors

/andu Z/fndu ()

n=0
— Silasérie ) [ |fn| dp converge, alors on a aussi ().
32. APPLICATION (lemme de Borel-Cantelli). Soit (Ag)ren une suite d’ensembles
mesurables. Si la série Y p(A,) converge, alors
p(limsup A,) =0

n—+oo

33. COROLLAIRE. Soient (tm,n)(m,n)en? une suite scalaire. Alors

+oo +o00 +00 400 +o00 +o0o
= § § Um,n -
m=0n=0 m=0n=0 n=0m=0

34. THEOREME. Soient X un espace métrique et (F, <7, u) un espace mesurable.
Soit f: X x F — K une fonction vérifiant les points suivants :

— pour tout z € X, la fonction f(x,-) est mesurable;
— pour presque tout ¢t € E, la fonction f(-,¢) est continue sur X ;
— il existe une fonction intégrable g: E — R telle que, pour tout ¢t € E, on ait

|f (@, )] < g(t)

pour presque tout x € X.
Alors la fonction

reX %/ flz,t)du(t)
E
est continue sur X.

35. REMARQUE. Il existe une version analogue pour les régularités €% et €°.
36. EXEMPLE. La fonction gamma d’Euler

—+o0
F:x>0%/ T et dt
0

est continue sur R .
37. APPLICATION. Soient f: R — K une fonction intégrable telle que la fonc-



tion  — x f(x) le soit aussi. Alors la transformée de Fourier de la fonction f

:/ f(x)ezmgxdm
R

II1. Les espaces de Lebesgue

EeR— f(¢)

est de classe €' sur R.

II1.1. Définitions et premiéres propriétés

38. DEFINITION. Soient p > 0 un réel et (X, o7, 1) un espace mesuré. Le K-espace
vectoriel Z”(u) est Pensemble des fonctions mesurables f: X — K telle que

1l = /X P dp < oo,

Le K-espace vectoriel £ (u) est Pensemble des fonctions mesurables f: X — K
qui sont bornées presque partout. Pour une fonction f € £ (u), on notera

[flloo :==1nf{M 20| [f] <
39. EXEMPLE. Lorsque l'espace (N, #(N)) est muni de la mesure de comptage m,
on retrouve l’espace

M presque partout}.

LP(m) = (P(N) = {(un)neN e KN < +oo}.

40. PROPOSITION. Soient p,q > 0 deux réels vérifiant p < q.

— Si la mesure X est finie, alors £ (u) C £7(u).

— On a fP(N) C ¢4(N).
41. REMARQUE. Dans le cas d’'une mesure y qui n’est pas nécessairement finie, on ne
peut déduire aucune inclusion puisque

1/v-€ 20,1\ £%(0,1]) et  1//24+1e.2%(]0,1])\ 2" (0,1]).
42. DEFINITION. Soit p > 1 un réel ou l'infini. Pour deux fonctions f,g € Z?(u),
on écrit f ~ g lorsqu’elles sont égales u-presque partout. L’espace vectoriel quo-
tient LP () = £P(u)/~ est Uespace de Lebesgue d’ordre p.
43. NOTATION. On notera simplement LP(R?) := LP(\y).
II1.2. Des espaces complets
44. THEOREME (inégalité de Holder). Soient p,q > 1 deux réels vérifiant 1/p+1/q = 1.
Soient f € LP(u) et g € LI(u) deux fonctions. Alors la fonction fg est intégrable et

I£glly < £1pllgllq-

De plus, il y a égalité si et seulement s’il existe un couple (a, 3) € R?\ {(0,0)} tel
que afP = g9 presque partout.
45. COROLLAIRE. Sous les mémes hypotheses, on trouve

[ taas] < slblal
46. THEOREME (inégalité de Minkowski). Soient p > 1 un réel et f,g € LP(u). Alors

1+ gllp <[ f1lp + llgllp-
En particulier, I'espace (LP(p), || ||p) est un espace vectoriel normé.
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47. THEOREME. Soit p > 1 un réel.
— L’espace vectoriel normé LP (i) est complet.
— De toute suite convergente dans LP(u), on peut extraire une sous-suite qui

converge presque partout.

III.3. Des résultats de densité

48. PROPOSITION. Pour tout réel p >
est dense dans LP(u).

49. DEFINITION. Une fonction f: R? — K est en escalier si elle est de la forme

k
f= Z arlp,
i=1

pour des scalaires oy, € K et des pavés P, C R9.

50. THEOREME. Soit p > 1 un réel. L’ensemble des fonctions en escalier & support
compact est dense dans L?(R4). L’ensemble des fonctions continues a support compact
est dense dans L?(R?).

51. DEFINITION. Le produit de convolution de fonctions boréliennes f,g: RY — K
est, lorsqu’elle est bien définie, la fonction f + g: R? — K telle que

/ flz—y)g(y) dy, r € R4

52. PROPOSITION. Soient f,g: R4 — K deux fonctions. Alors
—si f,g € L'(R?), alors fxg € LY(RT) et || f*glli <[ fllillgll:
~ Si f € €¥(RY) et la fonction g € L'(R?) est & support compact, alors la
fonction f * g est de classe €* et
O(fxg) = (0“f) g, aeN" |a| <k
53. DEFINITION. Une approzimation de l'unité est une suite (a,)nen de LT(RY)
vérifiant les points suivants :

1, ensemble des fonctions étagées intégrables

fxg(x

— les fonctions «,, sont positives et de masse 1;

— pour tout réel € > 1, on a
/ ap(z)de — 0.
llzll>e

54. THEOREME. Soient (a,)n,en une approximation de 'unité et f € LP(R4). Alors
la suite (f * o, )nen est constituée d’éléments de LP(RY) et elle converge dans LP vers
la fonction f.

55. PROPOSITION. Pour tout p > 1, I'espace € >°(R%) est dense dans LP(R%).

56. LEMME (Riemann-Lebesgue). Pour toute fonction f € L!([a,b]), on a

/f

ITI1.4. Le cas des fonctions de carré intégrable

e dt — 0.

’I’L‘)OO

57. DEFINITION. Le produit scalaire

(f,9) € L*(n —>/ fgdu

— 1 —



—— D2 ——

fait de I’ensemble L?(u) un espace de Hilbert.
58. DEFINITION. Soit I un intervalle de R. Une fonction poids sur I est une fonction
mesurable p: I — R} telle que

VYn € N, /|a:|"p(x) dz < 4o0.
I

L’ensemble L2(I, p) des fonctions de carré intégrable pour la mesure pdx est muni du
produit scalaire définit par I'égalité (f,g) = [, fgp.

59. REMARQUE. Gréce au procédé de Gram-Schmidt appliqué a la famille (X"),enN,
il existe une unique famille étagée orthogonale de polynémes unitaires, les polynémes
orthogonaux.

60. THEOREME. Soient p: I — R’ une fonction poids et o > 0 un réel vérifiant

/ea‘zlp(x) dz < 4o00.
I

Alors la famille des polyndmes orthogonaux est une base hilbertienne de L2(I, p).

[1]  Vincent BECK, Jérome MALICK et Gabriel PEYRE. Objectif Agrégation. 2¢ édition. H&K, 2005.
[2]  Marc BRIANE et Gilles PAGES. Théorie de l’intégration. Vuibert, 2012.
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