Lecon 235. Problemes d’interversion de limites et d’intégrales.

1. Limites, suites et intégrales : premiéres interversions

1.1. Convergence uniforme et interversions

1. DEFINITION. Soient X un ensemble et E un espace vectoriel normé. On dit d’une
suite (fn)nen de fonctions X — E qu’elle converge vers une fonction f: X — E
sur ’ensemble X de maniére

— simple si f,(x) — f(x) pour tout élément z € X ;

= uniformément si || f = flloo = sup,ex ||fn(x) = f(z)[ — 0.
2. REMARQUE. La convergence uniforme implique la convergence simple.
3. CONTRE-EXEMPLE. La réciproque est tres fausse : la suite donnée par les fonc-
tions @ — ™ converge simplement sur [0, 1] vers la fonction 11y, mais elle n’y
converge uniformément sur [0, 1].
4. THEOREME. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. Soit (fy,)nen une suite
de fonctions continues F — F qui converge uniformément sur F. Alors la limite
uniforme est continue sur F.
5. CONTRE-EXEMPLE. La convergence simple ne suffit pas : le contre-exemple précé-
dent convient.
6. THEOREME. Soit (f,)nen une suite de fonctions continue [a,b] — R qui converge
uniformément vers une fonction f. Alors

/ab Fulz)dz —> /abf(x) da.

7. CONTRE-EXEMPLE. La convergence simple ne suffit pas : la suite formée des
fonctions f,,: z € [0,1] — n2xe™"* converge simplement vers la fonction nulle et

1 —nzl 1 —nx
/ fn(z)dz = n? ({xe } +/ ¢ dx) =-ne"—e"+1—1
0 n o Jdo Jo T

8. COROLLAIRE. On suppose que les fonctions f,, sont dérivables sur [a,b] et qu’on
dispose les convergences uniformes f, — f et g, — g sur [a, b]. Alors la fonction f
est dérivable et ' = g.

9. REMARQUE. Ce résultat se généralise pour des fonctions de classe €% ou €>°.

1.2. Problémes sur les séries de fonctions

10. DEFINITION. Une série Y f,, de fonctions [a,b] — R converge
— simplement si la série Y u,(z) converge pour tout réel x € [a,b];
— uniformément si la suite (3__, fk)nen converge uniformément sur [a, b];
— normalement si la série > || fn|lcc converge.

11. REMARQUE. La convergence normalement implique la converge uniforme.

12. EXEMPLE. La réciproque est fausse : la série Y (—1)"ze™"*

sur [0, 1], mais elle ne converge pas normalement.

converge uniformément

13. THEOREME. Soit Y f,, une série de fonctions continue [a,b] — R qui converge
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uniformément. Alors
b +oo
a n=0

14. EXEMPLE. Le théoréme permet de montrer 1’égalité
1 +o00
/ x”¥dx = Zn_”.
0 n=1

15. THEOREME. Soit Y f,, une suite de fonctions de classe €* sur [a,b] qui converge
normalement sur [a, b]. On suppose que les séries féj ) avec j < k convergent norma-
lement sur [a,b]. Alors la somme f = 3,2 f, est de classe €% et f@0) = 3729 (/)
pour tout entier j < k.

16. APPLICATION. La fonction exponentielle

+oo
eXp:xER|—>Z

X
n!
n=0

est de classe €°°.

1.3. Le cas des séries entiéres

17. DEFINITION. Une série entiére est une série » . f,, de fonctions f,: C — C de la
forme f,(z) = a,2z™ pour tout z € C et un complexe a, € C. On la note }_ a,z".

18. PROPOSITION (lemme d’Abel). Soit (ap)nen une suite complexe. On suppose
que la suite (a,r")nen est bornée pour un réel r > 0. Alors la série entiére Y a,z"
converge normalement sur tout disque D(0,s) C C avec s < r.

19. DEFINITION. Le rayon de convergence d’une série entiere Y a,z" est le réel

R = sup{r > 0| la suite (a,r")nen est bornée} € R U {+o0}.

20. COROLLAIRE. Sous les mémes notations, la série entiére ) a,2" converge norma-
lement sur tout compact du disque D(0, R)

21. EXEMPLE. La fonction z € C —— e* € C est la somme de la série entiére y 2" /n!
qui est de rayon de convergence infini. De méme, la fonction z € D(0,1) — 1/(1 — 2)
est la somme de la série entiere ) 2™ qui est de rayon de converge 1.

22. PROPOSITION. Soit > a,z"™ une série entiere de rayon de convergence R > 0.
Alors sa somme f est infiniment C-dérivable sur le disque ouvert D(0, R).

23. EXEMPLE. L’exponentielle prolongée sur le plan complexe C est holomorphe.

2. Théoréme de la théorie de la mesure : limites et intégrales

24. NOTATION. On considére un espace mesure (X, <7, ).



2.1. Suites de fonctions et intégration

25. THEOREME (lemme de Fatou). Soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables
positives. Alors

/ liminf f,, dp <
X

n—-+oo

liminf/ fn du.
n—-+oo D'

26. APPLICATION. Soit (fy,)nen une suite de fonctions intégrables qui converge sim-
plement vers une fonction f et vérifiant

sup [ |faldu < o0,

neNJX
Alors la fonction f est intégrable.

27. THEOREME (de convergence dominée). Soit (fn)nen une suite de fonctions
intégrables vérifiant les points suivants :

— pour presque tout x € X, la suite (f,(x))nen converge vers f(z) € K;
— il existe une fonction intégrable g telle que, pour tout n € N, on ait | f,,(x)] < g(x)
pour presque tout x € X.

Alors
lim / fndu:/ fdu.
n—-4o0o X X

28. CONTRE-EXEMPLE. L’hypotheése de domination est nécessaire comme le montre
le contre-exemple 7.

29. APPLICATION. Soit f: [0,1] — K une fonction dérivable de dérivée bornée. Alors
[ s@ae=10)- 50

2.2. Les intégrales a parameétres

30. THEOREME. Soit (f,)nen une suite de fonctions mesurables.
— Si elles sont positives, alors

/ngndu +m/ fudp. (+)

n=0
— Sila série ) [ |fn]| dp converge, alors on a aussi (x).

31. APPLICATION (lemme de Borel-Cantelli). Soit (Aj)ren une suite d’ensembles
mesurables. Si la série > u(A,) converge, alors
p(limsup A,) =0
n—-+4oo
32. THEOREME. Soient X un espace métrique et (E, <7, ) un espace mesurable.
Soit f: X x E — K une fonction vérifiant les points suivants :

— pour tout & € X, la fonction f(z,-) est mesurable;
— pour presque tout ¢t € E, la fonction f(-,t) est continue sur X ;
— il existe une fonction intégrable g: E — R telle que, pour tout t € E, on ait

[z, )] < g(t)

pour presque tout x € X.
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Alors la fonction
reX %/ Sz, t) dp(t)
E

est continue sur X.

33. COROLLAIRE. Soient I C R un intervalle ouvert et (E, o, u) un espace mesurable.

Soit f: I x E — K une fonction vérifiant les points suivants :

— pour tout x € I, la fonction f(z,-) est mesurable;
— pour presque tout t € E, la fonction f(-,t) est dérivable sur I ;
— il existe une fonction intégrable g: E — R telle que, pour tout t € E, on ait

|0 f(x,t)] < g(t) pour presque tout z € I.

Alors la fonction
F:ze I|—>/ flx,t)du(t)
E

est dérivable sur I et

~ [t ndut),  act
E
34. EXEMPLE. La fonction gamma d’Euler
—+oo
F:x>OH/ t* et dt
0

est dérivable sur R .

35. REMARQUE. Un énoncé analogue existe pour les régularités €* et I’holomorphie.

36. EXEMPLE. La fonction I' se prolonge en une fonction holomorphe sur {Re > 0}.

37. THEOREME. La fonction I se prolonge en une fonction holomorphe sur C\ Z_
qui n’admet que des poles simples en les entiers négatifs. Par ailleurs, son inverse 1/T°
soit entiere.

2.3. Interversion d’intégrales

38. THEOREME (Fubini-Tonelli). Soient (X, <, ) et (Y, %, v) deux espaces mesurés.
Soit f: X x Y — K une fonction mesurable. Alors

— les fonction z € X — [, f(
mesurables ;

z,y)dv(y) et y € Y — [y f(x,y)dp(z) sont
— ona

/Xxyfdu®v—//fwydv ) dpa(z //fwydu 2) dv(y).

39. COROLLAIRE (Fubini-Lebesgue). La méme conclusion est vérifiée si les fonctions
partielles sont presque partout intégrables.

40. APPLICATION. On calcul

/ e~ dr = V2.
R

41. THEOREME. S0it (U, m)n,men une famille réelles ou complexe telle que la quan-

— 1 —



titg S0 §teo

o0 2mep [tn,m| soit finie. Alors

+oo 400 +o0 400
DD tam =3, tnm
n=0m=0 m=0n=0

3. Application a ’analyse de Fourier

3.1. Transformée de Fourier
42. DEFINITION. La transformée de Fourier d’une fonction f € L'(R"™) est la fonction
R" — C,
=Z(f): .
/ /) e~ f(z) da.
R’V‘L

E—s

43. EXEMPLE. Soit @ > 0. La transformée de la fonction g: z € R — e~alzl® gécrit

T n/2
e = (2 —l¢l/4a
9(8) (a) e :
44. PROPOSITION. Soient f,g € L}(R") et £ € R™. Alors

f*g(&) = fxi)g(&).
45. THEOREME. Soit f € L}(R™). Alors la fonction f est continue, tend vers 0 en
Vinfini et vérifie || flloo < ||f]|1.
46. EXEMPLE. Pour a > 1, la transformée de la fonction triangle 1;_, o) x 1|_q,q) st
la fonction

2 sin a§)2
i :
47. THEOREME. Soient f € L}(R) et k € N. Si la fonction x € R+ 2 f(z) est

intégrable, alors la fonction f est k-fois dérivable. Réciproquement, si la fonction f est
de classe €F et sa dérivée k-ieme est intégrable, alors

F (M) = (O f(&) et €Ff(e) =0

48. THEOREME (formule d’inversion de Fourier). Soit f € L*(R™) une fonction telle
que f € LY(R™). Pour presque tout z € R™, on a

56Rr—>(

1

S f .
R fie)ag

n

fz) =

?f(m) avec ?f(x) ::/

3.2. Série de Fourier

49. DEFINITION. Les coefficients de Fourier d’une fonction continue 27-
périodique f: R — C sont les quantités ¢, (f) avec n € N définies par les relations

1

en(f) = P

50. THEOREME (lemme de Riemann-Lebesgue). Pour toute fonction continue 27-
périodique f, on a ¢,(f) — 0.

51. PROPOSITION. Soient f,g: R — C deux fonctions continues 27-périodiques

27
f(t)e ™t de.
0
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et A € C un complexe. Alors

en(f +Ag) = en(f) + Acn(g) et cn(fxg) = cn(fen(g).

52. THEOREME (Fejér). Les deux points suivants constituent le théoréeme.
— Soit f: R — C une fonction continue 27-périodique. Alors

vne N, flon(f)llec < [[flloo
et

lon (f) = flloo — 0.

— Si f € LP(T), alors on la méme conclusion avec la norme p.
53. COROLLAIRE (égalité de Parseval). Soit f: R — C une fonction continue et

2m-périodique. Alors
1 27
2 _ -
Slenlh)F = 5= [ 111

neZ
54. APPLICATION. En utilisant la fonction f définie par I’égalité f(z) = 1 — 22 /72
sur [—m, 7], on trouve ((2) = 72/6 et ((4) = 7*/90.
55. PROPOSITION. Soit f: R — C une fonction continue 27-périodique de classe ¢!
par morceaux. Alors la série (Sy(f))ven converge normalement vers la fonction f.
56. THEOREME. Soient F' € L'(R) N %°(R) une fonction intégrable et continue. On
suppose qu’il existe deux constantes M > 0 et o > 1 telles que

+oo N
> E(n)] < 4o

Vo € R, |F(z)| < M1+ |z])~¢ et
Alors
—+oo —+o0 N
> Fn)= > F(n)

n=—oo
57. APPLICATION. Pour tout t > 0, on a
2 2
Z e Jt \/ize—ﬂ'n t
neZ neZz
58. DEFINITION. Soit f: R — R une fonction. L’équation de la chaleur est le
probléme de Cauchy
zeR, t>0,

lim u(x, 1) = £(x) s €R. (1)

59. PROPOSITION. On suppose que la fonction f est 1-périodique et de classe €. Alors
il existe une unique solution u: R x R} — R au probléme (1) qui est 1-périodique
par rapport a la variable d’espace.

{ Opu(z,t) = Opgu(x,t),
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