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Lecon 246. Séries de Fourier. Exemples et applications.

1. Fonctions périodiques et séries de Fourier

1.1. Fonctions périodique
1. DEFINITION. Soit T' > 0. Une fonction f: R — C est T-périodique si

vt € R, f&+T) = f(t).
2. REMARQUE. Clairement, une fonction f est T-périodique avec T' > 0 si et seule-
ment si la fonction f (%) est 2m-périodique. On se limitera a 1’étude des fonctions
2m-périodique.
3. EXEMPLE. Les fonctions cosinus, sinus et « — €'"* avec n € Z sont 2m-périodiques.
4. REMARQUE. Une fonction 27-périodique R — C s’identifie a une fonction définie
sur le tore T := R/27Z qui est un groupe topologique.
5. DEFINITION. Soit p > 1 un réel. L’ensemble LP(T) des fonctions f: R — C
mesurables telles que
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est muni de la norme définie par 1’égalité
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L’ensemble L>°(T) des fonctions f: R — C mesurables telles que
ac = o,
est muni de la norme définie par ’égalité
Iflloc =1inf{C > 0] |f(z)] < C pour presque tout z € R}.
6. PROPOSITION. L’espace L2(T) est un espace de Hilbert pour le produit salaire

1 27 _
(f.9): f(x)g(x) dz.
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|f(z)] < C pour presque tout x € R

1.2. Coefficients de Fourier

7. DEFINITION. Soit n € Z. On définit la fonction e,, € L?(T) par I'égalité

z €R.

Pour une fonction f € L2(T), son n-iéme coefficient de Fourier est le complexe

C"L(f) = <f’ en>'
8. PROPOSITION. La famille (e,,)necz est une famille orthonormale de L?(T).
9. PROPOSITION. Soient f,g € L'(T), a € R et n € Z. Alors

= en(f) =conlf);

— en(f(-+a)) =emen(f);

= el *9) = cn(f)en(9);

— si f est continue et de classe €' par morceaux, alors ¢, (f’) = inc,(f).
10. PROPOSITION (lemme de Riemann-Lebesque). Soit f € L(T). La suite (¢, (f))nez
tend vers zéro en £oo.

en (i) _ einw7
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11. THEOREME. Soit co(Z) l'espace des suites de C% qui tendent vers 0 en =oo.

L’application
LY(T) — co(Z),
[ (en(f))nez

est un morphisme d’algebre pour la convolution qui est continu.

F

12. REMARQUE. La fonction .# n’est pas surjective : la suite (sin(nz)/Inn),>2 n’est
pas atteinte.

13. NOTATION. Pour une fonction f € L(T) et un entier N € N, on note
N

Z en(f)en.

n=—N
14. THEOREME. Soit f: R — C une fonction 27-périodique.
— On a f € L?(T) si et seulement si .7 f € (*(Z,C).
~ Si f € €F(R,C), alors nfc,(f) — 0 lorsque n — +oo0.

2. Théorémes de convergence

2.1. Noyaux de Fejér et de Dirichlet
15. DEFINITION. Soit N € N. Le noyau de Dirichlet d’ordre N est la fonction

N
DN = E €n-
n=—N

16. PROPOSITION. Le noyau de Dirichlet vérifie les points suivants.

— La fonction Dy est paire et fo% Dy (t) dt = 2.
— Pour tout réel x € R, on a
sin((N +1/2)x)
sin(z/2)
— Pour toute fonction f € L}(T), on a Sy(f) = f * Dy
On a ||Dnl1 — +o0.
DEFINITION. Si N # 0, le noyau de Fejér d’ordre N est la fonction

1 N-1
Ky =+ > D,.
n=0

18. PROPOSITION. Le noyau de Fejér vérifie les points suivants.

DN(JJ) =

17.

— Pour tout réel x € R, on a
N

Ky(z) = Z (1—

n=—N

M) S <sin(Na:/2)>2 _

N N sin(z/2)

— Onal|Ky|:1=1.

(5]

(5]



— Pour toute fonction f € L}(T), on a
| N1
n=0

2.2. Théoremes de Fejér et de Dirichlet

(51 19. PROPOSITION. Il existe une fonction continue 27-périodique f: R — C telle que
la suite (Sy(f)(0)) nen diverge.
20. REMARQUE. C’est une conséquence du théoréeme de Banach-Steinhaus.
21. THEOREME (Fejér). Les deux points suivants constituent le théoréme.
— Soit f: R — C une fonction continue 27-périodique. Alors

Ve N*,  [lon(f)llec < Il fll

f*Ky= )= on(f).

et

lon (f) = flloc — 0.
— Soit f € LP(T). Alors on la méme conclusion avec la norme p.

22. COROLLAIRE. La famille (e, )nen est une famille totale de L?(T). En particulier,
la forme de Parseval s’applique.
23. COROLLAIRE. L’application .#: L1(T) — co(Z) est injective. De plus, I'applica-
tion .7 : L2(T) — co(Z) est un isométrie.
24. APPLICATION (inégalité de Wirtinger). Pour toute fonction f € €°([a,b]) de
classe €' par morceaux telle que f(a ) f(b =0,ona

/If 0P ar < ( /\f O dt.

25. COROLLAIRE. Soient f: R — C une fonctlon continue 2m-périodique et o € R.
Alors

=

3

5

Sn(f,xg) — €€ C = €= f(xg).
26. PROPOSITION. Soit f: R — C une fonction continue 27-périodique telle que la
suite (Sy(f))nven converge normalement sur R. Alors
—+oo
[= Z cn(fen-
n=-—oo
27. PROPOSITION. Soit f: R — C une fonction continue 27-périodique de classe €'
par morceaux. Alors la série (Sy(f))ven converge normalement vers la fonction f.
[ 28. THEOREME (Weierstrass). Toute fonction continue de [a,b] de R est la limite
uniforme d’une suite de fonctions polynomiales sur [a, b].
(5] 29. THEOREME (Dirichlet). Soient f € L'(T) et 2o € R. On suppose que
— les limites f* :=lim;_ o+ f(wo + 1) et f~ = limy,__,o- f(wo + ¢) existent;
— il existe une constante § > 0 tel que
s +
[ P
0 t
Alors

Sn()(w0) — 5(F7+ 7).
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30. APPLICATION. Soit a € C\ Z. La fonction f € L°°(T) définie par 1’égalité
7) = e
vérifie les hypotheses du théoreme de Dirichlet au point 7 et on tire ’égalité
+oo
1

1
mecotma = — + 2a —_.
a ;aQ—nQ

t[fﬂaﬂ—[

3. Quelques applications
3.1. Formule sommatoire de Poisson
31. DEFINITION. Pour une fonction F € L*(R), on définit sa transformée de Fourier [5]
R— C,

N

F: imat
a?»—>/ e~ R(t) dt.

32. THEOREME. Soient ' € L}(R) N %°(R) une fonction intégrable et continue. On
suppose qu’il existe deux constantes M > 0 et a > 1 telles que
Vr € R, |F(z)| < M1+ |z])~¢
et que
+OO A
> ()] < +oo.
Alors i
+o00 +o00 R
Y Fn)= Y F(n)
n=—oo n=-—oo
33. APPLICATION. Pour tout t > 0, on a (4]
Ze‘m /t = \/Ze_”" ¢
nez nez

34. REMARQUE. La fonction t — Zne e/t

I'équation de la chaleur (1).

joue un réle dans la résolution de

3.2. Equation de la chaleur

35. DEFINITION. Soit f: R — R une fonction. L’équation de la chaleur est le [2]
probleme de Cauchy

Owu(x,t) = Ogpu(z,t), xR, t>0,
}in% u(z,t) = f(x) z € R. (1)
t—

36. PROPOSITION. On suppose que la fonction f est 1-périodique et de classe €. Alors |
il existe une unique solution u: R x R} — R au probleme (1) qui est 1-périodique : &
par rapport a la variable d’espace. \
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