
Leçon 253. Utilisation de la notion de convexité en analyse.

1. Notation. Dans toute cette leçon, on considère un R-espace vectoriel E.

1. Les fonctions convexes en analyse

1.1. Quelques rappels et régularité des fonctions convexes dans le cas réel

2. Définition. Soit C ⊂ E une partie convexe. Une fonction f : C −→ R est convexe
si, pour tous vecteurs x, y ∈ C et tout réel λ ∈ [0, 1], on a

f(λx + (1 − λ)x) ⩽ λf(x) + (1 − λ)f(y). (∗)
Elle est strictement convexe si l’inégalité (∗) est stricte et tient avec x ̸= y et λ ∈ ]0, 1[.
3. Exemple. Si l’espace E est euclidien, la fonction x 7−→ ⟨x, x⟩ est convexe. Les
fonctions constantes sont convexes.
4. Remarque. Une fonction f : C −→ R est convexe si et seulement si son épigraphe

epi(f) := {(x, r) ∈ C × R | f(x) ⩽ r}
est convexe.
5. Exemple. Une fonction affine est convexe.
6. Proposition (inégalité des pentes). Soient I ⊂ R un intervalle et f : I −→ R
une fonction convexe. Soient a, b, c ∈ I trois réels vérifiant a < b < c. Alors

f(a) − f(b)
a − b

⩽
f(c) − f(a)

c − a
⩽

f(b) − f(c)
b − c

.

7. Théorème. Une fonction convexe sur un intervalle I est continue sur l’intervalle I̊.
8. Remarque. Le résultat se généralise à une fonction convexe f : C ⊂ Rn −→ R :
elle est continue sur l’ouvert C̊. Mais le résultat est faux en dimension infinie : il suffit
de prendre une forme linéaire qui n’est pas continue.
9. Théorème. Une fonction dérivable sur un intervalle I est convexe si et seulement
si sa dérivée est croissante sur l’intervalle I.
10. Exemple. Les fonctions exponentielles et logarithmes sont respectivement convexe
et concave.
11. Proposition. Une fonction convexe sur un intervalle ouvert est la borne supérieure
d’une famille de fonctions affines.
1.2. Fonctions convexes différentiables et optimisation sur un convexe

12. Théorème. Soient Ω ⊂ Rn un ouvert convexe et f : Ω −→ R une fonction
différentiable. Alors les points suivants sont équivalents :

– la fonction f est convexe ;
– pour tous points x, y ∈ Ω, on a f(y) ⩾ f(x) + ⟨∇f(x), y − x⟩ ;
– pour tous points x, y ∈ Ω, on a ⟨∇f(y) − ∇f(x), y − x⟩ ⩾ 0.

De plus, si la fonction f est deux fois différentiables, alors on rajoute le point suivant :
– pour tout point x ∈ Ω, la hessienne H f(x) est positive.

13. Contre-exemple. Le convexe Ω nécessite d’être ouvert sans quoi le théorème
est faux. Par exemple, la fonction (x, y) 7−→ x2 − y2 est convexe sur la partie R × {0},
mais sa hessienne en tout point, à savoir la matrice diag(1, −1), n’est pas positive

14. Application. Soit A ∈ Sn(R) une matrice symétrique. Alors elle est positive si
et seulement si la fonction x 7−→ ⟨Ax, x⟩ est convexe.
15. Théorème (inégalité d’Euler). Soient Ω ⊂ Rn un ouvert et C ⊂ Ω un convexe.
Soient f : Ω −→ R une fonction différentiable. On suppose que la fonction f |C admet
un minimum en un point x⋆ ∈ C et qua la fonction f est différentiable en ce point.
Alors

df(x⋆)(y − x⋆) ⩾ 0.

16. Proposition. Soient Ω ⊂ Rn un ouvert convexe. Alors tout point critique d’une
fonction différentiable Ω −→ Rn est un minimum global pour cette dernière.
17. Contre-exemple. L’hypothèse de convexité est nécessaire : la fonction x 7−→ x3

admet l’origine comme point critique, mais ce n’en est pas un minimum.
18. Théorème. Une fonction strictement convexe admet au plus un minimum.
19. Application (point de Fermat). Soient A, B et C trois points non alignés du
plan euclidien R2. On suppose que les trois angles du triangle ABC sont strictement
inférieurs à 2π/3. Alors la fonction∣∣∣∣∣R2 −→ R,

M 7−→ MA + MB + MC

admet un unique point minimum qui est dans l’intérieur stricte du triangle ABC.

2. Quelques inégalités de convexité

2.1. Premières inégalités

20. Théorème (inégalité arithmético-géométrique). Soient x1, . . . , xn ⩾ 0 des réels
positifs. Alors

(x1 · · · xn)1/n ⩽
x1 + · · · + xn

n
.

21. Proposition. Soient p, q > 0 deux réels positifs vérifiant 1/p + 1/q = 1.
Soient x, y > 0 deux réels strictement positifs. Alors

xy ⩽
xp

p
+ yq

q
.

22. Proposition. Soit x ∈ R un réel. Alors ex ⩾ 1 + x et ln(1 + x) ⩽ x.
23. Remarque. Cette première inégalité permet de trouver la domination nécessaire
au théorème de convergence dominée et d’obtenir la limite

Γ(z) = lim
n→+∞

∫ n

0

Å
1 − t

n

ãn

tz−1 dt, Re z > 0.

24. Proposition. Soit x ∈ ]0, π/2[ un réel. Alors π
2

x < sin x < x.

2.2. Applications aux probabilités et aux espaces de Lebesgue

25. Théorème (inégalité de Hölder). Soit (X, A , µ) un espace mesuré. Soient p, q > 1
deux réels positifs vérifiant 1/p + 1/q = 1. Soient f ∈ Lp(X) et g ∈ Lq(X). Alors la
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fonction fg est intégrable et
∥fg∥1 ⩽ ∥f∥p∥g∥q.

26. Corollaire. Avec les mêmes notations, on a∣∣∣∣∫
X

fg dµ

∣∣∣∣ ⩽ ∥f∥p∥g∥q.

27. Théorème (inégalité de Minkowski). Soit p ⩾ 1 un réel. Alors pour toutes
fonctions f, g ∈ Lp(X), on a

∥f + g∥p ⩽ ∥f∥p + ∥g∥p.

En particulier, l’application ∥ ∥p est une norme sur l’espace vectoriel Lp(X).
28. Théorème (inégalité de Jensen). Soient (Ω, F , P) un espace probabilisé
et φ : R −→ R+ une fonction bornée convexe. Soit X une variable aléatoire réelle
intégrable. Alors

φ(E[X]) ⩽ E[φ(X)].
29. Remarque. On retrouve l’inégalité E[X]2 ⩽ E[X2].

3. Résultats en analyse fonctionnelle

3.1. Le théorème de projection dans un espace de Hilbert

30. Théorème (de projection). Soient H un espace de Hilbert et C ⊂ H un convexe
fermé non vide. Pour tout x ∈ H, il existe un unique élément pC(x) ∈ C tel que

∥pC(x) − x∥ = d(x, C).
De plus, le point pC(x) est caractérisé par les conditions

pC(x) ∈ C et ∀y ∈ C, Re⟨x − pC(x), y − pC(x)⟩ ⩽ 0.

Enfin, l’application pC : H −→ C est 1-lipschitzienne.
31. Contre-exemple. Toutes les hypothèses sont nécessaires.

– L’hypothèse hilbertienne est nécessaire. Dans l’espace (C 0([0, 1]), ∥ ∥∞), la dis-
tance d(1, C) avec C := {f ∈ C 0([0, 1]) | 0 ⩽ f ⩽ 1, f(0) = 0} est réalisée par
les fonctions f ∈ C.

– L’hypothèse de complétude est nécessaire. En prenant E := C 0([0, 1]) ⊂ L2([0, 1])
avec C := (1[0,1/2])⊥ et C1 := C ∩ E, la distance d(f1, C1) n’est pas atteinte
pour toute fonction f1 ∈ E \ C1.

– L’hypothèse de convexité est nécessaire. Dans R2, l’origine admet une infinité
de projetés sur la sphère unité S 1 ⊂ R2.

32. Application (moindres carrés). Étant donnés n points (xi, yi) ∈ R2 tels que les
réels xi ne soient pas tous égaux entre eux, il existe λ, µ ∈ R qui minimisent la somme

n∑
i=1

(λxi + µ − yi)2.

33. Application (espérance conditonnelle). Soient (Ω, F , P) un espace probabilité
et G ⊂ F une sous-tribu. On peut écrire L2(Ω, G , P) ⊂ L2(Ω, F , P). Pour une variable
aléatoire X ∈ L2(Ω, F , P), on définit alors

E[X | G] := pL2(Ω,G ,P)(X).

L’application d’espérance conditionnelle
E[· | G ] : L2 ∩ L1(Ω, F , P) −→ L1(Ω, F , P)

étant uniformément continue, elle se prolonge donc à l’espace L1(Ω, F , P).
34. Corollaire (théorème du supplémentaire orthogonal). Soient H un espace de
Hilbert et F ⊂ H un sous-espace vectoriel. Alors H = F ⊕ F ⊥.
35. Théorème (Riesz). Soit H un espace de Hilbert. Alors l’application∣∣∣∣∣H −→ H ′,

y 7−→ ⟨·, y⟩
est une isométrie surjective.
36. Théorème. Soit H un espace de Hilbert. Alors toute suite bornée (xn)n∈N
de H admet une sous-suite convergeant faiblement, c’est-à-dire qu’il existe une extrac-
tion φ : N −→ N et un vecteur x ∈ H tels que

∀y ∈ H, ⟨xφ(n), y⟩ −→ ⟨x, y⟩.
37. Proposition. Soient H un espace de Hilbert et C ⊂ H une partie convexe
non bornée. Soit J : C −→ R une fonction convexe, continue et coercive. Alors cette
dernière atteint sa borne inférieure.
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38. Remarque. Soient b ∈ Rn un vecteur et A ∈ S ++
n (R) une matrice symétrique

définie positive. En appliquant la proposition à la fonction x 7−→ 1
2
⟨Ax, x⟩ − ⟨b, x⟩, on

trouve qu’elle admet un minimum qui se trouve être la solution du système Ax = b

3.2. Le théorème de séparation de Hahn-Banach

39. Définition. Soit E un espace vectoriel normé. Un hyperplan est un ensemble de
la forme {x ∈ E | f(x) = α} pour une forme linéaire f ∈ E∗ \ {0} et un réel α ∈ R.
Ce dernier sépare deux parties A, B ⊂ E au sens large si

∀x ∈ A, f(x) ⩽ α,

∀x ∈ B, f(x) ⩾ α.

Il les sépare au sens strict s’il existe un réel ε > 0 tel que
∀x ∈ A, f(x) ⩽ α − ε,

∀x ∈ B, f(x) ⩾ α + ε.

40. Lemme. Soit C ⊂ E un ouvert convexe contenant le vecteur nul. La fonction

p :

∣∣∣∣∣E −→ R,

x 7−→ inf{α > 0 | α−1x ∈ C}.

est une semi-norme sur E et elle vérifie les points suivants :
– il existe une constante M > 0 telle que 0 ⩽ p(x) ⩽ M ∥x∥ pour tout x ∈ E ;
– C = {x ∈ E | p(x) < 1}.

41. Lemme. Soit C ⊂ E un convexe ouvert non vide avec C ̸= E. Soit x0 ∈ E \ C un
point. Alors il existe une forme linéaire continue f ∈ E∗ telle que

∀x ∈ C, f(x) < f(x0).
42. Application. Munissons l’espace Mn(R) de la norme ∥ ∥2. Alors l’enveloppe
convexe du groupe orthogonal O(n) est la boule unité fermée de Mn(R).
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43. Théorème (Hahn-Banach géométrique, première forme). Soient A, B ⊂ E deux
convexes non vides disjoints. On suppose que le premier A est ouvert. Alors il existe
un hyperplan {f = α} avec f ∈ E∗ \ {0} qui sépare les parties A et B au sens large.
44. Théorème (Hahn-Banach géométrique, deuxième forme). Soient A, B ⊂ E deux
convexes non vides disjoints. On suppose que le premier A est fermé et que le second B
est compact. Alors il existe un hyperplan {f = α} avec f ∈ E∗ \ {0} qui sépare les
parties A et B au sens strict.
45. Corollaire. Soit F ⊂ E un sous-espace vectoriel. On suppose que toute forme
linéaire continue de E′ qui est nulle sur F est nulle sur E. Alors le sous-espace F est
dense dans E.
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