Legcon 265. Exemples d’études et d’applications des fonctions

I. L’exponentielle complexe et les logarithmes

1.1. L’exponentielle : définition, premiéres propriétés et caractérisation

1. DEFINITION. Le rayon de convergence de la série entieére Y z™/n! est infini. Sa
fonction somme
C—C,
exp: 2 n

z z
z—1l4+z4+—+---+—4...
2 n!

est la fonction exponentielle compleze.
2. PROPOSITION. Soient a, b, z € C trois complexes. Alors

~ expla+b) = exp(a) exp(b)

— exp(z) # 0;

- exp(z) ' = exp(—2);

— exp(z) = exp(zZ);

— |exp(z)| = exp(Re 2) ;

— lexp(z)| =1 2z € iR.
3. PROPOSITION. On définit U := {z € C | |z| = 1}. Pour un complexe z € C, on a

e ecU <= zcR.

4. REMARQUE. La fonction exp: (C,+) — (C*, x) réalise un morphisme de groupes.
5. NOTATION. On note e := exp(1) et, pour un complexe z € C, on s’autorisera la
notation e* = exp(z).
6. PROPOSITION. La fonction exp: C — C est enticre et elle est sa propre dérivée.
7. PROPOSITION. Pour un complexe z € C, on a

z n
(1 + —) — e~
n
8. THEOREME. Soient 2 C C un ouvert connexe et f: Q@ — C une fonction holo-
morphe. Alors les deux points suivants sont équivalents :
— il existe deux complexes a,b € C tels que f(z) = aexp(bz) pour tout z €
— pour tout z € Q, on a f'(z) = bf(z).
9. COROLLAIRE. Soient 2 C C un ouvert connexe avec 0 € et f:  — C une
fonction holomorphe. Alors les deux points suivants sont équivalents :
— pour tous z,w € Q avec z+w € Q, on a f(z+w) = f(z)f(w) et f(0) =1.
— f=expsur
10. NOTATION. Pour un complexe z € C et un réel a > 0, on note 2% = e*!n,

1.2. Sa surjectivité et ses conséquences

11. PROPOSITION. La fonction exp: C — C* est un difféomorphisme local en tout
point. En particulier, son image exp(C) est un ouvert.

12. THEOREME. La fonction exp: C — C* est surjective.

13. COrROLLAIRE. Elle n’est pas injective.

14. LEMME. Un sous-groupe additif de la droite R est soit dense dans R, soit de la
forme aZ avec a € R.
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15. THEOREME. L’application t € R — € est un morphisme de groupes de (R, +)
dans (U, x). De plus, il existe un unique réel a > 0 tel que son noyau soit aZ. On
définit alors 7 :=a/2 > 0.

16. PROPOSITION. Le noyau du morphisme exp: (C,+) — (C*, x) est 2inZ. Par
ailleurs, cette fonction est périodique 2im-périodique.

I.3. Fonctions trigonométriques circulaires

17. DEFINITION. Les fonctions sinus et cosinus sont les fonctions sin, cos: C — C
définies par les égalités

eiz _ e—iz eiz + e—iz
sin(z) = ——— et cos(z) = ———— z € C.
()= ()=,
18. ProPOSITION. Ces derniéres sont entiéres et vérifient sin’ = cos et cos’ = — sin.

Par ailleurs, pour tout complexe z € C, on a

cosz+isinz = 2.
19. PROPOSITION. Pour tous complexes z,w € C, on a
sin(z + w) = sin z cosw + coswsin z,
cos(z + w) = cos z cosw — sin z sin w.
20. THEOREME. Pour tout complexe z € C, on a
—cosz=0&z€m/2+7ZL;
—sinz =0« 2z € 7Z.
21. COROLLAIRE. Les fonctions cos et sin sont 27-périodique.
I.4. Les logarithmes complexes

22. DEFINITION. Soit X C C* une partie. Une détermination du logarithme sur X
est une fonction £: X — C vérifiant
Vz € X,
Une détermination de argument sur X est une fonction : X — R vérifiant
Vz e X, |2 €?) = 2.
23. DEFINITION. Pour un complexe z € C*, on note Argz € R sont unique argu-

ment dans Uintervalle |—7, w]. La fonction Arg: C* — |—m, 7| est la détermination
principale de l’argument. La fonction

Log: z€ C* +— In|z| +iArgz
est la détermination principale du logarithme.
24. REMARQUE. Les fonctions Arg et Log ne sont pas continues sur C*.

e = 2,



D1

25. THEOREME. Il n’existe pas de détermination continue du logarithme sur le cercle U
et a fortiori sur C*.

26. COROLLAIRE. Il n’existe pas de détermination continue de la puissance k-iéme
avec k > 2 sur C*.

27. PROPOSITION. Soit {2 C C* un ouvert. Les déterminations continues du logarithme
sur €2 sont les fonctions de la forme

z € Q— In|z| +i6(2)
pour une détermination continue § de ’argument sur 2

28. THEOREME. La fonction Arg est de classe € sur C\ R_ et la fonction Log est
holomorphe sur C\ R_.

29. THEOREME. Soit ) C C* un ouvert connexe. Alors

— toute détermination continue du logarithme sur 2 est un primitive de la fonction
inverse z € Q — 1/z sur Q;

— si la fonction inverse admet une primitive sur €2, alors il existe un détermination
continue du logarithme sur €.

30. THEOREME (Cauchy homotopique). Soient Q C C un ouvert et y1,v2: [0,1] — Q
deux lacets homotopes dans (). Pour tout fonction holomorphe f: 2 — C, on a

/% sz = [ fe)de

31. COROLLAIRE. Soit {2 C C* un ouvert simplement connexe. Alors il existe une
détermination holomorphe du logarithme sur €.

32. APPLICATION (théoréme de Riemann). Tout ouvert simplement connexe 2 C C
avec ) # C est conformément équivalent au disque unité ouvert D C C.

II. La fonction gamma d’Euler

II.1. La définition et I’équation fonctionnelle

33. DEFINITION. Considérons le demi-plan Q := {Re > 0} C C. Pour tout z € Q, la
fonction t > 0 — t*~te~! est intégrable. La fonction gamma d’Euler est la fonction

QO — R,
I +oo
Z / t*~ et dt.
0

34. PROPOSITION. La fonction I' est holomorphe sur I'ouvert Q.
35. PROPOSITION. Pour tout complexe z € , on a I'(z + 1) = 2I'(2).
36. COROLLAIRE. Pour tout entier n > 1, on a (n — 1)! =T'(n).

37. APPLICATION. La surface de la sphére S~ € R™ vaut 27™/2/T'(n/2) et le voulme
de la boule B" € R™ vaut 7/2/T'(n/2 + 1).

38. THEOREME (formule de Stirling). Lorsque x — +00, on a
D(z) ~ 2"e "V2rx.
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I1.2. Prolongement en une fonction méromorphe
39. THEOREME. Pour tout complexe z € €, on a
nln®
2(z4+1)---(2+n)
40. NoTATION. Notons v > 0 la limite de la suite (1 +---4+1/n —Inn),en-.
41. COROLLAIRE (formule de Weierstrass). Pour tout complexe z € €2, le nombre I'(z)
est non nul d’inverse

— I'(2).

1 Z+°° z\ —2/k
O kl:[O(1+k) :

42. THEOREME. La fonction I' se prolonge en une fonction méromorphe sur C ad-
mettant des pdles simples en les entiers négatifs ou nul et dont 'inverse est entiere.

I1.3. La formule des compléments, deux caractérisations et leurs conséquences
43. PROPOSITION. Pour tout complexe z € Q avec 1 — z € 2, on a

T()[(1 — 2) = —
44. APPLICATION. On trouve I'(1/2) = /7 et

/ et dt = /7.
R

45. THEOREME. Soit f: Q — C une fonction holomorphe vérifiant les points :
- f(1) =1;
- f(z+1) =zf(2) pour tout z € Q;
— elle est bornée sur la bande {1 < Re < 2}.

Alors les fonction f et I' sont égales.

46. COROLLAIRE. Pour tout complexe z € Q) et tout entier k£ > 2, on a

k—1 .
H F<z + %) = (2m)(F=D/2p1/2=kap (k2.
=0

47. THEOREME. Soit u: |0, +oo[ — |0, +-00[ une fonction vérifiant les points :
— elle est logarithmiquement convexe, c’est-a-dire la fonction In o u est convexe;
- u(l) =1;
— u(x + 1) = zu(z) pour tout = > 0.
Alors la fonction u est égale a la restriction I'jg o[-
48. COROLLAIRE (formule de duplication). Pour tout complexe z € €2, on a
22—1

Iz) = NG F(%) F(ZTH> '

sin wz
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