GEOMETRIE O-MINIMALE

Téofil ADAMSKI & Walid EL OUADGHIRI

Lecture dirigée de L3, encadrée de M. Goulwen FICHOU

Introduction. Dans cette lecture dirigée, nous tenterons d’introduire le concept de
structure o-minimale sur le corps des réels et nous établirons des propriétés tres fortes
vérifiées par ces structures, comme les théoremes de décomposition cellulaire ou de
triangulation. Gréace a ces résultats, nous verrons que ces structures ne possedent pas de
«monstre topologique ». Pour finir, nous travaillerons sur la caractéristique d' EULER qui,
couplée avec la dimension, permet de donner une condition nécessaire et suffisante
pour que deux ensembles de cette géométrie soient en bijection.

Nous tenons a remercier M. Goulwen FICHOU pour son aide précieuse a la compré-
hension de notre sujet de lecture dirigée.
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NOTATIONS GENERALES.

— Les ensembles des nombres réels, rationnels et entiers naturels seront respectivement notés R, Q et N.
— Pour toute partie A de R”, on note A< R” 'adhérence de A dans I'espace euclidien R”.

— Pour tous ensembles A et B, on note I'(f) := {(x,y) € Ax B| y = f(x)} le graphe d'une fonction f: A— B.
- Pour tous entier n, p € N*, on identifiera les espaces R” x RP et R"*” par I'isomorphisme naturel.

I — NOTIONS PRELIMINAIRES

I.1. Ensembles semi-algébriques

DEFINITION I.1.  Soit n € N*. On définit la classe des ensembles semi-algébriques de R", notée .7, comme la
plus petite classe de parties de R” vérifiant

1. siPeR[X;,...,X}], alors
{xeR"|P(x)=0}e Sof,, et {xeR"|P(x)>0le S y;
2. si A,Be .%o/, alors ANB, AUB et A\ B appartiennent a .%.¢7,,.

En d’autres termes, un ensemble semi-algébrique A s’écrit comme une union finie d’ensembles de la forme
{xeR"|P(x)=0,Q1(x) >0,...,Q;(x) >0} avec PQi,...,Qr eR[Xy,..., Xp].
On peut également définir les ensembles algébriques de R"” comme les ensembles de la forme
{xeR"|Py(x)=0,...,P,(x)=0} avec Pi,...,PreR[Xy,..., X,
EXEMPLES. Dans R, la partie {x € R| x*> = 1} = {+1} est un ensemble algébrique, donc il appartient 4 .7.7;. Ces

ensembles peuvent étre représentés graphiquement. Par exemple, sur la figure 1, on a représenté les ensemble
semi-algébriques

A={(x, ) eR? | x> —y<0lcR® et B:i={(x,y) eR?*|x*—y*=0,y>0}.
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FIGURE 1 - Représentation de A et B

PROPOSITION 1.2. Soient n,p € N*.Si A€ .S/, et B€ S/, alors Ax B€ Sl i p.

DEFINITION L.3.  Soit A € .Y/;,. Une fonction f: A — RP est semi-algébrique si son graphe I'(f) c R"*P est
semi-algébrique.

> EXEMPLES. - Lesfonctions polynomiales R” — RP sont semi-algébriques.
- Onal:=[-1,1] € .%¢/.Lafonction f: x € [ — V1 — x? est semi-algébrique car

T(f)={(x,y) eR?|xe ], 1-x*~y* =0} € LA’

| PROPOSITION 1.4. Les éléments de .7, sont exactement les unions finies de points et d’intervalles.

Preuve 1l suffit de le vérifier pour les ensembles de la forme
{xeR|P(x)=0} et {xeR|P(x)>0}

avec P € R[X] et c’est évident car le polyndme P admet un nombre fini de racines. Enfin, en remarquant que le
complémentaire, 'union et I'intersection d'unions finies de points et d’'intervalles sont aussi des unions finies
de points et d’intervalles, c’est également vrai pour tout élément de .77 .

Réciproquement, il suffit de montrer que, pour tous a, b € R tels que a < b, le singleton {a} et I'intervalle
ouvert | a, b[ appartiennent a .¥.¢7; et c’est le cas puisque

{al={xeR|x—a=0} et la,b[={xeR|—-(x—a)(x—b)>0}. Od
Le théoréme suivant nous sera utile pour la suite, mais la démonstration est compliquée, donc nous ne la
ferons pas.
THEOREME L.5 (TARSKI-SEIDENBERG). Onnote p: R"*! — R la projection sur les n premiéres coordonnées, i. e.
Rn+1 — R"
Gy X)) — (LX)

Si A€ Safy 1, alors p(A) € Lafy,.

I.2. Corps réels clos

Dans la suite, nous définirons la notion de structures o-minimales. Ces structures peuvent exister sur le
corps des réels R, mais on peut étre un peu plus général en introduisant la notion de corps réels clos.

DEFINITION 1.6. Un corps ordonné est la donné d’'un corps K et d'une relation d’ordre totale < sur K tels que,
pour tous x, ¥, z € K, on ait
X<y = x+zsy+z

et
xz0ety=0 = xy=0.

> EXEMPLE. Tout sous-corps de R est ordonné pour <.

DEFINITION 1.7.  Un corps réel clos est un corps ordonné R tel que

— tout élément positif de R soit un carré dans R;
— tout polyndme de R[X] de degré impair admette une racine dans R.

> EXEMPLE. On peut montrer que I’ensemble des complexes algébriques sur Q

Q:={zeC|3aPeQ[X], P(z) =0}
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est un sous-corps de C algébriquement clos 5!, Par conséquent, le corps des réels algébriques

R=RNQ
est un corps réel clos. En effet, vérifions les deux conditions. Soit x € R tel que x > 0. Comme x € R, il existe un
polynéme P € Q[X] tel que P(x) = 0. Comme x > 0, on pose r := Vx €R. Comme Q(r) =0 avec Q:= P(X%H e QX],
onar € Retr? = x. Parailleurs, soit P € R[LX] un polynome de degré impair n € N*. Comme Q est algébriquement

clos, il admet » racines dans @ Comme P € R[X] est de degré impair, il admet une racine réelle. Donc il admet
un racine dans R.

On peut étendre toutes les définitions précédentes a un corps réel clos R. On peut munir R” de la topologie
euclidienne, comme pour R”. Dans la suite, on prendra souvent R =R.

IT — STRUCTURES O-MINIMALES

I1.1. Définition et exemples

DEFINITION II.1 (structure). Une structure étendant un corps réel clos R est une suite . := (.#}) nen* Ot chaque
élément ., est une classe de parties de R” vérifiant

(O1) tout ensemble algébrique de R" est dans .%;;;

(02) si A,Be.¥,, alors AUB€.¥, etR"\ Ac.%;

(03) siAe. .Y et Be Sy, alors Ax BE L pin;

(04) si A€ .%y,1,alors p(A) €%, ot p: R**1 — R” est la projection sur les n premiéres coordonnées.

De plus, la structure . est dite o-minimale si
(O5) les éléments de .} sont exactement les unions finies de singletons ou d’intervalles.

Les éléments de .7}, sont appelés les sous-ensembles définissables de R".

La lettre o présente dans 'appellation « o-minimale » signifie « ordre ». Ces structures sont, en quelque sorte,
minimales pour I'ordre et I'exemple suivant de structure o-minimale sur R permet d’expliquer cette minimalité.

PROPOSITION I1.2. La suite (.%7,,) nen est la plus petite structure o-minimale étendant R.

Preuve Les axiomes (01), (02) et (O3) sont clairs. Le théoreme de TARSKI-SEIDENBERG entraine I’axiome (04).
Laxiome (O5) découle de la proposition I.4. Donc il s’agit d'une structure o-minimale.

Montrons qu’il s’agit de la plus petite. Soit (.#%) zen+ Une structure o-minimale étendant R. Soit n € N*.
Montrons que </, € .%;. Soit P € R[X], ..., X;]. Il suffit de montrer que

A:={(x1,...,xp) ER"| P(x1,...,X,) >0} € F.
On note p: R™! — R" la projection sur les n premiéres coordonnées. Lensemble
Bi={(x1,..., Xn+1) ER" | X2 P(x1,...,X,) — 1 = 0}
est algébrique et appartient donc a .%,.1. De plus, pour tout (x1,...,x,) € R”, ona
(x1,..,xp) €EpB) <= 3Axp4+1€R, (x1,..., X5, Xp41) EB

< a1 €R X2, Px1,..., x0) —1=0
<~ 3dxu+1€R, P(xl,...,xn)zl/xi+1 (car xp+1 #0)
— P(x1,...,x5)>0
— (X1,...,Xp) € A.

D’oit A = p(B) € .%,. Ensuite, comme la classe .7, est une algeébre booléenne, le résultat est immédiat. O

I1.2. Fonctions définissables

A partir de maintenant, on fixe une structure o-minimale .% = (.*;;) nen+ étendant le corps des réels R. Sans
le repréciser a chaque fois, pour tout n € N*, les ensembles définissables de R” désigneront les éléments de la
classe de parties .%,.

§1. Ceci est un résultat général montré pp. 87-88 du livre de GOURDON [2].
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DEFINITION I1.3.  Soit A< R". Une fonction f: A — RP est définissable si son graphe est un ensemble définis-
sablede R" xR, i. e.T(f) € 1 p.

EXEMPLES. - Toute fonction polynomiale f: R"” — R est définissable. En effet, son graphe est algébrique, donc
il appartient a .41 d’apres I'axiome (O1).
— Montrons que la fonction sin: R — R n’est pas définissable. On observe que I'équation sin x = 0 admet une
infinité de solutions et 'ensemble des solutions est « discret ». Plus précisément, on note p: R*> — R la projection
sur la premiére coordonnée. Alors

p([T(sin) N [R x {0}]) = wZ.

Si la fonction sin était définissable, alors son graphe I'(sin) le serait et, comme R x {0} est définissable, I'intersec-
tion I'(sin) N [R x {0}] serait définissable, donc sa projection 7 Z serait définissable ce qui évidemment faux car ce
n’est pas une union finie de singletons et d’intervalles.

PROPOSITION I1.4. Soit f: A — RP une fonction définissable. Alors A est définissable.

Preuve Onnote p: R"*P — R" la projection sur les n-premiéres coordonnées. Alors A = p(['(f)). Comme I'(f)
est définissable, en considérant les projections successives R"*? — R"*P~!1 —. ... — R" et en appliquant p
fois 'axiome (04), I'ensemble A est définissable. O

PROPOSITION II.5. Limage d'un ensemble définissable par une fonction définissable est définissable.

Preuve Soient f: A— RP une fonction définissable et B € .%},, un ensemble définissable de R". On considere
I'ensemble algébrique
A={(z,x, ) eER"xRP xR" | z= y} € s pin-
Comme f est définissable, I'ensemble R x T'(f) est définissable. On en déduit que I’ensemble
C:=An[R” xT () N[RP x BxRP]
est définissable. En notant p: RP xR x RP — RP la projection sur les p premiéres coordonnées, on a p(C) = f(B)

et, en appliquant n + p fois 'axiome (0O4), on en déduit que 'ensemble f(B) est définissable. d

PROPOSITION II1.6. Soient A c R"” et f: A — RP. Alors la fonction f est définissable si et seulement si ses
composantes A — R sont définissables.

Preuve On suppose que la fonction f est définissable. Soit i € [1, p]. On note f;: A — R sa p-ieme composante.
Considérons
Ai = {(ty u)x)ylr---)yp) € Rn X R X Rn X IRP | (t) u) = (x)yi)} €y2n+p+1-

etp: R" xR xR" x RP — R" x R la projection sur les n + 1 premiéres coordonnées. Alors le graphe
T(fi) =pAin[R" xR xT(f)])

est définissable. Réciproquement, on suppose que les composantes fi,..., fp: A — R de la fonction f sont
définissables. On considere

O:={(X, 1, X1, ¥1,.-, Xp, Yp) ER" xR x R" xR)P | x=x1 === Xp, ¥ = (Y1,--, Vp)} € Pns2panp
et p: R" xRP x (R" x R)P — R" x R” la projection sur les n + p premiéres coordonnées. Alors le graphe

P . .
]"(f) = p(@m ﬂ [Rn x RP x ([Rn X R)l_l x r(ﬁ) « ([Rn x R)p—l])
i=1
est définissable. Cela montre I'équivalence. d

ProposITION II.7. 1. La composition de deux fonctions définissables est définissable.

2. Soit A< R". Lensemble des fonctions définissables A — R est une R-algebre, i. e. la somme, le produit et le
quotient de deux fonctions définissables sont définissables.

Preuve 1. Soient AcR™, BcR" et CcRP. Soient f: A— Bet g: B— C deux fonctions définissables. Mon-
trons que la composée go f est définissable. On note

A={(t,u,x,y,2) eR™ xRP xR™ x R" xR” | (t,u) = (x, 2)} € S2m+2n+p-

De plus, on note p: R x RP x R™ x R" x RP — R x RP la projection sur les m + p premiéres coordonnées. Alors
le graphe
T(gof)=pAn[R™ xR” xT(f) x RPN [R™ x RP x R™ x T'(g)])

est définissable ce qui implique que la fonction go f est définissable.
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2. Soient AcR" et f,g: A— R deux fonctions définissables. Montrons que la somme f + g est définissable. On
considere la fonction semi-algébrique
RxR—R,

a:
(x,y) — x+y.
Comme la fonction (f, g): A — R x R est définissable, la composée f + g = a o (f, g) est définissable. On procede
de méme pour le produit. O

COROLLAIRE I1.8. Soit A c R”. Alors la somme et le produit de deux fonctions définissables A — R” sont
définissables.

Le lemme suivant va beaucoup nous servir et, plus généralement, on peut aisément le généraliser a toute
permutation d’indices : changer I'ordre des composantes ne change pas la définissabilité d'un ensemble.

LEMME I1.9. Soient AcR", BcR” et f: A— B une fonction définissable. Alors
I'={(y,x) eRP xR" | (x, ) e T(f)}

est définissable. En particulier, si f est bijective, alors f~! est définissable.

Preuve On reprend I'ensemble A de la preuve de la proposition I1.5. On note p: RP x R” x RP — RP x R" la
projection sur les p + n premieéres coordonnées. Alors ’ensemble

I'=p(ANn[BxT(f)]) cRP xR"
est définissable. ]

III — DECOMPOSITION CELLULAIRE

II1.1. Décomposition en cellules définissables

On munit les espaces R” de leur topologie euclidienne canonique.

DEFINITION II1.1. On définit les décompositions en cellules définissables (ou dcd) de R” par induction sur n.
1. Une dcd de R est une partition finie {Cy, ..., C¢} € Z(R) de R telle que chaque partie C; soit un singleton ou
un intervalle ouvert.

2. Pour n=2, une ded ¥ c¢ Z(R") de R” estla donnée d'une dcd 4’ de R"! et, pour toute partie C € €', d’'un
entier /¢ = 1 et de fonctions {¢,1 <--- <{¢.: C — R définissables et continues. Les éléments de ¢ sont alors les
bandes et les graphes

10c,i¢civil={(x", xp) eR" | X' €C, {c;i(x) <xpn <lcin(x)} et TWc),
pour Ce ¢ eti€[0,¢c] en posant {¢:= —oo et {coc+1 = +o0.

Les éléments C d'une dcd %" de R” sont appelées des cellules.
PROPOSITION II1.2. Les éléments d’'une dcd de R” sont définissables.

Preuve Celadécoule des axiomes des structures o-minimales. On montre le résultat par induction sur z. Il suffit
de montrer que, si une fonction f: A — R est définissable, alors 'ensemble {x € A| f(x) > 0} est définissable. La
proposition en découlera.

Montrons ce dernier résultat. Soit f: A < R"” — R une fonction définissable. On note p: R” xR — R” la
projection sur les n premiéres coordonnées. Comme R} = {x € R| x > 0} est semi-algébrique et donc définissable
par la propriété 11.2, 'ensemble

{xe Al f(x) >0} =pT(fH)NR" xR3])

est définissable. O

DEFINITION II1.3.  On définit la dimension des cellules d'une dcd de R” par induction sur 7.

1. La dimension d’'un singleton vaut 0 et la dimension d'un intervalle vaut 1.
2. Pour n =2, alors la dimension d’une cellule C d’'une dcd de R” vaut

— la dimension de p(C) si C est un graphe;
— la dimension de p(C) plus 1 si C est une bande

oll p: R" — R"*"! est la projection sur les n — 1 premieres coordonnées.
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La dimension d’une cellule C est notée dim C € N.

o REMARQUE. Onremarque qu’'une cellule de R” est de dimension 7 si et seulement si elle est ouverte dans R”.
On peut montrer facilement ce résultat par induction sur 7.
PROPOSITION III.4. Soit C une cellule d'une dcd de R”. Alors il existe un homéomorphisme définissable

Oc: C— RAMC

Preuve On procede par induction sur 7.

e Initialisation. On suppose n = 1. Un singleton est bien homéomorphe a R® = {0}. De plus, l'intervalle
ouvert ]—1, 1[ est définissablement homéomorphe a R par I'application

]_ 1’ 1 [ - R)
¢: + X
Vi-Z
donc un intervalle ouvert ] a, b[ avec —oo < a < b < +oo1'est pas 'application
]ar b[ - IR)
O)a,: 2%
’ X — -1].
(P( b-a )
Par ailleurs, I'intervalle ouvert ]0, +oo[ est définissablement homéomorphe a R par I'application
]0; +OO[ - IR)
v
x—x-1/x,

donc un intervalle ouvert ]a, +oo[ avec a > —oo 'est pas I'application

][l, +OO[ - R’
O1a,+00(

X— y(x—a).

On procede de méme pour un intervalle ouvert | —oo, a[ avec a < +oo. Enfin, I'espace R est bien définissablement
homéomorphe 4 R par 'application Idg. On a ainsi traité tous les cas ce qui termine l'initialisation $2.

e Hérédité. Soit n = 2.On suppose le résultat vrai pour des cellules d'une dcd de R”~!. Soit C une cellule d’une
dcd de R". On note p: R" — R""! la projection sur les n — 1 premiéres coordonnées. Alors p(C) est une cellule
d’une ded de R”~!. Par 'hypothése de récurrence, il existe un homéomorphisme définissable 6p: D — R4™D,
Pour tout x € C, on notera x = (x', x,;) avec x' € D.

On suppose que la cellule C est le graphe d'une fonction continue définissable {: D — R. Alors I'application
C— RdimC — [RdimD,

Oc

x—0Opx)

est bien un homéomorphisme définissable _
On suppose que la cellule C est une bande ]¢,7[ entre deux fonctions définissables { <7: D — R. Siles deux
fonctions sont finies, alors la cellule C est définissablement homéomorphe a RI™C = RAMD+1 par 'application

ool i)
(x »xn) (HD(X )y¢(n(x,) —C(x’) 1]|.
Si{ > —oo et = +o0, alors on pose
“x— Op G, — ).

On procede de méme si { = —oo et 1) < +o0. Enfin, si les deux fonctions sont infinies, on pose

[ol

x— @p(x), xp).

On a ainsi traité tous les cas. a

§2. Ces applications sont bien des homéomorphismes. Par exemple, la bijection réciproque de ¢ est la fonction y — y/(1+ y2)1/ 2 qui est
bien continue de R dans ]—1,1[. De méme, la bijection réciproque de v est la fonction y — %(y + [y2 +4112), Au passage, notons que, si on
se place dans un corps réel clos R, la racine carrée d'un nombre positif existe bien et ces bijections fonctionnent toujours.
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p(A) cR”
FIGURE 2 - Construction d’'un chemin dans une bande

DErINITION II1.5.  Un ensemble définissable A est dit définissablement connexe si, pour tous ouverts définis-
sables disjoints U et V de Atelsque A=UuV,onaA=UouA=V.

Un ensemble définissable A est dit définissablement connexe par arcs si, pour tous a, b € A, il existe une
fonction continue et définissable y: [0,1] — A telle que y(0) = a et y(1) = b.

EXEMPLES. - La connexité par arcs définissable implique la connexité par arcs classique.

— La connexité classique implique la connexité définissable. Par exemple, le segment [0, 1] est connexe, donc il
est définissablement connexe.

PROPOSITION I11.6. Toute cellule d'une dcd de R” est définissablement connexe par arcs.

Preuve On procede par induction sur la dimension 7. Le cas n = 1 est trivial. Soient n = 1 un entier et A une
cellule de R"*!. On note p: R"*! — R" la projection sur les n premiéres coordonnées. Sa projection p(A) est une
cellule de R”, donc elle est définissablement connexe par arcs. On suppose que la cellule A est une bande 1f, g[
entre deux fonctions continues définissables f, g: p(A) — R. Soient a, b € A. Comme p(A) est définissablement
connexe par arcs, il existe un chemin continue définissable ¥: [0,1] — p(A) entre @ := p(a) et b := p(b). On
considere la fonction continue définissable & := %( f+ 8. Alors les fonctions

[0,1] — A,
t— th+(1—1)(b, h(b)).

[0,1] — A,
a: et B:

t— (1-ta+t(a h(a)

sont bien des chemins continues définissables joignant respectivement a a (d, h(a)) et (b, h(b)) a b dans AS3. De
plus, la fonction
[0) ]-] - Av

t— (y(2), h(y(1)))

est un chemin continue définissable joignant (&, f(a)) a (b, h(D)) etil est a valeurs dans la bande A. En considérant
la concaténation (cf. figure 2) des trois chemins «, y et , on obtient un chemin continu définissable joignant a
a b dans A.

Il reste a montrer le résultat dans le cas ot la cellule A est un graphe et c’est immeédiat en reprenant les
arguments présents ci-dessus. Ceci termine I'induction. d

Y:

II1.2. Théoreme de décomposition cellulaire

Tout d’abord, on admet le lemme suivant.

THEOREME I11.7 (de monotonie). Soient a, b € R tels que a< b et f: ]a, b[ — R une fonction définissable. Alors
il existe une subdivision finie a = gy < --- < ay = b telle que, sur chaque intervalle ]a;, a;+1[, la fonction f est
continue et soit constante, soit strictement monotone.

On admet le théoréme principale de cette lecture dirigée, technique a2 montrer 3, qui permet de décomposer
des ensembles définissables en union cellules.

§3. Ces chemins explicites fonctionnent si on se place dans R et également si on est dans un corps réels clos R car alors la notation [0, 1]
désigne 'ensemble {xe R| 0 < x < 1}.
§4. Une démonstration est donnée pp. 19-23 du livre de COSTE [1].
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Css
Co3 = Cy3
3,4
Ci1 Co2 {» C33 +C4,2 Cs1 R2
Cs2
Con Cs1 p
Csa
- ® Rl
D D, D3 Dy Ds

FIGURE 3 - Une dcd adaptée a la sphere S!

THEOREME 111.8 (de décomposition cellulaire). Soient Ay, ..., Ay <R des ensembles définissables. Alors il existe
une dcd de R” telle que chaque ensemble A; soit une union finie de cellules.

On dira qu'une telle dcd de R" est adaptée aux ensembles Ay, ..., Ax. Donnons également un théoreme utile
pour la suite qui se prouve par induction avec le théoreme de décomposition cellulaire.

THEOREME II1.9. Soient A c R” un ensemble définissable de R” et f: A — R une fonction définissable. Alors il
existe une dcd de R" adaptée a A telle que, pour toute cellule C contenue dans A, la restriction f|¢ soit continue.

EXEMPLES. La figure 3 une dcd adaptée a la sphere unité S! de R?. Pour construire une telle dcd, on commence
par projeter la sphere dans R! en choisissant la projection canonique p. On construit alors une dcd de cette
projection et puis, pour chaque cellule de R', on construit une cellule de R? : soit une bande, soit un graphe.
Ici, la classe de parties {D; | 1 < i <5} forment bien une cad adaptée au segment [—1,1], i. e. 1a sphere S : les
ensembles D; sont soit des singletons soit des intervalles ouverts.

De méme, la classe de parties constitué des ensembles C; ; forment également une cad adaptée a S'. Par
exemple, la cellule C3 4 est le graphe de la fonction définissable et continue
Ds=]-L1[—R,

(34:
x— V1-x2

et, de méme, la cellule C3, estle graphe dela fonction {32 := —(34: D3 — R. La cellule C;» estlabande {32,{3.4l,
i. e. 1a boule ouverte unité de R%. Donnons un dernier exemple, la cellule Cy > est réduite au point (—1,0) et est,
en fait, le graphe de la fonction

Dy ={-1} —R,

x—0.

(22:

Le théoreme de décomposition cellulaire est trés puissant et il va se révéler utile dans toute la suite. Le fait de
pouvoir décomposer un ensemble définissable en cellule permet de le manipuler plus facilement.

IV— COMPOSANTES CONNEXES

IV.1. Sélection de courbe

THEOREME IV.1 (du choix définissable). Soit A un ensemble définissable de R™ x R". On note p: R™ x R" — R™
la projection sur les m premieres coordonnées. Alors il existe une fonction définissable f: p(A) — R” telle que

Vxep(4), (x, f(x)eA.



GEOMETRIE O-MINIMALE - Téofil ADAMSKI & Walid EL OUADGHIRI

Preuve En considérant des projections successives

R __, [Rm+n—1 e S R"
on peut supposer que 7 = 1. Par le théoréme de décomposition cellulaire, considérons une dcd de R”**! adaptée
a A. Alors A est une union de cellules contenues dans A, donc sa projection p(A) est une union de projection

par p de cellules contenues dans A. Pour simplifier, on peut supposer que A est une cellule de R"*! de sorte
que p(A) soit une cellule de R™.

— Si A est le graphe d’'une fonction définissable {;: p(A) — R, on prend f :=(;.

— Si Aestune bande ]{;,{;+1[ ol les deux fonctions sont finies, on prend f := %((i +{i41)-
— Si A estune bande |{;, +oo[ ol la fonction ; est finie, on prend f:={; + 1.

— Si A estune bande ]—o0,(;[ ol la fonction (; est finie, on prend f:={; — 1.

On a ainsi traité tous les cas. a

LEMME IV.2 (de sélection de courbe). Soient A R™ un ensemble définissable de R” et b € A. Alors il existe une
fonction continue définissable y: [0, 1] — R" telle que y(0) = b et y(10,1[) c A.

Preuve On considére I'ensemble
X ={t,x)eRxR"|x€ A, |x-b| < 8.

Onnote p: R**! — Rla projection sur la premiére coordonnée. Montrons que p(X) = ]0, +oo[. Uinclusion directe
étant claire, soit ¢ > 0. Comme b € 4, il existe x € A tel que || x — bl < t. Alors (¢, x) € X, donc t € p(X).

Comme X est un ensemble définissable de R x R” car ||x— b||2 = Z;’zl (x; — b;)?, le théoreme précédent assure
qu'il existe une fonction définissable f: ]0, +oco[ — R" telle que

Vi>0, f(HeA et |f(-bl<t.

D’aprés le théoreme de monotonie, en restreignant la fonction f a un bon intervalle ouvert, il existe € > 0 et une
fonction continue définissable §: ]0,e[ — A telle que
Vtelo,el, [6(5)—-bll<t.
Prolongeons cette fonction en une fonction continue 5:10,e[— Aen posant 6(0) = b. Elle est bien continue car,
pour tout £ €]0,e[,on a
16(5) =60 =116(8) - bll < tm 0
et elle est clairement définissable : on rajoute un point a son graphe. On considere alors la fonction
[Oy 1[ - Rnr
T t— 5(te)
qui satisfait bien les hypotheses. O

IV.2. Composantes connexes

THEOREME IV.3. Soit A < R” un ensemble définissable. Alors il existe une unique partition finie {A;, ..., Ax} telle
que chaque partie A; soit non vide, ouverte et fermée dans A et définissablement connexe par arcs.

De telles parties A; sont appelées les composantes définissablement connexes de A.

Preuve e Existence. On considere une dcd de R” adaptée a A. On dira qu’'une cellule C est adjacente a une
autre cellule D si CN D # ¢ et on notera C < D.

Soient C et D deux cellules telles que C < D. Montrons que tout point x € C peut étre joint a tout point y € D
par un chemin continu définissable 2 valeurs dans C U D. Soit ¢ € C D. Par le lemme de sélection des courbes, il
existe une fonction continue définissable y: [0,1[ — Cu D telle que y(0) = c et ¥(10,1[) € D. On note d :=y(1/2).
Alors les points c et d sont joints par une fonction continue définissable

_|l0,1]— CuD,

' t— y(t/2).
Comme chaque cellule est définissablement homéomorphe a R, pour un certain entier m € N, qui est défi-
nissablement connexe par arcs, tout point x € C peut étre joint a ¢ par une fonction continue définissable a

valeurs dans C et tout point y € D peut étre joint a d par une fonction continue définissable a valeurs dans D. En
considérant les bonnes compositions, on a montre le résultat.
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Deux cellules C et D contenues dans A seront dites équivalentes s’il existe des cellules Cy, ..., Cyf incluses
dans A vérifiant C = Cy < C; > Cy <--- > Cy; = D. On notera C ~ D. Alors la relation ~ sur les cellules contenues
dans A est bien une relation d’équivalence. On note &7, ..., & les classes d’équivalences S5 Pouri € [1,k], on
note A; := Uceg, C. Alors les ensembles A; forment une partition finie de A en ensembles définissables. Le
point précédent montre alors que chaque partie A; est définissablement connexe par arcs. De plus, elles sont
clairement non vides. Enfin, montrons que toute partie A; est ouverte et fermée dans A. Si une cellule C c A
vérifie CNA; # @, alors C < A;, donc C € &, donc C < A;. Montrons que A; est fermé dans A. Soit x € A nA;. 1l
existe une cellule C c A tel que x € C, donc CnA;#@,doncCc A, donc xe A;c A;,nA. Dol AN A; = AnA;
ce qui montre que A; est fermé dans A. De plus, comme les parties A; forment une partition finie de A, elles
sont également ouvertes. Cela termine |'existence.

e Unicité. Soit{By,..., By} une autre telle partition. Soit i € [1, k]. On a
¢
Ai=||AinB))
j=1
ol chaque partie A; N B; est définissable, ouverte et fermée dans A. Comme A; est non vide et définissablement

connexe, il existe un unique entier j € [1, ¢] tel que A; = A; N B}, donc A; < Bj. De méme, pour tout j € [1, 4], il
existe un unique entier i € [1, k] tel que B; c A;. Ainsi on a k = £ et les deux partitions coincident. d

Intuitivement, le dernier théoréme assure qu'un ensemble définissable d'une structure o-minimale admet
qu'un nombre fini de composantes définissablement connexes, i. e. il ne peut pas étre composé d’'une infinité
de morceaux.

REMARQUE. Comme une cellule est définissablement connexe, il vient que le nombre de composantes connexes
d’un ensemble définissable A ne peut étre supérieur au nombre de cellules contenues dans A d'une dcd de R"
adaptée a A.

COROLLAIRE IV.4. Un ensemble définissable définissablement connexe est définissablement connexe par arcs.

EXEMPLE. Considérons 1’ ensemble
I':={(x,sind) e R* | x€]0, 1]} U{(0,0)}.

On peut montrer qu'il est connexe et non connexe par arcs. Montrons qu’il n’est pas définissable. Raisonnons
par 'absurde et supposons que I'ensemble I c R? est définissable. Comme il est connexe, il est définissablement
connexe, donc il est définissablement connexe par arcs, donc ils est connexe par arcs ce qui est impossible. Cet
ensemble est 'exemple classique d’un ensemble non définissable. De méme pour I'ensemble T'.

I
I/

FIGURE 4 - Représentation graphique de 'ensemble I' ¢ .%%, un « monstre topologique »

V — NOTION DE DIMENSION

V.1. Généralisation de la dimension d’une cellule

Nous avons déja défini la notion de dimension pour une cellule dans la définition III.3. Il serait intéressant
de généraliser cette notion a tout ensemble définissable tout en vérifiant la cohérence avec cette précédente
définition. En premieére idée, on pourrait dire que la dimension d'un ensemble définissable de R" est le maximum
des dimensions des cellules contenues dans A. Mais cette définition dépend de la dcd de R” choisie et il faudrait
montrer qu’elle n’en dépend en fait pas. Ainsi on donne la définition suivante.

DEFINITION V.1. La dimension d’'un ensemble définissable A c R”, notée dim A, est la borne supérieure de
I'ensemble des entiers d € N tel qu'il existe une fonction définissable injective de R dans A.

§5. Comme une dcd est une partition finie, il n’y a bien qu'un nombre fini de classes.

10
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CONVENTION. Laborne supérieure de I'ensemble vide est —oco.

REMARQUE. A priori, la dimension peut valoir +oo, mais ce n’est pas le cas en réalité. De plus, ce qui serait bien,
c’est que cette définition coincide avec la précédente et c’est également le cas.

NOTATION. On note dim C I'ancienne définition de la dimension d’une cellule C.

LEMME V.2. Soient A c R" un ensemble définissable de R” d’intérieur non vide et f: A — R" une injection
définissable. Alors I'image f(A) est d’intérieur non vide.

Preuve Montrons ce lemme par induction sur n. Pour n = 1, comme A est d’intérieur non vide, il est infini.
Comme f est définissable et injective, 'image f(A) c R est définissable et infinie, donc elle contient un intervalle.
Son intérieur est donc non vide.

Soit n = 2. On suppose le lemme pour tout m < n. Quitte a prendre une dcd adaptée a A, par le théoreme
de continuité par morceaux II1.9, on peut supposer que la fonction f est continue. Par I’absurde, supposons
que f(A) est d’intérieur vide. On considere une dcd de R" adaptée a f(A). Alors f(A) ne contient aucune cellule
ouverte, donc il existe des cellules non ouvertes Cj, ..., Ci telles que

fA=Cu---uUCy.
On considere une dcd de R” adaptée aux ensembles f (o ;). Comme
A=fHCyu-ufTiCy
est d’intérieur non vide, une partie f ~1(C;), disons f ~1(Cy), contient une cellule ouverte B. Alors f:B—Cjest
injective, continue et définissable. Comme B est une cellule ouverte, elle est définissable homéomorphe a R”.
De plus, la cellule C; est définissablement homéomorphe 2 R™ avec m := dim C € [0, n— 1] 56. En composant ces
trois applications, on obtient une fonction continue, définissable et injective g: R — R™.
Contredisons l'injectivité de g. On note 0,,—, := (0,...,0) € R"~™ et on considére
R — R™
X— g0p_m, X).
Lapplication g est continue, injective et définissable. Par I’hypotheése de récurrence, I'image g(R™) est d’intérieur
non vide. Soit ¢ := g(b) € R™ un point de l'intérieur de g(R). Comme I'application g est continue, il existe un
voisinage V de 0,,_;, dans R"~" telle que
VzeV, gl(z,b)egR™.

Soit zg € V' \ {0,,—p,}. Alors il existe x € R tel que g(zy, b) = g(x), donc g(zy, b) = g(0,,—m, x) ce qui contredit
I'injectivité de g. On en déduit que I'image f(A) est d'intérieur non vide ce qui termine la récurrence. O

COROLLAIRE V.3. 1. Pourtoutd e N, ona dimR? = d.
2. Soit C une cellule de R". Alors dim C = dim C , i. e. les deux notions de dimensions coincident sur les cellules.

Preuve 1. Sie> d, il n’existe pas d’injection définissable de R® dans R?, donc dimR? < d. S'il existait une telle
injection définissable i: R — R et on pose

[Rd —R®= [Rd % Re—d,
g

X— (X,0,-4),

alors la composée f:= goi: R® — R® est injective et définissable et son image f(R®) = R? x {0,_} est d’intérieur
vide dans R¢ ce qui contredit le lemme. Enfin, I'identité
R? —RY,

X— X

Idga:

est injective et définissable ce qui montre finalement I'égalité dimR? = d.
2. On note e := dimC. Par la proposition 1114, il existe un homéomorphisme définissable 6.: C — R®. En
particulier, la réciproque 051 : R — C est injective et définissable, donc

e=dimC <dimC.

Montrons I'égalité. Soient d e N et f: R? — C une injection définissable. Alors la composée f¢ o f: RY — R® est
une injection définissable, donc d < dimR¢ = e. En passant a la borne supérieure sur I'entier d € N, on obtient
l'autre inégalité. d

§6. Comme Cj est une cellule non ouverte, on a bien m < n.

11
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V.2. Propriétés sur la dimension

Cette notion de dimension est alors assez intuitive. Par exemple, une droite de R? est bien de dimension une
car elle est isomorphe a R et une application linéaire est définissable. De plus, par le point 1 précédent, cela
coincide avec la notion de dimension d’espace vectoriel. On s’attend également aux résultats suivants.

PROPOSITION V.4. Soient A, B c R" deux ensembles définissables de R”. Alors

1. si Ac B, alors dim A <dimB;
2. onadimA < +oo.
3. sig: A— R" est une fonction définissable, alors dim g(A) < dim A. De plus, si g est injective, alors

dimg(A) =dimA;

=

onadimAuU B =max(dimA,dimB);
si C < RP est un ensemble définissable de R?, alors dim A x C =dim A+ dimC.

o

Preuve 1. On suppose dim A < +oo0. Il existe une injection définissable f: R1™4 — A, Alors la co-restriction

est aussi une injection définissable, donc dim A < dim B. Si dim A = +o00, on montre de méme que dim B = +oo.
Dans les deux cas, 'inégalité est vraie.

f:

2. Comme AcR", onadimA<dimR" = n < +oco.

3. On suppose d’abord que g est injective. Il existe une injection définissable f: R4™4 — A, Alors la com-
posée go f: RIMA _ o(A) est une injection définissable, donc dim A < dim g(A). En considérant la bijection
définissable

A— g(A),

x— g(x)

et une injection définissable /: R1M8&A4 . g(A), la composée g~ o h: RIMEA . A est une injection définis-
sable, donc dim g(A) < dim A ce qui montre I'égalité.

On ne suppose plus que g est injective. On note p: R" x R” — R" la projection sur les n premieéres coordon-
nées. Comme g est définissable, le lemme I1.9 assure que I'ensemble

B:={(y,x) eR" xR" | (x,y) e T(g)}

est définissable dans R” x R". D’apres le théoreme IV.1, il existe une fonction définissable f: p(B) = g(4) — R"
telle que I'(f) c B. Pour tout x € A, on a (g(x), f(g(x))) € B, donc il existe y € A tel que (g(x), f(g(x)) =(g(), ),
donc

g(f(gx)))=g(y)=gx) et f(gx)=yecA.

On en déduit que go f =1Idg ) et f(g(A)) < A. La fonction f est donc injective. Le cas précédent et le point 1
donnent alors dim g(A) = dim f(g(A4)) < dim A.

4. Comme Ac AUB et Bc AU B, le point 1 donne

max(dim A,dim B) < dim AU B.
Soient d € N et f: R? — Au B une injection définissable. On considére une dcd adaptée a f~1(A) et f~1(B).
Alors f~1(A) ou f~(B) contient une cellule de dimension d. Donc dim f~(A) = d et dim f~}(B) = d. Comme

la fonction f est injective, on a dim A = d et dim B = d, donc max(dim A,dim B) = d. En passant a la borne
supérieure sur 'entier d, on obtient que

max(dim A,dimB) =dim AU B
ce qui montre I'égalité.
5. Quitte a considérer deux dcd de R” et R adaptées respectivement & A et C et a utiliser le point précédent, on
peut supposer que A et B sont des cellules. Comme A x C est définissablement homéomorphe a R4im 4 x gdimC,

le point 2 donne . ‘ . ‘
dim A x C = dimR4™4 x RAMC = djmRAMA+AMC _ dim A + dim C. 0

REMARQUE. Laréciproque du point 3 est fausse : deux ensembles définissables ayant la méme dimension ne
sont pas nécessairement en bijection définissable. Par exemple, il suffit de considérer les ensembles algébriques

de dimension zéro A := {0} et B := {0, 1}.

12
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VI — TRIANGULATION

VI.1. Simplexes

Nous allons avoir besoin de généraliser la notion de triangle dans un espace de dimension quelconques
puisqu’on va vouloir trianguler un ensemble. Par exemple, on veut qu’en dimension trois, un « triangle » soit en
fait une pyramide. Les simplexes interviennent alors.

DEFINITION VI.1. Soit (ay,..., a;) une famille libre de R” engendrant un espace de dimension d. Le d-simplexe
ouvert d’arétes ay, ..., ag est 'ensemble

d d
lag,...,aql:={xeR"|3N,...,14€10,1], Y} A;=letx=) A;a;}.
i=0 i=0

Le d-simplexe fermé d’arétes ay, ..., a; est'ensemble

d d
lag, ..., aql =]ag,...,ag[= {x€R" |Iy,...,A4€[0,1], ) A;=letx=) A;a;}.
i=0 i=0

o REMARQUE. Ces notations coincident avec les intervalles ouverts et fermés quand d = n = 1. En effet, le
simplexe ]a, b[ est bien I'intervalle ouvert |a, b[. Il en va de méme avec les simplexes fermés. De plus, on
remarque qu'un simplexe [ay, ..., a4] n'est autre que 'enveloppe convexe de la partie {ay, ..., a;}.

> EXEMPLE. Voicides exemples de d-simplexes pour des dimensions d valant de zéro a trois.

a a a)

7 :

ao ao ao ao
az az

d=0 d=1 d=2 d=3

FIGURE 5 — Des d-simplexes fermés de R? (par exemple)

DEFINITION VI.2. Une face d'un simplexe ¢ = [ay, ..., ag] est un simplexe T = [by, ..., b,] tel que
{bOr---)be}C {aO)---rad}'

Un complexe simplicial fini de R" est un ensemble fini #" := {77,...,0} de simplexes de R" qui vérifient, pour
tous i, j € [1, p], I'intersection 6; N & ait une face commune de ¢; et ¢ ;. On pose

P
121 =7

i=1

FIGURE 6 — Un complexe simplicial fini de R?

o REMARQUE. Par commodité, on considérera que, si un simplexe appartient a un complexe simplicial fini 7,
alors toutes ses faces appartiennent a % .

DEFINITION VI.3. Un polyedre de R" est une partie de R” de la forme || ou % est un complexe simplicial
fini de R”. Soient P un polyedre de R” et a € R"\ P tel que [a, x] N P = {x} pour tout x € B. Le cone de base P et

sommet a est]’ensemble
Bxa={tx+(1-1ta|xeB,tel0,1]}.

13
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VI.2. Lemmes préliminaires
LEMME VI.4. Soient n =2 un entier et W < R™ x R un ensemble définissable. Pour s € R, on pose
Wyi={yeR" | (s,y) € W}.

On suppose que dim W; < n pour s € R™. Alors il existe une fonction polynomiale v': R — R~ de degré au plus
m telle que, pour tout s € R, I'ensemble
{x1 €R| (x1, 0" (x1)) € Wi}

soit fini.

Preuve On procede par induction sur 7.

e Initialisation. On suppose que n = 2. Soit V c R? un ensemble définissable de dimension une. Une dcd
de R? adaptée a V décompose V en une union finie de points, bande verticale ouverte et graphes de fonctions
définissables continues {: I — R o1 I est un intervalle ouvert de R. On consideére une telle fonction {: I — R.
Pour a = (ay,...,an) € R™*1 on pose

R—R,

. m .
Ja: t— Y a;it'.
i=0

En combinant des projections, 'ensemble
X={xel|lFacR™ 3e>0,Vyel, |ly-xl<e= fa(3) ={(}
est un ouvert définissable de R. Il possede donc un nombre fini de composantes définissablement connexes
qui sont des intervalles ouverts. Soit U une composante définissablement connexe. Montrons qu’il existe un
unique a € R™*! tel que falu = {ly. Lunicité est immédiate. Par ’absurde, supposons que f,|y # |y pour tout
a€R™ !, Pour tout a € R™*1, il existe u, € U tel que fa(ug) #{(ug), donc u, ¢ X, donc u, € U\ X = @ ce qui est
impossible. Alors 'ensemble
{aeR™! f{x; €R| (x1, fa(x1)) € V} = +oo}
est fini. On en déduit que, pour tout s € R, I'ensemble
{a€R™!|§B,s=+oo} avec Bgs:={x;€R|(xy, falx1)) € W}
est fini. Comme un ensemble définissable fini a une dimension nulle, ’ensemble
{(a,s) e R™ x R™ | § B, s = +o0}
est de dimension au plus m. Alors I'ensemble
{aeR™! |IseR™, § B, s = +00}
est de dimension au plus m comme une projection de I’ensemble précédent. En passant au complémentaire,

I'ensemble
R™ 1\ {ae R™ |35 € R™, § By s = +00} = {a e R™™ | Vs e R™, § B, s < +00}

est de dimension m + 1. En particulier, ce dernier est non vide. Soit a € R™*1 yun élément de cet ensemble. Alors
I'application f, satisfait les conditions. Cela montre le lemme dans le cas n = 2.

e Hérédité. Soit n> 2. On suppose le lemme au rang n — 1. On consideére 'ensemble définissable
Z:={(s,x1, ) ER™ x R x R"™2 | #{x, € R (5, X1, U, Xp) € W} = +00} c R™ x R" 1.

Pour tout s € R™, comme dimW; < n, on a dim Z; < n— 1. D’apres I'hypothése de récurrence, il existe une
fonction polynomiale g: R — R"~2 telle que, pour tout s € R™, 'ensemble

{x1 €R| (x1,g(x1)) € Zs}
soit fini. Par ailleurs, on considere I’ensemble définissable
M = {(s,x1, xn) € R™ x R*| (5, x1, 8(x1), Xn) € W}.

Pour s € R™, on a dim M; < 1. Par l'initialisation de la récurrence, il existe une fonction polynomiale f: R — R de
degré au plus m telle que, pour tout s € R, 'ensemble

{x1 €R| (x1, f(x1)) € M}
soit fini. L'application
[R _ Rnfl,
x1— (g(x1), f(x1))
satisfait alors 'hypothése du lemme ce qui termine la preuve. O

!
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LEMME VI.5. Soit G =« R x R” un ensemble définissable. On suppose que
dimG;<n, VteRY.

On note p: R7 x R” — RY x R""! la projections sur les g + n — 1 premiéres coordonnées. Alors il existe un
automorphisme polynomial u: R” — R" tel que, pour tout (¢, x') € RY x R"1 I’ensemble

p LU, X N IRT x u(Gy))

soit fini.

Preuve On pose
W= {(t,y, %, xp) eRT x R" T xR 1 xR (¢, + X, xn) € G}.
Soit (,y") € RY x R"~!. Montrons que Wity = Gt — (¥',0). Soit (x', xp,) € R”1 x R”, Alors
K x)eWyyy <= (Y, X, x)eW

= (Y +x,x)€eG

= G +x,x)€G;

= (@, x)eG—(,0).
Comme l'application (x/, x,,) — (x’ — ¥/, x,) est continue et définissable, on en déduit que

dim W,y =dim G; < n.
En échangeant les roles des composantes x; et xj, le lemme précédent nous assure I'existence d’'une fonction
polynomiale v': R — R"1 telle que, pour tout (z,y') € R x R""1 I’ensemble
{Xn €R| (V' (xp), Xp) € Wiy, y1}
soit fini. On considere I'application
R" ! xR— R",
) — (= 0 (), 3.
1l s’agit bien d’'un automorphisme polynomial. Soit (, x') € R x R"~!. Montrons que I'ensemble
X:=p 6, X)) N R x u(G)))
est fini. Soit x, € R tel que (¢, x', x,) € X. Alors il existe (V', y,) € G; tel que (x', x,) = u(y', y»). On peut alors écrire
x'=y =y
Xn=Yn
(', yn) € Wie,y + (7', 0).
Alors
W' (xn), xn) = (' =2, x0) = (Y, yn) = (X, 0) € Wy + (' = &', 0).

Or{x, eR| (V' (Xn), %) € Wy} est fini, donc il n’y a qu'un nombre fini de tels réels x, € R. On en déduit que
I'ensemble X est fini. Ainsi 'application u vérifie bien les conditions d

LEMME VI.6. Soit F c R" un ensemble définissable, fermé et borné. On note p: R” — R""! la projection sur les
n—1 premieres coordonnées. On suppose que la préimage PI}I ({¥}) est finie pour tout y € R"~1. Soit X < p(F) un
ensemble définissable telle que tout x’ € X admet une base de voisinages U tels que U n X soit définissablement
connexe. Alors tout fonction continue définissable {: X — R dont le graphe est contenu dans F se prolonge par
continuité sur X.

Preuve Soit T c F le graphe de {. Comme F est un fermé borné, sa fermeture I est bornée et vérifie p(T') = X.
Soit x’ € X. Alors 'ensemble T n p~! ({x}) est a la fois non vide et fini par hypotheése, donc il existe a € R et § > 0
tels que

((x'}xla=8,a+6)NT ={(x, a)}.

Soit e €10, 6. Il existe un voisinage U de x’ tel que UnN X soit définissablement connexe. Alors Unl Ya-¢a+e)
est non vide car il contient a. Quitte a réduire U, on peut supposer que y) # a+¢e pour tout y' € Un X. Il vient
que {(UN X) cla-¢,a+¢l. On peut donc étendre { 2 X en posant {(x') = a. |

VI.3. Théoréme de triangulation
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THEOREME VI.7. Soient A< R" un ensemble définissable et By, ..., By = A des ensembles définissables. Alors
il existe un complexe simplicial fini 2" tel que les sommets des simplexes de %" appartiennent a Q" et un
homéomorphisme définissable ®@: | #'| — A telle que chaque ensemble B; soit une union d’images de simplex
ouverts de .# par ®.

Avec les mains, le théoreme de triangulation assure que 1'on peut trianguler tout ensemble définissable,
c’est-a-dire qu’on peut le décomposer en petits triangles a déformations continues pres.

Idée de la preuve La preuve se fait par induction sur n. Le cas n = 0 est assez clair. Pour passer du rang n au
rang n + 1, voici ce qu’on va faire.

— On montre d’abord qu’on peut se ramener au cas ou tous les ensembles B; sont des fermés bornés.

— On introduit le fermé F définie comme 'union des frontieres F; des ensembles B; et By := A. Il va étre de
dimension strictement inférieure a 7. On note p: R” — R"~! la projection sur les n — 1 premiéres coordonnées.
Grace au lemme VI.5, on peut supposer que p‘1 ({x’}) N F est fini pour tout x’ € R (noté (x)).

— On considére une dcd de R” adaptée aux fermés F;. De 13, on va pouvoir construire un partition finie de la
projections p(A) en des ensembles définissables et définissablement connexes X; de R”~!. De plus, on exhibe
des fonctions continues et définissables {3 ;,: X3 — R pour lesquelles chaque fermé F; soit une union de graphes.
— Deslors, on applique I'hypothése de récurrence a p(A) : on peut alors trouver un complexe simplicial fini .2 et
un homéomorphisme ¥: |.Z| — p(A) comme dans le théoreme. Pour simplifier, supposons que les ensembles
X sont des simplex ouverts o, de .. On obtient alors des graphes et des bandes de fonctions continues
définissables {; ,,: o) — R. D’apres le lemme VI.6 et (), on peut les prolonger en des fonctions {3 ,: 01 — R.

— On peut alors construire le complexe simplicial fini .#". On note {C,}1<q</ la classe de tous les graphes et les
bandes des prolongements précédents. A chaque cellule C,, on associe une sorte de « barycentre », en fonction
de sa dimension, que I’on note b, € Q". Ensuite, on construit, par induction sur la dimension de la cellule Cg,
des cellules D, . SidimC, =0, on pose Dy = {bg}. SidimCy >0, on pose Dy cR" le cone de sommet b, et de

base L
UDﬁ‘
CﬁCaCa

Cette construction est licite car on montre que, pour tout ensemble définissable A # @, on a dim(A\ A) < dim A
et les ensembles C, sont ici des ouverts. Le simplexe % := {Dg}1<q<¢ €St un bon candidat.

- La construction de 'homéomorphisme ®: |.Z'| — A est compliquée et difficile a comprendre. a

VII — CARACTERISTIQUE D’EULER

Pour cette derniere partie, nous allons donner un invariant numérique qui permet de caractériser les espaces
munis de la topologie définissable : la caractéristique d’'EULER. Cela permet généraliser, dans le cadre de la
géométrie o-minimale, le théoréme de DESCARTES-EULER :

pour tout polyédre de l'espace homéomorphe i la sphére S?, en notant S, A et F ses nombres de
sommets, arétes et faces, on a
S-A+F=2.

VII.1. Définition

DEFINITION VII.1. Soient S € R” un ensemble définissable et &2 ¢ & (R") une partition finie de S en cellules.
On pose
xS P =Y (-nimCez
Ce®

En fait, on va montrer que cette définition ne dépend pas de la partition & choisie. Pour cela, introduisons
la notion de décomposition d'une cellule, généralisant la notion de dcd de R”, et montrons quelques lemmes.
DEFINITION VII.2. On définit les décompositions d'une cellule C de R” par induction sur n.

1. Toute partition finie d'une cellule C c R en cellules est une décomposition de C.

2. Pour n = 1, une décomposition d'une cellule C = R"! est une partition finie & de C en cellules telle que, en
notant 7: R"*! — R” la projection sur les n premiéres coordonnées, la classe de parties

n(2):={n(D)|De P}
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Rn

FIGURE 7 — Construction de la partition &g dans le cas ol la cellule f est une bande ] f, g[. Ici, on considére une
décomposition Z de C, donnée par les traits en pointillés, et une partie B € 7(%). Les cellules de Z sont bien
«alignées verticalement » car 7(%) est une décomposition de 7(C). De plus, on voit bien que les cellules de g,
avec tp = 2, s’envoient sur B par 7. Enfin, on remarque que fy = f|p et f3 = glp.

soit une décomposition de la cellule 7(C) c R".

En d’autres termes, il s’agit des restrictions a une cellule C c R” des dcd de R". Cette derniére assertion se
montre facilement par induction sur 7.
LEMME VII.3. Soient C cR" une cellule et Z une décomposition de C. Alors
1(C,2) = (-)mE,
Preuve Procédons par induction sur zn. On suppose que n = 1. Alors toute cellule C c R est un singleton ou

un intervalle ouvert. Dans le premier cas, on a nécessairement 2 = {C} et I'égalité est clairement vraie. Dans le
second cas, on écrit C =]a, b[ avec a < b. Alors la partition 2 est de la forme

@:{{dl},...,{ak},]ao,al[,...,]ak,ak+l[}
aveca:a0<a1<"‘<“k<“k+1=b-0nadimC=1et
k k
HC,2) =} (-l + 3 (-pdimiap el
j=1 j=0

k(=1 4+ (k+1)(=D' = k=(k+1) = -1 = (-1)4mC

Soit 7 = 1. On suppose le lemme au rang n. Soient C c R**! une cellule et 2 une décomposition de C. On

note 7: R"*! — R” la projection sur les 7 premieres coordonnées. Comme & est une décomposition de C, la
classe de parties 7(2) est une décomposition de 7(C) c R” et 'hypothese de récurrence assure

X((C),m(2)) = (-1,

On suppose que C est une bande. Soit B € 7(2). Alors B est une cellule de R” et il existe un entier ¢ € N et

des fonctions continues et définissables f1 <--- < f;;11: B — R telles que la classe de parties
t@B = {r(fl))---)r(ftB))]nyfl [)--"]ftB)ftB+l[}
soit une partition en cellules de {D € & | (D) = B} (cf. figure 7 pour visualiser cela). Or, comme {Zp | B € (2)}
forme une partition de &, on obtient
XC =Y ltg- (DB 4 (15 +1)- (-1IMBEH
Ben(D)
- _ Z (_l)dimB
Ben(2)

puisque, comme C est une bande, on a dimz(C) =dimC + 1.

On suppose que C est un graphe. De méme, il existe une fonction continue et définissable f: B — R telle
que la classe de parties 5 := {T'(f)} soit une partition en cellule de {D € & | 7(D) = B}. On obtient alors

X(C’ @) — Z (_l)dimB — }((H(C),JT(@)) — (_l)dimn(C) — (_l)dimC
Ben(2)

17



GEOMETRIE O-MINIMALE - Téofil ADAMSKI & Walid EL OUADGHIRI

car, comme C est un graphe, on a dimz(C) = dim C. Cela termine I'induction. O

LEMME VIL.4. Soient S < R" un ensemble définissable et &1, %2, ¢ & (R") deux partitions finies de S en cellules.
Alors il existe une partition finie &2 de S en cellules telle que, pour toute cellule C € &2, u &,, larestriction

Plc={CnA|Ac Z}\{¢}

soit une décomposition de C.

Preuve On considére une dcd ¢ de R" adaptée a chaque cellule de &7, U #,. Alors la classe de parties
P ={DNS|DeE}\{p}.

vérifie bien les hypotheses. O
On peut alors montrer que la quantité y (S, &) ne dépend pas de la partition finie & choisie.

DEFINITION-PROPOSITION VIL.5. Soient S € R” un ensemble définissable et &2}, &2, ¢ & (R") deux partitions
finies de S en cellules. Alors
xS, P1) = x(S, F).

On note alors y(S) la valeur commune, appelée caractéristique d’EULER de S.

Preuve Soit & c Z(R") une partition finie de S en cellules comme dans le lemme VII.4. Alors

2 =12l
Ce

donc

xS, 2)=) x(C,2lc)
Ce P,

=Y (-DU™C  (parle lemme VIL3)
C(i@]

=x(S, ).
De méme, on a y(S, &) = (S, ) ce qui conclut. O
EXEMPLE. On reprend la dcd de R? adaptée au cercle S! (cf. figure 3) que 1'on restreint au cercle pour obtenir
une décomposition de ce dernier. On peut en déduire sa caractéristique d'EULER et elle vaut
ySH=2-1+2(-1nt=2-2=0.

Et pour la boule fermée de R?, on a y (Bf) =2—2+1=1. De méme, on a y(S%) = 2.

PROPOSITION VII.6. Soient S, T < R" deux ensembles définissables. Alors
X SUT)=xS)+x(T)—x( SN T).

SiSc T, alors

X(T\S) = x(T) = x(S).
Preuve La premiere relation est claire si S et T sont disjoints et, dans ce cas, on a

x(SUT)=x(S)+x(T).
On suppose que SN T # @. Alors on peut écrire I'union disjointe

SUT=@S\[SNTHUENTIU(T\[SNT).
Alors le cas «disjoint » donne
XSUD) =y S\ISNTD+x(ENT)+x(T\ISNT).

Or S=(S\[SNTNHU(SNT), donc x(S) = x(S\[SN TN + x(Sn T). Par symétrie, on a une relation similaire avec T.
On en déduit que

X(SUT) = x()~ (SN T)+x(SNT) + x(T)~ x(SN T)
= (S +x(T) - x(SN ).

Le deuxiéme relation est évidente en reprenant le raisonnement précédent. O
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VIIL.2. La dimension et la caractéristique d’EULER donnent un invariant numérique

On se propose de montrer que deux ensembles définissables sont en bijection définissable si et seulement
s’ils ont la méme dimension et la méme caractéristiques d’ EULER.

DEFINITION VIL.7. Deux ensembles définissables A < R™ et B < R" sont dits définissablement équivalents s'il
existe une bijection définissable entre A et B.

(i) Sens direct

On sait déja que deux ensembles définissables en bijection de maniére définissable ont la méme dimension
(cf. point 2 de la proposition V.4). Commengons par montrer qu'un ensemble définissable et son image par une
injection définissable ont la méme caractéristique d’EULER.

REMARQUE. On associe des m-uplets aux cellules de R par induction sur m.

— On dit qu'une cellule C de R est une (0)-cellule si C est un singleton ou une (1)-cellule si C est un intervalle.

— Soit m = 1. Soit C une cellule de R™*!. Si C est le graphe d’une fonction définissable continue d'une (iy, ..., i;;)-
cellule de R dans R, on dit que C est une (iy, ..., in,0)-cellule. Sinon on dit que C est une (iy, ..., i, 1)-cellule.

Si C est une (iy, ..., i;)-cellule, on montre aisément que dimC =iy + -« + ip,.
PROPOSITION VII.8. Soient S « R™*" un ensemble définissable et ¥ < & (R"*") une décomposition de R"*+"
partitionnant S. On note 7: R™*" — R la projection sur les m premiéres coordonnées. Soit A € 7(2). Alors il

existe c4 € Z tel que
VYaeA, x(Su)=ca.

De plus, on a
X HANS) =x(A)-ca.

Preuve La cellule A estun (iy,..., i;)-cellule pour des entiers iy,..., i, € {0,1}. Soit C € Z une cellule telle que
CcSetn(C)=A.Alors c’estune (iy,..., im, im+1,---, im+n)-Cellule pour des entiers iy +1,..., im+n € {0, 1}. Alors
pour tout a € A, la cellule C, est une (iy+1,.-., im+n)-cellule, donc

K (A)-(Cp) = (~1ImA. (_1)dimCa
— (_1)i1+~~~+im . (_1)im+1+~~~+im+n
— (_1)i1+~~~+im+im+1+-~+im+n
= (=DM C=y(C).

Or I'ensemble 77! (A) N S est I'union disjointes de telles cellules C € & et, pour tout a € A, 'ensemble S, est
I'union disjointe des ensembles C, pour de telles cellules C € 2. On en déduit les relations avec
ca=xA Y ez O
Ce9

CcS
n(C)=A

COROLLAIRE VIL.9. Soient S < R™*" un ensemble définissable et ¢ € Z. On suppose
VaeR™, S,2¢ = x(Sa)=c.
On note 7: R™*" — R™ la projection sur les m premiéres coordonnées. Alors

xS =xx@(9)-c.

Preuve 1l suffit de considérer la décomposition 2 := {S,R™*"\ S}. Pour A :=7(S), on a alors
x(8) =y (A NS) = y(m(S)) -c. O
COROLLAIRE VII.10. En particulier, pour tous ensembles définissables Ac R et BcR", ona

X(AxB)=x(A)-x(B).

On peut maintenant passer au sens direct de ce qu’on souhaite montrer : deux ensembles en bijection de
maniere définissable ont la méme caractéristique d’EULER.
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THEOREME VII.11. Soient S c R un ensemble définissable et f: S — R” une injection définissable. Alors

x(S) = x(f(S)).

Preuve On applique le corollaire VIL.9 au graphe I' = R"*" de I'injection f. Pour tout x € R™ tel que T'y # @,
comme f est une injection, 'ensemble Iy est un singleton, donc y(I'y) = 1. Le corollaire donne alors y(S) = x ().
On consideére le graphe « renversé »

I":={(,x) eR"™" | (x,y) €T}

qui est bien définissable (cf. lemme I1.9). De méme, on a y (f(S)) = yI). I suffit de montrer I'égalité y (') = y ().
Cette derniére est assurée par le théoréme suivant qu'on admet 3.

Soient A <R un ensemble définissable et o € G, une permutation de [1, m]. On définit
A= {(.xO'(l),...,xO'(n)) eR” | (X1,...,xp) € A}.

Alors x(A) = x(0 A). d

REMARQUE. Notons que la continuité de f n’est pas nécessaire.

(ii) Sens réciproque

DEFINITION VII.12. Une partie semi-linéaire de R™ est une partie semi-algébrique de R qui est définie par des
égalités et inégalités de polynomes de degré au plus un. Une fonction semi-linéaire est une fonction f: A —R"™
dont le graphe est semi-linéaire. On dit que deux ensembles définissables sont semi-linéairement équivalents s’il
existe une bijection semi-linéaire entre eux.

Le preuve de cette réciproque va s’appuyer principalement sur le théoréme de triangulation. Il va donc falloir
montrer des petits lemmes sur les simplexes.

LEMME VII.13. Soit k € N. On se place dans R™.

1. Si k>0, tout k-simplexe est une union disjointe de deux k-simplexes et d'un k — 1-simplexe.
2. Deux k-simplexes ouverts sont semi-linéairement homéomorphe.

3. La caractéristique d’EULER d’un k-simplexe ouvert vaut (—1)¥.

Preuve 1. On procede par récurrence sur k > 0. Le cas k = 1 est trivial. Soit ]a, b[ un 1-simplexe ouvert. On
pose ¢ := %(a+ b). Alors
la,bl=1la,cl[ulclulc,bl.

On remarque que I'ensemble ]c[ = {c} est un 0-simplexe et les ensembles ]a, c[ et 1b, c[ sont deux 1-simplexes ce
qui conclut l'initialisation.

Soit k > 0. On suppose le résultat vrai pour des k-simplexes. Soit ]ay,..., ar+1[ un k + 1-simplexe ouvert.
Alors la face Jay, ..., ai[ est un k-simplexe. Par 'hypothése de récurrence, il existe deux k-simplexes ] by, ..., b [
et]c,..., ckletun k—1-simplexe 1dy, ..., dr_1[ tels que

lag,...,ax[=1by,...,bi[U]co,...,cilU]dy,...,dr1[.

Alors
lag,...,axs1=1bg,..., by, ars1[U]co, ..., Ck, Ars1[U]do, ..., di—1, Q41 [

ol les ensembles apparaissant sont bien deux k + 1-simplexes et un k-simplexe ce qui termine la récurrence.
2. Soit ]ay, ..., ar[ un k-simplexe ouvert. Il suffit considérer 'ensemble
Ap={(50,.,50) € R [ so+ -+ 5= 1}

et'application

A —lag,...,arl,
Q:
(toy .o, tp) — fpag + -+ + trag
qui définit un homéomorphisme semi-linéaire entre Ay et ]ay,..., ail. Ainsi deux k-simplexes sont semi-
linéairement homéomorphe a A, donc ils sont semi-linéairement homéomorphes — la bijection réciproque
d’'un homéomorphisme semi-linéaire est bien semi-linéaire (cf. lemme I1.9 en changeant « définissable » par
« semi-linéaire »).

§7. Une démonstration technique est donnée pp. 72-75 dans I'ouvrage de VAN DEN DRIES [3]
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Vérifions seulement I'injectivité de ¢. Soient t := (ty,..., t;) € Aet s:=(sp,..., Sx) € Atels que @(£) = ¢(s). En
posant u; := t; — s; pour tout i € [1, n], on obtient les relations

n n
Y uja; =0, et Y u;=0.
i=0 i=0

nog.
En remplagant up par =Y. | u;, ona

n
Y ui(a;— ag) =0y,

i=1
Comme |ay, ..., ai[ est un k-simplexe, la famille (ay, ..., ax) engendre un sous-espace vectoriel de dimension k,
donc la famille (a; — ay, ..., ax — ap) est linéairement indépendante. On en déduit u; = 0 pour tout i € [1, m] ce
qui assure up =0.D’ou £ = s.
Pour montrer que sa réciproque est continue, on peut considérer les projections sur les sous-espaces
vectoriels Vect{a; — ao} parallelement a Vect{a; — ay, ..., @; — g, ..., ar — aop}

3. Soit m € N*. On consideére le m-simplexe A, :==10,,,€1,...,€,[ olt la famille (¢y,...,€,,) est la base canonique
de R™. Montrons que

A1 = XL,y Xy 1) ER™ | (31,00, X)) €Ay, 0< T <1 =21 — -+ — Xy}
Soit x = (x1,..., Xm+1) € Ap+1. l existe ty, 11, ..., tm+1 = 0 tels que
o+ +tmr1=1 et x=10;+1+0E1++ pe1€Em+1-
Alors x = (ty,..., tm+1). De plus, on a
X1yeensXm) = (o + tp+1)0i + €1+ + EmEm et (fp+ )+ 0+ -+ =1,
donc (x1,..., x;) € A,,. Par ailleurs, on a
O<tmri=l—ty—ti— - —tm<l—tg——tp.
D’oul x € Ajy41. Réciproquement, soit x := (x1,..., Xy, 7) € R™+1 tel que
(X1,..0,Xxm) €Ny, et O0<r<l—x1—:—Xnm
Il existe ty, ..., t; > 0 tels que
o+ +tm=1 et (X1,...,Xm) = o0m+1 + 1EL+ -+ tmEm.
Alorsr€]0,1[ et

X=(tp—1r)0p;+her+ -+ tmEm+Trtms1 € At

Une récurrence immédiate montre que le simplexe A, est une cellule ouverte en montrant qu’il s’agit de la
bande ouverte entre les fonctions 0 et

X1, Xxm) €Ay — 1=X1— - — X

On en déduit que sa dimension vaut m. D’ott y(A,,) = (-1)™.

Soit ¢ un k-simplexe ouvert de R™. Alors 'ensemble A’ := Ay x {0,,_} < R™ est un k-simplexe. Le point 2
montre que le simplexe ¢ est semi-linéairement homéomorphe 4 A’ et donc définissablement homéomorphe.
Le caractéristique d’'EULER de A’ est bien la méme que celle de Ay : il suffit de prolonger les cellules d'une
partition en cellules de Ay par des zéros pour former une partition en cellules de A’. Le théoréme précédent
assure alors

x(0) = x(A) = y(Ap) = (=D, O

A présent, montrons le sens réciproque de notre théoréme. Ce denier conclura notre lecture dirigée et utilise
a peu pres tous les outils développés dans ce rapport et, en particulier, la triangulation.

THEOREME VII.14. Soient AcR™ et B cR" deux ensembles définissables tels que
dimA=dimB et y(A) =x(B).
Alors A et B sont définissablement équivalents.
Preuve Montrons méme qu’apres triangulation, ils sont semi-linéairement équivalents.
Procédons par induction sur la dimension commune k € N de A et B. Pour k = 0, les ensembles A et B sont

finis et, comme y(A) = y(B), ils sont de méme cardinal. Dans ce cas, toute bijection de A dans B fera 'affaire.
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Soit k € N*. On suppose le théoreme vrai pour des polyédres de méme caractéristique d’'EULER et de
dimensions valant k — 1. Soient A < R™ et B < R” deux ensembles définissables tels que

dimA=dimB=k et yx(A) =yx(B).

Quitte a trianguler, on peut les écrire comme des unions disjoints de simplexes
q s
A=|]o; et B=|[]1;.
i=1 j=1

Onnote p e [1,g] et r € [1, s] tels que les simplexes o; et T j soient
— de dimension maximale k pour tous i € [1,pl et je[1,7];
— de dimension strictement inférieure a k pouri € [p+1,gl et je[r+1,4l.

Avec le point 1 du lemme VII.13, quitte a couper un simplexe, on peut supposer que p =r etqu’ilyaun k—1-
simplexes parmi les simplexes o; pour i > p (resp. les simplexes 7; pour j > p). Avec le point 2, il existe une
bijection semi-linéaire entre A’ := g U---U op et B':=tiu---u Tp.

Par ailleurs, les ensembles A” := 01 U---Lo g et B” := 71 U---U T sont de dimension k—1 et ontla méme
caractéristique d’EULER puisque ¥ (A) = x(B) et y(A") = x(B') (par le point 3). Lhypotheése de récurrence assure
qu'’ils sont semi-linéairement équivalents. Comme {A’, A"} et {B’, B"} forment des partitions de A et B, on en
déduit que ces derniers sont semi-linéairement équivalents.

Finalement, apres les avoir triangulés, les ensembles sont définissablement équivalents. En leur appli-
quant les réciproques des homéomorphismes de triangulation, on en déduit que les ensembles A et B sont
définissablement équivalents. O

EXEMPLE. Tout ensemble définissable de dimension deux et de caractéristique d' EULER deux est définissable-
ment équivalent a la sphére S? c R,

VIII — CONCLUSION

La structure des ensemble semi-algébriques de R est tres intéressante. Elle vérifie de tres belles propriétés
de comme la stabilité par projection donnée par le théoréme de TARSKI-SEIDENBERG.

Essayant de reproduire ces propriétés, les structures o-minimales, suites de classes de parties de R” indicées
par n, forment des ensembles qui gardent beaucoup de propriétés des structures semi-algébriques. Fixer une
telle structure o-minimale permet de définir de nombreuses notions, notamment celles d’ensembles et de
fonctions définissables. A partir de 13, on peut définir une « topologie modérée » — pour reprendre le terme
d’Alexandre GROTHENDIECK — avec des ouverts définissables et y étendre des notions comme la connexité ou la
continuité. C’est cette sorte de topologie qui ne contient pas de monstre topologique comme des ensembles a la
fois définissablement connexes et non définissablement connexes par arcs.

Une des propriétés les plus importantes des structures o-minimales est la décomposition cellulaire. Elle
permet de décomposer des ensembles définissables en des ensembles définissables simples : les cellules. Enfin,
un autre outil important est sans doute la triangulation qui permet, a8 un homéomorphisme définissable pres,
de partitionner un ensemble définissable en simplexes. Cet outil permet de montrer I'invariant numérique que
donnent la dimension et la caractéristique d’'EULER.

Beaucoup des résultats de la géométrie o-minimale ne sont pas trés évidents a démontrer. En revanche,
beaucoup sont tres intuitifs ce qui rend cette géométrie assez visuelle.
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