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Résumé

L’objectif de ce mémoire est ’étude de certaines intégrales motiviques oscillantes. Dans
la section 1, on commencera par introduire la théorie de l'intégration motivique, développée
par CLUCKERS et LOESER dans les articles [2, 3, 4]. Puis on ajoutera des exponentielles dans la
section 2 en suivant larticle [1] des mémes auteurs qui développent aussi une transformation
de Fourier, expliquée dans la section 3. Enfin, dans la section 4, on parlera d’intégrale
motivique oscillante avec un premier résultat de RAIBAUT issu de larticle [7], inspiré d’un
article [6] de HEIFETZ dans le cas p-adique, et on finira par une tentative de généralisation
de la proposition 1.2 de ce dernier article.
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Introduction

L’idée de l'intégration motivique fut introduite pour la premiere fois en 1998 par
Maxim KONTSEVICH comme un analogue de U'intégration p-adique sur 'anneau k[t] des séries
formelles sur un corps k de caractéristique nulle ; le groupe additif k[¢t] n’étant pas localement
compact, il n’existe pas de mesure de Haar sur celui-ci. Contrairement a I'intégration p-adique,
les intégrales ne sont pas a valeurs réelles, mais ce sont des objets géométriques : les motifs.
Le cardinal p = Card F,, du corps résiduel est remplacé par le motif L de la droite affine Al;
la mesure d’une variété X est, par définition, sa classe d’isomorphisme [X]. L’objectif de
KONTSEVICH était de trouver une preuve plus simple du théoréme de Batyrev grace a cette
théorie : ce dernier se montre alors avec un simple changement de variables.

Une premiére théorie géométrique, développée par Jan DENEF et Francois LOESER [5],
a vu le jour. Par la suite, Raf CLUCKERS et Francois LOESER [2, 3, 1] ont construit une
théorie de cette intégration sur les corps k((t)) des séries de Laurent pour un corps k de
caractéristique nulle grace a la théorie des modeles. Cette derniere théorie permet ainsi de
considérer des fonctions motiviques constructibles, des intégrales a parameétres ou encore des
exponentielles. Sa construction se base principalement sur un théoréme d’élimination des
quantificateurs et un théoréme de décomposition cellulaire. Ces mémes auteurs ont ensuite
généralisé [4] I'intégration en remplagant les corps k((t)) par des corps plus généraux K.

La puissance de cette théorie vient de son caractere motivique. En effet, les motifs, des
classes d’isomorphismes de variétés soumises a certaines relations, peuvent se réaliser a
travers des invariants additifs, comme la caractéristique d’Euler en géométrie semi-algébrique
(dans ce cas, on retrouve 'intégration contre la caractéristique d’Euler). Par ailleurs, des
théorémes de transfert et de spécialisation existent comme dans l’article [2] qui permettent,
a partir de l'intégration motivique, de trouver des résultats dans le cas p-adique.

En analyse réelle, plusieurs théories utilisent 'intégration comme outils. C’est par exemple
le cas de la théorie des distributions et des fronts d’ondes. Daniel HEIFETZ a considéré [6]
ces objets dans le cas p-adique. Grace a 'intégration motivique, Michel RAIBAUT a pu le
faire [7] dans le cas motivique, ouvrant ainsi la porte & une théorie de l'analyse microlocale
motivique.

Dans ce mémoire, on se propose d’étudier la théorie de I'intégration motivique construite
par CLUCKERS et LOESER pour arriver a définir et étudier certaines intégrales motiviques
oscillantes, c’est-a-dire des intégrales ayant une forme généralisant celle de la transformée
de Fourier. Ces intégrales particulieres peuvent ensuite servir a étudier des distributions
motiviques. On se basera sur les résultats de HEIFETZ et RAIBAUT.
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1.1.

1. INTEGRATION DES FONCTIONS MOTIVIQUES CONSTRUCTIBLES 1

1. Intégration des fonctions motiviques constructibles

Toute cette premiére partie repose sur l'article [2].

Les langages de Denef-Pas

Soit K un corps valué de valuation ord: K* — T". Iensemble T" est un groupe ordonné,
appelé groupe des valeurs. On pose ord(0) = +00. On note Ok = {z € K | ordz > 0} son
anneau de valuation. Il ’agit d’un anneau local d’idéal maximal mg := {x € K | ordx > 0}.
Alors le quotient Ok /mg est un corps, appelé le corps résiduel du corps valué K.

Définition 1.1. Une composante angulaire sur le corps valué K est un morphisme de groupes
ac: K* — (0 /mg)™

satisfaisant ac(xz) = T pour tout élément x € K* tel que ord(z) = 0. On pose ac(0) = 0.

Exemples. — Soit k un corps. Alors le corps k((t)), constitué des éléments de la forme
Tr = Z aiti
i>N

avec N € Z et a; € k, est un corps valué pour la valuation définie par I’égalité

ord(z) =N
avec x # 0 et ay # 0. Son corps résiduel est le corps k. Une composante angulaire est
donnée par 1'égalité ac(x) == an.

— Le corps Q, des nombres p-adiques est aussi un corps valué pour la valuation p-adique.
Son corps résiduel est le corps fini F, a p éléments.

Définition 1.2. Un langage de Denef-Pas est un langage #pp a trois sortes :
— la sorte du corps valué munie d’une extension %y, du langage des anneaux ;
— la sorte du corps résiduel munie d’une extension Zges du langage des anneaux;

— la sorte du groupe des valeurs munie d’une extension .Zo.q du langage de Presbur-
ger {+,—,0,<,=2,=3,...} ou les symboles =,, avec n > 2 s’interprétent comme les
congruences modulo n;

et auquel on rajoute les symboles ord et ac. On notera %pp = (Hval;, LRes, Lord, ord, ac)
Une Zpp-structure est alors un triplet (K, k,I").

Exemple. On note Zppp le langage de Denef-Pas correspondant aux trois langages sans
extension. Dans ce cas, le triplet (k((¢)),k,Z) en est une structure.

Etant donné un langage de Denef-Pas Zpp et un corps de base k, on note Zop(k) le
langage Zpp auquel, dans la sorte du corps valués, on a rajouté les éléments du corps k((t))
comme constantes et, dans la sorte du corps résiduel, les éléments du corps k comme
constantes.

Exemple. L’expression Jy y? = i est une formule du langage .#pp(C), mais pas du lan-
gage Zpp(R) puisque i ¢ R.

Dans toute la suite, on consideére le langage de Denef-Pas #pp = Zppp et un objet
(respectivement un morphisme) définissable fera référence & un objet (respectivement un
morphisme) définissable pour ce langage.



2 1.2. SOUS-ASSIGNEMENTS

1.2. Sous-assignements

Définition 1.3. Soient ¥ une catégorie et F': € — Set un foncteur. Un sous-assignement
du foncteur F est la donnée, notée h, de sous-ensembles h(C) C F(C) pour chaque objet C
de la catégorie €.

Etant donnés deux sous-assignements hj et ho d’un méme foncteur F': € — Set, on
notera hy C hg lorsque hi(C) C ho(C) pour tout objet C' de la catégorie €.

Dans toute la suite, on fixe un corps k et on consideére la catégorie Fieldy des corps K
vérifiant K D k. Soient m,n,r > 0 trois entiers. Pour chaque objet K de la catégorie Fieldy,
on pose h[m,n,r|(K) = K(())™ x K" x Z". On considére ainsi le foncteur

hln,m,r]: Field, — Set.

Définition 1.4. Un sous-assignement Z du foncteur h[m,n,r] est définissable il existe une
formule ¢ du langage Zpp (k) telle que, pour chaque objet K de la catégorie Fieldy, on ait

Z(K) = {z € h[m,n,r](K) | (K(%), K, Z) & ¢(z)}.
On définit maintenant la catégorie Defy des sous-assignements définissables ou

— les objets sont les couples (Z, h[m,n,r]) pour trois entiers m,n,r > 0 et un sous-
assignement définissable Z du foncteur h[m,n,r] (on le notera simplement Z);

— un morphisme entre deux objets (Z, h[m,n,r]) et (Z’',h[m’,n’,r']) est la donnée d’ap-
plications fx: Z(K) — Z’(K) pour chaque objet K de Fieldy telles que le sous-
assignement du foncteur h[m+m', n+n’, r+7'] donné par les graphes des applications fx
soit définissable (on notera f: Z — Z').

Remarque. Le sous-assignement vide (): K — () est I'objet initial dans la catégorie Defy et
le point h[0,0,0], noté {x} par la suite, est 'objet final dans celle-ci.

Soit Z un objet de la catégorie Defx. On définit la catégorie Defz des sous-assignements
définissables au-dessus de l’objet Z ou

— les objets sont les morphismes Y — Z de Defy ;

— un morphismes entre deux objets Y — Z et Y/ — Z est un morphisme ¥ — Y’
de Defy faisant commuter le diagramme

Y

/|

Y —— Z.

Dans cette catégorie, le produit fibré Y x z Y’ de deux objets Y et Y’ existe : il s’agit du
produit fibré ensembliste appliqué terme a terme.

Soient Y et Y’ deux objets de la catégorie Defy. On note Y x Y’ I'objet Y Xy, Y’
de Defy ou les projections Y — {*} et Y’ — {x} sont les morphismes finaux. On pose
également Y[m,n,r] ==Y x h[m,n,r].

Définition 1.5. Un point d’un sous-assignement définissable Z est un couple de la
forme (z¢,K) pour un objet K de la catégorie Fieldx et un élément zy de I’ensemble Z(K).
On note |Z| ’'ensemble des points du sous-assignement Z.

Poussé en avant et tiré en arriére. Soit f: Z — Z' un morphisme de Defy. La composition
avec ce dernier définit un foncteur fi: Defy — Defz/. Grace au produit tensoriel, ce méme
morphisme induit également un foncteur f*: Def;, — Defy envoyant chaque objet Y — Z’
sur 'objet Y xz Z — Z.
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Attention. A partir de maintenant, on fixe un corps k. Un sous-assignement ou morphisme
définissable fera toujours référence a un objet ou morphisme de la catégorie Defy.

Dimension d’un sous-assignement définissable

Soit Z un sous-assignement définissable de h[m,0,0]. Sa cléture de Zariski est le sous-
assignement W de h[m, 0, 0] définie comme 'intersection des sous-assignements définissables
algébriques X de h[m,0,0] telles que Z C X. On entend par sous-assignement définissable
algébrique un sous-assignement défini comme le lieu d’annulation d’une famille finie de poly-
nomes & m variables et & coefficients dans le corps k((t)). La dimension du sous-assignement Z,
notée Kdim Z, est alors la dimension du sous-ensemble algébrique affine W, c’est-a-dire la
dimension de Krull de son anneau de fonctions.

Soit Z un sous-assignement définissable de h[m,n,r]. Notons p: h[m,n,r] — h[m,0,0]
la projection. On définit la dimension du sous-assignement Z comme la dimension du
sous-assignement p(Z) C h[m,0, 0], c’est-a-dire Kdim Z := Kdim p(Z).

Dimension relative. Soit A un objet de Defy. Soit f: Z — A un objet de Defy. No-
tons ¢(z,y) la formule décrivant le graphe du morphisme f. Pour un point A = (Ao, k()))
de A, on définit le fibre en ce point comme le sous-assignement Z) de Defy(y) défini par
Iégalité

Z\(K) = {z € X(K) | (K()),K,Z) F oz, M)}
pour tout objet K de Fieldy(y). La dimension relative du sous-assignement Z — A par
rapport au sous-assignement A est au plus d, noté Kdimy Z < d, si

VA€ A,  KdimZ, <d.

Fonctions de Presburger

Soit S un sous-assignement définissable. Tout morphisme a: S — h[0,0, 1] définit une
fonction &: |S| — Z. Remarquons que les fonctions « et & se déterminent mutuellement :
on les confondra donc. On considére une indéterminée L et 'anneau

A;thl, 1ﬁ} .
L T

Pour chaque réel ¢ > 1, on dispose d’'un morphisme d’évaluation 9¥,: A — R, évaluant
I'indéterminée L en le réel ¢. On introduit 'anneau Z(S) des fonctions de Presburger
constructibles comme le sous-anneau de anneau des fonctions |S| — A engendré par

— les fonctions constantes;
— les fonctions @ et L% pour des morphismes a: S — h[0,0,1].
On définit également Panneau &2, (S) des fonctions ¢ € 2 (S) vérifiant
Jq(afs)) 2 0

pour tout point s de S et tout réel ¢ > 1. Une fonction ¢ € F(S]0,0,r]) est S-intégrable si,
pour tout point (zo,K) de S et tout réel ¢ > 1, la famille (94(¢(zo,%,K)))iczr est sommable.
On note Ig22(5[0,0,7]) 'ensemble des fonctions S-intégrables.

Théoréme 1.6. Soit p € [ 22(S[0,0,r]). Alors il existe une unique fonction pg(p) € L(5)
telle que

Iq(ns () (20, K)) = Y~ Og(p(wo, i, K))

i€Z”
pour tout point (zo,K) de S et tout réel ¢ > 1. De plus, 'application
Hus: 159(5[0, 0, 7‘]) — @(S)

est un morphisme de Z(S)-modules.
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4 1.6. FONCTIONS MOTIVIQUES CONSTRUCTIBLES

Tiré en arriére. Soit f: Z — Y un morphisme de la catégorie Defy. Alors la composition
induit deux morphismes d’anneaux f*: Z(Y) — P(Z) et f*: 2.(Y) — P.(2).

Semi-groupe et groupe de Grothendieck

Soit Z un sous-assignement définissable. On définit la catégorie RDef; comme le sous-
catégorie pleine de Defy dont les objets sont les sous-assignements définissables Y de Z[0, n, 0]
pour tout entier n > 0 que 'on munit de leurs projections canonique ¥ — Z. Un objet Y
de cette catégorie sera identifié & sa projection Y — Z. Pour deux objets Y et Y’ de cette
catégorie, le produit fibré Y x 7 Y’ muni du morphisme canonique ¥ Xz Y/ — Z ainsi que
Iintersection Y N'Y” et 'union Y UY” sont encore des objets de cette catégorie.

On définit maintenant le semi-groupe de Grothendieck, noté SKo(RDefz), comme le
semi-groupe libre abélien engendré par les symboles [Y — Z] pour chaque objet Y — Z
de RDefz et soumis aux relations suivantes :

(i) 0 — 2= 0;
(ii) pour tous objets isomorphes Y — Z et Y — Z, on a
Y —Z|=[Y — Z];
(iii) pour tous objets Y — Z et Y/ — Z avec Y, Y’ C Z[0,n,0] et n > 0, on a
YUY — Z|+[YnY —Z] =Y = Z]+[Y — Z].
On définit également le groupe de Grothendieck, noté Ko(RDefz), comme le groupe libre
abélien engendré par les mémes symboles et les relations (ii) et (iii). Les éléments de ce

groupe sont appelés des motifs au-dessus du sous-assignement Z. Le groupe Ko(RDefy) est
muni d’une structure d’anneau donnée en posant

Y — Z|x[Y — Z] =Y ®zY — Z]

pour deux éléments [Y — Z] et [Y' — Z] de Ko(RDefz). Son élément neutre est alors la
classe 1 := [Z — Z] de l'identité.

Tiré en arriére et poussé en avant. Soit f: Z — Z’ un morphisme de la catégorie Defy.
Alors le foncteur f* défini a la section 1.2 induit un morphisme d’anneaux

f*l Ko(RDefZ/) — Ky (RDefz)
Cette construction vérifie I'identité (g o f)* = f* o g*. De méme, le morphisme f induit un

morphisme d’anneaux

f!l Ko(RDefz) — Ko(RDefZ/)
et on trouve l'identité (go f)1 = g1 o fi.

Fonctions motiviques constructibles

fonctions motiviques constructibles

Soit Z un sous-assignement définissable. On définit le sous-anneau 2°(Z) de £(Z)
(respectivement le sous-semi-anneau 29 (Z) de &, (Z)) engendré par les fonctions indica-
trices 1y pour chaque sous-assignement Y C Z et par la fonction constante L — 1. Ensuite,
on considere les motifs

L= [2[07 1,0] — Z] € K()(RDefz)

et

L—-1:=[Z x Gy — Z] € Ko(RDefyz)
ou le sous-assignement Gy, := h[0,1,0]\ {0} est le groupe multiplicatif. Les axiomes (ii) et (iii)
assurent que (L — 1) + 1 = L. Le morphisme d’anneaux

P(Z) — Ko(RDefy)



1.6.2.

1.7.

envoyant chaque fonction indicatrice 1y sur la classe [Y — Z] et la fonction constante L — 1
sur la classe L — 1 fait de Panneau Ko(RDefz) un £9(Z)-module. De la méme maniére, on
munit le semi-anneau SKo(RDefz) d’une structure de 22°(Z)-semi-module. On définit alors
I’anneau des fonctions motiviques constructibles

%(Z) = Ko(RDefy) Qo (2) r@(Z)
ainsi que 'anneau des fonctions motiviques constructibles positives
%+(Z) = SKQ(RDefz) ®(@9r(z) y.i_(Z)

Notation. Pour un sous-assignement Y de Defz, on notera 1 la fonction 1 ® 1 € €(Z).

Tiré en arriere. Soit f: Z — Y un morphisme de la catégorie Defy. Alors les morphismes f*
définis précédemment sur les fonctions de Presburger et sur les motifs induisent un morphisme
d’anneaux « image inverse » f*: €(Y) — €(2).

Poussés en avant. L’obtention de poussés en avant est plus délicate. Pour le moment, on
sait le faire dans les deux cas suivants. Le cas général sera donné par I'intégrale motivique.

Soit i: Z — Z’ une inclusion entre deux objets de Defy. On a déja vu que la composition
donne un morphisme de groupes i;: Ko(Defz) — Ko(Defz/). De plus, 'extension par zéro
des fonctions donne un morphisme d’anneaux i,: P (Z) — P(Z’). Avec le produit tensoriel,
on obtient alors un morphisme de groupes i;: €(Z) — € (Z'). De méme, on trouve un
morphisme de groupes i: €4 (Z) — €+ (Z').

Soient S un sous-assignement définissable et 7: S[0,n,0] — S le morphisme de projection.
Avec la proposition 5.1.3 de Particle [2], on a un isomorphisme

% (S[0,n,0]) ~ Ko(RDefg[g.n,0]) @05y Z(5)

ce qui permet, a partir du morphisme 7 : Ko(RDefg(p ,,0)) — Ko(RDefs), de définir un
morphisme 7 : €(S[0,n,0]) — €(S) en agissant uniquement sur les motifs.

Fonctions motiviques constructibles

Soit Z un objet de Defy. Soit d > 0 un entier. Une fonction ¢ € €(Z) est de dimension
au plus d si on peut I'écrire sous la forme p = > | A1z, pour des éléments \; € A et
des sous-assignements Z; de Defz de dimension au plus d. Elle est de dimension d si elle
est de dimension au plusd et elle n’est pas de dimension au plus d — 1. On note ¥<%(2Z) le
sous-groupe de %' (Z) des fonctions de dimension au plus d. On définit alors le quotient

CUZ)=¢SU2)/6<"(2)
puis le groupe abélien gradué des Fonctions motiviques constructibles
C(2) =P ci(2).
d>0

Pour une fonction ¢ € € (Z) de dimension d ou nulle, on notera [¢] sa classe dans C%(Z) et
on notera également sous la forme méme forme son image dans C(Z).

On remarque que les ensembles ¥ <%(Z) sont des idéaux de I'anneau € (7). Ainsi le
groupe C(Z) est muni, grace au produit sur anneau €(Z), d’une structure de % (Z2)-
module. De méme, on définit le € (Z)-semi-module C(Z) des Fonctions motiviques positives
constructibles.

Jacobien d’une fonction définissable
Soient K un objet de Fieldy et A C K™ une partie. Le jacobien d’une fonction h: A — K"
est la fonction jach: A — K définie, pour tout point = € A, par les points suivants :

— si la matrice jacobienne de la fonction h au point z existe, alors I’élément jac h(z) est
son déterminant ;
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6 1.8. LE FONCTEUR D’INTEGRATION MOTIVIQUE

— sinon jach(x) = 0.
Soient maintenant C' un ensemble et A C C' x K™ une partie. Soit f: A — C' x K™ une
fonction faisant commuter le diagramme

f

A —— CxK"

N

C.

ou les fonctions A — C et C x K™ — C sont les projections. Pour chaque élément ¢ € C,
on note A, I'ensemble des points = € K" tel que (¢,z) € A et on note f.: A. — K" la
fonction induite grace a la commutativité du triangle. On définit la fonction jacy f: A — K
par ’égalité
jaco f(c,x) = jac fo(x), (c,z) € A.

Definition-proposition 1.7. Soient A C X|n,0,0] un objet de Defx et g: A — X|[n,0,0] un
morphisme de Defx. Alors il existe un unique morphisme jacy g: A — h[1,0,0] de Defx
tel que

(Jacx 9)x = jacx (k) 9k
pour tout objet K de Fieldy.

Etant donnés de tels objets, on peut considérer le morphisme ordjacg: A —» h[0,0,1]
de Defy défini par la relation (ordjac g)x := ord o (jacy g)k pour tout objet K de Fieldy.

Le foncteur d’intégration motivique

Intégration des fonctions motiviques constructibles positives. Dans toute la suite, on
suppose que le corps k est de caractéristique nulle.

Théoréme 1.8 (Cluckers-Loeser). Soit S un sous-assignement définissable. Alors il existe un
unique foncteur de la catégorie Defg dans la catégorie des semi-groupes abéliens, envoyant
un objet Z de Defg sur un semi-groupe IsC, (Z) et envoyant un morphisme f de Defg sur
un morphisme de semi-groupes fi, vérifiant les points suivants.

(Ao) - Pour tous morphismes composables f et g dans Defg, on a (fog)i = fiog.

— Soit A: § — S’ un morphisme de Defy. Notons A\, : Defg — Defg. le foncteur
induit par la composition. Alors

LsCL(A(2)) C IsC1(2)

et, pour toute fonction ¢ € Is/Cy (A4 (Z)) et tout morphisme f: Z — Y de Defg,
les morphismes

Ar(i s Ch(A4(2)) — Lo Cr(Ap(Y)) et fir IsC(Z) — IsCy(Y)
envoie la fonction ¢ sur la méme fonction.
— Pour tout morphisme f: X — Y de Defg et toute fonction ¢ € C4(X), on a
v €IyCy(X),
¢) € IsCo(Y).
(A1) Le semi-groupe IgC1(Z) est un sous-semi-groupe gradué de C(Z) et on a
IsC4(5) = C4(9).
(A2) Soient Z; et Z deux objets de Defg et Z leur union disjointe. Alors 'isomorphisme
Ci(2) = Ci(Z1) ® C1(22)

pelgC(X) <« {f!(

induit un isomorphisme

®: 1sC4(Z) — IsC(Z1) © 15C1(22)



vérifiant
H@ 1 @ 2)) = (flz)1(1) @ (Flz)1(02)
pour tout morphisme f: Z — Y de Defg et toutes fonctions ¢; € IsC,(Z;).
(A3) Soit f: Z — Y un morphisme dans Defg. Soient a € C(Y) et 8 € [sC,(Z). Alors

afi(B) €TsCL(Y) =  f'(a)f €150 (2).

Dans ce cas, on a fi(f*(a)B) = afi(B).

(A4) Soit i: Z — Z' une inclusion entre deux objets de Defg. Considérons le mor-
phisme iy: €4 (Z) — €4 (Z') défini & la section 1.6. Soit ¢ € €} (Z). Alors

(] €1sC4(Z2) = [i(p)] €1sC4(Z').

Dans ce cas, on a i([¢]) = [i1(p)].

Soit Y un objet de Defg.

(Ag) Intégration des variables du corps résiduel. Notons w: Z == Y'[0,n,0] — Y la projection.

Considérons le morphisme 7 : C4(Z) — C(Y") défini & la section 1.6. Soit ¢ € €} (2).
Alors

(] €1sC(2) = [m(p)] €IsCy(Y).
Dans ce cas, on a m([¢]) = [m(9)].

(A6) Intégration des wvariables du groupe des valeurs. Notons 7: Z = Y[0,0,7] — Y
la projection. Soit ¢ € €4 (Z). Alors [p] € IsCL(Z) si et seulement s’il existe une
fonction Y-intégrable ¢’ € €4 (Z) au sens de la section 1.4 telle que [p] = [¢']. Dans ce

cas, on a m([¢]) = ps([#]).

(A7) Volume des grosses boules. Soient a:Y — h[0,0,1], £:' Y — h[0,1,0] \ {0}
et ¢:' Y — h[1,0,0] trois morphismes de Defg. Considérons le sous-assignement
définissable Z C Y[1,0,0] défini, pour tout corps K de Fieldy, par 1’égalité

Z(K) = {(w) € Y (K) x K((1) dg - ZB _ ?;{(%)7} |

Notons f: Z — Y la projection. Alors
[1z] €1sCL(Z2) — Lia*l[ly] eIsCL(Y).
Dans ce cas, on a

fi([1z]) =L M1y].

(A8) Théoréme de changement de variables. Soit ¢: Y — h[0,1,0] \ {0} un morphisme
de Defg. Considérons le sous-assignement définissable Z C Y[1,0,0] défini, pour tout
corps K de Fieldy, par I’égalité

Z(K) ={(y,2) € Y(K) x K(1)) | z = cex(y)}-
Notons f: Z —» Y la projection qui est un isomorphisme et f: Z — Y[1,0,0] cette
méme projection suivie du morphisme canonique Y — Y[1,0,0]. Alors
[17] €1sC4(Z) <« Llrdiaey Dol ¢ 140(Y).
Dans ce cas, on a
fl[La]) = Lt Der ™

Remarque. La fonctorialité de cette construction est appelé le théoréme de Fubini.

Donnons quelques idées de la construction d’un tel foncteur. Soit f: Z — Y un mor-
phisme de Defgs. En notant I'y son graphe et en considérant l'injection i: Z — I'¢ et la
projection p: I'y — Y, on peut écrire f = p o i. Avec la fonctorialité, il suffit donc de savoir
construire les morphismes de semi-groupes pi et .

— Le cas d’une injection est facile : elles correspond simplement & 'amalgame des différents
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poussés en avant que 'on a construit dans ce texte (pour les fonctions de Presburger,
on les prolonge par zéro).

— Le cas d’une projection sur fait par récurrence sur la dimension du corps valué. Pour
Phérédité, on utilise un théoréeme de décomposition cellulaire (I'intégration des cellules
étant donnée par 'axiome (A7)). Lorsque la dimension valuative est nulle, on utilise un
théoréme d’élimination des quantificateurs dans le langage de Denef-Pas pour séparer
I’intégration au niveau du groupe des valeurs et du corps résiduel.

Remarque. Pour simplifier et alléger les notations, on omettra de préciser les corps K
lorsqu’on définit un sous-assignement. Par exemple, le sous-assignement de ’axiome (A7)
sera écrit sous la forme

Z ={(y,2) € Y[1,0,0] | ord(z — c(y)) = a(y), ac(z — c(y)) = &(y)} -

Pour un objet f: X — S de Defg, les éléments du semi-groupe IsC (X)) sont appelés
les fonctions S-intégrables positives ou f-intégrables positives.

Mesure motivique. Lorsque S = {x}, pour tout objet Z de Defg muni du morphisme
final f: Z — S, on notera simplement IC (Z) le semi-groupe IgC(Z). Par ailleurs, pour
une fonction ¢ € IC,(S), sa mesure motivique est 1’élément

n(p) = filp) € IC(S) ~ SKo(RDefs) @nj—1) A+
avec Ay = {a € A | Vg > 1, 94(a) > 0}. Maintenant, pour un sous-assignement définis-
sable Z C him,n,0] tel que [1z] € IC,(S5), on pose u(Z) = p([1z] @ 1).

Remarque. Quand on parle d’une constante d’un sous-assignement Y C h[n, m,r], il s’agit
de I'image du neutre par un morphisme définissable ¢: {*} — Y. Comme ce dernier est
définissable, tous les éléments ck(*) avec K € Fieldy sont égaux (cf. paragraphe suivant) : il
s’agit donc d’un élément de ’ensemble Y (k) C k((¢))" x k™ x Z". On notera ¢ € Y. Attention
a ne pas confondre avec la notation ¢ € |Y| qui ne désigne pas la méme chose.

En effet, montrons que ¢ (*) = ck(*) pour tout corps K de Fieldy. Le morphisme ¢ étant
définissable, il existe une formule p(z,y) du langage Zpp (k) telle que

{(z,y) € (1} x Y | fz) =y} = {(z,9) € {x} x Y [ p(z,9)}.
Mais la source {*} du morphisme ¢ étant un singleton, I’ensemble précédent est aussi un
singleton. L’élément cx(*) est I'unique élément y € Y (k) vérifiant la formule ¢(*,y). De
méme, I’élément ck () est 'unique élément 3y’ € Y (K) vérifiant la formule ¢(*,y). Mais
comme Y (k) C Y(K), 'unicité force a avoir cx(*) = ck(*).

Exemple (volume d’une boule). Soient o € h[0,0,1], ¢ € h[1,0,0] et & € h[0,1,0]\ {0} trois
éléments. Alors 'axiome (A7) avec Y = {x} donne
w({z € h[1,0,0] | ord(z — ¢) = a, ac(z —c¢) = £}) = L1,
Notons que I’ensemble mesuré est bien la boule
{#z € h[1,0,0] | ord(z — c — &%) > a + 1}.
En particulier, la mesure de la boule de centre ¢ et de rayon valuatif o
B(e,a) == {z € h[1,0,0] | ord(z — ¢) > 0}

veut L. De méme, la mesure du sous-assignement ¢ défini par I’égalité O'(K) := Ok pour
tout corps K de Fieldy vaut 1 et la mesure du sous-assignement m est L1,

Intégration des fonctions motiviques constructibles générales. Soient .S un objet de Defy
et X un objet de Defg. Notons ¢: C4(X) — C(X) linjection canonique. On dira qu’une
fonction ¢ € C(X) est S-intégrable si elle peut s’écrire sous la forme ¢ = (¢4 ) — t(p_) pour
deux fonctions ¢4, p_ € IgC4(X). Dans ce contexte, un théoréme analogue au théoréme 1.8
existe.



Théoréme 1.9 (Cluckers-Loeser). Soit S un sous-assignement définissable. Alors il existe un
unique foncteur de la catégorie Defg dans la catégorie des semi-groupes abéliens

Z — 14C(2)

vérifiant les axiomes (Ao) a (A8) en remplacant les bonnes notations.

1.9. Intégration relative

Soient A un objet de Defy et Z — A un objet de Defy. Comme précédemment, on définit
les sous-groupes ¢ <%(Z — A) en remplagant la dimension par la dimension relativement
au sous-assignement A. Ainsi on obtient des quotients C4(Z — A) et des groupes abéliens
gradués C(Z — A). Notons que C(A — A) = € (A).

Dans ce cas, un théoréme analogue au théoréme 1.9 existe : pour tout objet S de Defy,
on peut construire un foncteur de la catégorie Defg dans la catégorie des groupes abéliens

Z+—15C(Z — A)

satisfaisant les axiomes (Ao) & (A8) o l'ordre du jacobien de 'axiome (A8) est remplacé
par l'ordre du jacobien relativement au sous-assignement A.

2. Intégration des fonctions motiviques constructibles
exponentielles

Les deux prochaines parties reposent sur larticle [1].

2.1. Groupe de Grothendieck exponentiel

Soit Z un objet de Defy. On souhaite enrichir la catégorie RDef; en rajoutant des
« fonctions exponentielles ». On considére la catégorie RDef ;" ou

— les objets sont les triplets (Y — Z,&, g) pour un objet Y — Z de RDef; et deux
morphismes £: Y — h[0,1,0] et g: Y — h[1,0,0] de Defy ;

— un morphisme entre deux objets (Y — Z, &', ¢') et (Y — Z,£,g) de cette nouvelle
catégorie est un morphisme h: Y’ — Y de RDefz tel que

¢ =¢oh et g =goh.

Le foncteur RDef; — RDef,*” envoyant un objet Y sur 'objet (Y,0,0) et envoyant un
morphisme sur lui-méme est pleinement fidele. On peut donc considérer la catégorie RDefy
comme une sous-catégorie pleine de la catégorie RDef ™.

On définit maintenant le groupe de Grothendieck exponentiel, noté Ko(RDef, ), comme
le groupe libre abélien engendré par les symboles

Y — Z.&, 4]
pour chaque objet (Y — Z,&, g) de RDef ™" et soumis aux relations deux relations suivantes :
(R1) pour tous objets isomorphes (Y — Z, ¢, g) et (Y — Z,&',¢'), on a
Y —Z¢&g=Y — Z,¢,4];

(R2) pour tout objet X de RDefz, tous sous-assignements définissables Y et Y/ de X et
tous morphismes £: YUY’ — h[0,1,0] et g: Y NY' — A[1,0,0], on a

YUY — Z,&,g9]+ Y NY' — Z.Elyay glyny’]
= [Y — Z,le,le] + [Y/ — Z7£‘Y/7Q|Y’] 5
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(R3) pour tout objet (Y — Z,&, g) et tout morphisme h: Y — h[1,0,0] de Defy vérifiant
V(y,K) e Y],  ordhk(y) >0,
en notant h: Y — h[0, 1,0] le morphisme induit sur le corps résiduel, on a
Y — Z,&,g+h =Y — Z,6+h,g];

(R4) pour tout objet (Y[0,1,0] — Z,&,g), avec p: Y[0,1,0] — h[0,1,0] et Y[0,1,0] — Y
les projections, si les morphismes w: Y[0,1,0] — Z, £ et g se factorisent sous les
formes

Y[0,1,0] &9, x

J’p //////

-

Y
avec X € {Z,h|0,1,0],h[1,0,0]}, alors
[Y[0,1,0] — Z,£+ p,g] = 0.

On peut munir (voir [1, Lemma 3.1.1]) le groupe Ko(RDef; ") d’une structure d’anneau
de la maniere suivante.

Lemme 2.1. Soient Y — Z,&,g] et Y — Z,£,¢'] deux éléments de Ko(RDef; ™).
Notons p: Y @zY' — Y et p': Y @z Y’ — Y’ les projections. On pose

YV — Z, &gl x Y — 2,8, ¢ =Y @zY — Z,Eop+E& op',gop+g op]

Alors cette multiplication est bien définie et son élément neutre de cette opération est la
classe [idz: Z — Z,0,0].

De méme, en utilisant les relations (i), (ii) et (iv), on définit le sous-anneau Ky(RDef%)
de Panneau Ko(RDef;*).

Notations. Tout élément [Y — Z,&, g| sera noté sous la forme
e E(9)[Y — Z].

Lorsque & = 0, on le notera E(g)[Y — Z]. Lorsque g = 0, on le notera e¢[Y — Z].
Lorsque Y = Z et le morphisme Z — Z est I'identité, on le notera e*E(g). On fera aussi
les simplifications de notations lorsqu’on se trouve dans plusieurs des cas précédents. De la
sorte, I'élément [Z — Z] est 1’élément neutre multiplicatif de l'anneau Ko(RDef; ™).

Remarque. Les objets e¢ et E(g) s’interprétent respectivement comme des caractéres additifs
universels sur le corps résiduel et le corps valué. L’axiome (R3) exprime la compatibilité entre
ces deux derniers modulo ¢ et il force & ce que le caractere sur le corps valué soit trivial sur
l'idéal maximal {ordz > 0}. Quant & 'axiome (R4) pour Z =Y = {x} avec { =0 et g =0,
il se réécrit sous la forme

[1h[0,1,0] — {*},p,0] =0

> w(z)=0

z€F,

qui traduit 1’égalité

que I'on a pour tout caractere additif non trivial ¢: F’ — C* prolongé sur tous le corps F,
en posant 1(0) = 0.

Lemme 2.2. Les morphismes d’anneaux naturels
Ko(RDefz) — Ky (RDef%) — Ky (RDGf;Xp)

sont injectifs.
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Tiré en arriére et poussé en avant. Un morphisme f: Z — Z’ de Defy induit deux
morphismes d’anneaux

7 Ko(RDef)?) — Ko(RDef;**) et fi: Ko(RDef,*) — Ko(RDefZ”).

respectivement grace au produit fibré et a la composition par le morphisme f.

. Fonctions motiviques constructibles exponentielles

Soit Z un objet de Defy. Le morphisme d’anneaux canonique Ko(RDefz) — %(2)
envoyant un motif @ sur le produit ¢ ® 1 munit 'anneau € (Z) d’une structure de Ko(RDefy)-
module. Le morphisme d’anneaux canonique Kqo(RDefz) — Ko(RDef;*P) envoyant une
classe [Y] sur la classe [Y,0,0] muni Panneau Ko(RDef;") d’une structure de Ko(RDefy)-
module. On définit alors 'anneau des fonctions motiviques constructibles exponentielles

%(Z)CXP = %(Z) ®K0(RD8fz) Ko(RDef;Xp).
Comme dans la section 1.6.2, on définit le groupe abélien gradué des Fonctions motiviques
constructibles exponentielles
C(Z)eXp — @ %gd(z)exp/%gd—l (Z)exp
d>0
ot les idéaux €' S4(Z2)*P de €' (Z)**P sont ceux engendrés par les fonctions caractéristiques 1
de sous-assignements Z’ de Z de dimension au plus d.

Tiré en arriére. Soit f: Z — Z’ un morphisme de Defy. Les morphismes f* définis
précédemment sur les anneaux Ko(RDef,") et ¢’ (Z’) sont compatibles avec la structure
de Ko(RDefz)-module et induisent donc un morphisme de Kq(RDefz)-modules

[ 62" — €(2)P.
Fonctions intégrables. Soient S un objet de Defy et Z un objet de Defg. On définit le groupe
abélien gradué des Fonctions motiviques exponentielles S-intégrables
15C(Z)6Xp = ISC(Z) ®K0(RDefz) Ko(RDeféXp).

Lemme 2.3. Les morphismes de groupes gradués naturels
C(Z) — C(Z2)*® et IsC(Z) — 1sC(Z2)**P
sont injectifs.

Poussés en avant. Soit ¢: Z — Z’ une inclusion entre deux objets de Defy. On dispose

déja d’un morphisme i, : Ko(RDef;*) — Ko(RDef") induit par la composition. Comme

il est compatible avec la structure de Ko(RDefz)-modules, on peut définir le morphisme
iv: C(2)P — ¢ (2P

ce qui donne des morphismes de groupes iy: €' <4(Z2)*P — €'<%(Z')**P. On obtient ainsi le
morphisme de groupes gradués

i C(Z)P —s C(Z2')°.

Si les objets Z et Z’ appartiennent & Defg, alors une restriction donne aussi un morphisme
de groupes gradués
iy: IgC(Z2)PP — 15C(Z")%*P.
Soient Y un objet de Defy et Z un sous-assignement définissable de Y[0,n,0]. No-
tons w: Z — Y la projection. On dispose déja de morphismes
m: Ko(RDef,; ) — Ko(RDefy"™") et m:6(Z) — E(Y)
ce qui fournit le morphisme 7y : €(Z)*P — € (Y)**P et, comme précédemment, le morphisme

de groupes
m: C(Z2)%P — C(Y)**P
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et aussi le morphisme de groupes gradués
m: [gC(Z2)%P — TgC(Y )P,
Soit Z un objet de Defg. Notons f: Z[0,0,7] — Z la projection. On dispose déja d’un
morphisme fi: IgC(Z[0,0,7]) — IsC(Z). Avec l'isomorphisme

Ko(RDefg5 1) = Ko(RDef;™) @ g00(2) 2°(210,0,7)),

on obtient alors un morphisme de groupes gradués

fg : 15C(Z[0, 0, T])eXp — IsC(Z)eXp.

Le foncteur d’intégration motivique exponentielle
On suppose toujours que la caractéristique du corps k est nulle.

Théoréme 2.4 (Cluckers-Loeser). Soit S un sous-assignement définissable. Alors il existe un
unique foncteur de la catégorie Defg dans la catégorie des semi-groupes abéliens, envoyant
un objet Z de Defg sur un semi-groupe IgC(Z)**P et envoyant un morphisme f de Defg sur
un morphisme de semi-groupes fi, vérifiant les points suivants.

(A1) Pour tout morphisme f: Z — Y de Defg, le diagramme

oy I oz

L,

15C(Y) _— Isc(Z)

commute ou les morphismes sont ceux donnés par le lemme 2.3 et le théoréme 1.8.

(A2) Soient Z et Y deux objets de Defg. On suppose que Z = Z; LI Z5 pour deux sous-
assignements Z; et Zy de Z et que Y = Y7 UYs pour deux sous-assignements Y; et Y5
de Y. Soit f: Z — Y un morphisme de Defg tel que f(Z;) C Y; pour i € {1,2}, avec
I’isomorphisme

P: 15C(Z)6Xp — 15C<Zl)eXp (S5) 15C(Zg)e)(p,

pour toutes fonctions m; € IgC(Z;)**P avec i € {1,2}, on a
H(@ 1 @ 92)) = (fi)i(#1) ® (fi)i(p2)
ou les morphismes f;: Z; — Y; avec i € {1,2} sont les restrictions du morphisme f.

(A3) Soit f: Z — Y un morphisme dans Defg. Soient o € €(Y)**P et § € IgC(Z)**P.
Si f*(a)B € IsC(Z)**P, alors

fil(f (@) B) = afi(B).

(A4) La construction des morphismes f; coincide avec la construction des poussés en avant
de la section précédente dans ces trois cas particuliers.

(Ag) Soient Y un objet de Defg. Soient a: Y — h[0,0,1] et £: Y — h[0,1,0] \ {0} deux
morphismes de Defg tels que

Y(y,K) € |Y], ak(y) < 0.
On considere la boule
Z ={(y,2) € Y[1,0,0] | ord z = a(y), acz = £(y) }.

Notons f: Z — Y le morphisme induit par la projection Y[1,0,0] — Y. On suppose
que [1z] ® 1 € IgC(Z)**P. Alors

fl((1z] ® E(p)) =0
ol le morphisme p: Z — h[1,0,0] est celui induit la projection Y[1,0,0] — h[1,0,0].
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Mesure motivique exponentielle. Lorsque S = {*}, pour tout objet Y de Defs muni du
morphisme final f: Y — S, on notera simplement IC(Y)**P le groupe IgC(Y)**P et on
notera p le morphisme de groupes

fi: IC(Y)™P — 10(S)™P = Ko (RDef&™) @y A.

Intégration relative

Soit Z un objet de Defy. Pour un entier d > 0, on définit I'idéal €S4(Z — A)°*P
de €(Z)**P engendré par les fonctions indicatrices d’objets Z de Defy vérifiant 'inéga-
lité Kdimy Z < d. Comme précédemment, on définit le groupe abélien gradué C(Z — A)®*P.
Pour un morphisme Z — S de Defy, on définit également le groupe abélien gradué

IsC(Z — MNP =15C(Z — A) ®k,(RDefy) Ko(RDef ;).

Dans ce contexte, un théoréme analogue au théoréme 2.4 existe : pour tout objet S de Defy,
on peut construire un foncteur de la catégorie Defg dans la catégorie des groupes abéliens

Z — 1sC(Z — NP

envoyant un morphisme f de Defg sur un morphisme de groupes abéliens fix satisfaisant les
axiomes (A1) a (Ag) en remplacant les bonnes notations.

Mesure motivique exponentielle relative. Lorsque le sous-assignement .S est 'objet final A
de Defy, pour tout objet f: Z — A de Defy, on note pp ou py le morphisme

fin: INC(Z — A)™P — TLC(A — A)™P = G (A)P.

Comportement avec les fibres. Soit Z un objet de Defy. Soit A un point de A. On note Z,
sa fibre en ce point. Alors l'inclusion 7y : Z) «— Z induit un morphisme de groupes gradués

i C(Z — NP — C(Z,)°P.

Proposition 2.5. Soit f: Z — Y un morphisme de Defy. Notons fy: Zx — Y, ses
restrictions sur les fibres en un point A de A. Soit p € C(Z — A)®*P. Alors la fonction ¢
est Y-intégrable sur Z si et seulement si, pour tout point A de A, la fonction 5 () est Y-
intégrable sur Zy. Dans ce cas, on a

iX(fia(p)) = fa(iX(w))-

Théoréme de changement de variables

On énonce juste un théoreme central de la théorie. On ne définira pas ’ordre du jacobien
pour un morphisme quelconque. Dans la pratique, on se servira de cette notation lorsque le
morphisme sera défini sur le corps valué, auquel cas on utilisera la définition donnée a la
sous-section 1.7.

Théoréme 2.6. Soit f: X — Y un isomorphisme entre deux sous-assignements définissables
de méme dimension d. Soit ¢ € €S%(Y)*™P une fonction dont la classe dans C4(Y)*P est
non nulle. Alors la classe [f*¢] appartient & Iy C%(X)*P et

A([f*g]) = Lordiacso ™ ),

3. Transformation de Fourier

Soit p: X — A un objet de Defy dont toutes les fibres sont de dimension d relativeme au
définissable A. On note F (X)*P ou Z,(X)**P le €' (A)*P-module des fonctions ¢ € €' (X)*P
dont la classe [p] € CH(X — A)*P appartient & [,C(X — A). Dans ce cas, pour une
fonction ¢ € Fy (X)®P, on notera pia(p) ou p,(p) la fonction ua ([¢]) € G (A)P.
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Transformation de Fourier sur le corps résiduel

Notation. Soit Z un objet de Defy. Pour un morphisme £: Z — h[0,1,0] de Defy, on
note e(£) le motif exponentiel e¢ = eE(0)[Z — Z] € Ko(RDefz).

Soit d > 0 un entier. On considére les deux projections py,pa: A[0,2d,0] — A[0,d, 0]
. N . , 1 d
respectivement sur les d premieres et derniers coordonnées. On considére la somme ) ., x;y;
comme un morphisme (z | y): A[0,2d,0] — k[0, 1,0] de Defy. Ensuite, on considére son
exponentielle e(x | y) € € (A0, 2d, 0])**P.
La transformation de Fourier sur le corps résiduel est Iapplication €' (A)®*P-linéaire
(A[0,d, 0])*P — €' (A[0, d, 0])*",

@ — pip, ([e(x [ Y)p3(©)])-

Notation. Notons ¢: A[0,d,0] — A0, d, 0] le morphisme envoyant la variable z du corps
résiduel sur son opposé —z. Pour une fonction ¢ € €(A[0, d,0])**P, on pose

@ = 1"(p) € €(A]0,d,0])P.

Remarque. Soit z: X — Y un morphisme de Defy. Pour une fonction ¢ € €' (Y)**P, on
notera sous la forme ¢(z) la fonction z*¢ € (X )**P. On voit donc ici la fonction ¢ comme
une « vraie fonction » au sens usuel. Avec cette notation, voici alors un corollaire du théoréme
de changement de variables.

Soit x: X — Y wun morphisme entre deuzr sous-assignements de méme
dimension d. Soit ¢ € €SUY )P une fonction dont la classe dans C4(Y)**P est
non nulle. Alors la classe [¢(z)] appartient a Iy C4(X )P et

ullp(@)]) = p(Lorieee " g]).
En particulier, si X =Y et le morphisme x est affine, c’est-a-dire de la forme
x(z) =&z + v, zeX
avec y € k((t)) et £ € k, on peut écrire

puisque ordjacx = ord £ = 0.

Sur le corps résiduel, on dispose d’une formule d’inversion de Fourier donnée par le
théoreme suivant.

Théoréme 3.1. Soit ¢ € F(A[0,d,0])*P. Alors
Foi(p) =L'e.

Démonstration. En effectuant une récurrence sur l'entier d et en utilisant le théoreme
de Fubini, il suffit de montrer le résultat lorsque d = 1. Dans ce cas, on notera e(zy) la
fonction e(z | y). Soit ¢ € € (A[0, 1,0])°*P une fonction. Notons z,y, z: A[0, 3,0] — A[0, 1, 0]
les projections sur les premieres, deuxiémes et troisiemes d coordonnées. Avec ces notations,
on trouve

f) = pz([e(zy)p(y)])-

Ainsi on obtient

par le théoreme de Fubini

)
D par le lemme 2.1
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= pz([e(yu)p(u — x))]). par le changement de variables u = z + z

Par ailleurs, on peut écrire L = p1,(1,=01y=,) en utilisant le théoréme de Fubini ainsi que
les égalités 1 = 15 (1y=0) et L = p15([1y=y]). On obtient alors

Lo = pio([Lu=01ly=yp(—2)]).
En faisant la différence, on trouve ainsi
fof(e) = Lo = pa([Luzoe(yu)p(u — z)]).
Apres le changement de variables w = yu, cette différence se réécrit sous la forme
fof(e) = Lg = pa([Luzoe(w)p(u — x)])

qui est nulle puisque, par le point (R3), le motif exponentiel e(w) est nul. o

. Transformation de Fourier sur le corps valué

Maintenant, on considére les deux projections pq, p2: A[2d,0,0] — A[d, 0, 0] et 1’expo-
nentielle E(z | y) € ¥(A[2d, 0, 0])*P.

Lemme 3.2. Soit ¢ € #;(A[d,0,0])*P. Alors la classe de la fonction
E(z [ y)ps(») € €(A[2d,0,0])P

dans le quotient C?%(p;)**P est intégrable relativement & la projection p;, c’est-a-dire appartient
a Pensemble Iy C(p1)®*P.

Démonstration. Comme ¢ € F5(A[d,0,0]P), la classe [¢] € C4(A[d,0,0] — A) appar-
tient & lensemble I (A[d,0,0] — A), donc la classe
p3([¢]) = [P5(p)] € C¥(p1: A[2d,0,0] — A[d, 0,0])

est intégrable relativement a la projection p; et il en va de méme pour la classe considérée
par définition méme du groupe I C(p;)=*P. o

Grace a ce lemme, on peut alors définir la transformation de Fourier sur le corps valué
comme 'application € (A)**P-linéaire
3 Fx(A]d, 0,0]9P) — € (A[d, 0,0]P),
' > pip, ([B(z [ y)p3(9)))-

Lemme 3.3. On considére le sous-assignement Z C h[1,0,0] défini par I'inégalité ord z > 0.
On note g: Z — h[1,0,0] Vinjection. Alors

1(E(g)) = 0.

Démonstration. On définit le sous-assignement V' C Z par 'inégalité ord z > 0, c’est-a-
dire ord z > 1, et on consideére le projection h: V' — h[1,0,0]. Montrons que

u(E(h) =L, (31)

Avec I'axiome (R3), la projection h modulo ¢ est nulle ce qui donne E(h) = e(h) = e(0) = 1y
et axiome (A7) du théoréme 1.8 fournit alors
WER)) = p(V) =L7"
On définit maintenant le sous-assignement W C Z par 1’égalité ord z = 0 et on consideére
le projection i: W — hl[1, 0, 0]. Montrons que
u(E(i) = —L . (3.2)
On dispose d’un isomorphisme définissable

AW — W= {(2,6) €e W[0,1,0] | ac z = &}



16 3.2. TRANSFORMATION DE FOURIER SUR LE CORPS VALUE

donné par l'application qui & un point z associe le couple (z,acz) et dont l'inverse est
lapplication qui & un couple (z, £) associe le point z. On considére le diagramme de projections

WA

3
Gu = h[0,1,0]\ {0}
q

{0}.
On note i: W — hJ[1,0,0] la projection. Montrons que A (E(i)) = E(7). En effet, la définition
du poussé en avant Ar: Ko(RDefy”) — Ko(RDef ") fournit
ME®G)) = M (W — W,0,i]) = [W — W, 0,1
et "isomorphisme A de Defy est aussi un isomorphisme
(W — W,0,7) — (W — W, 0,1)

de RDef%fp. Avec laxiome (R1), on peut donc écrire A\ (E(7)) = E(7) et, avec 'axiome (R3),
on trouve alors A\{(E(7)) = e(&). Par ailleurs, le théoréme de Fubini et le diagramme précédent
fournissent les égalités

1(E(9)) = pi(E(7))
=q o0& o\(E(i))
=q o&(e(§)).
Maintenant, on dispose d’un isomorphisme
W2 W =B @) Gn
de RDef;’Y avec By = {z € h[1,0,0] | ordz; > 1}. En notant ¢: G, — h[0,1,0] la

{*}
projection, avec 1'axiome (A7) du théoréme 1.8, on trouve alors

W(E(@) = oL ®e(¢)
=L ' ®[G, — {0},G — h[0,1,0],0]
=_L!
puisque
(G — {0}, Gy, — h[0,1,0],0] = —1
En effet, cette égalité s’obtient & partir des axiomes (R2) et (R4) car ils permettent d’écrire
0 = [h[0,1,0] — {0}, A[0,1,0] — R[0,1,0],0]
= [Gm — {0}, Gy, — £R[0,1,0],0] + [{0} — {0},0,0]
= [Gm — {0}, Gy, — R[0,1,0],0] + 1.

Les égalités (3.1) et (3.2) et 'axiome (R2) permettent de conclure. o

Lemme 3.4. Soient o € h[0,0,1] et y € h[1,0,0] \ {0} deux éléments. On considére le
sous-assignement Z C h[1,0,0] défini par I'inégalité ord z > a. On note g: Z — hJ[1,0,0]
I'injection. Alors

L™ siordy > —a+1,

0 sinon.

w(E(yg)) = {

Démonstration. On suppose d’abord que ordy > 1 — «. Dans ce cas, pour tout point z
de Z, on trouve ord(yz) = ordy +ordz > ordy + « > 1. Ceci donne E(yg) = 1 et donc

1(E(yg)) = p(lz) = L7
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On suppose désormais que ordy < 1 — a. On considére les deux sous-assignements 7
et Zy de Z définis respectivement par les inégalités ordz > —ordy et —ordy > ordz > a.
Ceci permet d’écrire Z = Z1 U Z,. Avec le point (R2), on obtient alors

w(E(yg)) = 1(E(yglz,)) + 1(E(yglz,))-

D’une part, en notant g;: {ordz > 0} — h[1,0,0] la projection, le changement de va-
riables z1 = yz et le lemme précédent permettent d’écrire

1(E(yglz,)) = L~ (E(g1)) = 0.
D’autre part, en notant X C h[1,0,0] le sous-assignement défini par l'inégalité
a+ordy <ordx <0
et en notant h: X — h[1,0,0] la projection, le changement de variables 2 = yz donne
1(B(yglz,)) = L~ Y u(E(h)).

Pour chaque entier ¢ entre p := a + ordy et —1, on note X, C X le sous-assignement défini
par l'égalité ordx = £ et hy: Xy — h[1,0,0] la projection. Alors en procédant comme dans
la preuve du lemme 3.3, les axiomes (R2) et (Ag) donnent successivement

W(B(ygl2,)) = L0 S u(B(hs)) = 0.
t=p

Ceci conclut égalité u(E(yg)) = 0. o
Lemme 3.5. Soient a € h[0,0,1], y € h[1,0,0] et & € h[0,1,0] des éléments avec y # 0
et £ # 0. On consideére la boule Z C h[1,0, 0] définie par les égalités

ordz =« et acz =¢.

On note g: Z — h[1,0,0] Pinjection. Alors

Lot si ordy > —a+1,
1(E(yg)) = (L™ 'e(facy) si ordy = —a,
0 sinon.

Remarque. Les deux constantes y et £ sont considérées respectivement comme des mor-
phismes y: {*} — h[1,0,0] et &: {*} — R0, 1,0] de Defy, donc on peut bien considérer le
motif exponentiel
e(facy) € KO(RDeff:f) — G({x})P.

Démonstration. On suppose d’abord ordy > —a + 1. Alors tout point z de Z vérifie
I'inégalité ord(yz) = ord y+ord z > 1 si bien que E(yg) = 1z. L’axiome (A7) du théoréme 1.8
donne alors u(E(yg)) = u(Z) = L=2~L

On suppose que ordy = —a. Alors tout point z de Z vérifie I’égalité ord(yz) = 0. En
notant £: Z — h|0, 1, 0] la projection, on obtient alors E(yg) = e(7z) = e({acy).

On suppose que ord y < —a. Dans ce cas, tout point z de Z vérifie ord(yz) = ordy+a < 0
et axiome (Ag) du théoréme 2.4 donne alors u(E(yg)) = 0 ce qui conclut le lemme. o

Soient a: A — h[0,0,1] et & = (&1,...,&4): A — h[0,d,0] \ {0} deux morphismes
définissables. On considere les sous-assignements
Zo ={(A\yx1,...,2q) € Ald,0,0] | ord z; = a(N)},
Wy ={(\z1,...,2q) € A[d,0,0] | ordx; = a(N)},
Wae={(\z1,...,2q) € Ald,0,0] | ordz; = a(N), acz; = & ()}

et leurs fonctions indicatrices pq, ¥q €t ¥4 ¢ qui appartiennent a 'anneau %5 (A[d, 0, 0])**P.
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Proposition 3.6. Considérons le morphisme
.~ |A[d,0,0] — R]0,1,0],
T va) e () B 4+ Ea(N) AT
Alors
1 F(pa) =L _a41;
2. §(Ya) = Lida@ftﬂrl - Lidaid@foz ;
3. F(Wae) =L Y (p a1 +e(i)¥-a).

Démonstration. En effectuant une récurrence et en utilisant le théoréme de Fubini, il suffit
de traiter le cas d = 1. De plus, on va traiter le cas A = {*}. Le premier point découle alors
du lemme 3.4. Pour le deuxiéme point, on remarque que ¥, = @, — @at+1 €t les différentes
linéarités donnent

F(Wa) = F(pa) = F($a+1) =L *p_qi1 — L_d(“+1)<p_(a+1)+1.
Le troisiéme point découle du lemme 3.5. o
On dispose alors d’une formule d’inversion de Fourier pour les fonctions constructibles
exponentielles ¢, et 1.
Corollaire 3.7. Sous les mémes hypotheses, on a
FoF(pa) =L %0 et FoF(va) =L Yy
On souhaite avoir une formule similaire pour la fonction constructible exponentielle 4 ¢.

Lemme 3.8. Soient a € h[0,0,1], y € h[1,0,0] et & € h[0,1,0] trois éléments avec y # 0
et £ # 0. On considére le sous-assignement Z C h[1,0, 0] défini par I’égalité ord z = —c. On
note g: Z — h[1,0,0] l'injection. Alors

L¥(1—-L7Y) si ordy=aet acy = —¢,

pule(€ac)E(yg)) = ¢ —Lo! si (ordy=caet acy # —&) ou ordy > a + 1,
0 siordy<a-—1
Démonstration. On suppose d’abord ordy = « et acy = —&. Alors pour tout point z de Z,

on peut écrire ord(yz) = 0 et donc E(yg) = e(yg) = e(acyac g) = e(—£ac) si bien que
e(§ac)E(yg) = e(§ac—£ac) = 1.
On trouve alors pu(e(§ac)E(yg)) = u(Z). Or Z = {ordz > —a} \ {ordz > —a + 1}, donc
w(Z) = p({ord 2 > —a}) — p(ford z > —a +1})
=L*—L* ' =L*(1-L7").

On suppose ordy > « + 1. Alors pour tout point z de Z, on peut écrire ord(yz) > 1 et
donc E(yg) = 1. En effectuant le changement de variables 2’ = £z qui est bijectif puisque £ # 0
et le corps k est de caractéristique nulle, on est ramené & calculer I'intégrale p(e(ac)). Mais
on dispose d’'un isomorphisme

Z = {OI‘dZ = —a—+ 1} ®{*} Gm
envoyant un point z sur le couple (z — ac z,ac z). Comme dans la preuve du lemme 3.5, on
obtient alors p(e(a@c)) = p({ordz > —a 4+ 1}) @ u(Gy) = —L- (ot = L1,

On suppose que ordy = « et acy # —&. Comme au premier paragraphe, on trouve

e(¢ac)E(yg) = e((§ —acy)ac)

avec ) := £ —acy # 0. En effectuant le changement de variables 2’ = 1z, on se rameéne au
calcul du paragraphe précédent.
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On suppose enfin que ordy < a — 1. Alors pour tout point z de Z, on peut maintenant
écrire ord(yz) = ordy + 1 < 0. En procédant comme dans la preuve du lemme 3.3 et en
utilisant axiome (Ag) du théoréme 2.4, on obtient p(e(¢ac)E(yg)) = 0. o

Corollaire 3.9. Sous les mémes hypotheses, on trouve

So 5(%,5) = L_dwaﬁﬁ

Démonstration. De méme, il suffit de traiter le cas d = 1. En notant ¢: A[1,0,0] — k[0, 1, 0]
le morphisme de la proposition 3.6. Alors le lemme 3.8 donne

S(e(i)t—a) = L (Ya,—¢ — L7 pa).
Avec les points (i) et (iii) de la proposition 3.6, on trouve alors
§0F(Yae) = L7 (F(0-ar1) + F(e(i)v-a))
=L L ey LT S (e()Y-a)
=L 20, + L7 (e(i)-a)
=L (L7 0o + L7F(e(i)t-a))
=L Y ¢ o

Produit de convolution

Soit A un objet de Defy. On note x,y: A[2d,0,0] — A[d,0,0] les projections sur les
premiéres et secondes d composantes. On note x + y: A[2d,0,0] — A[d, 0, 0] le morphisme
envoyant chaque point (z1,...,24,41,...,%4) sur le point (x1 + y1,...,2q4 + ya). Lorsqu’on
travaillera sur le sous-assignement A[3d, 0, 0], on note z la projection sur les troisiémes d
coordonnées, etc.

Lemme 3.10. Soient f,g € #x(A[d,0,0])**P deux fonctions. Alors la fonction f(z)g(y),
c’est-a-dire la fonction z*(f)y*(g), appartient a I'ensemble .7, (A[2d, 0, 0])**P.

A[d, 0,0])°*P | les classes [f], [g] € C¢(A[d,0,0] — A)>P
,0] — A)®*P si bien que
)

]
1g(y)] € Ia(A[2d,0,0] —s A)eP.

Démonstration. Comme f,g € ) (
appartiennent & ’ensemble I (A[d, 0
(z

[f(x)g(y)] =

[f
On en déduit que la fonction f(z)g(y) appartient & 'ensemble 4 (A[2d,0,0])**P et donc &
I'ensemble .71, (A[2d,0,0])"P grace au théoreme de Fubini. ©

Definition-proposition 3.11. Avec les mémes notations, on définit la fonction

[ g = payy(f(2)9(y)) € Ca(Ald, 0,0])P.
Elle appartient méme & I’ensemble .#5 (A[d, 0, 0])**P.

Démonstration. Le théoreme de Fubini permet d’écrire

pa(f(2)9(y)) = pa(paty (f(2)9(y)))
ce qui assure f(z)g(y) € Fa(Ald,0,0])*P. o

Proposition 3.12. L’application
FIa(A[d,0,0])P x Zx(A[d, 0,0])P — F (A[d,0,0])*P,
(f,9)— f=yg

est €' (A)*P-linéaire et munit le groupe .#x (A[d, 0, 0])**P d’une structure d’anneau commutatif.
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Démonstration. La linéarité et la commutativité sont claires. Pour I’associativité, on re-
marque que le théoréme de Fubini donne

(f*9) % h = paorys=(f(2)g(y)h(2))
pour trois fonctions f, g,h € Za(A[d,0,0])°*P. o

Proposition 3.13. Soient f,g € £y (A[d,0,0])**P deux fonctions. Alors
S(f*g) =3()F(9)

Démonstration. Comme f, g € #a(A[d,0,0])*P, la fonction E(x | y + 2) f(y)g(2) est inté-
grable relativement & la projection x et, grace au théoreme de Fubini, on peut écrire

pa(B(z | y+ 2)f(1)9(2) = pe(E(z | y) f(y) X E(z | 2)g(2))
= pa(B(x | y) f(y)) x pa(E(z | 2)9(2))
=3(f) x S(9).

Par ailleurs, en effectuant le changement de variables u = y + z, on trouve

o (B(x |y + 2)f(y)9(2)) = pa(B(z | u) f(u — 2)g(2))
= o (e ,u) (E(z | u) f(u — 2)g(2)))
= 1z (B(2 | w) pi(a,u) (f(u — 2)g(2)))
=3(f*9). ©

Notation. Notons ¢: A[d,0,0] — A[d,0,0] le morphisme envoyant la variable du corps
valué sur son opposé. Pour une fonction ¢ € €(A[d,0,0])**P, on note ¢ la fonction 1*p.

Proposition 3.14. Soient ¢ € #(A[d,0,0])*P une fonction et a: A — h[0,0, 1] un mor-
phisme définissable. Alors la fonction ¢,F(¢) appartient & ensemble Zx (A[d, 0, 0])°*P et

3(aB(9)) =L@ % @_ay1.

Démonstration. Comme les fonctions ¢ et ¢, appartiennent a ensemble %5 (A[d, 0,0])*P,
la fonction E(y | 2)¢a(y)p(z) appartient & I’ensemble .#x (A[2d, 0,0])*P ce qui implique que
la fonction @oF(¢) = p1y (0o (Y) - (E(y | 2)(2))) appartient & ’ensemble #x (A[d, 0, 0])**P.

On considere la fonction E(y | « + 2)wa (y)p(z) qui est relativement intégrable par rapport
a la variable x. D’une part, on calcule

ta(E(y | @+ 2)0a(y)9(2)) = ta(B(a,y) (By | © + 2)0a(y)e(2)))
(B | )0 (Y) iy By | 2)0(2)))
(E(y | z)
(

+(E(y x)%() (( | 2)¢(2)))

D’autre part, le changement de variables u = x 4+ z donne

pe(B(y | @+ 2)pa(9)@(2) = pra(fi(z,2) (B(y | 4 2)pa(y)p(2)))
= fu—z(H(u,2) (E(Y [ W)pa(y)e(2)))
= pru—z(2(2) ph(u,2) (B(y | ©)@aly)))
= pu—z((2)F(¢a)(w))

= fut=(P(2)F(pa) (1))
:‘»5*3(9004)

La proposition 3.6 permet alors de conclure puisqu’elle donne F(p) = L% p_, ;. o
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3.4. Fonctions de Schwartz-Bruhat et formule d’inversion

Soit A un objet de Defy. On souhaite maintenant obtenir une formule d’inversion de Fourier
sur A[d, 0,0] pour une certaine classe de fonctions. Pour un morphisme a: A — h[0,0, 1],
on note B(a) C A[d,0,0] le polydisque de centre 0 et de rayon valuatif A — a()\) et on
rappelle que I'on note ¢, sa fonction indicatrice 1g(q)-

Définition 3.15. Une fonction ¢ € #(A[d,0,0])P est une fonction de Schwartz-Bruhat
s’il existe deux morphismes définissables o™, a™: A — h[0,0, 1] tels que

— pour tout morphisme définissable a: A — h[0,0, 1] tel que @ < o, on ait
©lBa) =¥ ;
~ pour tout morphisme définissable a: A — h[0,0,1] tel que a > a™, on ait
px1p(a) = L,

Remarque. Les deux points peuvent respectivement s’interpréter de la maniére suivante : le
premier dit que la fonction est a support bornée (I’analogue a la notion de support compact
dans le cas réel) et le second qu’elle est localement constante ('analogue & la régularité €°).

Remarque. Pour toute fonction ¢ € 4 (A[d,0,0])**P, en effectuant le changement de
variables 2’ = —z, on a aussi ¢ € #4(A[d,0,0])**P avec les mémes morphismes a~ et a™.

On note %5 (A[d,0,0])*P le € (A)*P-module des fonctions de Schwartz-Bruhat sur le
sous-assignement A[d, 0, 0]. Lorsque A = {x}, on le notera simplement .#(h[d, 0,0]). On peut
maintenant énoncer le théoréeme principale concernant la transformation de Fourier sur le
corps valué.

Théoréme 3.16. La transformation de Fourier induit un isomorphisme
§: LA (A[d,0,0])9P — A5 (A[d, 0, 0])*P.

Plus précisément, pour toute fonction de Schwartz-Bruhat ¢ € %5 (A[d, 0, 0])**P, on dispose
de la formule d’inversion

FoF(p) =L "%. (3-3)

Démonstration. Soit ¢ € #5(Ald,0,0])**P une fonction. On prend les deux morphismes
définissables o~ et o™ comme dans la définition 3.15. Montrons d’abord qu’il existe un
morphisme définissable 57 : A — h[0,0, 1] tels que
VBB, F(e)es =3(e) (3-4)
Pour tout morphisme définissable a: A — h[0,0,1] avec o > a™, les propositions 3.13
et 3.6 ainsi que le second point de la définition 3.15 permettent d’écrire
3(90) = Lda&(@ * 90(1)
=L7F ()3 (%)
= @7a+1%((p)'

11 suffit alors de poser 3~ := —a™ + 1 pour obtenir I’assertion (3.4). Cela donne le premier
point de la définition 3.15 pour la fonction F(p).

Montrons maintenant la relation (3.3). Comme F(p) € #5(A[d,0,0])**P, la proposi-
tion 3.14 et la relation (3.4) donnent

Fodlp) =L Ppxp_sn (3-5)

pour tout 8 < 8~ et, comme —(3 + 1 > o™, le second point de la définition 3.15 pour la

fonction ¢ donne
@ *p_pp1 =L

ce qui donne, avec 'égalité (3.5), la formule (3.3).
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Il reste & montrer que le second point de la définition 3.15 pour la fonction F(¢) afin de
conclure que F(p) € Lx(A[d,0,0])**P. On pose ST := —a~ + 1. Montrons que

VB2 BT, F(p) x s =L ().
Cela revient & montrer que
Va<a, F(p) * p_ar1 = LTI TIF (o).

Soit @ < @~ un morphisme définissable. D’une part, la formule d’inversion (3.3), le premier
point de la définition 3.15 et la proposition 3.14 permettent d’écrire

F(§(S(¢) = FL™g)
= S(Lidgbcpa)
= F(paS(3(9)))
— L) £ oo,
D’autre part, la formule d’inversion (3.3) donne aussi
F(B(3(9) =L 3 ()
Les deux dernieres égalités fournissent alors
CF(9) * poapr = LT TDIF (),
On en déduit que t*F(p) € A (A[d, 0,0])*P et donc F(p) € A (A[d, 0, 0])*P. o

Grace a la formule d’inversion, on peut donner une caractérisation un peu plus simple
des fonctions de Schwartz-Bruhat.

Proposition 3.17. Soit ¢ € 4 (A[d,0,0])**P une fonction. On suppose qu’il existe deux
morphismes définissables o™, a™: A — h[0,0, 1] tels que
Ppoa-=¢ et prper =L,

Alors la fonction ¢ est une fonction de Schwartz-Bruhat

Démonstration. Soit a: A — h[0,0, 1] un morphisme définissable. Si o < a~, alors on
remarque que Z,- C Z, si bien que @,-@o = @q- ce qui donne pp, = @ puisque YY,- = @.
Si @ > at, alors on remarque que

Gat * o =L ¢ (3.6)

ce qui donne @+ * o * p = L7+ % ¢ et donc ¢ * o, = L9 en utilisant 'associativité
et la commutativité du produit de convolution.
Justifions 1'égalité (3.6). Si a > a™, avec les propositions 3.13 et 3.6, on calcule

F(Pat * 0a) = F(Pat+)F (o)
=L L o
=L LT e
=FL " par)

et on utilise I'injectivité de la transformation de Fourier donnée par le théoreme 3.16. o

Remarque. Au passage, on a montré que

P * 05 = Lfdmax(a,,@)

En particulier, cette derniere égalité pour o = 8 implique que la fonction ¢, est une fonction
de Schwartz-Bruhat. Comme la somme et la différence de deux fonctions de Schwartz-Bruhat
est encore une fonction de Schwartz-Bruhat, la fonction v, en est aussi une.

Pmin(a,B)-
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Proposition 3.18. Soient ¢, ¢ € Sy (A[d,0,0])**P deux fonctions de Schwartz-Bruhat. Alors
leur produit de convolution ¢ * 1 est une fonction de Schwartz-Bruhat.

Démonstration. Notons a™(p) et a™(p) (respectivement o™ () et a™ (1)) les morphismes
définissables de la définition 3.15 pour la fonction ¢ (respectivement ). Pour tout morphisme
définissable 3 > max(a™ (), at(¢))), on trouve
(px ) *pp =@ * (¢ *pp)
= p* Lidﬁw
=L Ppxy
ce qui donne le second point de la définition 3.15.
Par ailleurs, pour tout morphisme définissable § < min(a™ (¢), @™ (1)), Paxiome (A3) du
théoreme 2.4 permet d’écrire
(P *P)pp = paty(P(2)Y(y) s (2 +9))
= Ha+y(P(2)Pa- (o) (@)D(Y) P () (W)ps(z + ).
Mais si € B(a™ (¢)) et y € B(a™ (¢)), alors « +y € B(8). Ceci permet d’écrire
Pa~ () ()Pa- () W)$8(T +¥) = Pa- () (T)Pa- (1) ()
et on obtient alors
(0% 9)@p = pa+y(P(2)Pa- (o) (X)) Pa- () (¥))
= praty(P(2)P(y)) = @ ¢

ce qui donne le premier point et conclut. o

Corollaire g.19. Soient ¢, v € #5(A[d,0,0])**P deux fonctions de Schwartz-Bruhat. Alors
leur produit @1 est une fonction de Schwartz-Bruhat.

Démonstration. Grace au théoreme 3.16, il existe deux fonctions ¢’, )’ € .Sy (Ald, 0, 0])**P

telles que ¢ = F(p) et ¥ = F(¢'). La proposition 3.13 donne alors o1 = F(¢" x1)’). Or la
proposition 3.18 assure que la fonction ¢’ * 1)’ est de Schwartz-Bruhat et le théoréme 3.16
dit donc que la fonction @1 l'est aussi. o

Proposition 3.20. Soit ¢ € .#5(A[d,0,0]) une fonction de Schwartz-Bruhat. On considére
les projections z,&: A[2d,0,0] — A[d,0,0] sur les premiéres et secondes d coordonnées.
Alors la fonction

Q/} = @E(x | 5) € =Sﬂ/\[d,O,O] (A[2d7 01 0])
est une fonction de Schwartz-Bruhat.
Démonstration. D’abord, elle a le méme support que la fonction ¢ : il suffit simplement de
multiplier par I'exponentiel E(z | £). On considére le morphisme §: A[1,0,0] — A[0,0, 1]
définie par 1’égalité

BN &, ..., &q) = max(a(N),—ord & + 1,...,—ord &y + 1).

Montrons que ¥ * g = L=984). On trouve

Y x op = flaty(Y(@)0p(y))

= oy (P(@)E(z | )pp(y)).
En effectuant le changement de variables z = = + y, on obtient
Vg = pz(p(z — YE( —y | s(y))
=E(z | Op:(o(z — »E(—y [ es(¥)).

Mais si ordy; = B(A, €) pour tout i € [1,d], alors ordy > —ord§; + 1 pour tout i € [1,d],
donc ord(—y | £) > 1 ce qui donne E(—y | £) = 1. Avec l'inégalité 5(A, &) = a(N), cela fournit

VYxpg =E(z | p(p(z — y)es(y))
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=E(z | e *¢s
=E(z | )L Py
=Ly

ce qui conclut. o

A partir de maintenant, on travaillera avec la notation intégrale, c’est-a-dire que, pour
toute fonction intégrable ¢ € € (X)**P, on posera

[ ota)do = i) € G({))°.
X

4. Intégrales motiviques oscillantes

Les résultats énoncés ici sont inspirés de article [6] concernant les intégrales p-adiques
oscillantes. Soit n > 1 un entier. On considere le sous-assignement définissable

A, ={x € h[1,0,0] | n|ordz et acz =1} C A[1,0,0]*.

Notation. Pour un corps K de Fieldg et un m-uplet z = (x1,..., 2, ) € K((¢)™, on définit
son ordre ord z comme la quantité min;¢;<m, ord z;.

4.1. Formule de la phase stationnaire motivique

Soit P un sous-assignement définissable et m,m’ > 0 deux entiers. Soient X C h[m, 0, 0]
et V.C h[m/,0,0] des sous-assignements ouverts définissables. Soit ¢ € .#p(P x X)®P une
fonction de Schwartz-Bruhat et g: P x X x V — h[1,0,0] un morphisme définissable. On
pose S := P x V x A,,. On considére le morphisme définissable

S x X — h[1,0,0],

¢ (pyv, A, ) — Ag(p, x,v).

Onnote m: Sx X — Px X et w': S x X — S les projections canoniques. On considére
enfin la fonction constructible motivique exponentielle

I, = m (7" (¢)E(q)) € €(S)™".
On note o™ et o~ les morphismes apparaissant dans la définition 3.15 pour la fonction ¢.
Théoréme 4.1 (formule de la phase stationnaire motivigue [7, Proposition 4.2]). Avec les

mémes notations, on suppose les trois points suivants :

(i) pour tous éléments p € P et v € V, le morphisme x € X — g(p, x,v) est de classe ¢!
et on note  — grad, g(p, x,v) € him,0,0] son gradient ;

(ii) il existe un morphisme définissable R: P x X x h[m,0,0] x V. — h[m,0, 0] tel que,
pour tous éléments p € P, x € X, y € h[m,0,0] et v € V avec z + y € X, on ait

9(p,r +y,v) = g(p,x,v) + (grad, g(p,z,v) | y) + (R(p, 2, y,v)y | y) ;

(iii) il existe deux morphismes définissables N, M: P — h[0,0, 1] tels que, pour tous
éléments p € P,z € X, y € him,0,0] et v € V avec ordz > o~ (p) et ordy > ot (p),
on ait

ord grad, g(p, z,v) < N(p) et ord R(p, x,y,v) = M(p).

Alors il existe un morphisme définissable A: P — h[0,0, 1] tel que
I,1p =1, avec B:={(p,v,\) € S|ord\>—A(p)— N(p)}.
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4.2. Formule exacte de la phase stationnaire motivique
On souhaiterait généraliser la proposition suivante issu du l'article [6].

Proposition 4.2 (/6, Proposition 1.2/). Soit K un corps valué localement compact de
caractéristique nulle et ¥: K* — C* un caractére additif trivial sur mg et non trivial
sur Ok que l'on prolonge & K par zéro. Notons dz la mesure de Haar sur le groupe additif K.
Soient X C K" un ouvert, p: X — K une fonction localement analytique et ¢: X — C une
fonction de Schwartz-Bruhat. On note {;},.; 'ensemble des points critiques de la fonction p
dans le support de la fonction ¢. On suppose que ces points critiques sont non dégénérés.
Alors il existe une racine huitiéme de 1'unité v € C telle que, pour tout élément A € (K*)*?
de valeur absolue assez grande, on ait

[ ow0p) s =7 3 eole)
X iel
avec ¢; = U(p(x;)) - |det Hess p(x;)| /2.

Pour cela, on aurait besoin d’un lemme de Morse motivique et les valeurs des analogue
des intégrales de Gauss dans le cas réel (cf. paragraphe suivant). Avec de tels résultats, on
serait en mesure de calculer l'intégrale I,. Donnons cependant les définitions nécessaires
et illustrons cela avec un cas particulier pour illustrer le résultat. Soient m > 0 un entier
et X C h[m,0,0] un sous-assignement ouvert définissable.

Définition 4.3. Soit f: X — h[1,0,0] un morphisme définissable de classe €. La matrice
hessienne du morphisme f est le morphisme définissable

X — My,
Hoss . Bf(w) - O f(@)
e
Oy f(x) -+ Ony f(2)
ol le sous-assignement .#,,, := h[m?,0,0] est vu comme le sous-assignement qui & chaque

corps K de Fieldy associe 'ensemble des matrices de taille m x m & coefficients dans K((¢)).

Soit ¢ € . (X) une fonction de Schwartz-Bruhat et g: X — h[1,0,0] un morphisme
définissable de classe €2. On considére le morphisme définissable

A x X — h[1,0,0],
(A, @) — Ag(z).

Onnote m: Ay x X — Ax X et ©': A, x X — A, les projections canoniques. On considére
enfin la fonction constructible motivique exponentielle

I, = (7" (p)E(q)) € € (An)™P.
Le résultat souhaité permettrait de calculer cette fonction I,.
Exemple (Un cas particulier). On suppose que le morphisme g peut s’écrire sous la forme

g(x) :g(mo)—&—a%%, x=(x1,...,Tm) €X

pour un élément a € h[1,0,0]*. Dans le cas général, une écriture similaire pourrait étre
obtenue avec un lemme de Morse. Avec la notation intégrale, on peut donc écrire

(V) = /X (@) E(Ng(2)) dz

:E(A'g(xo))Aw(x)E(aQ)\’x?) dz.
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Le changement de variables y = ax donne
(V) = E(Vg(a0)) [ 0@Bat)dy avee 0(y) =L~ (o).

La fonction 6 est encore une fonction de Schwartz-Bruhat. On note ™~ l'entier dans la
définition 3.15 pour la fonction 6. Alors
L) =E0Vg@) [ 0B dy,
ordy>a—
Pour pouvoir calculer cette intégrale, il faudrait calculer la transformée de Fourier de la
fonction y — E(\y?) pour un parameétre fixé X' € A, : cela ferait intervenir les sommes et

intégrales de Gauss. On utiliserait ensuite encore le transformée de Fourier ce qui permettrait
de conclure.

Il reste donc des résultats a trouver pour arriver a un tel résultat comme le lemme de
Morse motivique et un théoréme spectral motivique pour les matrices symétriques.

Comment calculer les intégrales de Gauss ?

On souhaiterait calculer des intégrales de la forme
[ mowt e wsper
ordy>a

pour un entier @ € Z et un élément A € h[1,0,0] \ {0}. Dans le cas p-adique, ces intégrales
sont connues [8, Sections V.1 & V.2]. D’abord, commengons par calculer les sommes de

Gauss sur le corps résiduel
g= [ elagd
h[0,1,0]

pour un élément a € Gy,. Dans le cas du corps fini Fp,, on peut les relier entre elles. Dans le
cas motivique, on souhaiterait avoir la relation
ga = (a)g (4-1)
ot le morphisme ¢: h[0,1,0] — h[0,0, 1] est défini par I’égalité
0 sin=20,
lk(n) =<1 sin#0 et ’élément 7 est un carré dans K,
—1 sin#0 et ’élément n n’est pas un carré dans K.

pour chaque point (£, K) de h[0,1,0]. Le morphisme ¢ est analogue du symbole de Legendre
sur les corps fini. Cependant, pour avoir la relation (4.1), il faudrait montrer que

. / (1 -+ €())e(an) dy (4.2)
R[0,1,0]

puis utiliser I'axiome (R4) et faire un changement de variables. Cette derniére égalité (4.2)
pourrait se justifier puisque

1+ lg(¢) = Card{n € K | n* = ¢}

Cependant, on ne peut pas évaluer les fonctions et la preuve de cette égalité, bien qu’intuitive,
est pour I'instant non établie. Par ailleurs, la valeur de l'intégrale g; n’est pas connue :
peut-on la calculer ?

Si la relation (4.1) ainsi qu’une relation similaire sur le corps valué est vérifiée, on serait
en mesure de calculer les intégrales de Gauss en utilisant les axiomes de base ainsi que la
transformation de Fourier. Avec le morphisme L: h[1,0,0] — h[0, 0, 1] défini par 1’égalité

0 sin=20,
lk(z) =41 sin##0 et 'élément x est un carré dans K((t)),

—1 sin#0 et ’élément x n’est pas un carré dans K((¢)).
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pour chaque point (z,K) de h[1,0,0], on pourrait énoncer le théoréme suivant.

Théoréme 4.4. Soient A € h[1,0,0]\ {0} un élément non nul et o € Z un entier. On considére
le sous-assignement définissable

B(a) :={z € h[1,0,0] | ord z > «a}.

Alors
L*Q

si ord A > —2aq,
LMV L L)L (g - 1) +1) —1
[ motas = UL LN ) ey
B(a) si ord A < —2a et ord X\ € 2N,
L(ordz\—l)/2

si ord A < —2a et ord A € 2N + 1.
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