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Anneaux de polynémes

Tous les anneaux considérés sont commutatifs et unitaire. Dans tout le chapitre, on fixe un tel
anneau R. On fixe également un entier n € N.

DEFINITION 1.1.  Une R-algébre est un anneau A muni d’une loi externe (¢, f) € Rx A——cf € A
vérifiant les points suivants :

1. pour tout f € A,ona lgf=f;

2. pour tous ¢j,co € Ret f€ Ajona (c1+c)f =cif +eaf;

3. pour tous c1,¢0 € Ret f1, fo € A, on a (c12)(f1f2) = (c1f1)(caf2).

Un morphisme de R-algebres entre deux R-algébres A et B est un morphisme d’anneaux u: A — B

tel que
Vee R, Vfe A, wulcf) = cu(f).

REMARQUES. — Pour toute R-algebre A, Papplication ¢ € A — ¢l 4 est un morphisme d’anneaux.
Réciproquement, pour tout morphisme d’anneaux u: A — B, 'application (f, g) — u(f)g munit
I’anneau B d’une structure de A-algebre.

— Une algebre sur un corps k est un espace vectoriel ot la multiplication est bilinéaire. Récipro-
quement, pour tout k-espace vectoriel A et toute application bilinéaire b: A x A — A, cet espace
vectoriel A est une k-algebre muni de la loi externe b.

— Pour tout ensemble E et toute R-algebre A, 'ensemble AF est une R-algebre muni de I’évaluation.

LEMME 1.2. 1l existe une R-algébre R[Xy,...,X,] muni de n éléments Xi, ..., X,, vérifiant la
propriété suivante : étant donnés une R-algebre A et f1,..., f, € A, il existe un unique morphisme
de R-algébres de R[X1,...,X,] dans A envoyant chaque élément X, sur chaque élément f;.

Preuve 11 suffit de procéder par récurrence sur l'entier n et de se rappeler la propriété universelle
de lalgebre R[X]. O

REMARQUES. — On peut montrer 'unicité de la R-algébre R[X7,...,X,] & isomorphisme pres.
Cette anneau est appelé 'anneau des polynémes a n variables sur R. Un mondéme de degré d € N
est un élément de la forme X fl - ~X7€f" avec d =dj + - -+ d,,. Les mondme forment alors une base
du R-module R[X;,...,X,].

— De plus, pour un corps infini k, 'application canonique k[X1,...,X,] — ZF(k™, k) est un
morphisme injectif de k-algebres.

DEFINITION 1.3. 1. Le degré (respectivement la valuation) d’un polyndéme F € R[Xq,..., X,] est
le plus grand (respectivement le plus petit) degré des termes non nuls apparaissant dans son écriture.
On les notes respectivement deg F' et val F.

2. Un polynéme F € R[X1,...,X,] est homogéne si deg F' = val F.

REMARQUES. — Le degré et la valuation vérifient des propriétés similaires au degré défini pour un
polynéme de R[X].

— Pour tout polynome homogene F € R[X;,..., X, 1], on pose F, = F(Xy,...,X,,1). Pour tout
polynéme F € R[X1,...,X,] de degré d € N, on pose

Fr= X F(X1/Xnt1s s X/ Xnt1)
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1.2. ANNEAUX FACTORIELS

qui est un polynéme homogene de R[X1,..., X,,+1]. Alors en considérant les bons polynomes, on a
(FGQ). = F.G., (FG)*=F*G*, F=(F%), et F=X"(F,)"

ot entier m € N est la valuation de F en X"F1.

> EXEMPLES. Illustrons ces notations. On considere le polynéme P := X2 + XY +Y? € R[X,Y].
Alors on obtient

P, :X2+X+1 = (X*j)(X*]Q) avec j: 621'71-/3
ce qui, avec la derniere propriété, permet d’écrire

P=(P) = (X —j)"(X - 55" = (X - jY)(X - j*Y).

DEFINITION 1.4, Le polynéme dérivé d'un polynoéme F := ag + - -- +aqX? € R[X] est le polynéme
d
F':=) kax X" € R[X].
k=1
On peut également le noter dF/dX.

o REMARQUES. — Soit A une R-algebre. Pour tous F € R[Xq,...,X,] et G1,...,G2 € A[X], on a

dG;
dX -

dF(Gy,...,G,) <~ dF
dx T4 dX;

=1

(G1,...,GR)

— Pour tout F' € R[X,Y], on dispose de la relation de Schwarz
@F  &F
dXdy dYydx’

— Soit k un corps de caractéristique p € N. Pour tout F € k[X,Y], tout N € N* et tout a,b € k,
on dispose de la formule de Taylor

k
FEZ$ Z (k> o F (a,b)(X —a) (Y —b) mod (X —a,X —b)V

k<N " itj=k i)dxtdy’

avec la condition N < p lorsque p > 0.

1.2 Anneaux factoriels

On suppose maintenant que I’anneau R est integre.
PROPOSITION 1.5 (division euclidienne). Soit F' € R[X] un polynome non nul de degré d € N* tel
que son coefficient dominant a € R soit inversible. Alors 'application composée
R[X]<q — R[X] — R[X]/{F)

est bijective.

Preuve L’injectivité de cette application est évidente. Montrons sa surjectivité. Soit G € R[X]
Tout d’abord, remarquons qu’il existe deux polynoémes Q, H € R[X] tels que G = FQ + H : il suffit
de prendre @ = 0 et H = G. Pour conclure, choisissons un tel polynéme H € R[X] de plus petit
degré r € N et montrer que r < d. Dans le cas contraire, en notant ¢ € R son coefficient dominant
et en posant Hy := H — ng*’"F, on obtient deg Hy < r et G = FQ1 + H; avec Q == Q + cX%"
ce qui est impossible. O

COROLLAIRE 1.6.  On reprend les mémes notations. Pour tout G € R[X], il existe un unique couple
de polynémes (Q, H) € R[X]? tel que

G=FQ+H et degH <d.
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1.2. ANNEAUX FACTORIELS

o REMARQUE. Soient k un corps et ai,...,a, € k. Alors on peut montrer, par récurrence, que
lidéal (X1 —ay,...,Xn —an) de k[X7, ..., X,] est maximal et qu’il existe un isomorphisme

k;[Xl,...,Xn]/<X1—al,...,Xn—an> ~ k.

DEFINITION 1.7.  Soit A un anneau intégre. Deux éléments f, g € A sont étrangers (respectivement
premiers entre eux) si, pour tout idéal (respectivement principal) I de A, ona f,ge [ =1 = A.

REMARQUES. — Deux éléments f,g € A sont étrangers si et seulement s’ils satisfont I'identité de
Bézout, i. e. il existe u,v € A tels que fu + gv = 1.
— Deux éléments sont premiers entre eux si et seulement si tout facteur commun est inversible.

— Deux polynémes de R[X] premiers entre eux n’ont aucune racine commune. La réciproque est
vrai sur un corps algébriquement clos.

DEFINITION 1.8. Soit A un anneau intégre.

1. Un élément p € A\ {0} est irréductible (respectivement premier) si I'idéal (p) de A est maximal
(respectivement premier).

2. L’anneau A est factoriel s’il existe une partie P C A telle que ’application

N® — (A\ {0})/4%,

(Vp)pep — Hpv”
p€eP

soit bijective. Une telle partie P est appelée un systéme de représentant d’irréductibles.

REMARQUE. On rappel que le lemme de Gauss est vérifié dans un anneau factoriel et que tout
anneau principal est factoriel.

DEFINITION 1.9.  Un polyndéme de R[X] est primitif si ses coefficients sont premiers entre eux.

REMARQUES. — Tout polynéme irréductible sur un corps k est irréductible sur un sous-corps de k.
— Un polynéme F € k[X1,...,X,] est irréductible si et seulement si le polynéme irréductible F*
est. Le méme est énoncé reste valable avec le polyndéme F, pour un polynéme F € k[X1,..., X;41]
qui n’est pas un multiple du monéme X, 1.

DEFINITION 1.10. Soit A un anneau intégre.

1. Un plus grand commun diviseurs (ou pged) de deux éléments f,g € R est un éléments d € R tel
que idéal (d) soit le plus petit idéal principal contenant 'idéal (f, g).

2. Un plus petit commun multiple (ou ppcm) de deux éléments f,g € R est un éléments d € R tel
que l'idéal (d) soit le plus grand idéal principal contenu 'idéal {f,g).

THEOREME 1.11. Soit R un anneau factoriel. Alors I’anneau R[X] est factoriel. De plus, les
irréductibles de R[X] sont les irréductibles de R et les polynémes irréductible de (Frac R)[X].

Preuve Notons K = Frac R le corps des fractions de R. Soient P et 2 des systémes de représenta-
tions d’irréductibles dans anneaux R et K[X]. On dispose alors de deux bijections

N® ~ (R\{0})/R* et N~ (K[X]\{0})/K[X]*.
Quitte a multiplier tout polynéme F € Q par un élément bien choisi de R, on peut toujours
supposer que ce polynéme F est un polynéme primitif de R[X]. On obtient alors
NEU2) ~ (RIX]\ {0})/RIX]*.

En effet, soit ' € R[X]. Alors on peut I'écrire de maniere unique sous la forme a [] ;" avec F; € 2
et a € K*. On peut supposer que les polynéme F; sont primitifs. Dans ce cas, il vient que a € R. 11
suffit d’alors de décomposé I’élément a en produit d’éléments irréductibles de 2 et on a fini. O

REMARQUE. Soit R un anneau factoriel.
— L’anneau R[X7,...,X,] est factoriel.
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1.3. RESULTANT

— Deux polyndmes de R[X] premiers entre eux le sont dans (Frac R)[X]. La réciproque est vrai
pour deux polynomes primitifs de R[X].

— Un polynoéme de R[X] est non constant et irréductible sur R si et seulement s’il est primitif et
irréductible sur Frac R.

— On rappel le critére d’Eisenstein : un polyndme primitif ag X< + - - - + ag € R[X] est irréductible
si et seulement s’il existe un idéal premier p de R tel que
ag &P, aq_1,...,a0 €P et ag ¢ p>.

Par exemple, ce critére assure que le polynéme X7 + X4Y2 +Y € R[X, Y] est irréductible sur R
en prenant R := R[Y] et p == (V).

Résultant

On fixe un anneau inteégre R dont on note K := Frac R le corps des fractions. Soient F, G € R[X]
deux polyndémes de degrés respectifs d,e € N tels que d + e > 0.

DEFINITION 1.12. Le résultant des polynémes F et G est le déterminant dans les bases canoniques,
noté Res(F, G), de 'application de Sylvester

R[X]ce ® R[X]<cq — R[X]<eqas
(U, V) —s UF + VG.

En éerivant F = 3¢ ap X"* et G = 36_ b X", en évaluant application de Sylvester sur la
base canonique, ce déterminant vaut simplement

ad PR P a/o 0 PRI 0
0

0

0 0 a a

Res(F,G) = b, bs 0 00
0

: . . .0

0 -+ 0 by -+ - by

PRrROPOSITION 1.13. 1l existe deux polynémes U € R[X|.. et V € R[X].q tels que

Res(F,G) =UF + VG.
Preuve Ceci est une conséquence de la formule de Laplace. Notons M € A, 4(R) la matrice de
l'application de Sylvester. Alors il existe une matrice M* € #.q(R) tel que MM* = (det M)I.1q4.

Par conséquent, pour tout w € R*t?, il existe un vecteur v € Rt tel que Mv = (det M)w : il
suffit de prendre v = M™*v. Le cas w = 1 donne le résultat. O

REMARQUE. Le résultant Res(F, G) est alors un élément de l'intersection (F,G) N R.

PROPOSITION 1.14. Le résultant Res(F, G) est nul si et seulement s’il existe deux polynémes non
nuls U € R[X|<. et V € R[X]<q tels que

UF+VG=0.

Preuve Remarquons que le résultant est nul si et seulement si I’application de Sylvester n’est
pas injective, 7. e. il existe deux polyndmes non tous nuls U € R[X]<. et V € R[X]<q tels que
UF + VG =0. Sion avait V = 0, alors on aurait UF = 0, donc F' = 0 ce qui est impossible. [

COROLLAIRE 1.15. On suppose que 'anneau R est factoriel. Alors le résultant Res(F, G) n’est pas
nul si et seulement si les polyndémes F' et G sont premiers entre eux dans K[X].
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1.4. BASES DE GROBNER

Preuve On montre la contraposée dans les deux sens.

= On suppose qu'ils ne sont pas premiers entre eux dans K[X]. Alors on peut les écrire sous la
forme F'= —VH et G = UH dans R[X] avec deg H > 0. Alors 0 < degU < eet 0 < degV < d. De
plus, comme (UF + VG)H = GF — FG =0 et H # 0, on obtient UF + VG = 0 ou les polynomes
U et V ne sont pas tous les deux nuls. On en déduit que 'application de Sylvester n’est pas injective.
En particulier, elle n’est pas bijective et son déterminant Res(F, G) est nul.

<= Réciproquement, on suppose que Res(F,G) = 0. Alors il existe deux polynémes U € R[X].
et V € R[X]|<q4 non tous nuls tels que UF + VG = 0. Alors —UF = VG, donc F | VG. Si les
polynomes F' et G sont premiers entre eux dans K[X], alors le lemme de Gauss assure F' | V' dans
K[X], donc d < deg V' ce qui est impossible. Donc ils ne sont pas premiers entre eux dans K[X]. O

LEMME 1.16. Soit o € R. Alors
Res((X — a)F,G) = G(a) Res(F, G).
Preuve On remarque que Res(X F,G) = G(0) Res(F, G) et il suffit de faire une translation. O

REMARQUE. On écrit F'=a ngl(X — ;). Une simple récurrence montre alors

d
Res(F,G) = a° H G(oy).

De plus, on écrit G = b[];_;(X — ;). De la relation précédente, on en déduit

d e
Res(F,G) = ab* [T [[ (e — B)-

i=1j=1

PROPOSITION 1.17.  Soient Gy, Gs,Q, H € R[X] quatre polyndmes tels que G = G1G2 = FQ + H.
On note f :=deg H et a € R le coefficient dominant de F. Alors

Res(F,G) = Res(F,G1) Res(F,G3) et Res(F,G) = a®/ Res(F, H).
Preuve Quitte se placer dans une extension algébriquement clos de R, on peut écrire
d
F=a H(X — ;).
i=1
On note e; := deg G et ey := deg G5. D’apres la remarque précédente, on obtient

d d d
Res(F,G) = a° HG(aZ—) =a HGl(aZ—) X a®? HGg(ai) = Res(F,G1) Res(F, G3)

i=1 i=1 i=1
et
d o d
Res(F,G) = a° H G(a;) = a*Tal HH(ozi) =a°/ Res(F, H). O
i=1 i=1
Bases de Grobner
On fixe un corps k et un entier n € N*. Pour un n-uplet i := (41,...,4,) € N™, on notera

X=Xt X e k[Xy, ..., Xn] et il =i+ i

L’élément neutre du groupe additif N” sera également noté 0.

DEFINITION 1.18. Un ordre total additif sur N™ est une relation < vérifiant
1. pour tous¢,j e N?", onai < jouj<i;

2. pour tous 4,7 € N™,sii < jet 7 <1, alorsi=j;

3. pour tous 4,7, e N", sii < jetj<k,alorsi <k;

4. pour tous ¢,7,k € N, sii < j,alorst+ k< j+k;
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1.4. BASES DE GROBNER

5. pour tout ¢ € N™, on a 0 < 4.
Une telle relation induit un ordre total multiplicatif sur les ménomes de k[X71, ..., X,] en posant
Xi<X = i<y, i,j € N™.

REMARQUE. On peut montre qu'un ordre total additif est un bon ordre : toute partie non vide
possede un plus petit élément. On pourra alors procéder par récurrence.

DEFINITION 1.19. On consideére les ordres sur N™ déclarant ¢ < j pour deux éléments 4, € N™ si
— ordre lexicographique ou lex : le premier terme non nul de j — ¢ est positif;

— ordre lexicographique inverse ou invlex : le dernier terme non nul de j — i est positif;

— ordre lexicographique gradué ou deglex : |i| < |j| ou, si |é| = |j], alors le premier terme non nul de
Jj — 1 est positif;

— ordre lexicographique inverse gradué ou degrevlex : |i| < |j| ou, si |i| = |j], alors le dernier terme
non nul de j — ¢ est négatif.

EXEMPLE. Rangons les ménomes X, XZ, Y et Y2 dans k[X,Y, Z] pour ces quatre ordres :
~lex: XZ>X>Y?>Y;

—invlex : XZ>Y?2>Y > X;

—deglex: XZ >Y?2>X>Y;

— degrevlex : Y2 > XZ > X > Z.

On fixe maintenant un ordre total additif sur N".

DEFINITION 1.20. Pour un polynéme F € k[X1,..., X,] non nuls, on pose
- M(F) € k[X1,...,X,] le monéme d’ordre maximal de F', appelé le monome dominant;
— T(F) € k[X1,...,Xy] le terme d’ordre maximal de F', appelé le terme dominant;

— ¢(F) € k le coefficient d’ordre maximal de F, appelé le coefficient dominant.
Par convention, on pose M(0) = T(0) = ¢(0) = 0.

REMARQUE. Pour tous polynémes F,G € k[X;,...,X,], on a
M(F)=0 <= F=0,
M(F)=1 <= degF =0,
M(FG) = M(F) M(G),
M(F + G) < max(M(F),M(G))
ou la derniere inégalité est une égalité lorsque M(F') = M(G).

DEFINITION 1.21. Soient F,G, H € k[X1,...,X,]. On dit que le polyndme F se réduit en une
étape en H modulo G ¢l existe Q € k[X1,...,X,] tel que F = CQ + H. On note alors F —¢— H.

Soit S :={G41,...,G,} une partie finie de k[X7,..., X,]. On dit que le polynéme F' se réduit en
H modulo S ¢'ils existe Hy, ..., H.—1 € k[X1,...,X,] tels que

F —ci— H1 —Gog—p +++ —Gp_1— Hr—l —Ger— H.

On note alors F' —s—, H.
On dit que le polynéme H est une forme normal de F' modulo S si F —s— H et il n’est pas
réductible en une étape modulo un élément de S.

REMARQUE. — Le polynéme H est une forme normale modulo S si et seulement si aucun terme
non nul n’est multiple d'un terme M(G) avec G € S. Ainsi les formes normales module S forment
un sous-espace vectoriel de k[X71,..., X,].

— Il existe toujours une forme normal H pour un polynéme F' et on peut écrire ce dernier sous la
forme

F:iGiQH-H

i=1
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1.4. BASES DE GROBNER

pour des éléments G; € S et Q; € k[X1,...,X,] vérifiant M(G;Q;) < M(F).
— Dans le cas particulier n = 1, la forme normale du polynoéme F' par rapport a un singleton {G}
avec G € k[X1,...,X,] est le reste de la division euclidien de F' par G.

EXEMPLE. On considere I’ensemble S = {Y2 -1, XY — 1} et ordre lex. Trouvons une forme
normale du polynéme P := X2Y + XY? + Y2 modulo S. On obtient
P=XXY-1)+XY?+X +V?
=XXY -D)+Y(XY -1)+X+Y?+Y
=XXY -D)+Y(XY -+ (Y’ -1+ X +Y +1
ce qui montre P —s—, X +Y + 1.

NOTATION. Pour une partie S C k[Xy,...,X,], on note
M(S) == {M(F) | F € S}.

DEFINITION 1.22. Une base (respectivement base de Grobner) pour un idéal I de k[X1, ..., X,]
est une partie S C I telle que

(S)y=1 (respectivement (M(S)) = (M(I))).

REMARQUES. — Une partie S C I est une base de Grobner pour [ si et seulement si
VFel, 3G e S, M(G) | M(F).

— On peut montrer que toute partie d'un idéal I contenant une base est elle méme une base pour I
et que tout base pour I contient une base finie pour I. Ainsi il existe des bases finies pour I. Les
mémes énoncés sont également vérifiés pour des bases de Grobner.

LEMME 1.23. Soit S une base de Grébner pour un idéal I. Alors c¢’est une base pour 1.

REMARQUE. On peut donc parler d'une base de Grébner sans mentionner 1’idéal.

Preuve L’inclusion (S) C I est évidente. Réciproquement, soit F' € I un polynoéme non nul. Gréace
a la remarque précédente, il existe un polynéme G € S tel que M(G) | M(F'). On peut donc trouver
un polynéme M € k[Xq,...,X,] tel que T(F) = M T(G). On obtient alors
F=MT(G) + (F — T(F))
=MG+H avec H:=-M(G-T(G))+ (F—T(F))
avec M(H) < M(F). On peut raisonner par récurrence et, puisque H = F — MG € I, on a H € (S)
et donc F' € (S). Cela termine la preuve. O

THEOREME 1.24. Soit S une base de Grobuner. Alors tout polyndome F € k[X7, ..., X,] admet une
unique forme normale H modulo S et celle-ci ne dépend que de F modulo S. Ce polynéme H est
appelée le reste de F' modulo S.

Preuve Soient Fy, F» € k[X7,...,X,] deux polynémes tels que F} = F5 mod S. Soient Hy et Ho
deux formes normales pour F; et Fy. Alors

Fi=H; modS et F,=H; modS,

donc H := H; — H, =0 mod S. Ceci implique H € (S). Comme S est une base de Grébner, il
existe G € S tel que M(G) | M(H). Alors H est nécessairement une forme normale modulo S
puisque celles-ci forment un espace vectoriel. Cela implique H = 0, donc H; = H» O

REMARQUES. — Pour toute base de Grébner S, le reste d’un polynéme modulo S ne dépend que
de 'idéal (S).

— Pour un idéal I, I’application quotient induit un isomorphisme entre le sous-espace vectoriel des
formes normales et le quotient k[X7, ..., X,]/I.

— Pour un idéal I, les conditions suivantes sont équivalentes :
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1.4. BASES DE GROBNER

(i) on a dimk[Xy,..., X,]/T < +oo;

(ii) il existe un entier N € N tel que (X1,...,X,)Y < (M(I));

(iif) pour tout i € [1,n], il existe un entier N; € N tel que X;'* C (M(I));
(

iv) pour tout ¢ € [1,7n] et toute base de Grobner S pour I, il existe un polynéme G; € S et un
entier N; € N tel que M(G;) = X1V,
DEFINITION 1.25.  Le S-polynéme de deux polynémes G, H € k[X1, ..., X,] est le polynome
M(G) v M(H) M(G) v M(H)

S(GH) = = G gy H € kXL X

REMARQUE. On a M(S(G, H)) < M(G) vV M(H).

THEOREME 1.26 (Buschberger). Une partie S C k[X1,...,X,] est une base de Grobner si et
seulement si

VG, H €S, S(G,H)—s—, 0.

Preuve Le sens direct résulte du théoréme précédent puisque puisque S(G,H) =0 mod S pour
tous G, H € S. Réciproquement, on suppose
VG,H e S, S(G,H)-s—,0.

Montrons que, si F = Zizl H; Gy avec Gy, € S, alors M(F) € (M(5)). 1l suffit de montrer qu’il
existe une telle écriture de F' et d'un entier k € [1,d] tels que My := M(H,G)) = M(F'). En effet,
on aura alors M(F) € (M(S)). Pour cela, on va méme montrer que l'on peut trouver une telle

écriture avec M(F) = M = max (M, ..., My) ce qui conclura la preuve. Puisque
F= Y T(H)Gr— Y (H,—T(H))Gr+ » HiGr,
M=M M=M Mp<M

il suffit, par récurrence, de considérer la premiére somme. On peut donc supposer que
(i) les polyndmes Hy, se réduisent a un seul terme,

(ii) la quantité M(Hy) M(Gx) = M ne dépend pas de entier k € [1,d].

On suppose M(F') < M. Montrons que

d—1 7 M
F= Z(Z“Hl‘@)) M(G,) v M(Gj+1)S(Gj’ G

j=1 i=1

Puisque M(F) < M = M(HGy,) pour k € [1,d] et F = Y 4_, H.G, on a S ¢_, c(HpGy) = 0.
Pour tout k € [1,d], on écrit Gy = ¢(Gx)G), et Hi = c(Hy)H},. On obtient alors

d—1 j d—1 d—1
(D0 e(H.G) ) (H} G H}1 G0 = D e(HiG) Y (H)G) — H} 1 Go)
j=1 i=1 i=1 j=i
d—1

c(H;G:)(H[G} — HyGy)

T
[

=1

Identifions les termes du membre de gauche. Pour tout j € [1,d], 'hypothése (ii) assure

I N — 1 )
HjG; = M(H))G; = 35555 = 17y &

Utilisons notre hypothese de départ. Pour tout j € [1,d — 1], on a S(G;,Gj4+1) —s—4 0, donc on
peut écrire le S-polynoéme sous la forme

d
S(Gj,Gi41) = Y QikGr avec M(Q;xGr) < M(S(Gj,Gj11)) < M(G5) VM(Gj11).
k=1
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1.4. BASES DE GROBNER

Alors en posant

K= S (Settnan) ke
j=1 i=1 M(Gj) \/M(Gj+1)
on obtient
d d d—1 j
MQjk
Kka = C(Hz'Gi) I Gk
k=1 ;;(; )M(Gj) vV M(Gj1)
-1 j
= C HiGi 32 —J
j_l(; ( )) M(G;) vV M(Gj41)
d-1 j
G; Gyt
= c(H;G; M< i et )
j_1(¢§_; ( )) T(G;)  T(Gj4)
1
= (S H,G))(H!G;, - H, .G ,)=F.
= ZC( iGi) ) ( 345 j+1 j+1)— .
j=1 i=1
Comme M(K,G}) < M pour tout k € [1,d], on conclut par récurrence sur le monéme M. O

ALGORITHME DE BUSCHBERGER. Avec le théoréme, on peut en déduire un algorithme simple
pour construire une base de Grébner pour un idéal I C k[X7, ..., X,]. Le voici.

Entrée : un idéal I C k[X,...,X,]
Sortie : une base de Grobner S pour l'idéal I
S+——F
Répéter
S — S
Pour tous éléments distincts F,G € S’
Calculer le reste H de S(F,G) modulo G
SiH#0
| S«— Su{H}
Tant que S = 5’
Retourner S

> EXEMPLE. Cherche une base de Grébner pour I'idéal I := (XY — 1,Y?2 — 1) pour I'ordre lexico-
graphique. On calcule le S-polynéme

S(XY —1L,Y?-1)=Y(XY -1) - XY?-1)=X Y.
Puisque X — Y est une forme normal, la partie {XY — 1,Y? — 1} n’est pas une base de Grobner.
On calcule alors les deux autres S-polynémes

S(XY - 1,X-Y)=XY -1)-Y(X-Y)=Y?~-1-—,0,
SY? -1, X -Y)=X{Y?’-D+Y*X-YV)=Y? - X=X(Y?-1) —, 0.
On voit ainsi que le partie {XY —1,Y? — 1, X — Y} est une base de Grébner. Enfin, puisque
XY -1=Y(X-Y)+Y?*-1—Y?-1-—0
et qu’on ne peut pas faire mieux, la partie {Y? — 1, X — Y} est une base de Grébner réduite.
PROPOSITION 1.27. Soient S un base de Grober pour idéal I C k[Xq,...,X,] pour ordre

lexicographique inverse. Soit m < n un entier. Alors la partie S N k[X1,..., X,,] est une base de
Grobner pour Uidéal I NEk[ Xy, ..., X

Preuve Soit F' € INk[X4,...,X,,]. Puisque F' € I et que S est une base de Grober pour 1, il existe
G € S tel que M(G) | M(F). Or M(F) € k[X1,...,X], donc M(G) € k[X,...,X,,]. Pour Pordre
lexicographique inverse, cela implique G € S Nk[X1,..., X;]. On obtient alors FF = M(G)Q + H
dans k[X,...,X,,] avec M(H) < M(H) et on conclut par récurrence. O

o REMARQUE. La partie S Nk[X1,...,X,,] est méme une base pour l'idéal I Nk[X1,...,X,].
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Dans tout ce chapitre, on fixe un corps infini k£ et deux entiers naturels m et n.

Zéros de polynéme

DEFINITION 2.1. L’espace affine de dimension n sur k est 'ensemble A" (k) := k™. Le lieu d’annu-
lation d’une partie S C k[X71, ..., X,,] est 'ensemble

V(S) = {P € A"(k) | VF € S, F(P) =0}.

On écrira V(Fy,..., F.) = V{Fi,..., F}) pour des éléments F,..., F € k[Xy,...,X,]. La
notation A™(k) a plusieurs avantages par rapport & k™ : d’une part, cela permet d’oublier la structure
algébrique ou topologique de k™ ; d’autre part, tout ce qu’on va développer va fonction pour ’espace
projectif P"(k).

PROPOSITION 2.2. 1. Ona V(1) =0 et V(0) = A" (k)
2. Soit (Sx)xea une famille de parties de k[X1, ..., X,]. Alors Naea V(Sx) = V(Uxrea SH)-
3. Soient S,T C k[X1,...,X,]. Alors V(S)UV(T) =V(ST). Si S C T, alors V(T') C V(S).

Preuve Les démonstrations de ces énoncés sont assez faciles. O

REMARQUE. On peut méme montrer que, pour tout polynéme F € k[Xq,...,X,], on a
V(F)=A"k) < F=0

PROPOSITION 2.3. Soient F,G € k[X,Y] deux polynoémes premiers entre eux. Alors leur lieu
d’annulation V(F, G) est fini.

Preuve Notons V := V(F, G). Puisque les polynomes F et G sont premiers entre eux dans k[X, Y],
ils le sont dans I’anneau principal k(X )[Y]. On peut donc appliquer le théoréme de Bézout : il existe
deux éléments A, B € k(X)[Y] tels que AF+ BG = 1. Autrement dit, on peut trouver un polynoéme
non nul R € k[X] et deux polynémes A, B € k[X,Y] tels que AF' + BG = R. Soit P = (a,b) € V.
L’égalité précédente permet d’écrire R(a) = A(P)F(P)+ B(P)G(P) = 0, donc a € V(R). Ceci
montre I'inclusion V C V(R) x A!(k) olt 'ensemble V(R) est fini puisque R # 0. De méme, on peut
trouver un polyndéme non nul S € k[Y] vérifiant V' C Al(k) x V(S). Tout cela permet de conclure
que lensemble V' C V(R) x V(S) est fini. O

EXEMPLE. Cherchons 'intersection de deux coniques d’équations
X?42Y?-3=0 et X°+XY+Y?>-3=0

dans le plan réel. En retranchant une égalité & l'autre, on peut la remplacer par Y(X —Y) =0 et

on trouve
Y:O’ AX—)/:O7
2 ou 2
X“-3=0 S(X—l):0.

Les deux coniques s’intersectent alors en quatre points qui sont (£+/3,0) et (£1,+1).
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2.2

2.2. ENSEMBLES ALGEBRIQUE AFFINE

EXERCICE 2.1. Soient f,g € k[T]. On pose
S={(f(t),g(t)) |t €k} C A*(k) et F :=Resr(f(T)-X,9(T)-Y)€k[X,Y].

Montrer que S C V(F) avec égalité si le corps k est algébriquement clos et la partie S n’est pas
réduite & un point.

> Soit ¢ € k. Montrons que (f(t),g(t)) € V(F). Les polynémes f(T) — f(t) et g(T) — f(t) de k[T
ont une racine commune ¢ et la remarque de la page 5 assure que leur résultant F'(f(t), g(t)) est
nul, donc (f(t),g(t)) € V(F'). On peut alors conclure I'inclusion S C V(F').

Supposons maintenant que le corps k est algébriquement clos et la partie S n’est pas réduite a
un point. Soit (z,y) € V(F). Alors F(x,y) = Resp(f(T) — z,9(T) —y) = 0.

On suppose que les polynémes f et g ne sont pas constants. L’hypothese de cloture algébrique
combinée & cette méme remarque nous assure alors que les polynémes f(T) — z et g(T) — y ont
une racine commune ¢ € k. On obtient donc (z,y) = (f(¢),g(t)) € S.

On suppose désormais que le polynéme f est constant, 'autre cas se traitant de la méme maniere.
On écrit f = fy € k Alors F(z,y) = (fo—x)¢ avec e := deg G. Comme F(z,y) = 0,onax = fj. Par
ailleurs, la partie S = {(fo,9(t)) | t € k} n’est pas réduite & un point, donc le polynéme g(7') n’est
pas constant et il en va de méme pour le polynéme ¢g(T') — y. En réutilisant 'hypothese de cléture,
ce dernier admet une racine t € k. Alors x = fo = f(t) et cela donne (z,y) = (f(t),g(t)) € k.

PROPOSITION 2.4. Soit I C k[X7y,...,X,] un idéal tel que le quotient k[X1,...,X,]/I soit (de
dimension) fini. Alors I'ensemble V(I) est fini.

Preuve On suppose que le quotient est de dimension d € N. Pour chaque indice i € [1,n], cela

signifie que la famille (1,X,,... ,Xfl) est linéairement dépendantes modulo I, c’est-a-dire qu’il
existe un polynéme nono nul F; € k[X;] tel que F € I. Comme chaque polynéme F; n’est pas nul,
lensemble V(I) C V(Fy,...,F,) =V(Fy) x -+ x V(F},) est fini. O

Ensembles algébrique affine

DEFINITION 2.5. Une partie V C A™(k) est algébrique 8'il existe une partie S C k[X1, ..., X,] tel
que V = V(S). De plus, une partie V' C A™(k) est une hypersurface de degré d € N* §'il existe un
polynéme F € k[X1,...,X,] de degré d tel que V = V(F).

VOCABULAIRE. Lorsque V = V(F), on dit que la partie V' a pour équation F = 0.

REMARQUES. — Les ensembles A" (k) et () sont algébriques, toute partie finie est algébriques.

— D’apres la proposition 2.2, toute intersection et toute union finie de sous-ensembles algébrique
sont encore des sous-ensembles algébriques.

— Les sous-ensembles algébriques de A'(k) sont les ensembles finis ou la droite elle-méme.

PROPOSITION 2.6. Soient V' C A™(k) et W C A™(k) deux sous-ensembles algébriques. Alors leur
produit V x W C A™t™ (k) est encore un sous-ensemble algébrique.

Preuve 11 suffit de « décaler » les variables des polynomes. ]

REMARQUE. — Une partie H C A" (k) est un hyperplan de du k-espace vectoriel k™ si et seulement
si c’est une hypersurface de degré un.

— Par conséquent, on peut en déduire qu’une partie non vide E C A™(k) est un sous-espace affine
si et seulement si on peut I’écrire sous la forme E = V(S) pour une partie S de polynémes de degré
un.

PROPOSITION 2.7. 1. Soit L C A™(k) une droite affine et V' C A™(k) un sous-ensemble algébrique
ne contenant pas L. Alors I'intersection L NV est finie ou égale a L.
2. Soit C une courbe affine plane d’équation F' = 0 pour un polyndme irréductible F' € k[X,Y].
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2.3

2.3. FONCTIONS POLYNOMIALES

Soit V' C A2%(k) un sous-ensemble algébrique du plan ne contenant pas C. Alors I'intersection C' NV
est fini.

Preuve 1. Comme le sous-ensemble V' est une intersection d’hypersurface, on peut supposer que
c’est une hypersurface d’équation F' = 0. De plus, on peut écrire la droite L comme I'image d’une
application affine
o, |21 — An(0),

' tl—)(a1t+51,...,ant+ﬁn).

Posons

G = F(O[lT-l-Bh. . ,OZnT-i-Bn) € k[T]
Alors LNV = ®&(V(G)). Comme le polynéme n’a qu’une seule variable, le partie V(G) C Al(k) est
soit fini, soit égal & Al(k). On en déduit que I'intersection L NV est finie ou égale & L.
2. De méme, on peut supposer que le sous-ensemble V' est une courbe affine plane d’équation G = 0.
Avec la proposition 2.2, on obtient alors C NV = V(F,G). Raisonnons par l'absurde et supposons
que cette intersection soit infini. Dans ce cas, la proposition 2.3 assure que les polynémes F et G
ne sont pas premiers entre eux. Comme F' est irréductible, cela signifie F' | G conduisant & avoir

C=V(F)cV(G) =V

ce qui est exclu par notre hypothese. Ainsi I'intersection C' NV est finie. O

EXERCICE 2.2. Soient V,W € A"(k) deux sous-ensembles algébriques et L C A™(k) une droite.
On suppose LC VNW. Alors LCV ou L CW.

Fonctions polynomiales

DEFINITION 2.8. Soit V' C A"(k) un ensemble algébrique. Une fonction f: V — V §’il existe un
polyndéme F € k[X,..., X,] tel que, pour tout point P € V, on ait f(P) = F(P). On note k[V]
I’ensemble des fonctions polynomiales sur V.

Plus généralement, une application entre deux sous-ensembles algébriques W et V est polynomiale
si ses composantes le sont. On note Hom (W, V') 'ensemble des fonctions polynomiales de W dans V.

REMARQUES. — Soit V' C A™(k) un ensemble algébrique. Les fonctions coordonnées

xi: (a1,...,an) EVi— a; €k
sont polynomiales.
— Soit W,V C A"™(k) deux ensembles algébriques tels que W C V. L’inclusion W «—— V est
polynomiale. En particulier, I'identité Idy est une application polynomiale.
— Soient V et W deux ensembles algébriques. Les projections V x W — Vet V x W — W sont
polynomiales.
— On peut montrer qu'une application W — V est polynomiale si et seulement si elle se prolonge
en une application polynomiale A™(k) — A™(k). En effet, la réciproque est évidente puisque la
restriction d’une application polynomiale est encore polynomiale. Directement, il suffit de prolonger
l'application & tout A™ (k) et on peut le faire car les composantes F; € k[X1, ..., X,,] de Papplication
considérée W — V peuvent se prolonger en des fonctions A™ (k) — k.
— Pour tout point P € A"(k), on a k[{P}] = k.

PROPOSITION 2.9. Le composée de deux applications polynomiales est polynomiale.

Preuve Considérons deux applications polynomiales ¢: Z — W et ¢: W — V. Montrons que la
composée ¢ o1 est polynomiale. D’apres la remarque précédente, ces deux applications se prolongent
en des applications polynomiales ¥: A"(k) — A™(k) et ®: A™(k) — A"(k). Comme ® o U
prolonge ¢ o), il suffit de montrer qu’elle est polynomiale. Comme cette derniére propriété se vérifie

sur les composantes, il suffit de vérifier que, pour tout F' € k[X1,..., X,,], la composée F o U est

polynomiale. En notant Gy, ...,G,, € k[X1,...,X,] les composantes de ¥, on a
FoVU=F(Gy,...,Gpn),

donc la composée F o ¥ est bien polynomiale. O
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2.4. TOPOLOGIE DE ZARISKI

¢ REMARQUE. L’image réciproque d’une hypersurface pour une application polynomiale est soit

2.4

vide, soit une hypersurface. Ainsi I'image réciproque d’un ensemble algébrique par une application
polynomiale est algébrique.

DEFINITION 2.10. Une application polynomiale est un isomorphisme si elle est bijective et sa
réciproque est polynomiale. Deux ensembles algébriques sont isomorphes s’il existe un isomorphisme
entre eux. Une application entre deux ensembles algébriques est une immersion fermée si c’est las
composée d’un isomorphisme et d’une inclusion d’un sous-ensemble algébrique.

EXEMPLES. — Deux courbes isomorphes n’ont pas nécessairement le méme degré : on pensera aux
courbes d’équation Y = 0 et Y = X2 sur R. En effet, les applications
V(Y =0) — V(Y = X?), V(Y = X?) — V(Y =0),
(z,y) — (JL‘,x2) (:my) — (,0)

sont polynomiales et réciproques 'une de I'autre.

— Une application polynomiale bijective n’est pas nécessairement un isomorphisme. On pourra
considérer la projection sur I’axe des abscisses de la courbe d’équation Y2 = X3,

PROPOSITION 2.11. Soient V' et W deux ensembles algébriques et ' C V x W. Soit m: I' — V
la composée de l'inclusion I' — V x W et de la premiere projection V- x W — V. Alors les
propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Vensemble I" est un le graphe d’une application polynomiale ;
(ii) il est algébrique et 'application 7 est un isomorphisme.

Preuve Par définition, I’ensemble I" est le graphe d’une application ¢: V' — W si et seulement si
I'application 7 est bijective. Dans ce cas, 'application ¢ est la composée de la réciproque 7!, de
Iinclusion I' — V' x W et de la projectif V. x W — W de telle sorte que le diagramme suivant
commute.

——VxW

Pl

v — ow

En particulier, si m est un isomorphes d’ensemble algébriques, alors ¢ est polynomiale comme
la composée d’applications polynomiales. Réciproquement, on suppose que ’application ¢ est
polynomiale dont les composantes sont induites pour des polynomes Fi, ..., F,, € k[X1,..., X,].
Alors T est algébrique puisque

D=V xW)NV(Xns1— Fiy oo, Xoom — o)

Les composantes de I'application 7—! sont induites par les polynémes X1, ..., X, F1, ..., Fyn, donc
elle est polynomiale. Finalement, ’application 7 est un isomorphisme ce qui conclut la preuve. [J

Topologie de Zariski

DEFINITION 2.12. La topologie de Zariski sur un ensemble algébrique V est la topologie pour
laquelle les fermés sont les sous-ensembles algébriques de V. L’adhérence d’une partie A C V' pour
cette topologie est appelée la fermeture algébrique de A dans V.

Dans la suite, on considérera toujours la topologie de Zariski. Ainsi une fonction continue, par
exemple, sera continue pour les topologies de Zariski.

PROPOSITION 2.13.  Soient V' C A™(k) et W C A™ (k) deux sous-ensembles algébriques. Alors les
projections V. x W — V et V. x W — W sont ouvertes.
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Preuve Par symétrie, il suffit de la montrer pour la premiere projection p: V. xW — V. Remarquons
quon a V x W C A"*™ (k). Pour Q = (b1,...,by) € A™(k) et F € k[X1,..., X, 1m], on pose
g = F(Xl,...,Xn,bh...,bm) S ]{?[Xl,...,Xn].
Soit U C V x W un ouvert. Son complémentaire Z dans V' x W est un fermé, donc il existe une
partie S C k[X1,..., Xnim] telle que Z = V(S). Montrons que le complémentaire de p(U) dans W
est un sous-ensemble algébrique ce qui terminera la preuve. Pour tout point P € V, on a
P¢plU) <= VQeW, (PQ)¢U
— vYQeW, (P,Q)cZ
= VQeW,VFeS, Fg(P)=0.
Ainsi le complémentaire de p(U) dans W est 'ensemble algébrique V N'V(T') ou on a définie T'
comme P'ensemble des polynoémes Fg € k[X,...,X,] avec F € Set Q € W. O

COROLLAIRE 2.14. Sin > 1, alors tout ouvert non vide de A™(k) est infini.

Preuve 11 suffit de procéder par récurrence : on utilise la proposition précédente et le fait que les
ensembles algébriques de Al(k) sont finis ou A*(k). O

LEMME 2.15. On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient H C A™(k) une hyper-
surface, p: A"(k) — A""!(k) la projection sur les n — 1 premi¢res coordonnées et L C A" (k) le
sous-ensemble algébrique d’équation X,, = 0. Alors on se trouvé dans I'un des deux cas suivant :

— soit il existe une hypersurface H; C A"~1(k) telle que H = Hy x L;

— soit 'image p(H) contient un ouvert non vide de A"~*(k).

Preuve On peut écrire H = V(F') pour un certain polynéme
F=F X4+ Fyck[Xy,..., X 1][Xn].

tel que Fy # 0. Posons Hy == V(Fy) C A" (k). Sid =0, alors F = Fy € k[X1,...,X,_1] et il
vient H = H; x L. On suppose désormais d > 0. Le complémentaire U de H; dans A"~!(k) est
un ouvert et il n’est pas vide car sinon on aurait V(Fy) = A""1(k) ce qui impliquerait Fy = 0.
Pour conclure, il suffit donc de montrer 'inclusion U C p(H). Soit (a1,...,a,—1) € U un point
de U. Alors Fy(aq,...,an—1) # 0, donc le polynéme F(aq,...,a,—1,T) € k[T] est de degré d > 0.
Comme le corps k est algébriquement clos, il admet une racine a,, € k. Ceci donne (a1, ...,a,) € H,
donc (aq,...,an—1) € p(H). Ceci conclut. O

THEOREME 2.16. On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soit H C A™(k) une
hypersurface. Alors ce sous-ensemble algébrique H est non vide si n > 1 et infini si n > 2.

Preuve On procede par récurrence et on utilise le lemme et le corollaire précédents. O

PROPOSITION 2.17.  On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient p: A" (k) —» A"~ (k)
la projection sur les n — 1 premiéres coordonnées. Soient F,G € k[Xq,...,X,] deux polynémes de
coefficients dominants F; et G, et de résultant R en X,,. Si P ¢ V(Fy, G,), alors

PeV(R) < Pep(V(FQG)).

Preuve On pose
Fp=F(PX) Gp = G(P,X),
fa = Fa(P) ge = Ge(P), ri=R(P).
Alors
PeV(R) < r=0 et Pep(V(F,G)) <= fi=ge=0.

Par symétrie, on peut supposer f; # 0. En notant ep := deg G, on trouve r = f;~ " Res(Fp,Gp).
Par conséquent, on a r = 0 si et seulement si les polyndémes Fp et Gp ne sont pas premiers entre
eux. Puisque k est algébriquement clos, cela signifie que ces deux polynomes possedent une racine
commune a € k, i. e. un élément a € k vérifiant F'(P,a) = G(P,a) =0, i. e. P € p(V(F,G)). Ceci
conclut notre équivalence. O
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2.5

2.5. ENSEMBLES ALGEBRIQUES IRREDUCTIBLES

Ensembles algébriques irréductibles

DEFINITION 2.18. Un espace topologique est irréductible s’il est non vide et posseéde 1'une des
propriétés équivalentes suivantes :

— on ne peut pas ’écrire comme une union de deux fermés propres;

— tout ouvert non vide est dense.

Un ensemble algébrique est irréductible s’il est irréductible pour la topologie de Zariski.

EXEMPLES. L’ensemble algébrique V(XY) C A%(k) n’est pas irréductible, mais ’ensemble algé-
brique V(XY — 1) C A2(k) est irréductible.

REMARQUES. — L’image d’un ensemble algébrique irréductible par une application polynomiale
est irréductible. De méme pour I'image réciproque par un isomorphisme.

— Soit ¢: V — W une application polynomiale. Alors son graphe I' C V' x W est irréductible si et
seulement si ’ensemble algébrique V 1est.

PROPOSITION 2.19. Soient V et W deux ensembles algébriques irréductibles. Alors leur produit
V x W est irréductible.

Preuve Cela revient & montrer que, pour tous ouverts Uy et Uy de V- x W, on a Uy N Uy # (. On
note p: V x W — V la premiére projection. Alors p(U;) # 0 pour i = 1,2. La proposition 2.13 nous
assure que les images p(U;) sont ouvertes. Puisque V est irréductible, l'intersection p(Uy) N p(Us)
n’est pas vide. Soit P € p(Uy) Np(Usz). Quitte & remplacer Pouvert U; par la partie U; N ({P} x W),
on peut supposer V = {P}. Par symétrique, on peut faire la méme chose pour @ et le résultat
devient trivial. (|

COROLLAIRE 2.20. Un sous-espace affine E C A™(k) est irréductible.

Preuve L’espace E est isomorphe & produit fini de copies de I'espace A!(k). Avec la proposition
précédente, on peut donc supposer E = Al(k) et le résultat est immédiat. (|
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Rappels et nouvelles définitions

DEFINITION 3.1. Un anneau est réduit si son neutre 0 est son seul élément nilpotent. Un idéal T
d’un anneau A est radiciel s’il est égal a son radical

VI={feA|IneN,frel}.

REMARQUE. Le radical d’un idéal est le plus petit idéal radiciel contenant dans cet idéal.

DEFINITION 3.2. Les idéaux d’un anneau A d’une famille (Iy)xea sont étrangers si

ZIA:A.

AEA

THEOREME 3.3 (des restes chinois). Soient Iy, ..., I} des idéaux d’un anneau A qui sont étrangers
deux a deux. Alors
n n
I = H = ﬂ Ik
k=1 k=1

et il existe un isomorphisme canonique A/I ~ [];_; A/I}; qui fait correspond une classe modulo I a
la famille des classes modulo I}.

Preuve En raisonnant par récurrence, il suffit de considérer le cas n = 2. Comme I; et I sont
étrangers, on peut trouver deux éléments e; € I; et eo € Iy tels que e; + eo = 1. Montrons la
surjectivité de ’application considérée. Pour tous éléments fi, fo € F, en notant f := fies+ foeq, on
a f=f modI et f=fo mod Is ce qui montre la surjectivité. Montrons l'injectivité. Soit f € A
un élément tel que f =0 mod I; et f =0 mod I. Alors f € I1NI5, donc f = fea+fer € [1Io =1,
donc f =0 mod I ce qui montre l'injectivité. (|

COROLLAIRE 3.4. Soient I, ..., I} des idéaux d'un anneau A qui sont étrangers deux a deux et [
un idéal de A contenant [];_; I. Alors

AJT ~ ﬁ A/ + 1),
k=1

Preuve 11 suffit d’appliquer le théoréme des restes chinois & la famille d'idéaux (I + Iy )re[1,n] €t
d’utiliser le fait

Ic[a+ny=Nd+n)cI+][[Lcl 0
k=1 k=1 k=1

Anneaux locaux

PROPOSITION 3.5. Soient A un anneau et S C A une partie quelconque de ce dernier. Alors il
existe un anneau S~!A et un morphisme d’anneaux A — S~!A ayant la propriété universelle :

tout morphisme d’anneaux u: A — B tel que u(S) C B> se prolonge en un unique
morphisme u': ST1A — B.

Preuve En utilisant successivement la propriété universelle de I’anneau des polynoémes a une
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3.2. ANNEAUX LOCAUX

infinité de variables et celle de 'anneau quotient, ’anneau
A[{Xs}ses]/<5Xs - 1>S€S

convient. O

REMARQUES. — On peut montrer que I'anneau construit S~'A ne dépend que de I’ensemble S
des produits d’éléments de S. On peut donc supposer que la partie S est multiplicative.
— Pour voir un peu mieux les choses, ’anneau localisé est juste isomorphe au quotient
(Ax S)/%
ou la relation d’équivalence & est définie par la relation
(f,s) % (g,t) <= FJuesS, ultf—sg)=0
et ou les lois sont induites par les lois sur A

(f,s)+ (g,1) = (tf,st) et (f,s) x (g,t) = (fyg,st).
et Papplication A — S~1A est induit par 'application f +— (f,1).
— Pour un anneau A, on notera Frac A := (A \ {0})71A son corps des fractions. Par exemple, le
corps des fractions de Z est Q et celui de k[X] est k(X).

DEFINITION 3.6. Un anneau A est local s’il satisfait les propriétés équivalentes suivantes :
— il posseéde un unique idéal maximal m4 ;
— la partie A\ A% est un idéal de A.
Dans le cas, le corps résiduel de 'anneau A est le quotient
k(A) = A/may.

Un morphisme d’anneaux locaux ¢: A — B est local si p(my) C mp.

Preuve Justifions I’équivalence des deux propriétés. On suppose d’abord qu’il possede un unique
idéal maximal m4. Soient a € A\ A* et b € A. Alors ab € A\ A* car sinon il existerait ¢ € A tel
que abc = 1, donc I'élément a serait inversible ce qui est impossible. Soient a,b € A\ A*. Alors
a+be A\ A car sinon il existerait ¢ € A tel que ¢(a 4+ b) = 1, donc ca + ¢b = 1 impliquant
(a) + (by = A Cmy car (a) Cmy et (b) C my car a,b ¢ A* ce qui est impossible. Ceci montre que
la partie A\ A* est un idéal.

Réciproquement, on suppose que la partie A\ A* est un idéal. C’est un idéal propre, donc le
théoréme de Krull assure qu’il existe un idéal m de A tel que m D A\ A*. L’inclusion réciproque
est évidente puisque, si m contient un inversible, alors m = A. Ainsi I’idéal m ne contient pas
d’inversible ce qui montre m = A\ A*. Par le méme argument, c’est I'unique idéal maximal. O

REMARQUES. — Soit ¢ un idéal premier de A. Alors anneau A, = (A \ ¢) ' A est local d’idéal
maximal (A4 \ ¢) tp. Son corps résiduel est le corps des fractions de A/p.

— Soient u: A — B un morphisme d’anneaux et q un idéal premier de B. Alors ¢ = u~'(q) est un
idéal premier de A et le morphisme u se prolonge en un unique morphisme local uq: A, — By.

DEFINITION 3.7. Soit k un corps. Une valuation discréte sur k est une application surjective
vik = ZU{c0}

vérifiant les trois propriétés suivantes :

— pour tout f € k,onav(f)=c0o< f=0;

— pour tous f,g € k, on a v(fg) =v(f) +v(g);
— pour tous f,g € k, on a v(f + g) = min(v(f),v(g)).

Un élément de k est uniformisant si sa valuation est égale a 1. L’anneau de valuation de k est
I’anneau

{feklv(f) =0}

EXEMPLES. — Soit € C. La fonction qui a une fonction méromorphe non nulle f sur C associe
Iordre de x pour f est une valuation.
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3.3

3.3. ANNEAUX NOETHERIENS

— La valuation p-adique est une valuation sur Q.

EXERCICE 3.1. Montrons qu’un anneau A de valuation discréte v est un anneau local d’idéal
maximal mq = {f € A | v(f) > 0}.

PRrROPOSITION 3.8. Soit A un anneau. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Panneau A admet une valuation discréte;

(ii) il est factoriel et admet, & multiplication prés par un inversible, un unique élément irréductible;
(iii) il est local et principal ;

(iv) il est local, intégre et noethérien et dimy 4y m,/m% = 1.

Preuve Remarquons d’abord que, dans les quatre cas, ’anneau est local et intégre. De plus, on
peut se donner un élément £ € A qui vérifie, selon les cas, une condition :
(i) v(f) =1;

(ii) ¢ est irréductible;
(iil) ma = (6);
(iv) € # 0 ou £ est la classe de £ € m4 modulo m?.

e (i) = (ii). Soit f € A un élément s’écrivant sous la forme f = ul™ avec a € A* et n € N.
Montrons que cette écriture est unique. Alors v(f) = v(u) + nv(¢). Comme v(¢) =1 et v(u) =0,
on obtient n = v(f) puis u = f(£*)~! ce qui montre 'unicité. Réciproquement, soit f € A\ {0} un
élément de valuation n € N. On pose u = f({")~! € A. Alors v(u) =0, donc u € A\ my = A*.

e (i) = (#4). 1l suffit de remarquer que les seuls idéaux de A sont les idéaux (€") avec n € N
d’apres notre hypothese.

e (iii) = (iv). Un anneau principal est bien noethérien. Vérifions que £ est une base de m 4 /m?%.
Comme ¢ ¢ m%, on a £ # 0 et, si f € A, on peut écrire sous la forme f = g avec g € A et on a
f = gl. Cela montre la liberté et le caractére générateur du vecteur /.

e (iv) = (i). En effectuant une récurrence, on vérifie que, pour tout entier n € N, le k(A)-espace
vectoriel m” /m’"! est engendré par la classe £, c’est-a-dire m% = (¢*) + m’;™!. En effet, le cas
initial n = 1 est donné par notre hypothese. Si c’est vrai pour un rang n € N, on obtient alors

mi = mimy = () + () + myT) = () + mit

Ensuite, on voit que cette classe £ est non nulle car sinon on aurait m’ = mff‘“ ce qui contredirait

le théoreme de Krull (voir ci-dessous).
On construit maintenant une valuation sur A : pour un élément f € A, on pose

u(f) =sup{neN| fem}} e NU{oco}.

Montrons qu’il s’agit bien d’une valuation. La premiére condition résulte du théoreme de Krull. La
deuxiéme condition est réalisée puisque ’application
mg/m;ﬁl % m%/mZJrl N mZZJrn/mZ;JrnJrl

induit par la multiplication est bilinéaire et intégre : cela vient du fait que ces trois espaces vectoriels
sont des droites. La troisieme condition vient du fait que, si n < m, on a m’} + m’y = m’. En effet,
cette application v est bien surjective puisque, pour tout n € N, on a v(¢") = n. On la prolonge
naturellement en une application sur le corps K := Frac A en posant v(f/g) = v(f) — v(g) pour
tous éléments f,g € A avec g # 0. Cette application est bien définie et donne une valuation sur K
ce qui termine la preuve. O

Anneaux noethériens

DEFINITION 3.9. TUne R-algebre A est de type fini si elle est isomorphe & un quotient d’un anneau
de polynome sur R. Elle est finie s’il existe des éléments f1,..., f. € A tels que tout élément f € A
puisse s’écrire sous la forme f = >7/_; a; f; avec a1, ..., a, € R. Un morphisme d’anneaux u: A — B
est de type fini (respectivement fini) s’il munit I'anneau B d’une structure de A-algébre de type fini
(respectivement fini).

18 Anneaux — CHAPITRE 3



3.3. ANNEAUX NOETHERIENS

LEMME 3.10. Soient A une R-algebre finie et f € A. Alors il existe aq,...,a, € R tels que
ffraf '+ +ar1f+a =0

On dit alors que 'élément f est entier sur R.

Preuve Par définition, il existe des éléments ¢1,..., g, € A tels que tout élément g € A puisse
s’écrire sous la forme g = Z§:1 bjg; avec bi,...,b, € R. En particulier, pour tout ¢ € [1,r], on
peut écrire fg; = Z;Zl a; jg;- On peut aussi écrire

d = det(fi; — aij)icijor = [T+ af" N+t apa f +oan
Par ailleurs, la formule de Laplace nous assure dg; = 0 pour tout i € [1, 7], donc dg = 0 pour tout
g € A. En particulier, on a d = 0. |

DEFINITION 3.11. Un anneau est noethérien s'il satisfait les propriétés équivalentes suivantes :

— toute famille non vide d’idéaux contient un élément maximal ;
— toute suite croissante d’idéaux est stationnaire ;
— tout idéal est de type fini.

THEOREME 3.12 (de la base de Noether). Toute algébre de type fini sur un anneau noethérien est
un anneau noethérien.

Preuve Soit R un anneau noethérien. Avec la définition d’une R-algebre de type fini, il suffit de
montrer que Panneau R[X] est noethérien.

Pour I C R[X] et d € N, on note c4(I) C R l'ensemble des coefficients dominants des polynomes
de degré d de I. Soient I et J deux idéaux de R[X]. Alors la suite (cq(I))gen est croissante et on
dispose de I’équivalence

I=J <<= VdeN, cq(I)=cq(J). (%)

qui se démontre par récurrence sur le degré.

Montrons maintenant ce qu’on veut. Soit (Ij)ren une suite croissante d’idéaux de R[X]. Alors
la famille (cq(Ik))a,ken est une famille d’idéaux de 'anneau noethérien R. On peut alors trouver
deux entiers D, K € N tels que

CD(IK):Cd(Ik), k>K7 d}D

Par ailleurs, pour tout entier ¢ € N, la suite (¢;(Ix))ren étant constituée d’idéaux de R, il existe
un entier V; € N tel que

ci(INi):Ci(Ik), k>Nz
On pose N = max (K, Ny,...,Np). Alors pour tous k > N et i € N, on a ¢;(In) = ¢;(Ix). Avec
I’équivalence (*), on trouve finalement Iy = Ij, dés que k > N. Donc lanneau R[X] est noethérien
et la preuve est conclue. O

LEMME 3.13 (Artin-Rees). Soient A un anneau noethérien et I et J deux idéaux de A. Alors il
existe un entier n € N tel que

VEEN, I"tFng=1"1"nJ).

Preuve On considére respectivement le sous-anneau et 1'idéal de A[X]

Ax =Y I"X"CA[X] et Jx:=» JX"CAX].
neN neN
Comme A est noethérien, 1'idéal I est de type fini, donc la A-algebre Ax est de type fini. D’apres le
théoréme de la base de Noether, cette A-algebre Ax est un anneau noethérien. Ainsi I'idéal de Ax

AxnJx =Y (I"nJ)X"

neN
est une Ax-algebre de type fini. On en choisit des générateurs Fi, ..., F,, € A[X]. Maintenant, en
notant k := max(deg F1, ..., deg Fy), on a immédiatement
k
Fie) (I'nnx*, ielt,m]
£=0
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3.3. ANNEAUX NOETHERIENS

et on en déduit
k

AXmJX:iAXFiZZI"X”Z(I‘mJ ZZI” (I nJ)xn+t
i=1 neN =0 neN £=0
si bien que
k
Im"ten g = ZI”*”I nJ)y=> 11" nJ. O

=0 neN

LEMME 3.14 (Nakayama). Soient A un anneau local noethérien et J un idéal de A. On suppose
maJ =J. Alors J =0

Preuve Soient gy,...,g, € I des générateurs de J. Pour tout i € [1,7], on peut écrire
9= fi;9; avec f;; € ma.
Alors det(d; j — fi,j)1<ij<r = 1— f avec f € my4. Avec la formule de Laplace, on obtient (1—f)g; =0

pour tout % E [[1 r]. Comme f € my, ona l— f € A* ce qui force g; = 0 pour tout ¢ € [1,r]. En
conclusion, on a J = 0. |

THEOREME 3.15 (d’intersection de Krull). Soit A un anneau local noethérien. Alors

(] m% = {0}.

neN
Preuve On applique le lemme d’Artin-Rees pour les idéaux I :==m4 et J := [, cny M. On obtient
J=mfTnJ=ma(mb nJ)=maJ
et on utilise le lemme de Nakayama. ]
LEMME 3.16 (de normalisation de Noether). Soient F' € R[X, ..., Xq4] et e > max;e[o,q) degx, (F)-
On considére I’application ®: R[Xy, ..., Xq4] = R[Xo, ..., X4 telle que
B(Xo) =Xo et B(X;)=X;+XE, i>0.

Alors le coefficient dominants de ®(F') en X est constant.

Preuve Pour un monéme M = X .- X}* de F, on pose

d
= Zniez e N.
i=0

On remarque que application n est injective des monoémes de F' vers N. Maintenant, pour tout
mondme M = X§°--- X7 de F, la quantité
d
®(M) = Xg° [[(xi + X5)™
i=1

n(M)

peut s’écrire sous la forme G + X avec degx, G < n(M). On en déduit

degy, ®(F) = max n(M)
ce qui assure la conclusion. O

THEOREME 3.17 (de normalisation de Noether). Soit A une k-algeébre de type fini. Alors il existe
une unique morphisme de k-algébres injectif et fini ¢: k[X1,..., X4] — A.

Preuve Par définition, il existe une morphisme de k-algebres surjectif k[X7,..., X4 — A. Il est
donc fini. S’il est injectif, la preuve est terminée. Mais on peut ne pas avoir de chance. Dans ce cas,
on peut trouver un élément non nul F' dans son noyau. Grace au lemme de normalisation, on peut
supposer que le coefficient dominant de F' en X4 est constant. Alors le morphisme composé

k[X17--~7Xd—1] —>k[X1,,Xd]/<F> — A

est fini et on peut alors procéder par récurrence sur entier d € N. ]
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3.3. ANNEAUX NOETHERIENS

THEOREME 3.18 (des zéros de Hilbert, version algébrique). Soit K/k une extension de corps, i. e.
une k-algebre K qui est un corps. On suppose qu’elle est de type fini. Alors elle est finie.

Preuve Avec le théoréme de normalisation, il existe une morphisme d’anneaux injectif et fini

v k[ Xy, ..., Xg] — K.

Soit F' € k[X,...,X4] un polynéme non nul. Comme ¢ est injective, 'élément ¢(F') n’est pas nul
et il posséde donc un inverse g € K. Comme K est fini sur k, elle est finie sur k[X1,..., Xy]. Le
lemme 3.10 nous assure alors lexistence d’éléments F, ..., F,. € k[X7,..., X4] tels que

g +Fg T+ + Fag+ Fo=0.
En multipliant par ’élément ((F)"~! cette derniére égalité, on obtient

grb(F)r—l + Flgr—lL(F)r—l 4+ Fr_lgL(F)T—l + FTL(F)T_l _ O,

donc

g=—(Fi+ -+ F_F" 2+ F,F 1) € k[Xy,..., X4].
Ainsi I’élément F est inversible dans k[X, ..., X4], donc il est constant. Cela montre que d = 0.
On a donc obtenu un morphisme d’anneaux injectif et fini .: Kk — K. La k-algebre k étant finie, la
k-algebre K est finie. ]
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Dans tout le chapitre, on considére un corps infini k& et un entier naturel n € N*.

Idéal de définition

DEFINITION 4.1. L’idéal de définition d’une partie A C A™(k) est ’ensemble
I(A) ={F € k[X1,...,X,] |VP € A, F(P)=0}.

REMARQUE. Il s’agit bien d’un idéal de 'anneau k[X7, ..., X,] et il est radiciel.

PROPOSITION 4.2. 1. On a I(0) = k[Xq,..., X,] et I(A"(k)) = {0}.
2. Soit (Aq)aea une famille de parties de A" (k). Alors

N 140) =1( U 4a).
a€eA a€eN

3. Soient A, B C A"(k) deux parties telles que A C B. Alors I(B) C I(A4).
4. Soient S C k[X1,...,X,] et A C A"(k) deux parties. Alors S C I(V(S)) et A C V(I(A)).

REMARQUES. — Pour tout point P € A™(k), I'idéal I(P) est maximal.

— Une partie V' C A" (k) est algébrique si et seulement si V = V(I(V)).

— Deux ensembles algébriques de A" (k) sont égaux si et seulement s’ils le méme idéal de définition.
— La fermeture algébrique d’une partie A C A" (k) est V := V(I(A4)) et on a I(A) = I(V).

PROPOSITION 4.3. Soient Fi,...,F,. € k[X1,...,X,] des polynémes de degré au plus un. En
notant V :=V(Fy,...,F.),ona (V) = (Fy,..., F.).

Preuve On peut déja supposer que les formes affines F; sont linéairement indépendantes. De plus,
quitte a faire un changement de variables, on peut alors supposer

Fi= Xomits ooy Fr=Xn.
Alors V.= A™(k). Dans ce cas, on obtient alors
Fel(V) < Vai,...,am €k, Fl(a,...,am,0,...,0)=0
=  F(Xi,...,Xm0,...,0)
= Fe(Xmit .. Xn)

ce qui conclut. O

Anneau de coordonnées

Dans cette section, on considére un sous-ensemble algébrique V' C A" (k).

PrRoOPOSITION 4.4. L’application de restriction
E[X1,..., X, — kY,

VIRV
v F—— Fly
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induit un isomorphisme de k-algebre
EX1,..., Xn]/I(V) = Immy.

Preuve L’application 7y est bien un morphisme de k-algebres de noyau I(V'). On obtient I'isomor-
phisme en la passant au quotient. O

> EXEMPLES. — Considérons la parabole C' := V(Y —X?). Alors [(C) = (Y —X?). Avec la proposition
précédente et une division euclidienne, on obtient un isomorphisme composé

R[C] ~R[X,Y]/(Y — X?) ~ R[X].
DEFINITION 4.5. L’anneau des coordonnées de V est 'image Im 7y, notée k[V].

On étend la notation V(S) pour une partie S C k[V], c’est-a-dire que 'on pose
V(S)={PeV|VfelsS f(P)=0}

PROPOSITION 4.6. Soit S C k[V] une partie. Alors le sous-ensemble V(S) C V est algébrique. Plus

précisément, soit S C k[X1, ..., X,] une partie telle que my(S) = S. Alors V(S) = V(S)NV.
Preuve Pour tout point P € A™(k), il suffit d’écrire la suite d’équivalences
PeV(S) < PeV et Vfes f(P)=0
— PcV et VFeS, m(F)(P)=0
— PecV e VYFeS, F(P)=0

< PeVnNnV(s). O

o REMARQUE. Pour une partie S C k[V], on peut méme montrer ’égalité V(S) = V(m;,'(S)) NV
avec la proposition précédente.

PROPOSITION 4.7. 1. On a V(1y) =0 et V(0y) = 0.
2. Soit (Sa)aeca une famille de parties de k[V]. Alors

N V(Sa) = V(U Sa):

a€cA aEA

3. Soient S,T € k[V] deux parties. Alors V(S)NV(T) = V(ST).
4. Si S C T, alors V(T) C V(5).

Preuve On va utiliser en masse la proposition précédente.
1.OnaV(ly)=V(1)NV =0et V(0y)=V0O0)NV =V.
2. Pour tout indice a € A, la partie S, = W;l(Sa) vérifie my(S,) = S,. Ces parties S, satisfont
ﬂWf<LJ 5@) = LJ Sa.
acA acN
Alors on obtient

V(U Se) =v(US8)nv

aEN a€cA

- (ﬂ V(S*a)) nv

acA

= (V(S)nV)

a€A

= ﬂ V(Sa)-

acA

3. En posant S := m,*(S) et T := my,"(T), on a 7y (ST) = ST en on procéde comme précédemment.
4. En remarquant l'inclusion S C T, on obtient bien V(T) = V(T)NV c V(S)NV =V(S). O
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PROPOSITION 4.8. Soit A C V une partie. Alors la partie
I (A) = {f € k[V] | VP € A, f(P) =0}
est un idéal de k[V]. Plus précisément, on a

T IV (A) = T(4) et my(I(4)) = Ty (4).

Preuve Pour tout polynéme F' € k[X1,...,X,],on a
Fenmy'(Iy(4) <= Flyely(A)
< VPeA F(P)=0
— Fel(4)

ce qui montre I'égalité ' (I (4)) = I(A). La second résulte de la surjectivité du morphisme
Ty . O

PROPOSITION 4.9. 1. On a Iy (@) = k[V] et Iy (V) = {0y }.
2. Soit (Aq)aea une famille de parties de V. Alors

M Iv(4a) :IV(U Aa).

a€EA a€A

3. Soient A, B C V deux parties telles que A C B. Alors Iy (B) C Iy (A).
4. Soient S C k[V] et A C V deux parties. Alors S C Iy (V(S)) et A C V(I (A)).

Preuve Comme pour la preuve de la proposition 4.7, on utilise les propositions 4.2 et 4.8. O

REMARQUES. — Pour une partie A C V, on a V(Iy(4)) = V(I(A4)).
— Une partie W C V est algébrique si et seulement si W = V(I (W)). Dans ce cas, L’application
de restriction induit un isomorphisme

k[V]/ Ty (W) o= k[W].
— La fermeture algébrique d’une partie A C V dans V est W = V(I (A4)) et on a Iy (A) = Iy (W).
Applications polynomiales et homomorphismes d’anneaux

DEFINITION 4.10. Soit ¢: W — V une application polynomiale. On définit I’application

o, [ElV] — kW],
"
fr=foe
REMARQUES. — Sii: W — V est une application d’inclusion, alors i*: k[V] — k[W] est I"applica-

tion de restriction f +—— f|w .
— Pour deux applications polynomiales ¢: W — Vet ¢: Z — W, on a (¥ o p)* = ¢* o ™.
— Pour une application polynomiale ¢: W — V et f € k[V], on a ¢~ (V(f)) = V(¢*(f))-
THEOREME 4.11. Soient V et W deux sous-ensembles algébriques affines. Alors I’application
Hom(W, V) — Homyp_aig(k[V], K[W]),
p— "
est une bijection.
Preuve Notons z1,...,x,: V — k les applications coordonnées sur V. Montrons l'injectivité.

Soient ¢ € Hom(W,V) et Q € W. Pour tout i € [1,n], remarquons que ¢*(z;)(Q) = z;(»(Q)) de
sorte qu’on puisse écrire

P(Q) = (¢ (21)(Q); -, " (2)(Q))-

Ceci implique 'injectivité.
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Montrons la surjectivité. Soit u € Homy.aig(k[V], k[W]). Pour tout point Q € W, on pose
P(Q) = (u(z1)(Q), - .., u(zn)(Q)) € A" (k).

Montrons que u = ¢*. Soit Q € W. Procédons d’abord a deux petites remarques :

— pour tout polynéme F € k[Xq,...,X,] et toutes applications g1,...,g,: V — k, on a
F(91(Q), .-, 9n(Q)) = F(g1, .-, 90)(Q) 5

— comme u est un morphisme d’algebres, on a F(u(x1),...,u(z,)) = w(F(x1,...,25))-

Etablissons d’abord que Im ¢ C V. Soit F' € I(V). Avec le second point, on trouve alors
F(u(zy),...,u(x,)) = 0.

Avec le premier point, on en déduit

F(p(Q)) = F(u(z1)(@), ..., u(zn)(Q)) = 0.

Ceci étant vrai pour tout polynoéme F € I(V'), on obtient ¢(Q) € V. D’ott Im¢ C V. Par ailleurs,
cette application ¢ est polynomiale d’aprés sa construction. Enfin, pour tout ¢ € [1,n], on a

u(z;) =z 0 p = " ().

Comme k[V] est un quotient de k[X7,...,X,], le morphisme de k-algébres u est uniquement
déterminé par les images u(x;). D’ott u = ¢* et cela conclut la surjectivité. O

COROLLAIRE 4.12. Une application polynomiale ¢: W — V est un isomorphisme si et seulement
si Papplication ¢* est bijective.

Preuve = On suppose que 'application ¢ est un isomorphisme. Elle admet un inverse polynomiale
1. Dans ce cas, I'application ¢* est bien une bijection d’inverse *.

< On suppose que I'application ¢* est bijective. Alors c¢’est un isomorphisme de k-algebres,
donc elle admet un inverse u qui est un morphisme de k-algebres. Par le théoreme, on peut trouver
une application polynomiale v telle que ¥* = u. Cette derniére application 1 va bien étre I'inverse
de I’application ¢. O

COROLLAIRE 4.13. Deux ensembles algébriques affines sont isomorphes si et seulement si leurs
anneaux de coordonnées sont isomorphes.

Preuve Soient V' et W deux ensembles algébriques. Si ¢: W — V est un isomorphisme, alors ¢*
en est aussi un. Réciproquement, si u: k[V] — k[W] est un isomorphisme, alors on peut I’écrire sous
la forme u = @* et application ¢: W — V est nécessairement un isomorphisme par le corollaire
précédent. (|

EXEMPLE. La courbe C' := V(Y — X?) est isomorphe a la droite V(X) puisqu’on a k[C] ~ k[X].

PROPOSITION 4.14. Soit ¢: W — V une application polynomiale. Alors
1. on a Kerp* =1y (Imp);

2. Tapplication ¢* est injective si et seulement si I’application ¢ est dominante, i. e. la fermeture
algébrique de son image dans V est égale a V';

3. Papplication ¢* est surjective si et seulement si I’application ¢ est une immersion fermée.

Preuve 1. Pour tout f € k[V], on a
feKerp® = fop=0 <<= flme,=0 <<= fely(Imy)

ce qui conclut.

2. On suppose que l'application ¢ est dominante. Comme V(Iy (Im ¢)) est la fermeture algébrique
de Im ¢ dans V, on a V(Iy (Im ¢)) = V. Avec le point précédent, on obtient

Ker " = Iy (Imp) =Ty (V(Iy (Im ¢))) = Iy (V) = {0y }

de telle sorte que 'application ¢* est injective. Réciproquement, si cette derniere est injective, on
obtient V(Iy (Im ¢)) = V(Ker ¢*) = V(0y) = V ce qui montre la dominance de 1’application ¢.
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3. Notons V' la fermeture algébrique de Im ¢ dans V. Alors lapplication ¢ se factorise en une
application dominante ¢: W — V' suivie de 'inclusion i: V/ — V. Dans ce cas, I'application ¢
est une immersion fermée si et seulement si 'application v est un isomorphisme, 7. e. ’application
1* est bijective. Comme 1) est dominante, 'application ¥* est injective. Comme ¢* est surjective,
I’application ©* est surjective si et seulement si I’application ¢* l’est. En regroupant tous ces
arguments, on obtient ’énoncé souhaité. |

COROLLAIRE 4.15. Soient V un ensemble algébrique et m C k[V] est un idéal. Alors
IPeV, m=1y(P) < k[V]/m~k.

Preuve => On écrit m = Iy (P). D’aprés la remarque page 24, on a alors k[V]/m ~ k[P] ~ k.

<= Réciproquement, on suppose qu’'on a un isomorphisme k[V]/m ~ k. Alors il existe un
immersion fermée i: A%(k) = {0} — V telle que l'application i*: k[V] — k soit la composée de
la projection k[V] — k[V]/m et de 'isomorphisme k[V]/m — k. Posons alors P :=i(0) € V. On
obtient m = Iy (P) puisque, pour tout f € k[V], on a

fem < *(f)=0 <« [f(P)=i"(/)0)=0 <= [felv(P) 0

Composantes irréductibles

DEFINITION 4.16. — Une composante irréductible d’'un espace topologique V est une partie maxi-
male pour l'irréductibilité.

— Un espace topologique est noethérien si toute famille non vide de fermés (respectivement d’ouverts)
contient un élément minimal (respectivement maximal), 4. e. si toute suite décroissante de fermés
(respectivement croissante d’ouverts) est stationnaires.

PRrROPOSITION 4.17. Un espace topologique noethérien V' posséde un nombre fini de composantes
irréductibles.

Preuve On suppose V # (). Considérons la famille des fermés non vides de V' qui ne sont pas une
réunion finie de fermés irréductibles. Raisonnons par ’absurde et supposons que cette famille est
non vide. Comme 'espace V est noethérien, elle admet un plus petit élément W. Par construction,
cet élément W est non vide et irréductibles : on peut donc écrire W = Wy U W5 pour deux fermés
propres Wi et Ws. Par minimalité de W, on peut écrire les fermés Wi et Wy comme des réunions
finies de fermés irréductibles. Dés lors, il en va de méme pour le fermé W ce qui est impossible.
Finalement, cette famille est vide.

Ainsi tout fermé non vide de V est une réunion finie d’irréductibles. En particulier, on peut
écrire V' = | J;_; Vi pour des irréductibles V;. Maintenant, pour une composante irréductible A, elle
sera incluse dans un irréductible V; et, par maximalité des composantes, on aura A = V;. On en
déduit que ’espace possede un nombre fini de composantes irréductibles. O

PROPOSITION 4.18. Soit V un ensemble algébrique. Alors les propositions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) Tespace V est irréductible;

(if) Tidéal I(V') est premier ;

(iii) anneau k[V] est integre.

Preuve Remarquons d’abord que, si on peut trouver deux polyndmes F,G € k[X1,...,X,] tels
que FG € I(V), alors on obtient V = V(I(V)) C V(FG) = V(F) N V(G).

On suppose que l'espace V est irréductible. Soient F,G € k[X1,...,X,] tels que FG € I(V).
Quitte a échanger les roles de ces deux polyndmes, la remarque précédente et lirréductibilité
conduisant a avoir U'inclusion V' C V(F'). Comme F € I(V(F)), on obtient F' € I(V'). Ceci montre
que l'idéal I(V') est premier.

On sait déja que k[X1,...,X,]/ (V) ~ k[V], donc l'idéal I(V') est premier si et seulement si
Panneau k[V] est intégre.
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Enfin, on suppose que 'anneau k[V] est intégre. Montrons que 'espace V' est irréductible. Pour
cela, soient Vi et Vo deux sous ensembles algébriques de V. Alors

{Ov} = Iv(V) = Iv(Vl) mlv(‘/g) D Iv(Vl)Iv(va)

Comme k[V] est intégre, un des deux derniers idéaux est nul. Supposons Iy (V1) = {0y }. Dans ce
cas, on obtient V; = V(I (V1)) = V(0y) = V. Ceci montre l'irréductibilité de lespace V. O

THEOREME 4.19. Outre les points et le plan tout entier, les sous-ensembles algébriques irréductibles
du plan sont les courbes infinies d’équation F' = 0 ol le polynéme F € k[X,Y] est irréductible.

Preuve On a déja vu que la condition est suffisante. Maintenant, on se donne un sous-ensemble
algébrique V qui n’est pas le plan et réduit & un point. Alors I(V) # {0}. On peut donc trouver
un polynoéme non constant F € I(V) qu’on suppose irréductible. Montrons que V = V(F). Si V
était fini, alors V serait réduit a un unique point par son irréductibilité ce qui est exclut. Donc V'
est infini. Par ailleurs, soit G € I(V). Alors V' C V(F,G) est infini, donc les polynémes F' et G ne
sont pas premiers entre eux. Comme F est irréductible, on trouve donc F' | G si bien que G € (F).
Comme l'inclusion réciproque est évidente, on trouve I(V) = (F) ce qui implique V =V (F). O

REMARQUE. Si V est un ensemble algébrique, alors k[V] est noethérien. En effet, il suffit de
remarquer que anneau k[V] est une k-algebre de type fini sur un corps et d’appliquer le théoréme
de la base de Noether.

THEOREME 4.20. Un ensemble algébrique V est un espace topologique noethérien.

Preuve  Soit (V;);en une suite décroissante de sous-ensembles algébriques de V. La suite (I(V;))ien
d’idéaux de k[V] est croissante. Comme V' est noethérien, I'anneau k[V] l'est, donc cette suite est
stationnaire. Comme V; = V(I(V;)), la suite (V;);en est aussi stationnaire ce qui conclut. O

Fonctions rationnelles

DEFINITION 4.21. Soit V un ensemble algébrique irréductible. Une fonction rationnelle sur V est
un élément du corps des fractions k(V) = Frac k[V]. Une fonction f € k(V) est réguliére en un
point P € V si on peut I’écrire sous la forme f = g/h avec g,h € k[V] et h(P) # 0. Dans ce cas,
I’élément h est le dénominateur de la fonction f et on pose f(P) := g(P)/h(P) € k. Le point P est
— un zéro de la fonction f si f(P) =0;

— un pdle de la fonction f si cette derniére n’est pas réguliere au point P.

REMARQUES. - Soit f € k(V). L’ensemble Iy C k[V] des dénominateurs de la fonction f est un
idéal et I’ensemble de ces pdles est ’ensemble algébrique V(I¢). La fonction f est polynomiale si et
seulement si Iy = k[V]. Si I'anneau k[V] est factoriel, alors I'idéal Iy est principal.

— Soit f € k(V) une fonction rationnelle non nulle et réguliére en un point P € V. Alors elle admet
un zéro au point P si et seulement si son inverse 1/f admet un péle au point P.

— L’ensemble des points ou une fonction rationnelle sur V' est réguliere est un ouvert de V.

NOTATIONS. Pour un ensemble algébrique irréductible V' et un point P € V, on note Oy p C k(V)
(respectivement my. p C k(V')) 'ensemble des fonctions rationnelles sur V' qui sont régulieres au
point P (respectivement et qui s’annulent au point P).

PROPOSITION 4.22. Soient V' un ensemble algébrique irréductible et P € V. L’ensemble Oy, p est
un anneau local integre noethérien d’idéal maximal my, p. Plus précisément, en notant m := Iy (P),
— lanneau Oy p = k[V]nm est le localisé de k[V] en m;

— son idéal maximal est my p = mk[V]y.

Preuve D’abord, I'égalité Oy p = k[V]n est vraie puisque, pour toute fonction f € k(V), on a

febyp <= 3g,heklV], f=g/h e h(P)#0
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<~ dg,he€k[V], f=g/h et hém
= fek[V]n.
En particulier, 'anneau Oy, p est un anneau local intégre noethérien d’idéal mk[V]y,. Maintenant,
Iégalité my p = mk[V]n est bien vérifié puisque, pour toute fonction f € k(V), on a
femyp <= 3dg,heklV], f=g/h et g(P)=0 et h(P)#0,
< dg,h€k[V], f=g/h et gem et hé¢m,
— femk[V]n. O
ExXEMPLES. On a
X+1
X-1

€ ﬁAn(k)7o et € Man(k),0-

X -1

NOTATION. Lorsque un morphisme d’anneaux de A dans B est fixé, pour un idéal I de A, on
notera I B l’idéal de B engendré par 'image de I par ce morphisme.

PROPOSITION 4.23. Soient V' un ensemble algébrique irréductible et P € V. Alors il existe un
isomorphisme

ﬁAn(k)’P/I(V)ﬁAn(k)’P >~ ﬁv)p.
Plus généralement, pour tout idéal I de k[Xy,...,X,], on a

Opn(iy.p/(J +1(V))Our(iy,p ~ Ov,p/J Oy p.

Preuve Le premier isomorphisme est une conséquence de la commutation de la localisation et des
quotients : en posant

A=k[X1,...,X,]), m=LP), [=1LV), A=k[V] et m:=Iy(P),

on obtient un isomorphisme

Le second résulte d’un corollaire du théoréme d’isomorphisme. O

REMARQUES. — Soit ¢: W — V une application polynomiale entre deux ensembles algébriques
irréductibles. L’application ¢* se prolonge en une unique extension de corps k(W) — k(V). Pour
voir cela, il suffit d’utiliser la propriété universelle du corps des fractions.

— Soient Q € W et P € ¢(Q). L’application ¢* se prolonge de maniére unique en un morphisme
d’anneaux ¢f): Oy,p = Ow,q. En effet, en posant m = Iy (P) et n := Iy (Q), on a (p*) "' (n) =m
et application ¢* se prolonge alors en un morphisme d’anneaux k[V]m — k[W]x.

— Soit U un ouvert non vide de V. L’ensemble T'(U) des fonctions réguliéres sur U est une k-algébre
integre et il vérifie I'(U) = N per Ov,p-

DEFINITION 4.24. Soient V et W deux ensembles algébrique tel que I’ensemble V' soit irréductible.
Une application (injective) polynomiale j: W — V est une immersion ouverte si

(i) elle induit un homéomorphisme entre W et un ouvert U de V' ;
(ii) pour tout Q € W, 'application J¢ est un isomorphisme.

Dans ce cas, on dit que ’ensemble U est un ouvert affine de V.

REMARQUES. — On peut remplacer les deux points de la définition par les deux suivants, a priori
plus fortes :

(i") elle induit un bijection entre W et un ouvert U de V';

(ii") lapplication j* se prolonge en un isomorphisme entre I'(U) et T'(W).

En effet, supposons que ces deux derniers points (i’) et (ii’) sont vérifiées. Montrons d’abord que
I’application j induit un homomorphisme de W dans U. Il suffit de montrer que I'image d’un fermé
est bien un fermé. Soit f € k[V] une fonction non nulle. Avec le point ('), on peut écrire f = j*(¢)
avec ¢ € I'(U). Alors I'image

JV(f) ={P €U | p(P) =0} = V(I/,) NU
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est fermée dans U. Ceci conclut le point (i). Montrons le point (ii). Soient @ € W et h € Ow,g. On
peut écrire h = f/g avec f,g € k[W] et g(Q) # 0. Avec le point (i'), on peut aussi écrire f = j* ()

et g = j*() avec , p € T(U). Comme g(Q) # 0, on a ¥(j(Q)) = *()(Q) = g(Q) # 0. Ceci nous
montre que Y € ﬁ’éj(Q) et j* (1) = h. Ceci conclut & la surjectivité de 'application J&- De plus,
elle est injective puisque l'application j est dominante. D’ou le point (ii).

— Un owvert principal de V une partie de la forme D(g) .= {P € V' | g(V) = 0} avec g € k[V]. C’est
un ouvert affine de V. Plus précisément, la projection p: V x A'(k) — V induit une immersion
ouverte entre W := V(gX,,11 — 1) dans V dont 'image vaut D(g).

> EXEMPLE. L’ensemble Al(k)\ {0} est un ouvert affine de A'(k). Cela ne marche plus avec A%(k).
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Chapitre 5
Courbes algébriques planes

5.1 Le théoréeme des zéros de Hilbert . . . ... ... 30

Dans tout le chapitre, on considére un corps algébriquement clos k.

Le théoréme des zéros de Hilbert

PROPOSITION 5.1. Soit V un ensemble algébrique. Alors les idéaux maximaux de k[V] sont
exactement les idéaux de la forme Iy (P) avec P € V.

Preuve Soit P € V. On considére I'idéal m := Iy, (P). Par le corollaire 4.15 du chapitre précédent,
il existe un isomorphisme k[V]/m ~ k si bien qu’il est maximal.

Réciproquement, soit m un idéal maximal de k[V]. Alors lextension k[V]/m est une k-algébre
de type fini qui s’avere étre un corps. La version algébrique du théoréme des zéros de Hilbert
nous assure alors qu’il s’agit d’une extension finie du corps k. Mais puisque que ce dernier est
algébriquement clos, on obtient un isomorphisme k[V]/m ~ k. En appliquant le corollaire 4.15,
I'idéal maximal est bien de la forme Iy (P). O

REMARQUE. Autrement dit, en notant Spm(A) I'ensemble des idéaux maximaux d’un anneau A, on
obtient une bijection V' ~ Spm(k[V]), celle qui associe un point P € V a I'idéal Iy, (P) € Spm(k[V]).

COROLLAIRE 5.2. Soit I un idéal de k[V]. Alors I = k[V] si et seulement si V(I) = 0.

Preuve 11 suffit de montrer le sens réciproque. Par cela, on va raisonner par contraposée et
supposer I # k[V]. Alors I'idéal I est contenu dans un idéal maximal qui, par la proposition, est
nécessairement de la forme Iy (P) avec P € V. On peut alors écrire {P} = V(I (P)) C V(I) ce qui
montre V(I) # 0. O

COROLLAIRE 5.3. Soit V un ensemble algébrique irréductible. Alors I'(V) = k[V].

Prewve Pour toute fonction f € I'(V), on a V(Iy) = 0 impliquant Iy = k[V], donc la fonction f
est polynomiale. Ceci montre l'inclusion I'(V') C k[V]. L’inclusion réciproque étant évidente, on
obtient ’égalité. O

THEOREME 5.4 (des zéros de Hilbert). Soient V un ensemble algébrique et I un idéal de k[V].
Alors
Iy (V(I)) = V1.

Preuve Seule l'inclusion directe est & montrer. Comme on peut se ramener au cas V = A"(k),
on peut suppose que ’ensemble algébrique V' est irréductible. Soit g € Iy (V(I)). Considérons
Iimmersion ouvert j: W — V avec W := V(g X,,+1 — 1) dont 'image vaut D(g). On a

V(1) = V(v (V(I))) € V(g)
de telle sorte qu’on ait V(1) N D(g) = 0. On en déduit alors V(Ik[W]) = j~1(V(I)) = (). Par notre
premier corollaire, on en déduit Tk[W] = k[W] ce qui se réécrit Ik[V], = k[V],. Cela implique
Pexistence d’une fonction f € I et d’un entier n € N vérifiant f/¢" = 1, c’est-a-dire g" = f € I.
D'ou g € VT Finalement, on a montré I'inclusion directe. O

COROLLAIRE 5.5. Les applications S —— V(5) et A — Iy, (A) sont des bijections réciproques 1'une
de lautre entre les idéaux radicaux (respectivement les idéaux premiers ou les idéaux maximaux) de
k[V] et les sous-ensembles algébriques (respectivement les sous-ensembles algébriques irréductibles
ou les points) de V.
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5.1. LE THEOREME DES ZEROS DE HILBERT

Preuve Si W C V est un sous-ensemble algébrique, alors I := Iy (W) est un idéal radiciel de k[V]
vérifiant W = V(I). Réciproquement, si I est un idéal radiciel de k[V], alors W := V(I) est un
sous-ensemble algébrique de V et, avec le théoréme des zéros de Hilbert, on a Iy (V(I)) = I = I.
Enfin, on sait que ensemble algébrique W est irréductible (respectivement réduit & un point) si et
seulement si I'idéal I est premier (respectivement maximal). O

COROLLAIRE 5.6. Soit V' C A™(k) une hypersurface d’équation F' = 0. Alors les composantes
irréductibles de V' sont les hypersurfaces définies par les facteurs irréductibles de F'.

Preuve On décompose le polynéme F en produit F|* --- F'm de facteurs irréductibles. Alors
V=V(F)U---UV(F,).

De plus, comme les polynoémes F; sont irréductibles, les idéaux principaux (F;) sont premiers et

ils ne peuvent pas étre contenu les uns dans les autres puisque les polynoémes F; sont premiers

entre eux. Par conséquent, I’écriture précédente correspond a la décomposition en composantes
irréductibles de V. O
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