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Dans tout le cours, I’ensemble K désignera un corps quelconque.

STRUCTURE

Espaces vectoriel libre sur un ensemble

PROPOSITION 1.1. Soient X un ensemble et E un K-espace vectoriel. Alors les ensembles EX des fonctions de
X dans F et E& des fonctions de X dans E & support fini sont des espaces vectoriels.

REMARQUE. Les espaces K™ et K[T] sont isomorphes par Papplication (a;)nen — S nen @i

(X)

DEFINITION 1.2. L’espace K(X) est appelé K-espace vectoriel libre sur X.

PROPOSITION 1.3. Pour z € X, on définit

X — K,
[ 1 1y =
» y'—>{ s?y T,
0 sinon.

Alors {e, | x € X} est une base de K(X) et les e, sont deux & deux distinctes.

Preuve Soit f € KX). On pose g = Y,y f(w)es € Vect {e, | € X}. Pour tout y € X, on a g(y) = f(y),
donc f = g. Dans la famille est génératrice. Soit ¥ C X finie. On suppose que > cy aze, = 0. Soit zp € Y.
Alors Y, cy azez(x0) = 0, donc a,, = 0. Donc la famille est libre. O

REMARQUE. L’application z € X — e, € KX induit une bijection de X sur une base de KX,
EXEMPLE. Soit n € N*. En notant X = {1,...,n}, les espaces K& et K™ sont isomorphes.

PROPOSITION 1.4. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et (e;);cr une base de E. On se donne f: I — F
(on note f(i) = f;). Alors il existe une unique application linéaire f: E — F telle que f(e;) = f; pour tout i € I.

COROLLAIRE 1.5. Soient X un ensemble et F' un K-espace vectoriel. On se donne f: X — F. Alors il existe
une unique application linéaire f: KX) — F telle que f(e,) = f(x) pour tout = € X.

Preuve C’est la proposition précédente avec {e; | i € I} = {e, | x € X}. O

Somme de sous-espaces

DEFINITION 1.6. Soient E un K-espace vectoriel et E, ..., E, des sous-espaces vectoriels de E. On considére

Fi x---xFE.— FE,

IE r
(x1,...,2.) HZI‘
i=1

— On dit que E est la somme des E;, notée E = Y/, F;, si cette application est surjective.
— On dit que les F; sont en somme directe si X est injective.
— On dit que E est la somme directe des E;, notée E = @;_, E;, si ¥ est un isomorphisme.

REMARQUE. Sir =2, les espaces E; et E5 sont en somme directe si et seulement si E1 N Ey = {0}. En effet,
on a alors Ker¥ = {(z,—z) | x € E1 N Ea}.
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1.1. STRUCTURE

Espaces vectoriel quotient

DEFINITION 1.7. Soient E un K-espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de E. On définit sur E la relation
d’équivalence x ~ y si et seulement si x — y € F. L’ensemble quotient F/~ est noté E/F, appelé quotient de F
par F. Pour z € E, la classe d’équivalence de x est T=x+ F={x+y |y € F}. Alors E/F ={T |z € F}. La
projection canonique sur E/F est Papplication 7: © € E — T € E/F qui est surjective.

PROPOSITION 1.8. Il existe une unique structure de K-espace vectoriel sur E/F telle que 7 soit linéaire.

Preuve e Unicité. On suppose qu’on a une telle structure. Alors pour tous z,y € F et A € K, on a
m(Az +y) = Ar(z) + 7(y), donc la structure est unique. Soient Z,5 € E/F et A € K. Soient z,y € E tels que
T =m(x) et § = 7w(y). On pose alors AT + 7§ = w(Az + y). Montrons que la quantité m(Az + y) ne dépend pas du
choixdez et y. Sia' ~zety ~y,alors \e+y— (A’ +y) =Xz —2')+(y—y') € F,donc Az +y ~ Az’ + ¥/,
donc ces deux éléments ont la méme image par 7. D’ou I'unicité.

o Existence. 1l reste & vérifier que E/F muni de ces opérations est bien un K-espace vectoriel. Il admet bien
un neutre 0 = F. On vérifie ensuite les axiomes des espaces vectoriels. O

EXEMPLE. On se place dans R2. Soit D une droite de R?. L’espace R?/D sont toutes les droites paralléles & D
et il est lui méme une droite.

PROPOSITION 1.9 (propriété universelle du quotient). Soient E et E’ deux K-espace vectoriel, u: E — E’
linéaire et F' un sous-espace vectoriel de . On suppose que Keru O F'. Alors il existe une unique application
linéaire @: E/F — E’ telle que, pour tout « € E, on ait a(mw(x)) = u(z).

DIAGRAMME COMMUTATIF. On peut résumer cela par le diagramme suivant.

E—4— F
u

Ici, on dit que le diagramme commute car % o ™ = u.

Preuve Six ~ z', alors u(z) = u(2’) car F' C Keru. En particulier, Papplication @: T — u(x) est bien définie
sur E/F : elle ne dépend pas du choix de « € Z. Par construction, on a donc @(w(z)) = u(z) pour tout z € E.
Montrons que @ est linéaire. Pour tous z,y € F,on a 4(Z+7) = @(z + y) = uw(z+y) = u(z) +u(y) = 4(T) + (7).
Idem pour le produit externe. (Il
REMARQUE. L’application
{ve X(E,E") | F CKerv} — Z(F/F,E'),
U u

est bijective. Sa bijection réciproque est v — v o 7.

COROLLAIRE 1.10. Soit u: E — E’ linéaire. Alors u induit un isomorphisme de F/Ker u vers Im .

Preuve Soit F' = Ker u. Il existe une unique application linéaire @: F/F — FE’ telle que a(w(x)) = u(x) pour
tout x € E. Alors Im@ = Imu. Montrons que 4 est injective. Si 7 € Ker, alors T = F, 7. e. T = 0. Donc
I’application @ est un isomorphisme. O
PROPOSITION 1.11. Soient E un K-espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel. Alors

dim E/F 4+ dim F = dim E.

Preuwve On adimF < dim E et dim E/F < dim F car 'image d’une famille génératrice de E par la projection
canonique en est une de E/F. On peut supposer que F' et E/F sont de dimension finie.

On fixe une base (f1,..., fr) de F et on fixe x1,...,2, € E tel que (mw(x1),...,m(x,)) soit une base de
E/F. Montrons que (21, ...,Zs, f1,..., fr) est une base de E. Montrons le caractére générateur. Soit = € E. 1l
existe a1, ...,a, € K tels que n(z) = Y a;m(x;), donc z — Y a;z; € F, donc il existe b1,...,b, € K tels que
=Y a;x; + Y bjf;. Donc la famille est génératrice. Montrons la liberté. Soient a1,...,a,,b1,...,b € K tels
que > a;z; + > b; f; = 0. En appliquant la projection, on a >~ a;m(z;) = 0, donc a; = 0 pour tout ¢ € [1,7]. II
s’ensuit que b; = 0 pour tout j € [1, k]. Donc la famille est libre ([l
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1.1.4

1.1. STRUCTURE

THEOREME 1.12 (du rang). Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u: £ — E’ linéaire. Alors

rgu + dim Keru = dim FE.

Preuve On applique la proposition précédente appliquée a F' = Keru car E/ Ker u et Im u sont isomorphes. [

Dualité

DEFINITION 1.13. Soit E un K-espace vectoriel. Une forme linéaire sur E est une application linéaire sur F et a
valeurs dans K. On note E* I’ensemble des formes linéaire sur F, appelé dual de F.

DEFINITION 1.14 (application linéaire transposée). Soient F et E’ deux K-espace vectoriel et u: E — E’ linéaire.
On définit 'application

tu . (E/)* N E*7
| e pou

appelée transposée de u.
PROPOSITION 1.15. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et (eq,...,e,) une base de E. On définit

F— K, .

i€ [1,n].

€ — (51'73',

Alors (ef,...,e}) est une base de E*, appelée base dual de (eq,...,e,).

REMARQUE. Six € F s'écrit x = Y7 xje;, alors ef (v) = z; pour tout i € [1,n].

Preuve Montrons que cette famille est génératrice. Soit ¢ € E*. On pose
EF— K,

~. n

@:
r 3 pleel ()
i=1
Pour tout ¢ € [1,n], on a @¢(e;) = ¢(e;). Par unicité, on a ¢ = ¢ € Vect{e7,..., e }. Montrons que cette famille
est libre. Supposons que Y i Ajej = 0. Pour tout j € [1,n], en évaluant 'égalité en e;, on a 0 = A;. O
EXEMPLE. Soit E = K,,_1[X]. Alors pour tout P = 327" a; X", on a (X?)*(P) = a; pour tout i € [0,n — 1].

COROLLAIRE 1.16. Si F est de dimension finie, alors dim £ = dim E*.

CONTRE-EXEMPLE. Les espaces (K[X])* et K sont isomorphes car I’application est
KN — K[X]*,

(@i)ien — {i a; X" —> iaﬂz}
i=0 i=0

est injective et surjective. Or K[X]* est de dimension dénombrable ce qui n’est pas le cas de K. En effet, on
suppose que K n’est pas dénombrable. Pour A € K, on considére gy := (A"),en. Alors la famille (gx)xex est
libre et non dénombrable. II reste & montrer le cas ou K est dénombrable.

DEFINITION 1.17. Soient E un K-espace vectoriel et A C E. L’ensemble
A’ :={p € E* | AC Keryp}
s’appelle 'orthogonal de A (pour la dualité).

LEMME 1.18. Si A C E, alors A" est un sous-espace vectoriel de E.

PROPOSITION 1.19. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et A C E. Alors
dim Vect A 4+ dim A° = dim E.

Preuve On peut supposer que A est un sous-espace vectoriel de E, noté F. Soient (x1,...,2,) une base de F' et
E* — K7,
o — (p(@1),- .., p(ar)).

Cette application est surjective et vérifie Ker¢) = FO. Le théoréme du rang donne alors r + dim F° = dim E*
avec r = dim F' et dim £* = dim F. (]
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1.1. STRUCTURE

DEFINITION 1.20. Soit F un K-espace vectoriel. Le bidual de F est U'ensemble E** = (E*)*.

THEOREME 1.21. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie. On note
E — E**,
E* — K,
T—>Ey:
Y —r gp(x)
Alors 1) est un isomorphisme.

Preuve Comme E et E** sont de méme dimension et la fonction 1 est linéaire, il suffit de montrer I'injectivité
de 9. Soit x € Ker). Par 'absurde, supposons que x # 0. On compléte (z) en une base (z,z2,...,2,) de E.
Soit (z*, x5, ...,2)) la base duale. Alors z*(z) = 1 # 0, donc e, (z*) # 0 ce qui est absurde. Donc z = 0. O

BASE ANTEDUALE. Si (¢1,...,%n) est une base de E*, alors (¢7,...,¢k) est une base de E**, donc

@ H(@1)s - ¥ THeR)
est une base de E, appelée base antéduale de E de la base (¢1,...,¢n).

EXEMPLE (base de LAGRANGE). Soit E = K,,_1[X]. Soient x1,...,2, € K deux & deux distincts. Alors pour
tout 7 € [1,n], application
F— K,
evy,:
est linéaire. La famille (ev,,,...,ev,, ) est libre dans E*, donc c’est une base de E*. Soit (Ly,..., L,) sa base

antéduale. Alors elle vérifie L;(z;) = 0, ; pour tous i,j € [1,n].

Produit tensoriel d’espaces vectoriels

THEOREME 1.22. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Alors il existe un K-espace vectoriel, noté £ ® I, et
une application bilinéaire
‘E xF —E®F,

(z,y) — 2y

tels que, pour tout K-espace vectoriel £’ et toute application bilinéaire b: ' x F' — E', il existe une unique
application linéaire b: £ ® F — E’ telle que

V(z,y) € ExF, b(z,y)=bzoy).

Preuwve o Etape 1. On considére H = KE*F)_ Une base de H est donnée par les éléments de E x F (on fait
I'identification de la proposition 1.3). Dans H, on a A(z,y) # (Az, \y).
e Etape 2. Pour (z,y),(z',y') € E x F et XA € K, on consideére les éléments de H suivants :

Az,y) = (Az,y), Mzy) —(2,2y) et (@+2y)—(2,9) - @y), (@y+y)—(2,9)—(29).
On consideére le sous-espace vectoriel ' de H engendré par tous ces éléments. On note E ® F := H/T et on
définit
ExF— H/T
(z,y) — z @y =n(z,y)

ou 7 est U'injection canonique de H dans H/T. On vérifie que l'application (x,y) — & ® y est bilinéaire. Soient
(z,y),(2',y') € Ex F et A € K. Par définition, on a A - (z,y) = (Az,y), donc Az @y = A - (x ® y). De méme, on
abien (z+2)@y=2Ry+r'Qyetz@(y+y)=20y+zey.

e Etape 3. Soient E’ un K-espace vectoriel et b: E x F — E’ bilinéaire. Alors il existe une unique application
linéaire B: H — E’ telle que

V(z,y) € ExX F, B((z,y)) =b(z,y).

Montrons que T' C Ker B. Pour tous (z,y),(z',y) e Ex Fet A€ K,on a
Bz, y) = (Az,y)) = AB((x,9)) — B((Az,y)) = Ab(z,y) — b(Az,y) = 0.

On vérifie de méme que 'application B s’annule sur toute la famille génératrice de T'. Par propriété universelle
du quotient, il existe une unique application linéaire b: H/T — E’ telle que

Vh e H, b(n(h)) = B(h).

En particulier, pour tout (z,y) € £ x F, on a 7(z,y) = z ® y, donc bz ®y) = B(x ®y) = b(z,y). L’application
b est unique. En effet, la famille (2 ® y)(,,,)epxr engendre £ ® F, a
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1.1. STRUCTURE

PROPOSITION 1.23. Soient E, F, E’ et F’ quatre espaces vectoriels, u € Z(E, E’) et v € Z(F, F'). Alors il
existe une unique application linéaire u ® v: E ® ' — E' @ F’ vérifiant

V(z,y) e EXF, (u®v)(z®y)=u(r)@v(y).
Preuve L’application
ExF —E®F
(2,y) — u(z) @ v(y)
est bilinéaire. Par propriété universelle, il existe une unique application linéaire u ® v qui vérifie la condition. [

PROPOSITION 1.24. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies, (e, ..., e,) une base de F et
(f1,..., fm) une base de F. Alors la famille & = (e; ® f;)1<i<n,1<j<m €st une base de E ® F.

Preuve Montrons qu’elle est génératrice. Il suffit de montrer que les © ® y sont dans Vect .Z. Soit (z,y) € E X F
quonnotex = > 1" Ne; ety = Z;nzl pjfi- Alors x®@y =37, - Aipje; @ f;. Montrons qu’elle est libre. Supposons
que Y g Y0 g Aijei ® fj = 0. Pour tous i € [1,n] et j € [1,m], 'application e} ® f/: E® F' — K ® K vérifie

(ef ® f]) (ZZ)\k,Zek ® fz) = Aij;

i=1 j=1
donc \; j = 0 (car I'application (A, u) € K x K — A\ € K induit une application de K ® K — K). O
COROLLAIRE 1.25. Soient F et F' deux K-espaces vectoriels. Alors
dim E ® F = (dim E)(dim F).
PROPOSITION 1.26. Soient F, F' et G trois K-espaces vectoriels. Il existe un isomorphisme canonique de
(F®F)® G dans E® (F ® G), i. e. c’est 'unique application linéaire f vérifiant
V(z,y,2) e EXxFx G, f(z®y)®z) =20 @y®=z).
Preuve Soit z € G. On consideére
ExF —E®((F®QG),
(2,9) — 2@ (y ® 2).

z

Alors I'application @, est bilinéaire. Par propriété universelle du produit tensoriel, il existe une unique application
linéaire ¢,: EQ F — E® (F ® G) telle que

Y(z,y) e EXF, ®,(2®y)=2® (y® 2).

On considére
(E®F)xG— E® (F®G),

(u,z) —> éz(u)

Alors 'application @ est bilinéaire. Par propriét¢ universelle du produit tensoriel, il existe une unique application
linéaire ®: (FQ F)® G — E® (F ® G) telle que

V(z,,2) EEXFxG, d(zRy)R2) =10 (y 2).
De méme, on montre qu’il existe ¥: E® (F®G) — (F® F) ® G telle que
Y(z,,2) EEXFxG, V(ryoz)=y) =

Mais alors W o ® coincident avec l'identité de (F'® F') ® G sur la famille génératrice {(z ® y) ® 2} et donc sur
tout cet espace. Donc les applications ® et W sont bijectives et réciproques I'une de ’autre, donc ce sont des
isomorphismes. O

REMARQUE. Soit E’ un K-espace vectoriel. On obtient que, pour toute application trilinéaire t: Ex F'x G — E’,
il existe une unique application linéaire #: (E ® F) ® G — E’ telle que

V(z,y,2) EEx FxG, t(x@y)®z2)=tx,y,z).

Cela justifie donc que 'on note £ ® F ® G. On pourrait aussi construire cet espace comme quotient de K (FxF*G)

par le sous-espaces vectoriel T' engendré par les relations choisies de sorte que I’application
E X Fx G — KEXIXG) 1

soit trilinéaire. Plus généralement :
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1.1.6

1.1. STRUCTURE

THEOREME 1.27. Soient E1, ..., E, des K-espaces vectoriels. Alors il existe un K-espace vectoriel F1 ® -+ ® E,
et une application r-linéaire

Eiyx---xE —FEB® - QFE,

(‘Tla"'axr’)'—>xl®"'®wr

tels que, pour tout K-espace vectoriel E’ et toute application r-linéaire f: E1 x --- X E, — E’, il existe une
unique application linéaire f: F1 ® --- @ E, — E’ telle que

V(z1,...,xn) EE1 X -+ X B, fl1®@- - Q) = f(T1,...,2).

Preuve Montrons 'unicité de 1’espace a isomorphisme pres. Soit F' un K-espace vectoriel. On suppose que
I’on dispose d'une application r-linéaire ¢: E; X --- x E,. — F vérifiant, pour toute application r-linéaire
f: By x---x E, — E', il existe une unique application linéaire f: F — E’ telle que f o = f. Alors il existe un
unique isomorphisme ¢: F; ® --- ® E,. — F tel que

V(z1,...,xp) EEY X+ X Epy ®(21 Q- Qzp) = p(T1,. .., %)
D’ou 'unicité. O

PROPOSITION 1.28. Soient Ej, ..., E, des K-espaces vectoriels de dimension finie. Pour tout ¢ € [[1, ], soit
(€i1,---,€in,) une base de E;. Alors {e1 j, ® -+ ® e, , | Vi€ [1,7],1 < j; < n;} est une base de F; ® - -+ ® E,.

Puissances extérieures

DEFINITION 1.29. Soient E et E’ deux K-espaces vectoriels et r € N*. Une application r-linéaire f: E" — E’
est dite alternée si, pour tout = == (x1,...,2,) € E", §'il existe ¢ # j tels que z; = z;, alors f(x) = 0.

REMARQUE. Si f: E" — E' est une application r-linéaire, alors il existe une application linéaire f: E®" — E'
telle que f(z1 ® -+ ® x,) = f(21,...,z,) pour tout (x1,...,2,) € E".

LEMME 1.30. Soit f: E” — E’ une application r-linéaire. Alors I'application f est alternée si et seulement
Papplication f s’annule sur le sous-espace vectoriel de E®” engendré par les éléments 2; ® - - - ® x,. vérifiant qu’il
existe ¢ # j tels que z; = x;.

Preuve Si f est alternée, alors f(asl ®---®x,) =0 dés qu’il existe i # j tels que x; = x;. Réciproquement, si
f s’annule sur ce sous-espace vectoriel, alors elle s’annule en particulier sur les éléments z; ® - - - ® z,. vérifiant
qu'il existe ¢ # j tels que z; = x; et donc f(z1,...,x,) = 0 &'l existe ¢ # j tels que z; = ;. (]

DEFINITION 1.31. On note A := Vect{z1 ® - ®z, € E®" | 3i # j,x; = x;}. On appelle r-itme puissance
extérieure de E 1’espace vectoriel A" E :== E®"/A. On note z1 A --- Az, 'image de z1 ® - - - @ @, par la projection
canonique de E®" sur A" E.

THEOREME 1.32. Soient E et E’ deux K-espaces vectoriels ~et 7 € N*. Alors pour toute application r-linéaire
alternée f: E” — E, il existe une unique application linéaire f: A" E — E' telle que

V(z1,...,2.) €E", flxa N ANzy) = fo1,.. . 20).

Prewve Soit f: E” — E’ une application r-linéaire alternée. On note f: E®" — E’ I'unique application linéaire
telle que

V(z1,...,2n) €E", f(#1® - @) = f(z1,...,2,).

On a A C Ker f, donc il existe une unique application linéaire f: A" E — E’ telle que f = fom ol 7 est la
projection de E®” sur A" E. D’ot le résultat. O

COROLLAIRE 1.33. On note A,.(E, E') I'ensemble des applications r-linéaire alternée de E” dans E’. Alors
A.(E,E") — Z(\"E,E),
f—17
est un isomorphisme.
LEMME 1.34. Si f € Z(A" E,E'), alors
Y(x1,...,2,) € E", Yo € &,, ?(330(1) Ao NTo(ry) = e(o)flxy A+ Aaxy).
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1.1. STRUCTURE

Preuve Comme les transpositions engendrent &,., il suffit de montrer le résultat pour o = (1 2). Soit
(z1,...,z,) € E". Par définition de la puissance extérieure, on a 0 = (21 + x2) A (x1 + 22) AZ3 A -+ A .
En développant, on obtient 0 = 2y Azg Axg A--- Axp + 20 Ax1 A3z A--- Ax,.. Dou le résultat. O

PROPOSITION 1.35. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, (eq,...,e,) une base de E et r € N*. Si
I C [1,n] posséde r éléments, on note I = {iy,...,i,} avec iy < --- < i, et on pose ef = e;, A--- Ae; . Alors la
famille {e; | I C [1,n],#I = r} est une base de A" E.

Preuve Montrons que cette famille est génératrice. La famille {e;, ® --- @€, | (i1,...,%,) € [1,n]"} forme une
base de E®", donc la famille {e;, A---Ae;. | (i1,...,4,) € [1,n]"} est génératrice de A" E. Soit (i1, ...,4,) €
[1,n]". S’il existe j # j' tels que i; = 4,7, alors e;; A---Ae;, =0.Sidy, ..., i sont deux & deux distincts et

0 € &, alors e, A+ Nej, =e€(0)(ei,,, A Aei, ). Ainsi, les e forment une sous-famille génératrice.
Montrons qu’elle est libre. Pour toute I C [1,n] telle que I = r, on souhaite exhiber une forme linéaire
0r: A"E — K vérifiant 0;(e;) = ;7,5 pour toute J C [1,n] telle que I = r. On note I = {iy,...,i,} avec
i1 < -+ <ip. Soit O7: E®" — K l'unique forme linéaire telle que, pour tout (ji,...,5,) € [1,n]", on ait
®I(€j1®"'®ejT){0 si {]'17-..7].7’}#[, o
e(o) si {j1,...,4rf =1 et 0 € &, telle que Vk € [1,7], jx = o)

Alors Papplication ©; s’annule sur A. En effet, soient z1,3,...,2, € E. Pour tout ¢ € [1,7] \ {2}, on note

n
€Tr; = E /\m-ej.
j=1

On a donc
O(m@n ez @ @x) = Y AjApdegs A O, @ ®¢,)
Jiyeesdr€[1,m]
= Z e(g)/\l,a(l)Al,aQ) cee Ar,o(r)
ceS,
= Z €(0T)M or1) -+ Aror(r)y avec 7= (12)
cEeS,
= - Z () A 1,0(1) - - Aro(r)s
cEGS,
Doufb(z1 ®- - ®x,) =—0;(x1 ® - ®x,). Donc 'application O; s’annule sur I, donc elle induit une forme

linéaire 0;: A" E — K vérifiant 67(e;) = 07,5 pour toute I C [1,n] telle que §I = r. On prend ensuite une
combinaison linéaire des e; nulle et, en appliquant les 7, on montre que chaque coefficient est nul. D’ou la
liberté. O

EXEMPLE. On se place dans le cas n = 2. Soit (e1,e2) une base de E. Soient z,y € E. On note x = aej + beg
et y = ce; + des. Alors

x Ay = (ae1 + bez) A (cey + dez)
= acey N e1 + adeq N eg + beeg A eg + bdeg N es
= (ad — bc)ey N es.

COROLLAIRE 1.36. Soient E un K-espace vectoriel et r € N. Alors

dim A" E = (")
T

EXEMPLE. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie, (e1,...,e,) une base de F et (x1,...,z,) € E™.
Pour tout j € [1,n], on note x; = Y ;" a; je;. Par multilinéarité, on a

n
LI N Nxy = E Qi 1€5, N N Qg n€i,
=

U1 yeeeyln=1

— Zaihl e ain’neil VANERRWAN ein
= Zag(1),1 ©Qo(n)n€o(1) N N €o(n)

- Z Ug(1),1 " Qo(n)nE(T)er A  Aey

Algebre linéaire — CHAPITRE 1 7



1.1. STRUCTURE

= (Z aa(l)J . aa(n),nE(U))el N Aep.

ceG,

(e1 A Aep)* (1A Nep)

DEFINITION 1.37. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*. On fixe une base & = (e1,...,€y)
de E. Alors (e3 A -+ Aey) est une base de A" E et 'unique élément de sa base duale est noté detg. Il vérifie

V(z1,...,x,) € E", detg(zi A Axp)er Ao New =21 Ao AT

LEMME 1.38. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, r € N* et (z1,...,2,) € E". Alors (z1,...,2,)
est liée si et seulement si 21 A--- Az, = 0.

Preuve On suppose que la famille est liée. Alors il existe ¢ € [1,7] tel que z; € Vect {z1,..., 21, Tit1,... Tp}
quon écrit x; = ;4; Ajz;, donc

TIA AT =Y NTi A Axg A Axy =0,

J#i
Réciproquement on suppose que la famille est libre. On la compléte en une base (z1,...,z,) de E. Or la
base correspondante de A" E contient le vecteur 21 A --- A 2, qui est donc non nul. (Il

PROPOSITION 1.39. Soient F un K-espace vectoriel, r € N et (z;);c; une famille de E. Alors cette famille est
de rang r si et seulement si

— il existe 41,...,4, € I tels que z;; A--- Ax;, #0;

— pour tout k > r et pour tous ¢1,...,7x € [,onaz;; A--- Az, =0.

Preuve On se place en dimension finie. Soit (e, ...,e,) une base de E. On considére la base des e; de A" E
donnée par le théoréme 1.35. Soit (21,...,2,) € E". Pour j € [1,7], on note z; = 37—, a; je;. On a

I NNy = E ail,l"'air,reil/\"'/\eir

1<i1,0 i <n
=D Go()1 " o) rea) A Ao
o: [1,n]—[1,n]
Si une application o: [1,n] — [1,n] n’est pas injective, alors e;(1) A -+ A ey(y) = 0. Ainsi
TIN - NTyp = Z Z Ao (1),1 """ Ao(r),r€a(1) A A Co(r)

IC[1,n] o: [1,n]—TI
g I=r injective

- Z Z Qigay, 17" aia<7~)ﬂ“5(0)€l~

IC[1,n] ceS,.
fI=r
I={i1<--<i,}
Donc le coefficient de 1 A - -+ A z,. sur ’élément e; est
*
ef(i A ANay) = § g(g)aia(n,l C Qi (e
ceS,.

Donc 1 A--- Az, = 0 si et seulement si tous les mineurs de taille r de la matrice (a; ;) € #,(K) sont nuls.
D’ou le résultat. 0

o REMARQUE. On se place dans F := R?® muni de sa base canonique Z. Alors lespace A2 E est de dimension 3
et il est isomorphe & R? par I’application
A E —s E*,
EF — R,

T ANy +—>
zr— detg(z Ay A z)

que 'on compose avec I'isomorphisme

E* — F,
*

e; —> €.

On identifie ¢ € E* a 'unique vecteur v € E tel que ¢ = (-, v). Concrétement, si = et y sont fixés, alors il existe
un unique v, , € E tel que
Vze E, detg(z,y,2) = (2,Vz,y)-
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1.2. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

L’application
AN FE— E,
TANY > Vg y

est un isomorphisme, appelé le produit vectoriel sur R?. Le méme argument permet de définir le produit vectoriel
sur R” en identifiant A" ' R™ & R™.

DEFINITION 1.40. Soient F et £’ deux K-espaces vectoriels, u € Z(F, E’) et r € N. On définit

ANME — A" F,

A w:
1 A Az —> u(x) A Au(zy).

Cette définition est correcte par la propriété universelle de la puissance extérieure.

PROPOSITION 1.41. Soient v € Z(E,E’),ve ZL(E',E") et r € N. Alors A"(vou) =A"voA"u.
Preuve 11 suffit de voir que A"(vou)(xy A+ Ax,) =A"vo A" u(xy A--- A x,.) pour tout (z1,...,z,) € E".
C’est vrai d’apreés les définitions de A" u et A" v. O

DEFINITION 1.42. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et u € Z(F). L’application A" u
de A" E dans lui-méme est une homothétie dont le rapport s’appelle le déterminant de u, noté det u. On peut
fixer une base et le calculer : le résultat ne dépend de ce choix.

COROLLAIRE 1.43. 1. Soit u € Z(F). Alors u n’est pas un isomorphisme si et seulement si detu = 0.
2. Soient u,v € Z(FE). Alors det(u o v) = (det u)(det v).
3. Soient M € .#,(K) et P € GL,(K). Alors det(P~1MP) = det M.

REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

Polynémes d’endomorphismes

PROPOSITION 1.44 (propriété universelle d’une K -algébre). Soient K un corps, A une K-algebre et a € A. Alors
il existe un unique morphisme de K-algebre ¢, : K[X]| — A tel que ¢, (X) = a. Il vérifie

VAL A €K, o (Z AZ-Xi) =3 A,
i=0 i=0
Cette application linéaire est aussi un morphisme d’anneaux. En général, si P € K[X], on note P(a) := ¢, (P).

Soit E un K-espace vectoriel. Alors .Z(F) est une K-algebre pour les lois + et o. Pour tout u € Z(E),
d’apres la proposition précédente, on sait donner un sens a P(u). Dans toute la suite, 'espace E sera un K-espace
vectoriel de dimension finie n € N*.

PROPOSITION 1.45. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € Z(F). Alors il existe un unique

polynéme unitaire 7, € K[X] tel que Ker ¢,, = 7, K[X]. Le polynéme 7, est appelé polyndme minimal de w.

Preuve L’espace K[X] est de dimension infinie et Pespace £ (FE) est de dimension finie, donc 'application ¢,
n’est pas injective, donc le noyau Ker ¢,, est un idéal de K[X]. Or 'anneau K[X] est principal, donc il existe un
unique polynéme unitaire 7, € K[X] tel que Ker ¢,, = 7, K[X]. O

THEOREME 1.46 (lemme des noyauz). Soient E un K-espace vectoriel, P, ..., P. € K[X] deux a deux premiers
entre eux et u € Z(E). Alors

Ker Py -+ P.(u) = @Ker P;(u).
i=1

Preuve On suppose que r = 2. Comme P; et P, sont premiers entre eux, le théoréme de BEzZoUT affirme qu’il
existe A, B € K[X] tels que APy + BP, = 1. Alors A(u)P;(u) + B(u)P2(u) = id. Soit = € Ker P(u). On note

x9 = A(z)P1(u)(z) et x1:= B(u)Pa(u)(z).
On a z =z + x5 avec Py(u)(z1) = Pi(u)(x2) = 0. D’olt
Ker P(u) = Ker Py (u) + Ker Py(u).

Algebre linéaire — CHAPITRE 1 9



1.2. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

De plus, si x € Ker P (u) N Ker Py(u), alors = 04 0 = 0. On a donc montré que
Ker P(u) = Ker Py (u) ® Ker Py (u).

On procede ensuite par récurrence sur r. O

¢ REMARQUE. D’aprés la preuve, les projections sur les espaces Ker P;(u) sont des polyndmes en .

1.2.2

THEOREME 1.47 (CAYLEY-HAMILTON). Soit u € Z(E). On pose X, = det(X id — u). Alors x,(u) = 0.

Preuve Soient M la matrice de u dans une base de E et C' .= X1I,, — M. Alors
Y(Com O)C = xu(X)1,,.
Les coefficients de la matrice *Com C sont des polyndmes en X de degré inférieur ou égal & n — 1. On note
fComC =Ag+-+ A4, 1 X" 1 et yu=ao+ - +a, X"

Ainsi, on obtient le systéme

G,()In = —AQM, (0)

arl, ?AofAle (1)

anl, = Ap_1. (n)
En multipliant chaque ligne (i) par M et en sommant, on obtient x, (M) = 0. O
Diagonalisation

DEFINITION 1.48. Soit u € Z(F). On appelle valeur propre tout A € K tel que u — X id ne soit pas injective.
Pour une valeur propre A, on appelle vecteur propre associé & A tout vecteur de Ker(u — Aid) \ {0}.

LEMME 1.49. Soient u € £ (F) et A € K. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) X est une valeur propre de u,

(i1) xu(N) = 0,
(i) mu(A) =0,

DEFINITION 1.50. Un endomorphisme u € £ (E) est dit diagonalisable §’il existe une base Z de F telle que la
matrice de u dans cette base, notée Matg(u), soit diagonale.

THEOREME 1.51. Soit u € Z(FE). Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) w est diagonalisable;

(ii) v admet un polyndéme annulateur scindé a racines simples ;
(iii) 7, est scindé a racines simples ;
(iv) xu est scindé et, pour tout A € K, la dimension de Ker(u — Aid) est 'ordre de multiplicité de A dans x,.

REMARQUE. Si deux endomorphismes u et v ont les mémes polynéomes minimal et caractéristique et leur
polynéme minimal est scindé & racines simples, alors u et v sont semblables. La réciproque est fausse : les
matrices

010 0 010 0
000 0 000 0
ooo0o1] ® {oooo
00 0 0 00 0 0

ont les mémes polynoémes caractéristique et minimale, respectivement X* et X2, mais elles ne sont pas semblables
car leurs rangs difféerent.
Réduction de FROBENIUS

DEFINITION 1.52. On dit qu'un endomorphisme u € .Z(E) est cyclique s'il existe z € E tel que
B = (z,u(zx),...,u" " ()

soit une base de E. Un tel x s’appelle un vecteur cyclique pour u. Dans une telle base, la matrice de u est de la
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1.2. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

forme

—_

Matg(u) =Cp =g 1 . : ,
oo .0 :
0 -+ 0 1 ap
Un telle matrice est appelée matrice compagnon associée au polynéme
P=X"—q, 1 X" 1 —...—q

et sera notée Cp.

LEMME 1.53. Soit P € K[X]. Alors x¢, = P.

Preuve On développe le déterminant par rapport a la derniére colonne. O

DEFINITION 1.54. Soient u € .Z(F) et x € E. On appelle polynéme minimal de u en z 1’'unique polynéme
unitaire m, , € K[X] de degré minimal tel que 7, ,(u)(x) = 0.

REMARQUE. Pour tout x € E, on a m, , | m, et, si (z,u(z),...,u™ (z)) est libre, alors deg T, > m.

LEMME 1.55. Soit u € Z(E). Alors il existe x € E tel que 7y 5 = my.

Preuve On suppose qu’il existe P € K[X] irréductible et r € N* tel que 7, = P". Pour tout z € E, comme
Tuz | Tz, il existe s < r tel que m, , = P*. Par 'absurde, si P"~!(u)(z) = 0 pour tout x € E, alors 7 | P! ce
qui est impossible. Donc il existe z € F tel que P"~!(u)(z) # 0 et P"(u)(z) = 0. Ainsi, on a 7, , = P" = m,.

On revient au cas général. On écrit m, = P{* --- PJ* ol les polynémes P; sont irréductibles et distincts et les
entiers 7; sont supérieurs a 1. Le lemme des noyaux donne

S
E= @Ker P (u).
S
Soit i € [1,s]. Notons w; l'endomorphisme induit par u sur E;. Alors m,, = P;*. Le polynéme P/’ an-

nule bien ;. Si P/ '(u;)(x) = 0 pour tout x € E;, alors P/ '(u)(x) = 0 pour tout 2 € E, mais alors

(P*--- P PP (u)(2) = 0 pour tout = € E ce qui est absurde par minimalité de 7. Donc il existe z; € E;
tel que my 5, = P;*. Soient (x1,...,25) € By X --- X Eg et x :==x1 + -+ + x5. Soit P € K[X]. Par stabilité des
espaces F;, on a

P(u)(z) =Y Plu)(x:).
i=1

Si P(u)(z) =0, alors P/* | P pour tout ¢ € [1,s], donc m, | P car les polynémes P; sont distincts et premiers
entre eux deux a deux. Dol 7, 4 = my. O

PROPOSITION 1.56. Soit u € Z(FE). Alors u est cyclique si et seulement si x, = .

Preuve On suppose que u est cyclique. Soit z € E tel que Z := (z,...,u" !(x)) soit une base de E. Alors
Xu = Tu,x = X"+ anlen_l +---+ag

et les scalaires a; sont les coefficients dans la matrice de u dans 4.
Réciproquement, on suppose que x, = 7. Soit € E tel que 7, , = m,. Alors la famille (z,...,u""!(x)) est
libre car deg my , = deg x, = dim E. O

THEOREME 1.57 (décomposition de FROBENIUS). Soit u € .Z(E). Alors il existe une unique famille de polyndémes
Py, ..., P. unitaires et une famille de sous-espaces vectoriels Fy, ..., E,. de E stables par u telles que
-E=E&--- 8k,

- P, | | P,

— pour tout i € [1,n], 'endomorphisme u induit sur F; un endomorphisme cyclique de polynéme P;.
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1.2. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

De plus, il existe une base % de E telle que
Cp,
Matg(u) =
Cp,

Preuve o Ezistence. S'il existe une telle décomposition, alors P; = m,,. Soit € E tel que m, » = m,. L’espace
F = Vect {u'(z) | ieN}

est un sous-espace vectoriel stable par u. En notant d := deg 7, la famille .7 = (z,u(z),...,u? " (z)) est une
base de F' (la division euclidienne de X* par m, s’écrit X* = Qm, + R avec deg R < d, donc u'(z) = R(u)(z) ce
qui montre la caractére générateur et on montre aisément la liberté).

On cherche un supplémentaire de F' stable par u afin de faire une récurrence. L’espace F est de dimension d.
Si F' = E, alors u est cyclique, c’est clair. Sinon montrons que F' admet un supplémentaire stable par u. On
compléte la famille .% en une base de F et on considére ¢ € E* 1’élément de la base duale associée qui vérifie
o(u?1(x)) = 1. On consideére

I == Vect { ¢, ‘u(p), . . .tud_l(go)} C E*.

Montrons que (i) T" est stable par u et que (ii) 'endomorphisme induit par 'u sur 7 est cyclique de polynome
minimal 7,,. Pour montrer le point (i), il suffit de montrer que u(u?"!(yp)) € F. En notant 7, = X% — --- — ag,
on a

d—1 d—1
() = pout = po (L an') = 3 atui(e) €T
i=0 1=0

Montrons le point (ii). Il suffit de montrer que que (¢, u(y), ... u%"(p)) est une base de T. 1l suffit de montrer
qu’elle est libre. Soient A1,...,A\q—1 € K tels que Z;j:_ol i 'u’(¢) = 0. En évaluant cette relation en z, on obtient

d—1
S Nplul () = 0,
=0

donc Ag_; = 0. En appliquant *u & la relation

d—2
D A (p) =0
1=0

et en évaluant en x, on obtient A\y_o = 0. Par récurrence, on montre ainsi que A\y—; = 0 pour tout i € [1,d].
Ce qui montre la liberté de la famille. De plus, on a m,(*)(¢)) = 9 o m,(u) = 0 pour tout 1 € E*, donc
I’endomorphisme % est annulé par m,. Ainsi, ’endomorphisme induit par 'u sur I" est cyclique de polynéme
minimal m, et donc ¢ est un vecteur cyclique.

On considere

G={yeE|WWeTl,¢(y) =0}.
Montrons que (iii) G est stable par u et que (iv) F' @ G = E. Montrons (iii). Pour tout y € G et tout ¢ € I', on
a P(u(y)) = u(y)(y) = 0, donc u(y) € G. D’ot la stabilité.

Montrons (iv). D’abord, montrons que F NG = {0}. Soit y € F NG qu'on note y = >S9 \;u’(z). On a
0=¢(y) = A\dg—1, donc 0 = u(p)(y) = Ag—2. Ainsi de suite, on montre que A\4—;—1 = 0 pour tout i € [0,d — 1].
Donc y = 0. De plus, on a G = ¥~1(I'%) ot I'application ¥: E — E** est I'isomorphisme canonique et T'? est
lorthogonal de T" pour la dualité (cf. définition 1.17) ce qui montre que dim F + dim G = dim E, donc F& G = E.

Comme F et G sont stables par u, I’endomorphisme induit par u sur F' est cyclique de polynéme minimal 7,
et 'endomorphisme induit par v sur G est annulé par m,, donc son polynéme minimal divise m,. On conclut
ensuite par récurrence. Ceci montre ’existence.

e Unicité. Par 'absurde, supposons que deux familles distinctes (P,..., P.) et (Q1,...,Qs) conviennent

avec les décompositions associées
I S
E:@EZ- et E:@Fj.
i=1 j=1

On a nécessairement P; = ()1 = m,,. Soit un entier ¢ € [2, min(r, s)] minimal tel que P; # @Q;. Un tel entier existe
car, comme les deux familles sont distinctes, on a

dim F = idegpi = ideng.

i=1 j=1

Comme les sous-espaces vectoriels sont stables par u, pour tout ¢ € [1,7] on a

Pi(u)(E) = @ P.(w)(Ex) = @ PAE)(F).
k=1 j=1
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1.2. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

Si j < 4, alors les endomorphismes engendré par u sur E; et I} sont semblables car ils sont cycliques de polynéme
minimal P; = Q;, donc dim P;(u)(E;) = dim P;(u)(Fj). Or pour tout k > i, on a P;(u)(Ey) = {0}, donc

i—1 i—1 s
dim P;(u)(E) =) dim P;(u)(Ey) = Y _ dim P;(u)(F;) + Y _ dim P;(u)(F}),
k=1 j=1 j=i

donc .
Z dim P;(u)(F;) =0,
=i

donc les sous-espaces vectoriels P;(u)(F;) sont nuls pour j € [i,s], donc I'endomorphisme P;(u) s’annule sur
tout les espaces F; avec j € [i, s, donc Q; | P;. De méme, en échangeant les roles de P; et Q;, on montre que
P; | Q; et donc Q; = P; ce qui est absurde. D’ot I'unicité. |

DEFINITION 1.58. Soit u € .Z(F). On appelle invariants de similitude de u les polynémes Py, ..., P, donnés
par le théoreéme précédent.

PROPOSITION 1.59. Deux endomorphismes sont semblables si et seulement s’ils ont les mémes invariants de
similitude.

Preuve Soient u,v € Z(F). S’ils ont les mémes invariants de similitudes, alors ils sont semblables & la méme
matrice, donc ils sont semblables. Réciproquement, on suppose qu’ils sont semblables. Dans des bases % et %’
convenables, on a

CPI CQl
Mat g (u) = et Matg (v) =
Cp, Ca.
Comme ces matrices sont semblables, la matrice
Ca
Ca.
est une forme réduite de u avec des blocs diagonaux compagnons et les bonnes relations de divisibilité. Par
unicité, on a donc r = s et (Py,...,P.) = (Q1,...,Q,). Finalement, les endomorphisme u et v ont les mémes
invariants de similitude. O

APPLICATIONS. Pour montre que v et *u sont semblables, il suffit de le faire pour u cyclique.

PROPOSITION 1.60. Soient M, M’ € #,,(K) et L un corps contenant K tels
3P € GL,(L), PMP™' =M
Alors M et M’ sont semblables.

Preuve Une décomposition de FROBENIUS de M sur K en est aussi une sur L. Par unicité, comme les invariants
de similitudes de M et M’ sont les mémes sur L, ce sont les mémes sur K. (Il

QUESTIONS OUVERTS. Comment calculer les invariantes de similitudes ? Comment calculer une décomposition
de FROBENIUS ?
Réduction de JORDAN

DEFINITION 1.61.  Un endomorphisme u € £ (E) est dit nilpotent s’il existe k € N tel que u* = 0.

PROPOSITION 1.62. Soit u € Z(F) nilpotent. Alors il existe une unique famille d’entier nq, ..., ng et une base
P de E telles que
I,

Mat g (u) =
o

ou, pour n € N*| la matrice J,, est la matrice de .#,(R) contenant uniquement des 1 sur la sur-diagonale.

Preuve Comme u est nilpotente, son polyndme caractéristique est x, = X" avec n := dim E. Soient Py, ..., Py
les invariants de similitudes de w. On a P; -+ - Py, = x,, = X™. Donc pour tout i € [1, k], il existe n;, € N* tel que
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1.2. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

P, = X™. On remarque que ny > --- > ng et n; + - -+ +nx = n. Pour k € N*, la matrice C'x« est semblable &
Ji (il suffit de renverser l'ordre des vecteurs de la base). D’ou le résultat. O

REMARQUE. Dans une telle décomposition de u, le nombre de blocs de la forme Ji est égal a k = dim Ker u.
Pour i € N*, le nombre de blocs de taille i est égal & §; := dim Ker u’ — dim Ker u~1.

DEFINITION 1.63. Pour A € K et n € N, on pose Jy ,, := AL, + Jp,.

THEOREME 1.64 (réduction de JORDAN). Soit u € .Z(FE). On suppose que Y, est scindé. Alors il existe une
base # de E dans laquelle la matrice de u est diagonale par blocs avec des blocs diagonaux de la forme Jj ;. Les
blocs qui apparaissent ne dépendent pas du choix de la base.

Preuve On écrit le polynéme caractéristique sous la forme
o= J[ X—=xm.
AESpu
On peut alors décomposer E sous la forme
E= @ Fy(u) avec Fy(u):=Ker(u— \id)™*.
AESpu

Pour toute A € Spu, le sous-espace vectoriel Fy(u) est stable par u et I’endomorphisme wuy induit par « sur X est
telle que uy — Aid soit nilpotent d’indice my. Ainsi il existe une base %) de F)(u) dans laquelle

Ik,
Matg, (uy — Aid) = avec ki >---2k. et Jyi=Jgpo.
Ik,
Dans cette méme base, on a alors
Ik
Matg, (uy) =
Ik
En concaténant les bases £, on obtient une base 4 dans laquelle la matrice de u est de la forme annoncée.
Montrons 'unicité. On suppose que, dans une base %’, la matrice de u est diagonale par blocs avec des blocs
diagonaux de la formes J, ;.. Soit F' un sous-espace vectoriel stable sur lequel la matrice de I’endomorphisme
induit est J, ;. Alors p est valeur propre, k < m, et F' C F,(u). Les vecteurs de la base ' correspondant &
une méme valeur propre p sont au nombre de m,, en calculant le polynéme caractéristique de la matrice. Ces
vecteurs forment une base de F),(u), donc il suffit de montrer que les tailles des blocs de la forme J, 1, a p fixé
sont indépendants du choix de la base. Or sur F,(u), 'endomorphisme u, — pid est nilpotent, donc les tailles

des blocs J,, 1, sont les tailles des blocs nilpotents intervenant dans une décomposition de u, — pid. Ces tailles
sont entierement déterminées grace au théoreme de JORDAN pour les endomorphismes nilpotents. (]

REMARQUE. Sil’endomorphisme uy, — A; id est nilpotent, alors les invariants de similitude de uy, sont
(X =)k, o (X = )M avee ki > > ki,

Les entiers k; , avec p € [1,r;] sont alors les tailles des blocs de JORDAN de I’endomorphisme uy, — A; id.

PROPOSITION 1.65. Les polynémes
Pr= (X =)Mo (X =N\ L P (X = AR (X = Ay )R

ot r = max(ry,. .., y) sont les invariants de similitude de w.

Preuve On note
Pi=(X =) (X = \p)km.

La matrice Cp a exactement m blocs de JORDAN qui sont les matrices Jy, . Or
E=@F(Cp) avec Fi(Cp):=Ker(Cp—\ly)".
i=1

Pour tout ¢ € [1,m], indice de nilpotence de ’endomorphisme induit par Cp — A; id sur F;(Cp) est k; (sinon P
ne serait pas le polynéme minimal de Cp). Dans la décomposition de JORDAN de la matrice

Cp,

Cp
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1.2. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

on trouve les mémes blocs de JORDAN que pour wu. (]

PROPOSITION 1.66. Soient u,v € Z(FE). On suppose que X, et X, sont scindés. Alors u et v sont semblables si
et seulement si u et v ont les mémes blocs de JORDAN.

Preuve La démonstration repose sur le méme argument qu’avec la décomposition de FROBENIUS. O

COROLLAIRE 1.67 (décomposition de DUNFORD). Soit u € .Z(FE) tel que X, soit scindé. Alors il existe des
uniques d,n € Z(F) tels que u = d + n, dn = nd, d soit diagonalisable et n soit nilpotent.

Preuve On écrit le polynéme caractéristique sous la forme
Xu = II ()(__A)WU.
AESpu
Grace au lemme des noyaux et le théoréme de CAYLEY-HAMILTON, on peut alors décomposer F sous la forme
E= @ Fy(u) avec F)\(u):=Ker(u— Aid)™*.
AeSpu

Les projections py: E — Fy(u) sur les sous-espaces vectoriels Fy(u) sont des polynémes en u. On considére
I’endomorphisme
d:= jg: ApA.

AESP U
Montrer que d est diagonalisable. C’est immédiat en remarquant que le polynéme
P= T[] x-X
AESpu

annule d et il est scindé a racine simple ce qui montre que d est diagonalisable. On pose alors n = u — d.
Montrons que u est nilpotent. On notant m le maximum des ordres de multiplicité des valeurs propres, on a
n™ = (u — d)™ = 0. Finalement, on a bien u = n + d et dn = nd.

Montrons 'unicité. Soit (d’,n') un autre couple convenant. Comme d et n sont des polynomes en u, les
endomorphismes d’ et n’ commutent avec u et donc avec d et n. Par conséquent, I’endomorphisme d — d’ est
diagonalisable, mais il est aussi nilpotent, donc d = d’ puis n = n/'. O

PROPOSITION 1.68. L’application exp: .#,(C) — GL,,(C) est surjective.

REMARQUE. On fera attention a la décomposition de DUNFORD d’une matrice diagonalisable. Par exemple,

]’éCI 1. t ure

(o 2)= (6 2)+ (6 o)

n’en est pas une car les deux matrices ne commutent pas.

est une décomposition, mais I’écriture
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FORMES QUADRATIQUES

Dans toutes la suite, la lettre K désignera un corps de caractéristique qui n’est pas égale a 2.

Définitions

DEFINITION 2.1.  Soit F un K-espace vectoriel. On appelle forme quadratique sur E toute application ¢: F — K
telle que

— pour tout A € K et pour tous z € E, on ait ¢(Az) = A\2q(x);
— lapplication (z,y) — q(z +y) — q(x) — ¢(y) soit bilinéaire.

ExeEMPLE. L’application

K" — K,
(x1,...,2p) —> 224+ -+ 22
est une forme quadratique sur K™. Plus généralement, si ¢1,...,¢,. € E* et ay,...,a, € K, alors I'application

a1} + o+ arpy

est une forme quadratique sur E.

DEFINITION 2.2. Soit ¢ une forme quadratique sur E. On appelle ’application
ExE— K,

(z,y) — %[q(x +y) —q(x) — q(y)]

forme polaire de q.
PROPOSITION 2.3. Soit ¢ une forme quadratique sur E. On note b sa forme polaire. Alors 'application b est
I'unique forme bilinéaire symétrique sur ' x E qui vérifie

Ve e E, b(x,x)=q(x).

Preuve Pour tout z € E, la définition de b donne bien b(z,x) = ¢(z). De plus, elle est bien bilinéaire. Soit &’
une autre telle application. Pour tout (z,y) € E x E, la bilinéarité de b’ donne bien b(x,y) = V' (z,y). O

REMARQUE. Soit ¢: E — K est une forme quadratique de forme polaire b. Alors I'application bilinéaire
symétrique b induit une application linéaire b: F ® F — K. Comme b est symétrique, on a

Ve,y e B, blz®y)=0bly® ).
On note
F::Vect{:c@yfy@x | (z,y) € EZ} CEQ®E.
Alors lapplication b induit une application linéaire de Sym? E := (E® FE)/F dans K. Pour x,y € E, on note
z -y Pimage de z ® y par cette application. L’espace vectoriel Sym? E posseéde la propriété universelle suivante :

pour toute application bilinéaire symétrique 3: E x E — E’, il existe une unique application
linéaire B: Sym? E — E’ telle que

Vr,y € E, B(z-y)="b(z,y).

L’application qui a une forme bilinéaire symétrique sur E x E associe une telle application B € (Sym? E)* est
un isomorphisme. Supposons que E soit de dimension finie. On note (e1,...,e,) une base de E. Alors les e; - e;
avec i < j forment une base de Sym? E et les e; - €5 avec i < j forment une base de (Sym2 E)*.
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2.1. FORMES QUADRATIQUES

Soit ¢: F — K une forme quadratique. Alors il existe une unique B € (Sym2 E)* telle que
Ve e E, ¢(z)=DB(z-x).
11 existe une famille (a; j)1<igj<n de K vérifiant
q= Z a; je;e;
1<i<ji<n

Six =i, ze;, alors

q(z) = Z a; T

1<i<j<n

DEFINITION 2.4. On appelle espace quadratique sur K la donnée d’'un K-espace vectoriel E de dimension finie
et d’une forme quadratique ¢ sur F.

DEFINITION 2.5. Soient (E,q) et (E’,q') deux espaces quadratiques. On appelle morphisme métrique (ou
morphisme quadratique) de E vers E’ toute application linéaire u: E — E’ telle que
Ve e B, ¢ (u(z))=q(z).

Autrement dit, dire que u est un morphisme métrique revient a dire que le diagramme

B4,k

| 4

EI
commute. On dit qu'un morphisme métrique est une isométrie si c’est un isomorphisme.

QUESTIONS. Peut-on classifier les espaces quadratiques & isométries pres ?

Formes non dégénérées

DEFINITION 2.6. Soit (F,q) un espace quadratique. On note b la forme polaire de ¢q. On dit que (FE,q) est
dégénérée s'il existe x € E \ {0} tel que
Yy e E, b(x,y) =0.
DEFINITION 2.7. On appelle noyau d’une forme quadratique q I’ensemble
N(q) ={rx € E|VYy € E, b(z,y) = 0}.
On appelle cone isotrope d'une forme quadratique ¢ ’ensemble

Clg) ={r € E[q(z) =0}

REMARQUE. Le noyau, également noté Ker ¢ abusivement, est inclus dans le cone isotrope. Une forme quadra-
tique ¢ est dégénérée si et seulement si N(q) # {0}.*
THEOREME 2.8. Soit (E,q) un espace quadratique. On note b la forme polaire de ¢g. Alors l'application
E — E*,
D |EF— K,
Ty s ey

est un isomorphisme si et seulement si ¢ n’est pas dégénérée. Cette application s’appelle I'isomorphisme canonique
de F dans E*.

Preuve Soit z € E. On vérifie que I'application ¢, est bien une forme linéaire. Ainsi 'application ® est bien
définie et linéaire. On remarque que Ker ® = N(g). Comme E est de dimension finie, ’application ® est un
isomorphisme si et seulement si N(q) = {0}, i. e. la forme quadratique ¢ n’est pas dégénérée. O

DEFINITION 2.9. Soient (F,q) un espace quadratique et A C E. On note b la forme polaire de g. On appelle

orthogonal de A ’ensemble
At ={z € F|Vy€ A, b(z,y) =0}.
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2.1. FORMES QUADRATIQUES

PROPOSITION 2.10. Soient (F,q) un espace quadratique et ' C E un supplémentaire de N(g). Alors la somme
E = F © N(q) est orthogonale et la forme quadratique g n’est pas dégénérée.

Preuve 11 suffit de remarquer que N(q) = E*. Montrons que qr n'est pas dégénérée. Soit x € F. On suppose
que b(z,y) = 0 pour tout y € E. Soit z € E qu’on écrit z = zp + 2x avec zp € F et zy € N(Q). Par linéarité,
on a b(wr,z) = b(x, zr) + b(x, 2x) = 0, donc z € N(g), donc x = 0. On en déduit que N(qr) = {0}, donc ¢
n’est pas dégénérée. (Il

REMARQUE. On peut alors toujours se ramener a un espace non dégénéré. Dans la suite, on prend toujours des
espaces non dégénéré.

PROPOSITION 2.11. Soient (F,q) un espace quadratique non dégénéré et A C E. On note &: E — E*
I'isomorphisme canonique. Alors A+ = ®~1(A%).

Preuve On note b la forme polaire de g. On a
At ={z € E|Vy€ A, b(z,y) =0}

={z e E|Vyec A, p.(y) =0}

=o' ({pe B |Vy e A, oly) =0}) =2 1(A). O
COROLLAIRE 2.12. Soient (E,¢) un espace quadratique non dégénéré et A C E. Alors

dim A+ + dim Vect A = dim E.
Si A est un sous-espace vectoriel I tel que gz ne soit pas dégénérée, alors
E=Fa, F'.

Preuwve On sait que dim A° 4+ dim Vect A = dim E et dim A° = dim A". Soit F un sous-espace vectoriel de E

telle que ¢ ne soit pas dégénérée. Il suffit de montrer que F'N F + = {0}. Mais
FNF-={zcF|VyeF, bxy) =0} =N(qgr) = {0}

ce qui permet de conclure. O
EXEMPLE. On se place dans E := K? et on considere la forme quadratique
K? — K,

(z,y) — zy.

Elle n’est pas dégénérée car, si on note b sa forme polaire, on a
1
V(x, y)> (xla y/) € K23 b((l‘, y)v (ZL'/, y/)) = i(xy/ + x/y)

Mais ¢(1,0) = 0 et, en notant F':= Vect {(1,0)}, la forme quadratique g est dégénérée.
Point de vue matriciel
DEFINITION 2.13. Soient (F,q) un espace quadratique et & = (ey,...,€,) une base de E. On note #* =
(ef,...,e") sa base duale et ® 'isomorphisme canonique. On appelle matrice de ¢ dans la base % la matrice

Matgg(q) = Matggﬂgg* (‘I)) = (b(ei,ej))lgmgn.
PROPOSITION 2.14. Soient (E,q) et (E’,q") deux espaces quadratiques et M et M’ les matrices de ¢ et ¢’ dans
des bases quelconques. Alors (F,q) et (E’,q’) sont isométriques si et seulement s’il existe P € GL, (K) telle que
‘PMP =M

Preuve On suppose que E et E’ sont isométriques. Il existe une isométrie u: £ — E’. On note ® et @' les
isomorphismes canonique £ — E* et £/ — E’*. Alors on vérifie que le diagramme

E—Y g
@J J@’
t,
U
E* El*

est commutatif, i. e. u o ® ou = ®. Si on fixe des bases % et &', on a ‘PM'P = M avec P := Matg 4 (u).
Réciproquement, on suppose qu'il existe P € GL, (K) telle que ‘PM P = M’. L’application v € Z(E, E')
telle que Matg g (u) = P est une isométrie. g
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2.1. FORMES QUADRATIQUES

REFORMULATION DE LA QUESTION. Peut-on classifier les matrices symétriques a congruence pres 7

DEFINITION 2.15. On considére Paction de (K*)? := {2? | z € K*} sur K par multiplication. On dispose
de T'ensemble des classes K/(K*)? et de la projection canonique m: K — K/(K*)2. Soit (E,q) un espace
quadratique. On appelle discriminant de q la classe

disc(q) = m(det M,) € K/(K*)?

ot M, est la matrice de ¢ dans une base.

REMARQUE. Une forme quadratique ¢ n’est pas dégénéré si et seulement si disc(q) # 0.

DEFINITION 2.16. On appelle rang d’une forme quadratique le rang de sa matrice.

Bases orthogonales

Soit .# une famille de représentants de K> /(K*)? dans K*.

THEOREME 2.17. Soit (F, q) un espace quadratique. Alors il existe une base (e1,...,e,) de E telle que
— les vecteurs e; sont deux a deux orthogonaux,

— pour tout i € [1,n], on ait g(e;) € FU{0}.

De plus, on a

t{i € [1,n] | q(e:) # 0} = rgq.

Matriciellement, la matrice Matz(q) est diagonale.

Preuve On écrit E = F @, N(q). Il suffit de traiter le cas ou F est non dégénéré. Comme ¢ n’est pas nulle, soit
x € E tel que ¢(z) # 0. On note D := Vectz. Alors E = D & D*. Montrons que qp+ est non dégénéré. On a

N(qp+) =D n D+ ={0}.
En effet, en notant b la forme polaire de ¢, on a
N(gp+) ={y € D* | Vz € D*, bly, ) = 0}
={ye€ E|Vze D", b(y,z) =0}nD*
= (DH)*nD*+=DnD*

On raisonne ensuite par récurrence sur la dimension de E. C’est clair pour E = {0}. Soit n € N*. On suppose
que E est de dimension n. Alors E = D @ D+ et on applique ’hypothése de récurrence a D+ : il existe une base
orthogonale (xa,...,2,) de D+, Alors en notant 1 := z, la famille (21,...,xp) est une base orthogonale de F.
De plus, pour tout i € [2,n], il existe A\; € K* tel que A2q(z;) € .Z. On peut remplacer les vecteurs x; par \;z;

sans changer le fait que (xa,...,x,) soit une base orthogonale, 7. e. on pose e; := A\;x; pour tout ¢ € [1,n], et
on obtient une base orthogonale (eq, ..., e,) vérifiant

Vie[1,n], q(e;) e F

ce qui conclut la preuve par récurrence.
e Version calculatoire. Pour cela, montrons le théoréme suivant.

LEMME 2.18 (réduction de GAUSS). Alors il existe un algorithme permettant de construire une famille de formes
linéaires indépendantes (y1,...,y,) telle que

T
a=> Nyl (yi,ey) €T
=1

Raisonnons par récurrence sur n := dim E. Le résultat est clair pour n = 0. Soit n € N*. On suppose le
théoréme pour des espaces vectoriels de dimension n — 1. Soient E un espace vectoriel de dimension n et ¢ une

forme quadratique sur E. Soit (x1,...,%,) une base de E*. On écrit ¢ sous la forme
g= Y avw; (*)
1<i<j<n

Si g est nulle, c’est terminé. Sinon distinguons deux cas.
— On suppose que 1'un des scalaires a; ; est non nul. On peut supposer que aj,; # 0. De la relation (x), on écrit

2 § § :
q = 0,1,1 (1‘1 + I’ll‘j) + amxix]—
Jjz2

’ 2<i<j<n

ai,j
a1
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2.1. FORMES QUADRATIQUES

I~y Vo o
= al,l(xl + 5 Z a1 ) +q avec q = 4a1 . (Z awx]) + Zamx T;.

g2 b 2<i<j<n

Par I’hypothese de récurrence, la forme quadratique ¢’ peut s’écrire

q¢ = Z )\jij
j=1
ou la famille (f1,..., f.) est une famille libre de Vect {xo, ..., 2, }. Alors la famille (f, f1,..., f.) est libre ot

_$1+2Za1’]

j=2

D’ou la propriété au rang n.
— On suppose que tous les scalaires a; ; sont nuls. On peut supposer que a2 # 0. Alors

q = a1221%2 + E a1,;21%5 + E Q2,;T2%; + E A, T;T;
i>3 i>3 3<i<j<n

_a12(x1+z )x(m—i—zal’j%—)—i—q’
>3 ai 2
= —7<Z ag’jxj) (Z aldasj) + Za”m ;.

a
1,2 >3 3<i<j<n

a12

avec

De méme, on peut écrire la forme quadratique ¢’ sous la forme.

s
¢ =) A\
j=1

ou la famille (y1,...,y.) est une famille libre de Vect {3, ..., 2, }. On note
—o 3
i>s M2 j>s M 2
Or )
fo=lf+9° = (f -9’
on peut donc écrire
1 i
=;[(f+9° = (-9 +> Ay
j=1
11 suffit alors juste de montrer que la famille (f, g, zs3,...,z,) est libre. Dans la base & := (z1,...,2,) de E*,
on a
1 1 0 0
-1 0 0

Mat@(f+g7f—g,x37...,xn)= * *

qui est de rang plein, 7. e. son rang vaut son nombre de colonne. On en déduit que la famille est libre. D’ou la
propriété également au rang n.

L’algorithme se termine car le nombre de variables diminue strictement. On obtient alors bien une famille
libre de formes linéaires telle que ¢ en soit une combinaison linéaire de carrés. Cela montre le lemme.

On écrit alors ¢ sous la forme ¢ = 377, \;y? ou les scalaires \; sont non nuls et la famille (yi,...,y,) est
libre. Alors r = rgq. Soit % une base de E dont la base duale est (y1,...,¥y,,...). Alors la matrice de g dans &
est diag(A1,..., A, 0,...,0) ce qui montre le théoreme. O

EXEMPLE. On considere la forme quadratique
E* — K,
e (z,y,2) — 2y + yz + zx;

Pour tout (z,y,2) € E3, on a

q(2,y,2) = (x4 2)(y + 2) — 2°
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2.1. FORMES QUADRATIQUES

= ey 22P — -y - 22

Le lemme précédent affirme que la famille (f1, fo, f3) est libre avec

fli(.T,y,Z)'—>(E+y+2fL', f22($7y72)’—)$—y et f32($7y72)'—>22-

Classification des espaces quadratiques

THEOREME 2.19. Soient (E,q) et (E’,q') deux C-espaces quadratiques. Alors E et E’ sont isométriques si et
seulement si
dimE =dimE et rgg=rgq.

Preuve Comme C est algébriquement clos, on a C/(C*)? = {0,1}. Le sens direct est évident. Réciproquement,
on suppose que F et E’ ont la méme dimension et g et ¢’ ont le méme rang. Dans des bases convenables de FE et
E’, la matrice de ¢ et ¢’ s’écrivent diag(I,.,0), donc E et E’ sont isométriques. Le méme preuve fonctionne si K
est un corps algébriquement clos. O

THEOREME 2.20. Soit (F,¢) un R-espace quadratique. Alors il existe une base & de E et t,s € N tels que
Matg(q) = diag(l;, —I;,0).

De plus, les entiers ¢ et s ne dépendent pas du choix de la base %.

Preuve Comme R/(R*)? = {-T1,0,1}, il existe bien une telle base % et t,s € N. De plus, on a t + s = rgq.
On peut supposer que ¢ est non dégénérée. On note (e1,...,e,) et (f1,..., fn) deux telles bases de F associées
respectivement aux entiers (t, s) et (¢/,s"). Alors

Vi € ﬂl,t]], Q(ei) =1 et Vie [[t—l— l,s]], q(ei) =1

et
Vie[L,t], q(fi)=1 et Vie[t'+1,5], q(f;)=-1
On consideére la famille (eq, ..., es, fs/41,..., fn). Cette famille est libre. En effet, si
S n
dodeit Yo opif;=0,
=1 j=s'+1

alors 'application de g & cette égalité donne
S n
2 2
D N=-
i=1 j=s'+1

donc A\; = pj = 0 pour tous ¢ € [1,s] et j € [s'+1,n]. On a alors s + (n — s’) < n, donc s < s’. Par symétrie,
on montre que s = s’ et donc t = ¢'. O

DEFINITION 2.21.  On appelle signature de ¢ le couple (s,t) du théoréme précédent.

THEOREME 2.22 (loi d’inertie de SYLVESTER). Soient (E,q) et (F’,q’) deux R-espaces quadratiques. Alors £
et ' sont isométriques si et seulement si F et £’ sont de méme dimension et les formes quadratiques ¢ et ¢’ ont
la méme signature.

Groupe orthogonal d’une forme quadratique

DEFINITION 2.23. Soient (F,q) un espace quadratique non dégénéré et x € E tel que ¢(x) # 0. On note b la
forme polaire de ¢q. On appelle réflexion d’axe x 'application

F— F,
Oz 2b
Py 2y,
q()
REMARQUE. On a 0,(z) = —z. Pour tout z € 2, on a 0,(2) = 2.

PROPOSITION 2.24. Sous les conditions précédentes, I'application o, est une isométrie.

Preuve Soit y € E. Montrons que ¢(0,(y)) = ¢(y). La bilinéarité de b donne

b(y ~ 20(w,y) - 2b(z,y) m)

q(z) q(z)

q(02(y)) =
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2.2. ESPACES EUCLIDIENS ET HERMITIENS

o b(z,y) N\ blay)?
= a(9) = (. ") 47 )
LG Iy b(z,y)* \_
=q(y) —4 () b(z,y) +4 L a(z) = q(y). 0

DEFINITION 2.25. Soit (E, ¢) un espace quadratique. On note O(q) le groupe pour la composition des isométries
de F, appelé groupe orthogonal de q.

THEOREME 2.26. Soit (F,q) un espace quadratique non dégénéré de dimension n € N*. Alors toute isométrie
de E est produit d’au plus n réflexions.

Preuve On procéde par récurrence sur n. Lorsque n = 1, soit u € O(g). Il existe A € K* tel que u = Aid. Alors
pour tout € E, on a qgou(x) = u(z), donc A> = 1, donc A = £1. On en déduit que u = 4 id. L’application id
est bien produit de o réflexion et application —id est la réflexion d’axe x € E — {0}.

Soit n > 2. On suppose ’hypothése vraie pour des espaces de dimension inférieure strictement a n. Soient
(E, q) un espace quadratique de dimension n et u € O(g). On suppose d’abord que u admet un point fixe x € E
tel que g(x) # 0. On note F := Vect z. Alors E = F'® F'* et le sous-espace vectoriel F'- est stable par u. De plus,
la restriction de u & F est une isométrie de F-. Par hypothése de récurrence, il existe r < n et xq,...,x, € F+
tels que g(z;) # 0 pour tout ¢ € [1,r] et

Ups =Gy T,

ott les applications &, : F- — F* sont les réflexions orthogonales d’axe x;. Soit i € [1,7]. Onnote 0,,: E — E la
réflexion d’axe x;. Alors I’application o, induit un application &, sur F+ et lidentité sur F. Ainsiv = Op, """ Og
vérifie

r

vp=Iidp =up et vpL =0z 0z, =UpL,

donc u = v et I'isométrie u est un produit de r < n — 1 réflexions.

Maintenant, on suppose que tout point fixe de u est un vecteur isotrope, i. e. Ker(u —id) C C(g). On dispose
alors d’'un vecteur z € F tel que g(x) # z. Par hypotheése, on a y := u(z) # . Montrons qu'un des vecteurs
q(z +y) ou g(z — y) est non nul. On a

a(z +y) +al@ —y) = 2q(x) + 2q(y) = 4q(z) # 0,
donc ces deux vecteurs ne peuvent étre nuls simultanément. Supposons que ¢(z — y) # 0. Notons que
bz +y,x—y)=q(x) —qly) =0,
donc x + y et x — y sont orthogonaux. Ainsi, en notant z := z — y, on a
oz —y)=y—z et o (z+y)=z+y.

En sommant et soustrayant ces deux égalités, on obtient que o, (x) = y et 0.(y) = z. En particulier, application
0, o u est une isométrie admettant x comme point fixe. D’apres le premier cas, cette derniére est produit d’au
plus n — 1 réflexions. Comme o1 = ., on en déduit que u est produit d’au plus n réflexions. Supposons que
g(z +y) # 0. On pose z := z + y et, de méme, on montre que —o, o u est une isométrie admettant x comme
point fixe, donc cette derniere est produit de réflexions et on peut donc écrire w = —0,04, - - - 04, avec r < n. On
peut se débarrasser du « — » en suivant en détail ce qu’on fait dans la récurrence. Cela conclut la preuve. [

COROLLAIRE 2.27. Soit (E, ¢) un espace quadratique non dégénéré. Alors les réflexions engendrent le groupe
orthogonal.

ESPACES EUCLIDIENS ET HERMITIENS

REMARQUE. Soient (F,q) et (F’,q’) deux espaces quadratiques et u € Z(E, E’). Alors le diagramme

E—4Y > F

q{ | Jo

E* u (El)*

commute.
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DEFINITION-PROPOSITION 2.28. Il existe une unique application linéaire u*: £/ — E telle que
V(z,2') € Ex E', V(u(z),2") = b(z,u*(z")).
Cette application u* s’appelle I'adjoint de u.

Preuve Soit 2’ € E’. On considére la forme linéaire
F— K,

E* 3 @, )
4 x — b (u(x), ")

Alors il existe un unique y € E tel que ¢, = b(-,y). On note u*(x’) := y. On vérifie que 'application u*: £/ — E
est linéaire. En effet, soient A € K et 2’ € E’. Pour tout x € FE, on a

b (u(z), \e') = b(x,u*(A\x')) et b (u(z), \z") = blu(\x),z'),
donc b(z,u*(Az")) = V' (x, \u*(z)) pour tout z € E. Par unicité, on a donc u*(Az') = Au*(x). De méme, on
montre que u* (2’ +y') = u*(a’) + u*(y'). O
PROPOSITION 2.29. L’application
Z(E,E") — Z(E'E),
ur— u”

est linéaire et (u*)* = u pour tout u € Z(FE, E').

PROPOSITION 2.30. Soient u € .Z(E) et FF C E un sous-espace stable par u. Alors F* est stable par u*.
Preuve Soit x € F+. Pour y € F, on a b(u*(z),y) = b(z,u(y)) = 0 puisque u(y) € F. D'on u*(z) € F+. O
RAPPEL. Si u et v commutent et P € K[X], alors Ker P(u) est stable par v.

DEFINITION 2.31. On dit qu’'un endomorphisme u € Z(FE) est normal s’il commute avec son adjoint.

PROPOSITION 2.32. Soient u € .Z(F) normal et P € K[X]. Alors (Ker P(u))* est stable par .

Preuve Comme u et u* commutent, le noyau Ker P(u) est stable par u*, donc son orthogonal (Ker P(u))" est
stable par (u*)* = u. O

Si on veut utiliser ce résultat pour faire la réduction des endomorphismes normaux, on a besoin d’un théoréme
du type : pour tout sous-espace vectoriel F C E, on a E = F @ F*. Ce résultat s’obtient dans le contexte des
espaces euclidiens.

Définitions et premieres propriétés
DEFINITION 2.33. — Soit E un R-espace vectoriel. Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symétrique
définie positive.

— Soit £ un C-espace vectoriel. Un produit scalaire hermition sur E est une forme sesquilinéaire hermitienne
définie positive a valeurs dans C, . e. une application b: E x E — C telle que

(i) sesquilinéaire : les applications b(-,y) avec y € E est linéaire et les applications b(x,-) avec x € E sont
antilinéaire, 7. e. vérifiant
Ve, y € E, V2 € C, bx,zy) =2zb(z,y) ;

(ii) hermitienne : pour tous z,y € F, on a b(z,y) = b(x,y);
(iii) définie positive : pour tout x € E, on a b(z,z) € Ry et b(z,z) =0« z =0.
EXEMPLE. L’application (21,22) € C? — 2123 € C est un produit scalaire hermitien sur C2.

THEOREME 2.34 (de représentation de RIESZ). Soit E un espace euclidien ou hermitien. Alors Papplication
E— E*,
d: . F— K,
Py
est un isomorphisme de R-espace vectoriel.

Preuve L’application z — ¢, est bien R-linéaire. Comme dimg £ = dimg E*, il suffit de montrer que son
noyau est réduit & {0}. Soit z € E tel que ¢, = 0. Comme ¢, (z) = (z,z), on a = 0. D’ou 'injectivité. O
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| COROLLAIRE 2.35. Soit F' C E un sous-espace vectoriel. Alors E = F @ F*.

Preuve Comme F+ = ®~1(F?), on a dim F'+ + dim F = dim E. Pour tout z € FN F+, on a (z,x) = 0, donc

x = 0. On en déduit que F'N F*+ = {0} ce qui montre la somme directe. (]
PROPOSITION 2.36. Soient E un espace euclidien ou hermitien et (x1,...,x) une famille libre de E. Alors il
existe une unique famille orthonormée (ey, ..., ex) telle que, pour tout i € [1, k],

Vect {e1,...,e;} = Vect {z1,...,x;} et (m;,e;) > 0.

Preuve On pose

T
e =
(z1,21)
Soit i € [2, k]. On pose
i—1
Yi =Xy — Z(x“ ejre; # 0.
j=1

Ce vecteur est orthogonal aux vecteurs e; avec j < i. On cherche A € K tel que e; := \y; vérifie (e;,z;) > 0 et
(e;,e;) = 1. Un tel scalaire A est unique ce qui montre I'unicité du telle base. (]

THEOREME 2.37 (inégalité de CAUCHY-SCHWARZ). Soient E un espace euclidien ou hermitien et z,y € F.
Alors
2
[z, )" < (z,2)(y,9)

et il y a égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Preuve Montrons I'inégalité dans le cas hermitien. On fixe 6 € R telle que (x,y) = |(z,y)|e®. Soit t € R. On
pose z == te~*. Alors

0< (zx +y, 22 +y) = |2]* (z,2) + 2Re(2(z, ) + (4, 9)
= t*(w, x) + 2t [z, y)| + (y,v).

Le polynome t2(x, z) +2t |(z, y)| + (y, y) est positif, donc il admet une discriminant négatif ce qui donne I'inégalité.
Montrons le cas d’égalité. Il y a égalité si et seulement s’il existe t € R tel te =z 4+ y =0, 4. e. les vecteurs x et
y sont colinéaires. (I

COROLLAIRE 2.38. L’application

est une norme sur E.

Réduction des endomorphismes normaux

DEFINITION-PROPOSITION 2.39. Soient £ un espace euclidien ou hermitien et v € Z(E). Alors il existe un
unique u* € Z(F) tel que
Ve,y € B, (u(@),y) = (y,u" (7).

L’endomorphisme u* s’appelle ’adjoint de wu.

Preuve Le cas euclidien a déja été traité dans la proposition 2.28. On se place dans le cas hermitien. On sait
déja qu’il existe un unique u*: F — E qui vérifie 'identité requise par le théoreme de RIESZ. En effet, soit y €

fixé. On note la forme linéaire
F— K,

1 x— (u(z),y).

Le théoreme de R1ESZ donne l'existence d’un unique vecteur z € E tel que n = ¢, i. e. (u(z),y) = (z, z) pour
tout € E. On note alors u*(y) := z. Il suffit alors de voir que u* est linéaire. O

PROPOSITION 2.40. Soient u € Z(FE) et F' C E un sous-espace vectoriel stable par u. Alors le sous-espace
vectoriel F+ est stable par u*.

Preuve Soit y € F+. Pour # € F, comme u(z) € F, on a (z,u*(y)) = (u(z),y) = 0. D'ott u(y) € F+. O
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DEFINITION 2.41. Un endomorphisme u € .Z(E) est dit normal si u*u = uu*.

> EXEMPLE. Dans le cas euclidien/hermitien, on dit qu'un endomorphisme u € Z(FE) est

(ii)

— symétrique/autoadjoint si u* = wu,
— antisymétrique/autoautoadjoint si u* = —u,
— orthogonal /unitaire sur v*u = idg.

LEMME 2.42. Soient u € Z(E) et P € K[X]. Alors Ker P(u) et (Ker P(u))* sont stables par u et u*. En
particulier, les sous-espaces propres de u et leurs orthogonaux sont stables par u et u*.

Cas complexe

THEOREME 2.43. Soient F un espace hermitien et u € .Z(FE). Alors u est normal si et seulement si u est
diagonalisable en base orthonormée.

Preuve Montrons le sens direct. Raisonnons par récurrence sur la dimension n de E. Si n = 0, la propriété est
évidente. Soit n € N*. On suppose que c’est vrai pour des espaces de dimension strictement inférieure a n. On

suppose que E est de dimension n. Soient u € Z(F) et A € C une valeur propre de u. On note
Ey(u) = Ker(u — Aidg) # {0}.

Par le lemme précédent, les sous-espaces vectoriels Ey(u) et Ey(u)* sont stables par u et u*. On peut écrire que

E = E\(u) ® Ex(u)*.

On fixe une base orthonormée de E)(u) : elle est constituée de vecteurs propres de u. Comme E)(u)" est stable
par u, ’endomorphisme induit par u est normal d’adjoint u*. Par hypothese de récurrence, ’espace E admet
donc une base orthonormée constituée de vecteurs propres de u ce qui termine la récurrence.

Réciproquement, soit % une base orthonormée de E constituée de vecteurs propres de u. Alors

Matg(u*) = tMatgg(u) .

En particulier, si Matg(u) = diag(\1, ..., \,), alors Matg(u*) = diag(\y, ..., \,) et donc ces deux matrices
commutent ce qui montre que u est normal. ([l

REMARQUE. Les valeurs propres de u* sont les conjugués des valeurs propres de u.

EXEMPLE. Soit u € Z(F) autoadjoint. Montrons que ses valeurs propres sont réelles. Soit A € C une valeur
propre de . On note z € E — {0} un vecteur propre associé. Alors

(u(),z) = Nz|* et (u(z),2) = (z,u"(x)) = X,
donc A = X, donc A € R.

Cas réel

LEMME 2.44. Soient F un espace euclidien de dimension 2 et u € .Z(FE) normal sans valeur propre réelle. Alors
dans toute base orthonormée, la matrice de u est de la forme

(5 2)
-b a/’
Preuve On fixe une base orthonormée % de E. Dans cette base, on note la matrice de u
(¢ 3)
c d)-’
(5 3)
b d)’

a? +b% =a® + &,
ac+ bd = ab + cd.

Alors la matrice de u* dans cette base est

Comme u est normal, on doit avoir

La premiére relation donne b = +c et la seconde donne a(c — b) = d(c — b). 1l suffit de montrer que b # c.
Remarquons que la matrice
)
b d
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posseéde des valeurs propres réelles : son polynome caractéristique est X2 — (a + d)X + (ad — b?) de discriminant
(a —d)? 4+ 4b*> > 0. On est donc ici dans le cas b # c. Donc b = —c et a = b. D’out le lemme. ]

THEOREME 2.45. Soient F un espace euclidien et v € .Z(F) normal. Alors il existe une base orthonormée de F
dans laquelle la matrice de u est diagonale par blocs avec comme blocs diagonaux des blocs de la forme

(A) ou (_ab Z)

Preuve Raisonnons par récurrence sur la dimension n de E. Si n = 0, c’est évident. Soit n € N*. On suppose
que c’est vrai pour des espaces de dimension strictement inférieure a n. On suppose que E est de dimension
n. Soit u € Z(F). Si v admet une valeur propre, on donne les mémes arguments que dans le cas des espaces
hermitiens. On peut donc supposer que u n’admet aucune valeur propre. On veut exhiber un sous-espace vectoriel
de dimension 2 stable par u et u*. Soit P € R[X] un facteur irréductible de x,. Alors P est nécessairement de
degré 2. Le noyau Ker P(u) est un sous-espace vectoriel non nul. En effet, si A € C est une racine de P, alors
det(u — Aidg) = 0, donc
0 = det((u — Nidg)(u — Xidg)) = det P(u).

Exhibons une sous-espace vectoriel de dimension 2 de Ker P(u) stable par u et u*.
Pour cela, montrons d’abord que uu* posséde une valeur propre (réelle). Soit A € C une valeur propre de w.
Montrons que
Ker(u — Aidg) = Ker(u* — Xidg).

Comme (u — Aidg)* = u* — Nidg, il suffit de montrer cette égalité dans le cas A = 0. C’est immédiat puisque
rzeKeru <= (u(z),u(z))=0 <= @' (2),u"(z))=0 <= =z¢€Keru".
Soit A € C une valeur propre de u. On note z € E un vecteur propre associé. Comme
wu*(z) = udz) = [\ u(z),

on en déduit que p = \)\|2 est une valeur propre de uu* = u*u. Soit x € Ker P(u) une vecteur propre associé
a p. Comme u n’a pas de valeurs propres, la famille (x,u(z)) est libre. On considére F = Vect {z, u(x)}. Ce
sous-espace vectoriel est stable par u. Vérifions qu'’il est stable par u*. La famille (u(x),u?(z)) est une base de F'
et

u*(u(z)) =pr € F et u*(u?(z)) = u(ux) € F.

Cela montre que F' est stable par u*. En fixant une base orthonormée de F' et en appliquant 'hypotheése de
récurrence & FL, on obtient le résultat. ([l
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Chapitre 3
REPRESENTATION LINEAIRE DES GROUPES

REPRESENTATIONS DES GROUPES

EXEMPLE. Soit E un K-espace vectoriel. Le groupe G := GL(FE) agit sur E via 'action (f,z) — f -z = f(z).

La question générale est la suivante. On va s’intéresser aux actions de groupes de G sur E telles que, pour
tout g € G, application x € F +—— g -z € E soit linéaire.

DEFINITION 3.1.  Soit G un groupe. On appelle représentation K -linéaire de G la donnée d'un K-espace vectoriel
V et d’un morphisme de groupes p: G — GL(V).

A partir d’une représentation linéaire d’un groupe, on veut pouvoir extraire des informations sur ce groupe.
Pour cela, on va essayer de faire le lien entre les diverses représentations d’un groupe a l’aide des morphismes de
représentations et on va tenter de classifier les représentations. Dans toute la suite, la lettre G désigne un groupe

DEFINITION 3.2. Soient (V, p) et (V’,p’) deux représentations de G. On appelle morphisme de représentations
toute application linéaire f: V — V' vérifiant, pour tout g € G, la relation

Ve eV, f(p(g)(x)) =p'(9)(f(x))
ce qui revient a dire que le diagramme
p(g)l JP/(Q)
/

V—V

commute. Une telle application f est dite G-équivariante Les représentations V' et V'’ seront dites isomorphes s’il
existe un isomorphisme f: V — V' tel que

Vge G, foplg)oft=pg).
On notera alors (V, p) ~ (V', p/)

REMARQUES. — Soient E un K-espace vectoriel et u € GL(FE). On considére
Z — GL(E),
Pu: k —s uF.

Soient E’ un autre K-espace vectoriel et v € GL(E'). On peut montrer que les représentations (E, p,,) et (E’, p,)
sont isomorphes si et seulement si les endomorphismes u et v sont semblables.

— Soient (V, p) une représentation de G. On suppose que V est de dimension finie n € N*. Si on en fixe une base,
alors on en déduit un morphisme p: G — GL,,(K).

Désormais, on suppose que K = C, que G est un groupe finie et que tout représentation V' est de dimension
finie de G. Sous ces hypotheéses, pour tout g € G, 'endomorphisme p(g) est diagonalisable et ses valeurs
propres sont des racines de l'unité. En effet, notons n := |G|. Alors pour tout g € G, on a p(g)™ = idy, donc
I’endomorphisme p(g) est annulé par le polynéome X™ — 1 qui est scindé & racines simples dans C[X].

DEFINITION 3.3 (sous-représentation). Soit (V, p) une représentation. On appelle sous-représentation de V tout
sous-espace vectoriel W C V tel que
Vge G, plg)(W)CW.

Dans ce cas, chaque endomorphisme p(g) induit un endomorphisme noté pw (g) € GL(W)

LEMME 3.4. On suppose que G est abélien. Toute représentation non réduite a I'espace nulle de G admet un
sous-représentation de dimension 1.
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Preuve Soit (V, p) une représentation. La famille {p(g) | g € G} est constituée d’endomorphismes diagonalisables
qui commutent, donc ils sont simultanément diagonalisables. En particulier, il existe un vecteur propre x € E
comment & tous les endomorphismes p(g). En posant W := Vect {z}, on a

Vge G, plg)(W)CW

ce qui fait du sous-espace vectoriel W C V une sous-représentation de G. O

THEOREME 3.5. Soient V' une représentation et W C V un sous-représentation. Alors il existe une sous-
représentation W/ C V telle que V=W @& W',

Preuve Soit Wy C V un supplémentaire de W. On note p: V' — W la projection sur W parallelement a Wj.
On considere

PG = |G|Z opop )1.

geG

Montrons que pg est G-équivariante. Soient x € V' et v € G. Comme g — g est une bijection, on a

pa(p(y) Z )opop(g)~ (p(7))(x)

geG
|G| > plg)opeplg™ ) (@)
e
|G| > r(ig)epepld ™) (@)
g'€CG
1 —
= 1 2 pele) opo ple () = p) (@)
9'€G
Montrons que pg est un projecteur sur W. Soit x € W. On a
1
(z) Z 1)(56):7zp(g)op(g_l)($)=x.
IGI foerd 2 ~ 0] 22

Soit x € V. Comme p(p(g~*)(x)) € W pour tout g € G, on a pg(x) € W. On en déduit que pZ = p et
Im pe = W. Montrons que Kerpg est une sous-représentation. Soit « € V. Si pg(z) = 0, alors

Vg€ G, pc(p(9)(x)) = pa o pa(x) = 0.

Finalement, le sous-espace vectoriel W’ := Ker pg est un sous-représentation vérifiant W/ @ W = V. O

REPRESENTATION IRREDUCTIBLE

DEFINITION 3.6. Soit V un représentation. On dit que V est irréductible si V n’admet pas de sous-représentations
autres que V et {0}.

COROLLAIRE 3.7. Soit V une représentation. Alors il existe des sous-représentations Vi, ..., V, C V irréductibles
tellesque V=V ®---®V,.

LEMME 3.8 (SCHUR). Soient V et V' deux représentations irréductibles. On note Home(V, V') 'espace des
applications linéaires G-équivariantes de V dans V’. Si V et V' ne sont pas isomorphes, alors Homg(V, V') = {0}.
Si V et V' sont isomorphes, alors Homg(V, V') = Vect { f} pour tout isomorphisme f € Homg(V,V’).

Pour montrer le lemme de SCHUR, on peut montrer facilement le lemme suivant.

LEMME 3.9. Soit f € Homg(V,V’). Alors Ker f et Im f sont resp. des sous-représentations de V et V.

Preuve du lemme Soit f € Homg(V,V’). Comme V est irréductible, on a Ker f € {{0},V}. Si Ker f =V,
alors f = 0. Sinon f est injectif. De méme, soit f = 0 soit f est surjectif. Ainsi, soit f = 0 soit f est un
isomorphisme. Si V' et V' ne sont pas isomorphes, le résultat est alors évident d’aprés ce qui précéde.

On suppose que V et V' sont isomorphes et fixons f € Homg(V, V). Soit h € Homg(V,V’). 1l existe A € C
telle que I’endomorphisme h — Af soit non injectif — il suffit de prendre une valeur propre A € C de hf~!.
D’aprés ce qui précéde, comme h — Af € Homg(V, V'), on a h — Af = 0. D’ott Homg(V, V') = Vect {f} O
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Soit V une représentation de G. Par le corollaire, il existe des sous-représentations V7, ..., V, C V irréductibles
telles que V. =V; @ --- @ V,.. Soit V' une représentation irréductible de G. Alors

Homg(V, V') ~ @ Homg (V;, V')
i=1
de sorte que
dimHomg(V, V') =t{ie [1,7] | Vi~ V'}.
Le nombre de sous-représentations V; isomorphes & V'’ ne dépend pas de la décomposition.

DEFINITION 3.10. Soit (V, p) une représentation. On appelle caractére de cette représentation 1'application

G — C,

Xv:
g+— Trp(g).

On peut munir espace C& d’une structure hermitienne avec le produit scalaire
C¢xC% —C,
1
)= g 2 T@ I )l

geG

Avec du travail, on montre que, pour toutes représentations V et V', on a

{xv,xv+) = dim Homg(V, V").
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