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RAPPELS BASIQUES

DEFINITION 1.1. Soit E un espace vectoriel normé. Une suite (x,),>1 de E converge vers un vecteur x € E si
lxp — xIl — 0.

L'espace E est dit de BANACH s’il est complet, i. e. toute suite de CAUCHY de E converge dans E.

DEFINITION 1.2. Soit E un espace vectoriel. On appelle semi-norme sur E toute application p: E — R sous-
additive et absolument homogene. Une famille 22 de semi-norme sur E est dite séparante si

VxeE, (VpeZ, px)=0 = x=0.

REMARQUES. - Toute semi-norme sur E envoie 0 sur 0 et est positive.

— Soient p une semi-norme sur E et ¢ > 0. Alors 'ensemble C:= {x € E | p(x) < ¢} contient 0 et est
o convexe:pourtoutx,yeCetac|0,1],onaax+(1-a)yeC;
o équilibré :pourtous xe CetaeKtelque|lal<1l,onaaxeC;
o absorbant : pour tout x € E, il existe & > 0 tel que a ' x € C.

De plus, pour tout x€ E, on a
p(x) =inf{ac|a >0, alxeCl.

EXEMPLES. - Une norme est une semi-norme séparante.
— On considere I'espace E := €(]0,1[,R). Pour a € [0, 1], 'application f+— p,(f):=1|f(a)| est une semi-norme
sur E. De plus, la famille 22 := (p) ae(0,1] €St séparante.

DEFINITION 1.3. Soit (x);>1 une suite d'un espace vectoriel normé E. Pour n = 1, on pose s := Z;?Zl xj. La

série }_,>1 X, est dite convergente dans E si la suite (s;) ,>1 est convergente dans E vers un vecteur s € E et on
écrit alors s =) ,>1 x,. Cette méme série est dite absolument convergente si la série }_,-; Il x| converge.

PROPOSITION 1.4 (caractérisation des espaces de BANACH). Soit E un espace vectoriel normé. Alors les trois
assertions sont équivalentes :

(i) I'espace E est de BANACH;

(ii) toute série absolument convergente est convergente;

(iii) pour toute suite (x,),>1 de E vérifiant ||x, || < ¢" pour tout n =1 avec c €]0, 1], la série }_,>1 X, est conver-
gente.

Preuve Montrons 'implication (iii) = (i). Soit (x;),>1 une suite de CAUCHY. En procédant par récurrence, on
peut construire une extraction (ny) -1 telle que

~k .
V=1, lyell<2 avec Y= Xn,, — Xng-
La série } ;> yn, converge. On en déduit que la suite (x;, ) k=1 converge vers un vecteur X, € E. Comme la suite
(xn)n>1 est de CAUCHY, elle converge vers x, ce qui conclut. a

EXEMPLES. — Lespace %([0,1],K) muni de la norme uniforme || || est de BANACH.
— Les espaces K? muni de la norme x — lxllp = (Z?zl |x; |PYYP avec p =1, souvent notés Z‘;, sont de BANACH.

— De méme, les espaces ¢” (R) et LP([0,1],R) avec p € [1,+oo] sont des espaces de BANACH.

Espaces de BANACH — CHAPITRE 1 1



1.2

1.2.1

1.2.2

®
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THEOREME DE BAIRE ET CONSEQUENCES

Théoréme de BAIRE

THEOREME 1.5 (BAIRE). Soient E un espace de BANACH. Alors

1. pour toute suite (Fy),>1 de fermés de E d’intérieurs vides, la réunion U, > F,, est d’'intérieur vide;
2. pour toute suite (O,),>1 d’ouverts denses de E, I'intersection (,,>1 O, est dense dans E.

Idée de la preuve On veut montrer que, pour tout xp € E, il existe ro > 0 tel que la boule B(xy, ry) intersecte
I'intersection ;=1 Oy. Pour cela, on construit une suite (x,),>1 de E et une suite (r,),>1 de réels positifs telles
que

Vnz=

. B(Xp+1, Tns1) € B, 1) N O,
’ 0<rpe1 <rpl2.

De la, on montrer que la suite (x,) >0 est de CAUCHY ce qui assure sa convergence vers une vecteur x, € E. De
plus, pour tout 7 = 1, la suite (xp)p>n est a valeurs dans la boule B(x,, r,), donc

Xoo € B(xp, 1) ©B(x0,10) N (1) Op
p=n

ce qui termine la preuve. a

COROLLAIRE 1.6. Soient E un espace de BANACH et (Fy,);>1 une suite de fermés de E tels que E = ;> Fy. Alors
il existe np = 1 tel que le fermé Fj,,, soit d’intérieur non vide.

REMARQUE. Ladénombrabilité des suites a son importance, un contre-exemple est la droite R = Uyeg {x} muni
de sa topologie usuelle. De méme, '’hypothése « espace de BANACH » est important, on peut prendre le méme
contre-exemple en remplacant R par Q.

TROIS APPLICATIONS NOTABLES. Il existe trois théorémes importants qui découlent du théoréme de BAIRE :

— le théoreme de la borne uniforme (BANACH-STEINHAUS, 1927);
— le théoreme de 'application ouverte (BANACH-SCHAUDER, 1930);
— le théoreme du graphe fermé (BANACH, 1930).

Application

NOTATION ET RAPPELS. On note B(E, F) 'ensemble des applications linéaires continues de E dans F que 'on
munit de sa norme subordonnée, notée || ||. Cette norme est sous-multiplicative.

Théoréeme de la borne uniforme

PROPOSITION 1.7. Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Si F est de BANACH, alors B(E, F) I'est aussi.

REMARQUE. En particulier, 'espace E' := B(E,K) est de BANACH.

DEFINITION 1.8. Une famille d’opérateur linéaires bornés {T) | A € A} c B(E, F) est dite

— ponctuellement bornée si
Vx€E,dc, >0, supllTyxll<cy;
AEA
— bornée si

dc>0, suplTill<c.
AeA

THEOREME 1.9 (BANACH-STEINHAUS, principe de la borne uniforme). Soient E un espace de BANACH, F un
espace vectoriel normé et {T | A € A} € B(E, F) une famille d’opérateurs linéaires continus. Si elle est ponctuelle-
ment bornée, alors elle est bornée.

Idée de la preuve Pour n =1, on considere le fermé F,, :==(cp {x € E| | Ty x| < n}. Soit x € E. Par hypothese, il
existe ny = 1 tel que || T x|l < n, pour tout A € A, donc x € F;,,. Comme E = 31, le corollaire du théoreme de

2 Espaces de BANACH — CHAPITRE 1



(ii)

1.2. THEOREME DE BAIRE ET CONSEQUENCES

BAIRE assure I'existence d'un entier ny = 1 tel que le fermé F,,; soit d’intérieur non vide, donc il existe xj € E et
ro > 0 tel que B(xy, rp) < Fp, ce qui implique

VAe A, YueBg(0,1), |[Ty(xo+ruwl < ng.
Par symétrie, on peut remplacer le « +» par un « —». Finalement, pour tout u € Bg(0,1), en écrivant ru =

%(xo +ru)+ %(xo —ru), on obtient || Tj ull < ng/r ce qui conclut. a

COROLLAIRE 1.10. Soient E un espace de BANACH, F un espace vectoriel normé et (7,),>1 une suite de B(E, F).
On suppose que, pour tout x € E, la suite (T, x),>1 converge vers un vecteur Tx € F. Alors 'application x — Tx
appartient a B(E, F) et
I Tl <liminf| T .
n—+oo

COROLLAIRE 1.11. Soient E un espace de BANACH et T € B(E). On suppose [|Idg— T|| < 1. Alors T admet un
inverse dans B(E) et il est donné par

n
1. g ok
T x_nLHP k§=1(IdE TY'x, xeE.

Théoréme de 'application ouverte
THEOREME 1.12 (BANACH-SCHAUDER, principe del'application ouverte). Soient E et F deux espaces de BANACH

et T € B(E, F) surjectif. Alors T envoie chaque ouvert de E sur un ouvert de F.

Idée de la preuve Pour assurer la démonstration, on a besoin du lemme suivant.
LEMME 1.13. Sous les hypotheéses du théoréme, il existe 6 > 0 tel que T(Bg(0,1)) > Bg(0,9). O

COROLLAIRE 1.14 (théoreme d’isomorphisme de BANACH, 1929). Soient E et F deux espaces de BANACH et
T € B(E, F) bijectif. Alors T-! estun opérateur linéaire continu.

COROLLAIRE 1.15. Soit E un espace vectoriel muni de deux normes || ||; et || |l> qui en font chacune un espace
de BANACH. Si les normes sont comparables, i. e. il existe ¢ > 0 tel que | x|; < c|lx|l» pour tout x € E, alors elles
sont équivalentes.

Preuve 1l suffit d’appliquer le corollaire précédent avec I'identité. O

COROLLAIRE 1.16. Soient E un espace de BANACH et G  E. Alors G est borné si et seulement si, pour tout f € E’,
I'ensemble {f(x) | x € G} est borné dans K.

Preuve Le sens direct est trivial. Réciproquement, on suppose que, pour tout f € E', il existe M = 0 tel que,
pour tout x € G, on ait || f(x)| < My.

LEMME 1.17 (corollaire du théoréme de HAHN-BANACH). Soit E un espace vectoriel normé. On munit le bidual
topologie E” de la norme définie par
lullgr == supllu(AI| feE,Iflp <1}, uekE'.

Soit x € E. Alors 'application linéaire
E' —K,

f—Jf:=fXx)

est continue et 'application linéaire J: E — E" est une isométrie.

J(x):

On admet provisoirement ce lemme (voir la proposition 1.34). Pour toute forme linéaire f € E’, on a

suplJ(x) f| = sup| f (x)| < My. (%)

xeG xeG

Orl'espace E’ est de BANACH et la famille {/(x) | x € G} est une famille de E” = B(E’,K) vérifiant la relation (*). Le
théoréeme de BANACH-STEINHAUS assure alors

sup|lJ(x) | g = supll x|l < +o0
xeG xeG

Cela montre que I'ensemble G est borné. |
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COROLLAIRE 1.18. Soient E un espace vectoriel normé, F un espace de BANACH et T € Z(E, F). Alors T est
continue si et seulement si, pour toute f € F/,ona foT € E'.

Preuve En utilisant le corollaire précédente, il y a équivalences entre les propositions suivantes :

(i) T'application T est continue;

(ii) 'ensemble {Tx|x € E,| x|l <1} estborné dans F;

(iii) pour toute f € F',’ensemble {f(Tx) | x € E, | x|| < 1} est borné dans K;

(iv) pourtoute f€ F',ona foT€E'. |

COROLLAIRE 1.19. Soient E un espace de BANACH et G c E'. Alors la partie G est bornée dans E’ si et seulement
si, pour tout x € E, I'ensemble {f(x) | f € G} est borné dans K.

Preuve Le sens direct est trivial. Réciproquement, on suppose que, pour tout x € E, on a sup feG| fx)] < +oo.
Le théoréeme de BANACH-STEINHAUS assure alors supfeéllfllE/ < 400 et donc I’ensemble G est borné. O

Théoréme du graphe fermé

DEFINITION 1.20. Soient E et F deux espaces vectoriels. Le graphe d'une application linéaire T € £ (E, F) est

I’ensemble
G(T)={(x,Tx)e ExF|x¢€ E}.

C’est un sous-espace vectoriel de E x F que I'on munit de lanorme || |+ || [|r. Un opérateur T € £ (E, F) est dit
fermé si son graphe est fermé dans E x F.

REMARQUE. Un opérateur linéaire continue est fermé.

THEOREME 1.21 (du graphe fermé). Soient E et F deux espaces de BANACH et T € Z(E, F) un opérateur fermé.
Alors T est continue.

Preuve Le graphe ¢(T) étant un fermé de 'espace de BANACH E x F, il est lui-méme un espace de BANACH.
L'application
Y(T)—E,

p: (X, ) — x

est linéaire, bijective te continue (en utilisant la définition de la norme sur E x F). Le théoreme de 'application
ouverte assure alors que son inverse p~! est continu. De méme, I'application

4(T)—ImTCF
x,)—y

admet un inverse continu. Mais on remarque que T = go p~! et, par composition, I'opérateur T est continu.

» Autre méthode. Pour tout x € E, on pose ||| x|ll7 := | x||g + | T x||r. Alors 'application ||| |/ est une norme
sur E et montrons qu’elle en fait un espace de BANACH. Soit (x,),>1 une suite de E de CAUCHY pour ||| ||| 7. Alors
les suites (x);>1 et (Tx,) ,>1 sont respectivement des suites de CAUCHY de E et F. Comme ces derniers sont
complets, elles convergent respectivement vers des vecteurs x € E et y € F. Comme le graphe est fermé, on en
déduit y = Tx. De plus, ona

lxn — xlll7 = lxn — xllg + 1 TXp — ylp — 0.

Donc la suite (x,),>1 converge vers x dans I'espace (E, ||| |l| 1)
Pour tout x € E, on a | x| g < |/l x|l 7. Le corollaire 1.15 assure alors que les normes || || et ||| ||| sont équiva-
lentes. On en déduit le résultat. a

DEFINITION 1.22. Soient E un espace de BANACH. Un sous-espace vectoriel fermé M de E est dite direct s'il
existe un sous-espace vectoriel fermé N de E tel que MN N = {0} et E= M + N.

COROLLAIRE 1.23. Soient E un espace de BANACH et M un sous-espace vectoriel fermé de E. Alors M est direct
si et seulement s’il existe P € B(E) telle que P2=pPetM={xcE|Px=ux}.

Preuve < On suppose qu’il existe P € B(E) telle que P2=PetM={xe E|Px=x} Lensemble N = P10}
est un sous-espace vectoriel fermé de E. De plus, pour tout x € E, on peut écrire x = Px+ (x — Px) avec Pxe M

etx—PxeNcarP2=P.DolE=M@oN.

4 Espaces de BANACH — CHAPITRE 1
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= Réciproquement, on suppose que M est direct. Alors il existe un sous-espace vectoriel fermé N de E tel
que E= M@ N. Pour tout x € E qu'on écrit x = m+ n avec me M et n € N, on pose Px := m. Alors on vérifie que
I'application P: E — M est linéaire et vérifie P> = P. Maintenant, montrons qu’elle est continue. Soit (x) > une
suite de E telle que xx — 0 et y§ := Px — y € M. La suite (Pxy) k=1 est une suite du fermé M, donc y € M. Pour
chaque k = 1, on note yy = my + ny avec my € M et ny € N. Comme x; — 0 et my — y, on en déduit ny — —y.
Or la suite (14)x>1 est une suite du fermé N, donc y € N. Comme M N N = {0}, on obtient y = 0. Cela montre que
le graphe ¥(T) est fermé ce qui permet de conclure avec le théoreme du graphe fermé. O

THEOREMES DE HAHN-BANACH ET CONSEQUENCES

Tout d’abord, on rappel le lemme de ZORN montré dans le cours de complément du premier semestre de 1A .

DEFINITION 1.24. Soient P un ensemble muni d'un ordre partiel <.

— Un sous-ensemble Q c P est totalement ordonné si, pour tous éléments a,be Q,onaa<boub< a.
— Un élément c € P est un majorant de Q si, pour tout a€ Q,onaa<c.

— Un élément m € P est maximal de P si, pour tout x€e P,onam<x= x=m.

— L'ensemble P est inductif si toute sous-ensemble totalement ordonné de P admet un majorant.

LEMME 1.25 (ZORN, 1935). Tout ensemble ordonné, inductif et non vide admet un élément maximal.

Théoremes et conséquences

REMARQUE. Une des conséquences de ce lemme est la comparabilité des cardinaux : pour deux ensembles
E et F, il existe une injection de I'un dans I'autre. Pour cela, on applique le lemme de ZORN a I’ensemble des
injections de E dans F muni de la relation c.

Soit E un K-espace vectoriel. On note E* := Z(E,K) son dual algébrique. La forme algébrique réelle du
théoréme de HAHN-BANACH concerne le prolongement d'une forme linéaire définie sur un sous-espace vectoriel
en une forme linéaire sur tout ’espace en préservant une relation de domination.

THEOREME 1.26 (d’extension de HAHN-BANACH sur des R-espaces vectoriels, 1927 & 1930). Soient E un R-
espace vectoriel et p: E — R une semi-norme sur E. Soient G un sous-espace vectoriel de E et g € G* telle
que

VxeG, gx)<px).

Alors il existe une forme linéaire f € E* telle que flg=get f < psurE.

Preuve e Un cas particulier. Supposons G # E et qu’il existe x( ¢ G tel que E = G+ Rxy. Comme xp ¢ G, la
représentation de tout x € E sous la forme x = y + axp avec y € G et a € R est unique. Soit ¢ € R quelconque pour
le moment. Pour tout x:= y+ axp € E avec y € G et a € R, on pose f(x) := g(y) + ax. Alors I'application f est une
forme linéaire réelle sur E qui étend g. Il reste a choisir la constante c € R tel que f < p. Pour tout x € E, on a

g(a_ly)+c<p(a_1y+xo), sia>0,
fO<p) <= <Sgl-aly-c<p-aly-xy), sia<,
g < py), sia=0.
11 faut donc choisir la constante c € R telle que
vy,y'eG g(y)-ply -x0) <c<p(y’+x0) - g(y").
Or pour tous y',y" € G,on a
g0 -8 =80/ -y <py+¥"
<p(y' = x0+y" +x0)
< p(y' = x0) + p(y" + x0).
Finalement, il suffit de prendre la constante c € R entre les nombres

sup(g(y) —p(y —x0)) et sup(p(’—x0)—gQR").
y'eG y'eG

et on a construit une telle application f.

Espaces de BANACH — CHAPITRE 1 5
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e Cas général. On introduit I'ensemble & des formes linéaires i: D(h) — R prolongeant g et vérifiant h < p
oul'ensemble D(h) est un sous-espace vectoriel de E contenant G. Comme g € &, 'ensemble & est non vide. On
le munit de la relation d’ordre définie par

D(hy) € D(hy),
ho<hy < ! 2 i, hy € &.
halpny) = h,
Montrons qu’alors 'ensemble & est inductif. En effet, soit & := {h; | i € I} € E un sous-ensemble totalement
ordonné de E. On pose
D(h) :=JD(hy).

iel
De plus, pour tout x € E, il existe i € I tel que x € D(h;) et on pose h(x) := h;(x). Alors 'application & est bien
définie, elle appartient a & et il s’agit d'un majorant de &. Le lemme de ZORN assure alors que 'ensemble &
admet un élément maximal f € &.
Montrons que D(f) = E. Raisonnons par I'absurde et supposons D(f) # 0. Soit G’ := D(f). D’apres le cas
précédent, on peut construire une extension F: D(F) — R telle que F < p et D(F) o D(f). Cela contredit la
maximalité de f. D’ott D(f) = E et 'application & est donc définie sur E : elle convient. d

THEOREME 1.27 (d’extension de HAHN-BANACH sur des espaces vectoriels normés). Soit E un R-espace vectoriel
normé. Soient G un sous-espace vectoriel de E et g € G'. Alors il existe une forme linéaire f € E’ telle que flg =g

etlfllg=lglc-

Preuve Pour x € E, onpose p(x) := | gllg llx|l. Lapplication p est une semi-norme sur E. Le théoréme précédent
s'applique et il existe une forme linéaire f € E’ telle que f|g = g et f < p sur E. Pour x € E, on aalors | f (x)| < p(x),
donc || fllz < llgllg. Lautre inégalité étant triviale, ona || fllz = I gllg'. a

COROLLAIRE 1.28 (encadrement). Soient E un R-espace vectoriel et p: E — R une semi-norme sur E. Alors il
existe une forme linéaire f € E* non nulle telle que

-p(=x) < f(x) < p(x), VxeE.

Preuve Soit xo € E. On pose G := Rxg. On considere la fonction g: G — R définie par
glaxy) =ap(xy), VYaeR.

C’est une forme linéaire sur G satisfaisant g < p sur G. D’apres le théoréme précédente, il existe une forme
linéaire f € E* telle que f|g = g et f < p sur E. Maintenant, pour tout x € E, on a — f(x) = f(—x) < p(—x) ce qui
conclut. O

Passons au cas des espaces vectoriels complexes.

THEOREME 1.29. Soient E un C-espace vectoriel et p: E — R une application sous-additive et absolument
homogene. Soient G un sous-espace vectoriel de E et g € G* une forme C-linéaire vérifiant |g| < p sur G. Alors il
existe une forme C-linéaire f € E* telle que flgc=get|f|< psurE.

Preuve On considere les parties réelle u et imaginaire v de g. Ce sont des formes R-linéaires sur G et elles
vérifient |u| < p et |v| < p sur G. De plus, pour tout x € G, on a

uix)+iv(ix)=gix)=igx)=i(ux) +ivx)) =-vx) +iulx),

donc v(x) = —u(ix). D’apres le théoreme de HAHN-BANACH algébrique réel, on peut étendre la forme linéaire u
en une forme R-linéaire U sur E telle que U < p sur E. Comme dans la preuve précédente, on a |U| < p sur E.
Maintenant, on considére la forme R-linéaire

|E—c
I x— UX) —iU(ix).

Un simple calcul assure que f(ix) = i f(x) pour tout x € E ce qui en fait une forme C-linéaire. De plus, elle étend
bien g puisque, pour tout x € G, on a

f)=U&X)-iU>Gx) =ulx)—iu(ix) =ux) +ivx) = gx).
Enfin, montrons la domination. Soit x € E. Alors il existe r = 0 et § € R tels que f(x) = re if, Ainsi, on a
If(01=efx) = fe®x), donc |f(x)|=1UE"“x)]<pE®x) =1e®px) =p.

Cela conclut. O
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COROLLAIRE 1.30 (forme linéaire de norme fixée). Soit E un espace vectoriel normé sur K. Pour tout xg # 0, il
existe une forme linéaire fj € E’ telle que

Solxo) =llxoll et [l follgr=1.

Preuve On pose G :=Kxp. On considere la fonction g: G — K définie par

glaxp) =alxpll, Vaek
C’est une forme linéaire sur G de norme 1. Le théoreme de HAHN-BANACH complexe assure alors le résultat. O
COROLLAIRE 1.31 (norme d’'un vecteur a I’aide des formes linéaires). Soit E un espace vectoriel normé sur K.

Pourtout x€ E,on a
[xll = max |f(x)I.
feE,

Ifllpr<1

Preuve Soit x € E. Soit f € E' telle que || fllz < 1. Comme | f(X)| < | fllz x|l < llx]l, on a

lxll = sup |f(x)l.
feE,
lIfllgr<1
Montrons 'autre inégalité. Si x = 0, 'inégalité est triviale. On suppose alors x # 0. Le corollaire précédent assure
alors qu’il existe fy € E' telle que
f)=lxl et lfilg =1

Cette forme linéaire réalise la borne supérieure ce qui montre I’égalité cherchée. |

COROLLAIRE 1.32 (MAZUR). Soit E un espace vectoriel normé sur K. Pour tout x, € E tel que [ xg|l = 1, il existe
une forme linéaire fy € E' non nulle telle que

fo(xo) = sup | fo(x)l.

lxl<1

Preuve Soit xg € E tel que || xp|l = 1. Alors xg # 0 et on applique le corollaire 1.30. O

PROPOSITION 1.33 (critére de densité). Soient E un espace vectoriel normé sur K et G un sous-espace vectoriel
de E. Soit xg € E. Alors xj € G si et seulement si, pour toute f € E’ telle que f|g =0, ona f(xp) = 0. En particulier,
I’ensemble G est dense dans E si et seulement si, pour toute f € E’ telle que f|g=0,ona f =0.

Preuve = On suppose xg € G. Soit f € E' telle que f|¢ = 0. Il existe une suite (x,,) ,en de G telle que x, — x.
Comme f est continue, on a0 = f(x,) — f(x) ce qui assure f(x) =0.
< Raisonnons par contraposée. On suppose xp ¢ G. On pose M = G & Kxy. On considere la forme linéaire

M —K,
& y+axy— a.

Vérifions qu’elle est continue. Soient y € G et a € K tels que y + axy # 0. On a

18 (y + axp)l ol 1 1
= = < — < 4+00.
ly+axoll ly+axoll llxo—(=y/a)l  d(xg,G)
D’apres le théoreme de HAHN-BANACH topologique, il existe f € E' telle que flyy =g et fllg =lglly.Ona
alors flg = glg =0 et f(xp) = g(xp) = 1 ce qui termine la preuve. d

REMARQUE. Soit (H,(, )) un espace de HILBERT. Alors le théoréme de représentation de RIESZ induit la
caractérisation suivante :

Soient G un sous-espace vectoriel de H et xy € H. Alors xo € G si et seulement si
VyeH, (Vx€G, (x,y)=00 = (xp,¥)=0.

Applications a la dualité

Soit E un espace vectoriel normé sur K. On munit son bidual topologique E” de la norme définie par

lullgr:= sup lu(f)l, ueckE"
feE,
1fllgr<1

On veut montrer le lemme 1.17 admis précédemment
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1.3. THEOREMES DE HAHN-BANACH ET CONSEQUENCES

PROPOSITION 1.34. Pour tout x € E, la forme linéaire
F —K
[f—Jx)f=fXx)

est continue et 'application linéaire J: E — E” est une isométrie. De plus, I'image J(E) est fermée dans E” si et
seulement sil'espace E est de BANACH.

J(x):

Preuve Soit x € E. Lapplication J(x) est clairement une forme linéaire. De plus, pour toute f € E’, on a
) fI=1fI< I fllg llxl

ce qui assure la continuité de J(x). Montrons que I'application J est une isométrie. Elle est clairement linéaire.
De plus, pour tout x € E, le corollaire 1.31 donne

1JX)gr = sup |f(x)l= max |[f(x)|=Ix].
feE, feE,
Ifllgr<1 Ifllpr<1
Lespace E” étant complet, comme J(E) c E”,I'image J(E) est fermée dans E” si et seulement si elle est compléte
si et seulement si I'espace E est complet (car J est une isométrie). O

DEFINITION 1.35. Un espace vectoriel normé E sur K est dit réflexif si’application J: E — E” définie précé-
demment est surjective.

EXEMPLES. - Tout espace vectoriel normé de dimension finie est réflexif.
— Tout espace de HILBERT est réflexif.

Preuve Soit (H,(, )) un espace de HILBERT. On considére I'application
H—H'

R: H—XK,
y—(yx).

C’est une isométrie, bijective (par le théoréme de RIESZ) et antilinéaire. Montrons que I'application J: H — H”
est surjective. Soit ¢ € H”. Pour toute f € H', ona ¢(f) = (9o Ro R™!)(f). Enfin, on considere la forme linéaire

H—K,

X— @y

D

X — @oR(x).
Montrons qu’elle est continue. Pour tout x € H, on a
@) = lpoR(X)| < l@lg IRX) g = @l gl x|l .
D’apres le théoreme de RIESZ, il existe un unique vecteur a € H tel que ®(x) = (x,a) pour tout x € H, i e.
{a, x) = @o R(x). Alors pour toute f € H', ona
P(H=9oRR () =(a,R ()= fla),
donc ¢(f) = J(a) f. Dol ¢ = J(a) ce qui montre la surjectivité de J. d

EXEMPLES. - Le dual de I'espace co(N) des suites bornées est 'espace ¢! (N).
— Le dual de I'espace cy(N) des suites convergentes est 'espace ¢! (N).
— Pour tout p = 1, le dual de £ (N) est 'espace £9(N) ot1 le réel g = 1 vérifie p~' + g~ = 1.

COROLLAIRE 1.36 (application au théoreme de HAHN-BANACH au probleme des moments). Soit E un espace
vectoriel normé sur C. Soient (x,),en une suite de E, (a,)en une suite de C et y > 0. Alors les propositions
suivantes sont équivalentes :

(i) il existe une forme C-linéaire f € E’ telle que f(x,) = a, pourtout neNet || flz <7;

(ii) pourtousn>0etp,...,f,€C,ona

> pia| <] 2w
Jj=1 Jj=1

Preuve Lanécessité découle de la définition de la quantité || f|| g Montrons que la condition est suffisante. On
suppose le point (ii). On pose

Gi= {yeE(aﬁl,...,ﬁnec, y= ilﬁjx,-}.
=
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1.3. THEOREMES DE HAHN-BANACH ET CONSEQUENCES

En vertu de I'inégalité, 'application
G—C,

g: n n
> Bjxj— Y Bja;
j=1 j=1

est bien définie et elle est linéaire. Alors le théoréme de HAHN-BANACH complexe assure qu'’il existe une forme
C-linéaire f € E’ telle que || fllz = lIgllg < y. De plus, on a bien f(x,) = a; pour tout n € N. D’ott le point (i). O

REMARQUE. Une fonction f € 6([0, 1]) est représentable sous la forme

1
fx) =f x()m(dr), x€l0,1]
0
ou l'application m est une mesure sur [0, 1] et x € €([0, 1]).

COROLLAIRE 1.37 (théoreme de HELLY). Soient E un espace de BANACH et fi,..., f, € E'. Soient ay,...,a, € Ket
Y > 0. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) pourtoute >0, il existe x. € E tel que fj(x,) = a; pour tout j € [1,n] et [x.[| Sy +¢;
(ii) pour tous f,...,8,€C,ona

E"

% prail <7 X015
Jj=1 j=1

Preuve Montrons que la condition est suffisante. On suppose le point (ii). Soit € > 0. Quitte a en enlever, on
peut supposer que les formes linéaires f; sont linéaires indépendantes. On considere I'application continue

E—XK",
x— (fi(x),..., fu(x)).

Comme ¢ est surjective, d’apres le principe de 'application ouverte, 'image de la boule B(0,y + €) contient le
vecteur nul comme point intérieur. Raisonnons par '’absurde et supposons (ay,...,a;) € @(B(0,y +¢)). Alors le
théoreme de MAZUR ci-dessous assure qu'’il existe une forme linéaire F € (R™)’ telle que

Q:

F(ay,...,ay)= sup |F(px)I. (%)

lxll<y+e
Comme R” est un espace de HILBERT, le théoreme de RIESZ affirme qu'il existe (B4, ..., 8,) € R” tel que
n
Flay,...,an) =) ajfj.
j=1
En réécrivant la relation (), on obtient alors
n n
Y a;85|= |2 fi08)|, vxeBOy+e.
j=1 j=1
La borne supérieure du membre de droite de cette inégalité est atteint pour || x|l =y + € et vaut

n
oo L pifi,

ce qui est contradictoire. Cela conclut le point (i). O

DEFINITION 1.38. Soient E et F deux espaces vectoriels et. La transposée d'une application linéaire T': E — F
est 'application linéaire
F'—F

fr—foT.

tT.

NOTATION. Soit E un espace vectoriel normé. Pour f € E' et x € E, on note (f, x)p g == f(x).

PROPOSITION 1.39. Soient E et F deux espace vectoriel normés et T: E — F une application linéaire continue.
Alors sa transposée 'T est continue et elle vérifie ||tT||B(F/,E/) =|TlsE,F)-

Preuve Pourtoute f € F',ona

I'fllg = sup ['Tf(x)l= sup |f(Tx)|< sup |flglTxlr

lxllg<1 lxllg<1 lxlg<1

Espaces de BANACH — CHAPITRE 1 9
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1.3. THEOREMES DE HAHN-BANACH ET CONSEQUENCES

< sup [IfllpITlseErRlxlE
lxllg<1

<IflelTlBEp-
Cela montre la continuité de 'T et IIITIIB( g < I Tl F)- Soit x € E un vecteur de norme 1. On a également
ITxlp= max |f(Tx)|= max |'f(x)]
feF' feF'
Ifllz<1 Ifllz<1
< sup ['Tflgllxlg
feF
Ifllpr<1
< sup ||tT||B(F’,E’) IflFlxlE
feF
Ifllpr<1
<'Tllg, )l xll g
En passant a la borne supérieure, on obtient
sup [ Txllg = 1'Tlpe, e
xeE
lxllg=1

ce qui montre I'autre inégalité. d

Formes géométrique du théoréeme de HAHN-BANACH

THEOREME 1.40 (MAZUR). Soient E un espace vectoriel normé et C c E un voisinage convexe de 0. Alors pour
tout xo € E\ C, il existe une forme linéaire f € E’ telle que

fo(xo) = supl fo(x)l.
xeC

Preuve La preuve est a venir, elle repose sur la version suivante du théoreme de HAHN-BANACH.

PROPOSITION 1.41. Soient E un espace vectoriel normé, xj € E et p: E — R une semi-norme continue sur E,
i e. il existe une constante C > 0 tellle que p < c|| . Alors il existe une forme linéaire f € E’ telle que

fxo) =plxo) et VxeE, |f(x)|<px).

Montrons cette proposition. On pose G := Kx; et on considére I'application
G—K,
axp— ap(xp).

Pour tout a € K, on a |g(axp)| = p(axy). D’apres le théoreme de HAHN-BANACH algébrique, il existe une
extension f € E* a g telle que | f| < p. Comme p est continue, on en déduit que f est continue en 0 et donc
continue sur E.

Il reste a montrer le théoreme de MAZUR qui viendra dans la suite. d

On va maintenant étudier des formes géométriques du théoréme de HAHN-BANACH. Soient f € E' une
forme linéaire non nulle et a € R. Alors il est facile de voir que les ensembles {f < a}, {f > a} et {f = a} sont des
convexes. Lensemble {f = a} est un hyperplan affine.

DEFINITION 1.42. Soit E un espace vectoriel normé sur R. Soient A et B deux sous-ensembles de E.

- On dit qu’'on peut séparer A et B au sens large s'il existe une forme linéaire f € E' non nulle et « € R tels que
Ac{f<a} et Bc{f=za}

ou, de maniere équivalente, tels que
sup f(x) < a < inf f(x).
XEA X€B
- On dit qu'on peut séparer A et B au sens strict s'il existe une forme linéaire f € E' non nulle, @ € Ret £ > 0 tels
que
Ac{f<a-€ et Bc{fza+e¢
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1.3. THEOREMES DE HAHN-BANACH ET CONSEQUENCES

ou, de maniere équivalente, tels que

sup f(x) < a < inf f(x).
x€A xeB

EXEMPLES. - On se place dans E := R%. Alors les ensembles {(0,0)} et R, x R sont séparés au sens large par la
forme (x, y) — x etles ensembles {(—1,0)} et R, x R sont séparés au sens strict.

— Soient E un espace vectoriel normé et x € E \ {0}. Alors les ensembles B(0, || xgl) et {xo} peuvent étre séparés
au sens large. En effet, d’apres le théoréme de HAHN-BANACH topologique, il existe une forme linéaire f € E'
non nulle telle que

Ifllgr=1 et f(xo)=lxoll
Alors B(0, [Ixol) = {f < lIxoll} et {xo} < {f = llxoll}.
DEFINITION 1.43 (jauge). Soit E un R-espace vectoriel et C c E un voisinage convexe de I'origine. On appelle
jauge de C (ou fonctionnelle de MINKOWSKI) 'application

E— R+ U {+w},

pc: .
x— inf{t>0]|x/teC}
en posant inf@ = +oo.

LEMME 1.44. Soit C c E un voisinage ouvert et convexe de I'origine. Alors

1. pourtous A >0etx,y€ E,ona pc(Ax) =Apc(x) et pc(x+y) < pc(x)+ pc());
2.onaC={x€eE|pcx)<1};

3. T'application pc est continue.

Preuve Montrons que I'application p¢ est bien définie. On a p¢(0) = 0. Soit x € E \ {0}. Comme C est un
voisinage de 0, 'ensemble I, := {t > 0| x/t € C} est non vide. De plus, en considérant 'application continue

R: —E,
o or— ol

la préimage I, = F 1(C) c R est convexe, i. e. c’est un intervalle. Donc c’est bien défini.

1. homogénéité est claire. Soient x, y € E. Pour tout € >0, ona x/(pc(x) +€) e Cet y/(pc(y) +€) € C, donc la
convexité de C donne
x+y _ pcx)+e¢ x pc(y) +e Yy .
pc)+pc(y)+2¢  pcx)+pcy)+2e pc(x)+e  pc(x)+pc(y)+2¢e pc(y)+e

ce qui implique pc(x + y) < pc(x) + pc(y) + 2¢. Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit I'inégalité.

2. Montrons I'égalité par double inclusion. Soit x € C. Alors x/1 € C, donc 1 € I =] pc(x), +oo[, donc pc(x) < 1.
Réciproquement, soit x € E tel que pc(x) < 1. Alors 1 € I, donc x = x/1 € C. D’ou I'égalité.

3. Montrons la continuité de pc. Il suffit de montrer sa continuité en 0. Comme C est un ouvert, il existe r >0
tel que B(0, r) < C. D’apres le point 2, tout point x € B(0, r) vérifie pc(x) < 1. Soit x € E \ {0} quelconque. Alors

(r X ) <1
cl-— .
Pe\2 i
Comme p¢ est positivement homogene, on en déduit pc(x) <2/7 - | x||. Ceci montre la continuité en 0. O
Preuve du théoreme de MAZUR (1.40) Comme x( ¢ C, on a pc(xg) =1 et pc < 1 sur C. De plus, la forme p est
continue. D’apreés la proposition 1.41, il existe une forme linéaire f € E’ telle que

foxo) =pclxp) =1 et VxeC, |fo(x)|<pkx) <l

Alors pour tout x € C,on a | fy(xp)| = 1> | fo(x)| ce qui conclut. O

THEOREME 1.45 (HAHN-BANACH géométrique, version hyperplan). Soit E un espace vectoriel normé sur R.
Soient C g E un ouvert convexe de E contenant 0 et xo € E\ C. Alors il existe une forme linéaire f € E' non nulle
telle que

flxo)=1 et VxeC, f(x)<l.

Autrement dit, les ensembles {xy} et C sont strictement séparés au sens large.
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Preuve On pose G = Rxj et on considere la forme linéaire
G—R,
" Ao — A.
Pour tout A = 0,0ona g(Axg) = A < Apc(xp) = pc(Axp) car xp ¢ C et, pour tout A <0,ona g(lxp) =1 <0< pc(Axp).

On en déduit g < pc sur G. Comme p¢ est une semi-norme, le théoréme de HAHN-BANACH algébrique assure
qu'il existe une forme linéaire f € E* non nulle telle que

flec=g et VxeE, f(x)<pc(x).

On a bien f(xp) = g(xp) =1 et, pour tout x € C, on a f(x) < pc(x) < 1. Il reste a montrer que la forme f est
continue. Comme p¢ est continue, il existe M > 0 tel que pc < M| ||. Alors pour tout x € E, on a

fX)<spcx)sMlxl et —f(x)=f(-x)<pc(-=x)<sMl—-x|=M|x]

8

ce qui assure f € E'. O

COROLLAIRE 1.46. Soit E un espace vectoriel normé sur R. Soient C g E un convexe non vide et xo € E\ C.

1. Si C est un ouvert, alors on peut séparer {xo} et C au sens large.
2. Si C est un fermé, alors on peut séparer {xo} et C au sens strict.

Preuve 1. Onsuppose que C est ouvert. Comme Cy # @, soit ¢y € C. Alors 'ensemble V := C — ¢y est un convexe
contenant 0 et xo — ¢ ¢ V. D’apres le théoréme précédent, il existe une forme linéaire f € E' telle que

flxo—co)=1 et VxeC, f(x—cp <1.
On aalors f(cp) = f(x9) —1 et donc, pour tout x € C,on a f(x) < f(co) + 1 = f(xp). Ainsi on a sup,c f(x) < f(xo)
ce qui assure la séparation au sens large de {xp} et C.
2. Onsuppose que C est fermé. Comme x, ¢ C, on a r := d(xg, C) > 0. On considére I'ensemble C := C +B(0, 7/2).
Il s’agit d’'un ouvert convexe ne contenant pas Xy. Le point 1 affirme alors qu’il existe une forme linéaire f € E’
non nulle telle que
sup f(x) < f(xo).

xeC

Donc pour tout y€ C et x € B(0,7/2), ona f(y) + f(x) < f(xo). Pour tout y € C, en passant a la borne supérieure
quand x € B(0,7/2),on a
fN+ sup f(x)< f(xo).

lxll<r/2

Par ailleurs, on a

Ifllg=sup|f(x)|=sup f(x) et |fllg= sup f/r-x)<2/r- sup f(x).

llxll<1 lxll<1 lxll<r/2 lxl<r/2

En revenant dans I'inégalité précédente, pour tout y€ C,on a

fl) = f)+ %nfuy

avecr/2-||fllg #0. Dot
f(x0) >suplf(y)l
yeC

ce qui assure la séparation au sens strict de {xp} et C.
O

THEOREME 1.47. Soient E un espace vectoriel normé sur R, C ¢ E un ouvert convexe non vide de E et xo € E\ C.
Alors xg € C si et seulement si, pour tout forme linéaire f € E’, on a f(xp) < sup,ec f(%).

Preuve = On suppose X € C. Alors il existe une suite (x,,);>1 de C telle que x, — Xp. Alors pour toute forme
linéaire f € E', on a
f(xo) = lim f(x,) <sup f(x,) <sup f(x).
n—+oo n=1 xeC

< Réciproquement, raisonnons par contraposée. On suppose xo ¢ C. D’apres le corollaire précédente, il
existe une forme linéaire f € E’ telle que sup, . f(x) < f(xo) et donc sup ¢ f(x) < f(xp). O

REMARQUE. Onavu le critere de densité 1.33 pour des sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel normé E.
Soient G un sous-espace vectoriel de E et xq € E. Alors xg € G si et seulement si toute forme linéaire f € E’ nulle
sur G est nulle en xg.
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1.4

1.4.1

1.4. DUALITE ET TOPOLOGIES FAIBLES

Preuve Utilisons le théoréme précédent. On suppose que, pour tout forme linéaire f € E’, on a f(x) <
sup,ec f(x). Soit f € E' tel que flg = 0. Alors f(xp) < Sup,eq f(x) =0, donc f(x) =0.
Réciproquement, on suppose xo € G. Soit f € E'. Si flg = 0, alors I'inégalité f(xo) < sup ¢ f(x) est évidente.
On suppose désormais f|g # 0. Alors il existe yg € G\ {0} tel que f(yg) # 0. Alors
+oo =sup f(tyy) <sup f(x).
teR xeG
Ainsi on a sup . f(x) = +oo et I'inégalité recherchée est vraie. d

THEOREME 1.48 (HAHN-BANACH géométrie compact-fermé). Soient E un espace vectoriel normé et A et B
deux convexes de E non vides et disjoints. Alors
1. si A estun ouvert, alors on peut séparer A et B au sens large a 'aide d'une forme linéaire continue non nulle;

2. si A estun compact et B est un fermé, alors on peut séparer A et B au sens stricte a I’aide d'une forme linéaire
continue non nulle;

Preuve On considere le convexe non vide C := A— B qui ne contient pas 0.

1. Onsuppose que A est un ouvert. Alors C = Uyep(A— b) est un ouvert. D’apres le corollaire précédent, on peut
séparer {0} et C au sens large, c’est-a-dire qu'il existe une forme linéaire f € E’\ {0} telle que

sup f(x) < f(0) =0,i. e.— oo <sup f(x) < inf f(y) < +oo.

zeC X€A yeB
2. On suppose que A est un compact et B est un fermé. Montrons que C est un fermé. Soient (z;) ;>0 une suite
de C et z€ C telles que z, — z. Pour tout n €N, on a z,, := x,, — y,, avec x, € Aet y, € B. Comme A est compact,
il existe une extraction ¢: N — N et x € A tels que Xy, — X. On en déduit y,(n) — X — z € B puisque B estun
fermé. D’oli z = x — (x — 2) € C. Le convexe C est donc un fermé.

D’apres le corollaire précédent, on peut séparer {0} et C au sens stricte, c’est-a-dire qu'il existe une forme

linéaire f € E'\ {0} telle que

sup f(x) <0, donc —oo<sup f(x)<inf f(y)<+oo. d

zeC X€A YeB
LEMME 1.49. Soient E un espace vectoriel normé sur Ret f € E* \ {0}. Alors '’hyperplan affine {f = a} est un
fermé pour tout a € R si et seulement si la forme f est continue.

Preuve Le sens réciproque est évident. Réciproquement, on raisonne par contraposée et on suppose qu’il
existe a € R tel que I'hyperplan H := {f = a} soit fermée. Alors son complémentaire E \ H est un ouvert non vide
car f #0. Soit xg € E\ H. On peut supposer f(xp) <0. Soit r > 0 tel que B(xp, ) < E\ H. Montrons que

VxeB(xp, 1), f(x)<a. (%)

Pour cela, raisonnons par 'absurde et supposons qu’il existe x; € B(x, r) tel que f(x;) > a. Le segment [x, Xg]
est contenu dans B(xp, 1), donc la forme f n’est jamais égale a a sur ce segment. On pose

_ fa)-a
() - f(xo)
On trouve alors f((1 — #p)x1 + fpXp) = @ ce qui est absurde. On a ainsi montré 'assertion (*), i. e. pour u € B(0,1),
ona f(xg+ru) < a. Cela montre la continuité de f. |

fo: €[0,1].

DUALITE ET TOPOLOGIES FAIBLES

Topologie faible

DEFINITION 1.50. Soit E un espace vectoriel normé. La fopologie faible sur E est la topologie la moins fine
rendant continues toutes les applications de la famille {x € E— f(x) e K| f € E'}. Onla note o (E, E').

PROPOSITION 1.51. Soit E un espace vectoriel normé. Alors

1. la topologie faible sur E est séparée;
2. une base de voisinage d'un point xj € E pour la topologie faible est donnée par tous les sous-ensembles de la

Espaces de BANACH — CHAPITRE 1 13
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axiome du

direct équivaut
image du projecteur
/.
/

/
s

version duale

espaces de BANACH

axiome lemme
choix dénombrable du choix de ZORN
théoreme de
HAHN-BANACH
l théoreme de théoréme de
théoreme HAHN-BANACH HAHN-BANACH,
de BAIRE géométrique version EVN
théoreme de théoreme de isométrie
BANACH-SCHAUDER BANACH-STEINHAUS vers le bidual
théoreme théoréeme de faiblement borné
d’isomorphisme BANACH-STEINHAUS, équivaut borné
de BANACH version séquentielle
|
|
|
! \
|
\ foTe%Bpourtoute f € E'
théoréeme du théoreme de
graphe fermé BANACH-STEINHAUS,
> N
\

équivaut T € B

-
-

équivalence des normes

espaces vectoriels normés

complétes comparables

espaces vectoriels sur K

tions au choix). Crédit : Eloan.

théorie de ZERMELO-FRANKEL

FIGURE 1.1 — Récapitulatif des implications des trois principes (les lignes en pointillés indiquent des démonstra-
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forme
V(xo,e,(fj)jen) ={x€EIVje], |fj(x—x)l <é}

ou (f7) jey est une famille finie de E'ete>0.

DEFINITION 1.52. Soit E un espace vectoriel normé. Une suite (x,) >0 est dite faiblement convergente si elle est
convergente pour la topologie faible sur E vers un vecteur x4, € E. On note alors x, — Xec.

PROPOSITION 1.53. Soient E un espace vectoriel normé, (x,),>o une suite de E et x, € E. Alors
1. Xp — Xoo i et seulement si f(x,) — f(Xoo) pour toute f € E';

2. Sl X; — Xoo, alOIs X;; — Xoo;

3. sl X; — Xoo, alors la suite (|| x, 1) ;=0 est bornée et || xoo |l < liminf,— ool X, 1l;

4. si x — X €t (fn)n=0 est une suite de E’ telle que f,, — f € E', alors f,(xn) — f(Xoo).

RAPPEL. Soient S un ensemble et (T;);c; une famille d’espace topologique. Pour tout i € I, soit ¢;: S — T;. On
veut définir une topologie sur S telle que toutes les applications ¢; soient continues, de maniére « économique ».

LEMME 1.54. Soient S un ensemble et G < 2(S) une classe de parties de S telle que
- ¢getSsontdans G;
— O est stable par intersection finie.

Alors le classe de partie 7 := {Joeg’ O | ©' < O} est une topologie sur S.

Preuve 1l suffit de vérifier que 7 est stable par intersection finies. Soient 0{,5, c @. On pose

Ai=J O et A= O
0e0; 0ed}
Alors

AinAy= (] Oet avec 0':={01N0;|0;€0],0,€0,} 0. |
Oeo’

COROLLAIRE 1.55. La classe de parties constituées de toutes les unions d’intersections finis d’ensembles de
la forme (pl._l (0;),oui €1 et O; estun ouvert de T;, est une topologie, appelée topologie faible engendrée par la
famille (p;) e et notée o (S, (@) ier)-

LEMME 1.56. Soient (s,)sen une suite de S et s € S. Alors cette suite converge vers s pour la topologie o (S, (¢;)ie1)
si et seulement si, pour touti € I, ona ¢;(s,) — @;(s).

Preuve = On suppose que la suite (s,),»n converge vers s pour la topologie o (S, (¢;);c7). Pour tout i € I,
comme ¢; est continue pour cette topologie, on a ¢;(s,) — @;(s).

< Réciproquement, on suppose que, pour tout i € I, ona ¢;(s;) — @;(s). Soit O c C un ouvert contenant s.
Il existe une sous-ensemble fini J de I et des ouverts O; < T; pour tout j € J tels que

seNg;'O).
jeJ
On adonc ¢;(s) € O; pour tout j € J. Soit j € J. On sait que ¢ ;(s,;) — ¢;(s), donc il existe N; € N tel que
Vn= Nj, (pj(Sn) € Oj.

On note N := max;e; N;. Alors
VnzN, spe()¢;'(0)cO.
jeJ
On en déduit la convergence pour la topologie o (S, (¢)er)- O

LEMME 1.57. Soient (Z,Z) un espace topologique et ®: Z — S une application. Alors cette application est
continue de (S,0(S, (pi)icr)) dans (Z, Z) si et seulement si, pour tout i € I, 'application ¢; o @ est continue.

Preuve Le sens direct est évident. Réciproquement, on suppose que, pour tout i € I, 'application ¢; o ® est
continue. Soit O € o (S, (¢;);c1). Montrons que ®1(0]e Z.0n peut alors I’écrire comme une union quelconque
d’ennsemble de la forme

Ne;'©)
jel
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out'ensemble J est fini et, pour tout j € I, 'ensemble O; est un ouvert de T;. En passant a la pré-image par @,
'ensemble ®~1(0) est bien un ouvert. a

DEFINITION 1.58. Soit E un espace vectoriel normé. Sa topologie faible est 1a topologie o (E, (f) reg)-

Preuve de la proposition 1.51 1. Soient x,y € E tels que x # y. Alors il existe € > 0 tel que y ¢ B(x, €). Le théo-
reme de HAHN-BANACH géométrique assure que la boule B(x, £/2) est un convexe fermé strictement séparé du
fermé {y}, c’est-a-dire qu'’il existe une forme R-linéaire f € E’ telle que

YueB(x,e/2), f(z)<a<f(y).
En particulier, on a f(x) <a < f(y),i.e.x€ f1(J—oco,al) et y€ f1(Ja, +ool). Or f~1(]—oco,al) et f~1(a,+ool)
sont faiblement ouverts et disjoints. Ceci montre la séparation.
2. Pour fi,..., fn€ E ete >0, on pose

m
V(x0,6 fireeer f) = () fi 10 fi (x0) — €, fi(x0) + €D
i=1

qui est un ouvert pour la topologie faible contenant xj. Inversement, soit U un ouvert pour la topologie faible
contenant x. Alors il existe un voisinage W c U de xj de la forme

w=) f/il(oj)
jeJ
ou, pour tout j € J,'ensemble O; est un voisinage de a; := fj(xp) dans R. Il existe alors une constante £ > 0 tel
que
Vje], laj—¢,aj+elcO;.

puisque I'ensemble J est fini. On a donc xg € ¥ (xp, €, (f}) jey) € W < U ce qui montre que le proposition.

REMARQUE. Le topologie o (E, E') est moins fine que celle donnée par la norme.

Preuve de la proposition 1.53 Les points 1 et 2 sont assez clairs.
Montrons le point 3. On va utiliser le corollaire du théoréme de BANACH-STEINHAUS. On suppose X, — Xo.

Pour n € N, on considere la forme linéaire
E'—R
)

T: .
f'_' <frxn>

Alors pour toute [ € E', la suite réelle (T}, f) ,en est bornée. Par le théoréme de BANACH-STEINHAUS, il existe une
constante C > 0 telle que
VneN,VfeE, |T.fI<Clflg.

Or pour tout n €N, on a
lxnll = sup KKf,xn)<C.
feE
I fllgr<1
Donc la suite (x,) zen est bornée. De plus, comme |{f, x;)| < || fll g | x|l pour tout n €N, on a
I<f %oo) < 11 f 1l lim nfl
De méme que précédemment, on en déduit || x|l < liminf,— ;o0 ll X5 |l
Le point 4 se montre alors en découpant en deux morceaux la différence. |
REMARQUE. La réciproque du point 3 est fausse en général. En effet, soit (x"*) ,en la suite de £2(N) définie par
x" = (0n,m)men, neN.

Alors || x|l =1 - 0. Par ailleurs, pour toute f € £2(N)’, le théoreme de RIESZ assure qu'il existe une suite (&) meN
de 2(N) telle que

+00
Vx = (é‘m)mzo € ZZ(N), f(x) = Z fmn_my
m=0

donc
+00
fxn) = Z 6n,mn_m—’ 0.

n—+oo
m=0

On en déduit x,, — 0.
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PROPOSITION 1.59. Soient E un espace vectoriel normé, (x,),en une suite de E et X, € E. Alors la suite (x,) neN
converge faiblement vers x si et seulement si elle est bornée pour la norme et il existe un ensemble D’ dense
dans E’ pour la norme tel que

VEED, (f,2n) — (fXoo)-

THEOREME 1.60. Soit E un espace vectoriel normé. Alors sa topologie issue de la norme et sa topologie faible
coincident si et seulement si’espace E est de dimension finie.

Preuve < On suppose que la dimension est finie. Montrons que les deux topologies coincident. Il suffit de
montrer que la topologie forte est contenue dans la topologie faible. On note d := dim E. Soit (ey, ..., e4) une
base de E. Tout vecteur x € E s’écrit de maniéere unique sous la forme x = x;e; + - - + x45e4 et on note

| Xlloo :== max(|x1],...,|x4l).

Comme on est en dimension finie, cette norme || ||, €st équivalente a toute norme sur E. Soit O un ouvert pour
lanorme || ||. Alors c’est un ouvert pour la norme | [l.. Pour tout x € O, il existe £, > 0 tel que B(x, £,) < O. Donc
0= | B(x,&x).

xe0O
11 suffit alors de montrer que toute boule ouverte est faiblement ouverte. Soient x € E et € > 0. Les formes
linéaires
e
x:=) dxjej— fi(x)=x;, jell,d]
j=1
sont continues, donc la boule
Bo(x,6) ={y € E|Vjell,dl, [{fj,x)—{fj, <&}

est faiblement ouverte par le point 2 de la proposition 1.51.

= Réciproquement, raisonnons par contraposée. On suppose que la dimension est infinie. Montrons que
les deux topologies ne peuvent coincider. On considere la sphere S := S(0, 1) qui est un fermé fort. Montrons
qu’elle n’est pas faiblement fermé. Pour cela, montrons que le neutre 0 appartient a la fermeture faible de S. Soit
O un voisinage faible de 0. Alors il existe ¢ > 0 et fi,..., [, € E' tels que ¥ (0, ¢, fi,..., fn) < O. Lapplication

) E—R",
X— ((flyx>)---y<fn)x>)

est linéaire de noyau Ker® = Ker f; n---nKer f;. Par ailleurs, comme I'image de ® est de dimension finie, le
théoreme du rang donne assure que son noyau est de dimension infinie. Il existe donc x € E\ {0} tel que x € Ker f;
pour tout j € [1, n]. Ainsi pour tous j € [1,n] et A€ R, ona [{fj,Ax}| =0 <¢,donc Ax € ¥(0,¢, fi,..., fn) € 0. On
pose A :=1/|x|. Alors Ax € On S. Ceci montre que le neutre 0 appartient a la fermeture faible de S. Ainsi les
fermetures faibles et fortes de S sont différentes ce qui conclut. |

REMARQUE. Avec un raisonnement identique, on peut montrer que la fermeture faible de S contient la ferme-
ture de la boule unité pour la norme.

Si la topologie faible est strictement plus moins fine de celle de la norme en dimension infinie, existe-t-il des
ensembles pour lesquels on peut garantir qu’étre fermé pour la topologie forte implique étre faiblement fermé?
Le théoreme de MAZUR apporte la réponse.

THEOREME 1.61 (MAZUR). Soient E un espace vectoriel normé sur R et C c E un convexe non vide. Alors C est
fortement fermé si et seulement si C est faiblement fermé.

Preuve Le sens réciproque est clair. On suppose que C est fortement fermé. Montrons qu’il est faiblement
fermé. On a C = C c C?‘EE) Montrons I'inclusion inverse. Soit x € C¢. Comme C est un convexe fermé et {x} est
un convexe compact, le théoréme de HAHN-BANACH géométrique assure qu’ils peuvent étre séparés strictement
par un hyperplan, i. e. il existe une forme linéaire f € E' et un réel a € R tels que

VyeC, (f,y)<a<(f, x).

Ainsi I'ouvert faible =1 (]a, +ool) contient x et ne coupe pas x, donc x € (C?EE))¢, Cela termine la preuve. O

COROLLAIRE 1.62. Soient E un espace vectoriel normé sur R et (x,) ,en une suite de E convergeant faiblement
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Vers un vecteur X, € E. Soient € > 0 et n € N. Alors il existe des réels positifs a;,..., a, = 0 tels que
n n
Yoaj=1 et ”xoo—Zajxj“<£.
j=1 j=1

NOTATION. Pour une partie A de E, on note Conv A c E I'enveloppe convexe de A. Il s’agit de I'ensemble des
combinaisons convexes finies d’éléments de A et c’est le plus petit convexe contenant A.

Preuve Posons C; := Conv{xy | k = n}. Comme la suite converge faiblement, on a x, € C_n”(E’El). Comme la
. 7 ~ = - ! -~ . .

partie C, est convexe, le théoreme de MAZUR assure C;, = C,°®EE) Onadonc x € Cy, donc il existe Yn € Cp tel

que [[Xeo — yull <e. O

PROPOSITION 1.63. Soient E et F deux espaces de BANACH et T: E — F une application linéaire. Alors elle est
continue pour les normes si et seulement si elle est continue pour les topologies faibles.

Preuve On sait que la continuité forte implique la continuité faible. Démontrons la réciproquement. On
suppose que I'application T est continue pour les topologies faibles. Montrons qu’elle est continue pour les
normes. Pour cela, on montre que son graphe est fermé pour les normes. En effet, soient (x,) ,cg une suite de E
et (x,y) € E x F tels que (x, yn) — (x,y). Montrons que y = Tx. Comme x, — X, on a x, — x, donc Tx, — Tx.
De plus, comme T'x,, — Tx, ona Tx, — y. Comme la topologie faible est séparé, on a Tx = y. Ceci montre que
le graphe de T est fermé ce qui montre sa continuité forte. O

REMARQUE. - Une application linéaire continue pour les topologies forte et faible est continue pour les
topologies forte et forte.
— Lhypothese de linéarité est essentielle.

Topologie faible- *

Soit E un espace vectoriel normé sur R. Sur E, il y a déja deux topologies : la topologie forte associée a la
norme || ||z et la topologie faible o (E’, E”). On va en introduire une troisieme.

DEFINITION 1.64. La topologie faible-+ sur E’ est topologie la moins fine sur E' rendant continues les applica-
tions evy: f— f(x) avec x € E, notée o (E', E).

REMARQUE. Pour tout x € E, on confondra les notations x et ev, € E”. Ainsi on a une injection naturelle E — E".

PROPOSITION 1.65. 1. Le topologie o (E', E) est séparée.
2. Une base de voisinage d'une forme f; € E’ est donnée par les ensembles

W(fO)Erxly-'-)xn) = {fEE, | Vie Hl)n]]y |<fyxi> _<ﬁ])xi>| <£}

oue>0etxp,...,x, €E.

Preuve Montrons le point 1. Contrairement a la preuve de la proposition 1.51, le théoreme de HAHN-BANACH
n’est pas utile. Soient f, g € E' des formes distincts. Alors il existe x € E tel que (f, x) # (g, x). Par exemple,
supposons (f, x) < (g, x). Alors il existe « € Rtel que (f,x) <a < (g, x).D'ou f € x1(1—o0, a[) et g€ xY(a,+oo[)
ol les deux pré-images sont deux ouverts disjoints pour la topologie faible-*. Cela conclut. a

PROPOSITION 1.66. 1. La topologie faible-* de E’ est plus faible que la topologie faible o (E’, E”), elle-méme
plus faible que la topologie forte donnée par la norme || || .

2. Une suite (fy,) nen de E’ est faiblement-* converge si et seulement si, pour tout x € E, on a {fy, x) — (f, x).
3. Toute suite de E’ fortement convergente est faiblement-* convergente.

4. Pour toute suite (f;)nen de E' convergeant faiblement-+* vers une forme f,, € E, la suite (|| ;|| g') nen €st
bornée et || fooll g7 < liminf,,— .o |l full -

5. Pour toute suite (fy) ,en de E' convergeant faiblement-* vers une forme f., € E’ et toute suite (x,) ,en conver-
geant fortement vers un vecteur X, € E, on a {fy,, x,) — (f, x).

REMARQUE. Si E est de dimension finie, alors les trois topologies coincident.

PROPOSITION 1.67 (représentation des éléments de E”). Soit ¢ € E” un élément du bidual continu pour la
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topologie faible- = sur E’. Alors il existe x € E tel que

VfeE, (o f=(fx.
Preuve Puisque ¢ est faiblement-* continue, 'ensemble

Vi={feE g, Hl<l}
est faiblement ouvert et il contient 0. D’apres la proposition 1.65, il existe € >0 et x1,..., X, € E tels que

W0, x1,...,x,) V.

Soit f € E'. On suppose que {f, x;) = 0 pour tout i € [1, n]. Soit A € R. Pour tout i € [1, n], onaalors (A f,x;) =0 < 1.
On obtient alors A f € W c V, donc |A] [{¢, f)| < 1. Ceci étant vrai pour tout A € R, cela montre (¢, f) =0.

LEMME 1.68. Soient fi,..., f,, f des formes linéaires sur un espace vectoriel. Alors f € Vect(fi,..., f,) si et
seulement si Ker fy n---nKer f,, cKer f.

Admettons-le provisoirement. On a montré que, pour tout f € Kerx; n---NnKerx,, ona f € Kerg. D’apres le
lemme, I'application ¢ est une combinaison linéaire des éléments x, ..., x,, i. e. il existe a1, ..., @, € R tels que

n
VFEE, (@) =) aixif).
i=1

Il suffit alors de poser x == a1 x] + -+ + @ Xp. a
Preuve du lemme Il reste a montrer le lemme. Le sens direct est évident. On suppose Ker fin---nKer f,, < Ker f.
En premier lieu, supposons que la famille (f,..., f;) estlibre. Lapplication

E— Rn+1

x— (fi(x),..., fa(x), f(x))

est une application linéaire vérifiant (0, ...,0) ¢ Im®. Ainsi son image est un sous-espace vectoriel strict de R
donc il existe ay,...,a,, @ € R* tels que

n
Y1,y y) €Im®, ay+) a;y;=0.

i=1

Avec la définition de @, pour tout x € E, on a alors
n
af(x)+ Z a;fi(x)=0.
i=1

Ceci montre que I'application af + a1 fi + - + @5, f, = 0. Comme (f, ..., f,) estlibre,ona a #0 et
f=—aYarfi+-+anfy) €Vect(fi,..., ).

On suppose que la famille (fi,..., f;;) n'est plus libre. Alors quitte a renuméroter, il existe p < n tel que la
famille (f1,..., f) soit libre. Les éléments f}41, ..., f sont alors des combinaisons linéaires de fi, ..., f. D’aprés
ce qui précede, comme Ker f; n---nKer f, cKer f, on a f € Vect(f1,..., fp) = Vect(fi,..., ). a

PROPOSITION 1.69 (hyperplan faiblement-* fermé). Soit H un hyperplan de E’ faiblement-* fermé. Alors il
existe x € E et @ € R tels que
H={feE |({(f,x)=a}.

Preuve Comme H est un hyperplan, il existe ¢: E' - Reta € Rtelsque H={f € E' | (¢, f) = a}. Il reste &
montrer que I'application ¢ est faiblement-* continue. Comme H est faiblement-* fermé, son complémentaire
HE€ est faiblement-* ouvert. Soit fy € H®. Alors il existe e >0 et fi,..., f, € E' tel que # (fo,€, fi,..., fu) NH= 9.
Notons W :=¥# (fy,¢€, fi,..-, fn). Comme fy € HS, on a (¢, fy) # a. Par exemple, on suppose (¢, fo) < @. Montrons
que (¢, f) < a pour tout f € W. Raisonnons par I'absurde et supposons qu'il existe fj € W tel que (¢, f1) > a.
Alors I'application
[0,1] — R,
t— (e, tfl +(1- t)f()

est continue et vérifie u(0) < a et u(1) > a. Par le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe g € [fo, fil < E’ tel
que g € H. Par ailleurs, comme W est convexe, on a [fy, fi] € W, donc g € W. Ceci est absurde! D’ou (¢, f) < a
pour tout f € W. Par ailleurs, I'ensemble W — f; est un voisinage faible-* de 0. Pour tout ge W — fj, on a

(9,8 ={p, 8+ fo)— (o, fo) <a—{o, fo).
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En procédant de méme avec —g € W — f, on obtient

Ko, @)l <a—{p, fo), VgeW-fy.

En supposant (¢, fy) > a, on obtient

Ko, &)l <{p, fo)—a, YgeW-fy.

Ainsi pour tout fy € H, il existe un voisinage faible-* de 0 contenant dans ¢~ (1—|{¢, fo) — al, [{¢, fo) — a|[). Ainsi
I'application ¢ est faiblement-* continue en 0 et, comme elle est linéaire, elle est faiblement-* continue. O

THEOREME 1.70 (BANACH-ALAOGLU). Laboule fermée Bg de E’ est faiblement-+ compacte.

Preuve Montrons que la boule By est fermée pour la topologie faible-x. Soit fy € Bg? ). Soit £ > 0. Par
définition de la norme | fyl, il existe x, € E tel que [|x.|l = 1 et {fo,xc) > ||l foll — €. On considere le voisinage
faible-* de fj

W (fo, €, %) =1f € E'| Kf = fo, Xe)| < €}

Ce dernier intersecte la boule, i. e. il existe f € E’ telle que

Ifll<1 et Kf-foxe)l<e.

Alors
I foll —€ < {fo,xe) <{frxe)+es|fllllxell+e<1+e.

D’out || foll < 1+ 2¢. En laissant tendre ¢ vers 0%, on obtient || foll < 1 et donc fy € Bg:. Ainsi la boule Bg: est
faiblement-* fermée.

On considere S := RF I'espace des formes linéaires sur E que I'on munit de la topologie produit. Cette
derniére est la topologie la moins fine rendant continues les applications d’évaluations evy: we S— w(x) €R

pour x € E. Considérons 'application
E'—3§,
A:
f— x€e E— (f,0].

Montrons que cette derniére est continue pour la topologie faible-+* et la topologie produit. Pour tout x € E,
'application ev, o A est continue de E’ dans R. Par définition de la topologie produit, I'inverse de sa restriction a
A(E"), c’est-a-dire A™': A(E') — E', est continu. Donc pour tout x € E, I'application

Up: we AE)— A (w)(x)
est continue et vérifie

ux(A(f) = (f,x) =eve(A(f), YfeE,
c’est-a-dire uy = evy |5 gy. Ceci montre que I'application A est un homéomorphisme sur son image.
Enfin, montrons que la boule By est'image par A d'un compact. On considére '’ensemble
K= []l=lxl,Ix11 = {we S| ¥Yx € E,levy(w)| < [ x]}.

x€E

C’est un compact de S par le théoréeme de TYCHONOV. Il vient alors By = A~' (K N F) o1 ’'ensemble
F={weS|Vx,ye E,Va,BeR wax+ By) =awx)+Pw(y)}

est un fermé comme image réciproque de {0} par une fonction continue. Alors I'intersection K N F est compacte
et, comme A~! est continue, la boule By est faiblement- compacte. O

Revisiter la réflexivité

THEOREME 1.71 (KAKUTANI). Soit E un espace de BANACH. Alors il est réflexif si et seulement si sa boule unité
est faiblement compacte.

Preuve On note Bg < E sa boule unité.

= On suppose qu'il est réflexif. Soit J: E — E" I'isométrie canonique. Alors J(E) = E”. On peut alors
identifier la topologie faible de E a la topologie faible-* de E”. Mais le théoréme précédent assure que la
boule unité Bgr = J(Bg) est faiblement-* compacte et donc la boule Bg est faiblement compacte. En effet,
montrons que I'application J~': E” — E’ est continue pour les topologies faible-* et faible. Soit O c E un
ouvert faible. Montrons que I'image J(O) est un ouvert faible-x*. Soit xg € O. Il existe e >0 et fi,..., f € E' tels
que V=7 (xo,¢€, fi,..., fn) € O. Montrons que J(V) < J(O). On a

J(V)={p€eE"|3x€E, ¢ =Jx),I{f;,x) = (fi, xo)| <& Vi€ [l,nl}
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={peE" | Kp—J(xo), fidl <e,Vie[l,nl} < J(O).

Ceci montre que 'application J~! est continue.
< On suppose que la boule B, est faiblement compacte. Montrons que J(E) = E”. Pour cela, on va montrer
que J(Bg) = Bgr. Aidons-nous du lemme suivant.

LEMME 1.72 (GOLDSTINE). Soit E un espace de BANACH. Alors sa boule unité Bg a son image par I'isométrie
canonique J: E— E” dense dans la boule unité Bg» de E’ pour la topologie faible-x.

Admettons provisoirement ce lemme. Comme J est une isométrie, elle est continue pour les topologies
fortes, D’apres la proposition 1.63, elle est continue pour les topologies faibles o (E, E') et (E”, E"). Ainsi elle
est continue pour les topologies o (E, E') et o (E", E') car cette derniére est moins fine que la topologie o (E”, E").
Comme Bp, est faiblement compacte, son image J(Bg) est compacte pour la topologie faible- . De plus, le lemme
de GOLDSTINE assure que cette image J(Bg) est dense dans Bgr pour la topologie faible-*. D’olt J(Bg) = Bgr. O

Montrons a présent le lemme de GOLDSTINE. Ce dernier est une conséquence du lemme suivant.

LEMME 1.73. Soient E un espace de BANACH et ¢: E — R une forme linéaire bornée. Alors pour tous € > 0 et
toutes fi,..., fn € E', il existe x, € E tel que

lxell < ll@ollgr +& et (fj,xe) ={po, f}), Vjell,n].

En effet, ce lemme entraine le lemme de GOLDSTINE. Soit ¢g € Bpr et V < E” un voisinage faible- de ¢q.
Montrons que VN J(Bg) #0. Il existe e > 0 et fi,..., [ € E' telsque W :=# (@q, €, f1,..., fn) < V.Pour j € [1,n], on
pose a := {¢o, fj). Alors le lemme précédent assure qu'il existe x, € E tel que J(x,) € W en prenant & <1 - [l¢| g
ce qui entraine le lemme de GOLDSTINE puisqu’alors J(x,) € V N J(Bg).

Preuve du lemme On utilise le théoreme de HELLY. Pour j € [1, n], on pose a; := @o(f;) ety := llgol . Alors
pour tous By,...,fr€R, ona

3. pias| = ou( 3 1)
Jj=1 Jj=1

< llgoll g

jéﬂjfj“b“'sy jzzlﬁjfjHE"

Le théoreme de HELLY assure alors I'existence d'un vecteur x; € E tel que
lxcl<y+e et filxe)=aj, Vjell,n]
ce qui conclut. O

COROLLAIRE 1.74 (fermés réflexifs). Soit E un espace de BANACH. Alors tout sous-espace vectoriel fortement
fermé de E est réflexif.

Preuve Soit G un sous-espace vectoriel fortement fermé de E. Vérifions que la boue unité B de G est compacte
pour la topologie faible. La topologie faible de G est la trace de la topologie faible de E sur G. Comme E est
réflexif, sa boule Br est faiblement compacte. De plus, la partie G est un convexe faiblement fermé, donc la
boule Bg est un compact faible de E et donc un compact faible de G. O

COROLLAIRE 1.75. Soit E un espace de BANACH. Alors il est réflexif si et seulement si son dual topologique est
réflexif.

Preuve = On suppose que 'espace E est réflexif. D’apres le théoreme de BANACH-ALAOGLU, la boule B est
faiblement-* compacte. Comme E est réflexif, les topologies o (E', E) et o (E’, E") coincident, donc le boule Bg/
est faiblement compacte. Alors le théoréme de KAKUTANI assure que le dual E’ est réflexif.

< On suppose que le dual E’ est réflexif. D’apres le sens direct, son bidual E” est réflexif. Comme J(E) est
fortement fermé de E”, le corollaire précédente assure que ce sous-espace vectoriel J(E) est réflexif. Comme J -1
est un isomorphisme isométrique entre J(E) et E, on en déduit que I'espace E est réflexif. d

Uniforme convexité

DEFINITION 1.76. Un espace vectoriel normé E est uniformément convexe si, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel
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que
Vx,yeBg(0,1), llx—ylze = Ilx+yl<21-9).

EXEMPLES. - Lespace vectoriel normé (RZ, | ) est uniformément convexe. Il ne I'est pas pour la norme || ||;.
De plus, tout espace préhilbertien est uniformément convexe.

— Pour p €11, +o0], les espaces 7 (N) et LP(S) sont uniformément convexes.

THEOREME 1.77 (MILMAN-PETTIS). Un espace de BANACH uniformément convexe est réflexif.

Preuve Soit E un espace de BANACH uniformément convexe. On considére I'isométrie canonique J: E — E”.
Montrons que Bgr = J(BEg). Soit g € E” tel que [l@oll = 1. Par définition [l@oll, il existe une suite (f;,) 1 de Bgr
telles que

Vnzl, @o(fy)=1-1/n.

D’apres le théoreme de HELLY, pour tout 7 = 1, il existe x,, € E tel que

lxall <llgoll +1/n et fi(xp) =@o(fj), Vjell,nl
Pour tout n = 1, puisque

1-1/n<@o(fn) = fu(xn) < I fulllxnll = lxpll <1+ 1/n,

ona [lx,ll — 1. Quitte a diviser les vecteurs x, par la borne supérieure sup,, |l x,ll < +oo, on peut supposer
que ce sont des éléments de la boule unité. Montrons que la suite (x,),>1 converge fortement. Raisonnons par
I’absurde et supposons le contraire. Alors il existe € > 0 et des entiers n; < mj <:-- < np < my < --- tels que

e xXp, — X, Vk=z=1.
Comme || x,|| — 1 et comme E est uniformément convexe, on obtient

limsupllx,, — Xm Il <2(1-6) <2
k—+o00
ol le réel & > 0 est associé au réel € > 0 dans la définition de 'uniforme convexité de E. Or pour tout k = 1,
comme 1y < My, ona fu, (Xm,) = fu, (Xn,) = @o(xy,) et

1
2 (1 - _) < 2(p0(fnk) = fn;C (xnk - xmk)
mi

< "fnk ” ”xnk - xmk” = ”xl’lk - xmk”r
donclimsupy ., o llXn, — Xm, |l = 2 ce qui est impossible. Ainsi la suite (x,),>1 converge vers un vecteur xo € E
qui satisfait les relations
lxoll=1 et fj(xo)=¢o(f}), Vj=1l. (%)
Montrons qu’'un tel vecteur est unique. Supposons qu’il y en a deux distincts xp, yo € E. Par 'uniforme convexité,
ona |xo+ yoll <1.De plus, pour tout j =1, ona f;(xo + yo) = 2¢0(f}) et, de méme, on a 2(1 —1/j) < |lxo + yoll,
donc || xg + yoll = 2 ce qui est contradictoire. On obtient alors I'unicité du vecteur x, € E vérifiant les relations (x).
Soit fy € E' une forme linéaire quelconque. Montrons que fy(xp) = ¢o(fp). On peut reprendre, comme dans
le raisonnement précédent, la suite (f;;) ;>0 €t on peut trouver une unique vecteur %, € E vérifiant

I%l=1 et f;j(%o)=¢o(f;), Vj=0.

L'unicité de la solution des relations (*) montre que xy = X ce qui termine la preuve. O

PROPOSITION 1.78 (condition suffisante de convergence forte). Soient E un espace de BANACH uniformément
convexe et (x,),en une suite de E qui converge faiblement vers un vecteur x, € E. On suppose

limsup [l x, [l < Xl -
n—+0o

Alors cette suite converge fortement vers Xoo-

Preuve Si x =0, le résultat est immédiat. Supposons alors X, # 0. Pour n € NU {oo}, posons
ap=max([x,ll, IXol) €t yni=xn/an.

Comme la suite converge faiblement, on a liminf,,_. . | X, |l = X ll, donc a;, — X ll. De plus, comme la
multiplication par un scalaire est continue, la suite (y,),en converge faiblement vers y. De plus, comme la
suite (V5 + Yoo)/2) nen converge faiblement vers yo,, on a

.|| Ya Tt Y
[ ol < limint | 22222
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Comme || yooll =1 et ||y, |l <1 pour tout n € N, on obtient

|

D’apres I'uniforme convexité, on en déduit || y,; — Yooll — 0 et donc || x — Xeol — 0. O

J/n"".)/oo” 1
— .

Séparabilité

DEFINITION 1.79. Un espace vectoriel normé E est séparable s'il existe un sous-ensemble dense dans E et
dénombrable.

PROPOSITION 1.80. Un espace vectoriel normé dont le dual est séparable I'’est aussi.

Preuve Soit E un espace vectoriel normé tel quel le dual E’ est séparable. Soit (f;;) nen une suite de E’ dense
dans E'. Choisissons une suite (x,),en de E telle que || x|l = 1 et {f,, x,) = || f»||/2 pour tout n € N. On considére
les sous-espaces vectoriels

G:=Vectg(xn)nen et Go:=Vectg(Xy)nen-

Alors le sous-espace vectoriel Gy est dénombrable et dense dans G. 1l suffit alors de montrer que le sous-espace
vectoriel G est dense dans E. Soit f € E' une forme linéaire nulle sur G. Montrons que f = 0. Soit € > 0. Comme
la suite (f;;) nen est dense dans E, il existe n € N tel que || f — f |l < €. On a alors

%"fn” < (]cnr-xn>s |<f_fn,xn>|+|<f;xn>|
<Nf=falllxpl =1f - full <e.

Ainsi on en déduit || Il < || f — full + | fnll < 3€ et ceci pour tout réel € > 0. Cela montre f = 0. O

COROLLAIRE 1.81. Soit E un espace de BANACH. Alors il est réflexif et séparable si et seulement si son dual E’
est réflexif et séparable.

Preuve Le sens réciproque est évident avec la proposition précédente. Réciproquement, supposons que
'espace E est réflexif et séparable. Alors son bidual E” est réflexif et séparable. La proposition précédente assure
alors que I'espace E' est réflexif et séparable. O

DEFINITION 1.82. Un espace topologique E est métrisable il existe une distance sur E qui engendre la topologie
sur E.

PROPOSITION 1.83 (métrisabilité faible-*). Un espace vectoriel normé E est séparable si et seulement si la
topologie faible-* sur la boule By de son dual est métrisable.

Preuve <« On suppose que I'espace E est séparable. Alors il existe un sous-ensemble A ¢ E dénombrable et
dense dans E. Alors l'intersection D := AN Bg est dénombrable. On note alors D = {x,, | n € N}. Enfin, pour toutes
formes linéaires f, g € B/, on pose

P Sl (Ve 51

n
n=0 2

+00

Montrons d’abord que I'ensemble D est dense dans Bg. Soient x € Bg et O un ouvert contenant x. Alors il
existe € > 0 tel que B(x, €) < O. Quitte a réduire €, on a B(x, ) € Bg. Comme A est dense dans A, 'intersection
B(x, &) N A contient un point y € D. Cela montre la densité de D dans Bg. Cela permet de dire que I'application d
est bien une distance sur Bg.

Soit 7 la topologie induite par d sur Bg. Montrons que 7 < o(E’, E). Soient fy € By et O € T un ouvert
contenant f;. Alors il existe 7 > 0 tel que B4(fy, ) € O. Soient £ > 0 et k =0 tels que 1/2% < r/2 et € < r/4. Alors
I'ensemble V :=# (fy,€, x1,..., X)) est un voisinage faible-* de fy. Il reste a montrer V < B4 (fy, r) < O pour avoir
I'inclusion. Pour tout f € V,ona

k +00
|< -8 X >| |< -8 X >|
n=0 n=k+1
<2e+1/2F <.

Réciproquement, montrons que o(E’, E) c 1. Soient fy € Bg et O un ouvert faible-* contenant f;. Alors il
existe e >0et y1,..., yx € Etel que V=7 (fy,€,y1,..., yx) < O. Notons m := max(|| y1I,..., | yk ). Alors pour tout
J€l1,n],onay;/me Bg etladensité de D dans Bg assure que, pour tout 77 >0, il existe n; € N tel que

||xnj —xjlml <n.
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Soit r > 0 tel que m2" r < /2 pour tout j € [1, k]. Alors pour toute f € B;(fp,r),ona

Y noi Kf = fo, xn)l fo,xn)l

’

donc ’(f - fo,xn])‘ < 2™ r <el/2+2nm pour tout j € [1, k]. En choisissant 7 > 0 suffisamment petit, on a montré
Bi(fo,r)cVcO. O

PROPOSITION 1.84 (métrisabilité faible). Le dual d'un espace vectoriel normé E est séparable si et seulement si
la topologie faible sur la boule Bf, de cet espace est métrisable.

THEOREME 1.85 (compacité séquentielle faible-*). Soient E un espace de BANACH séparable. Alors toute suite
bornée de E' admet une sous-suite faiblement-* convergente.

Preuve Soit (f,,) nen une suite bornée de E’. Alors il existe M > 0 tel que
vneN, g,:=f,/MeBg.

D’apres le théoreme de BANACH-ALAOGLU, la boule By est faiblement-* compacte. L'espace E étant séparable,
la topologie faible-* sur By est métrisable, donc la suite (g,) ,en admet une sous-suite convergente pour la
métrique et donc pour la topologie faible- . Il en va donc de méme pour la suite (f;) g d

THEOREME 1.86 (compacité séquentielle faible). Soient E un espace de BANACH réflexif. Alors toute suite bornée
de E admet une sous-suite faiblement convergente.

Preuve Soit (x,)zen une suite bornée de E. Alors I'ensemble G := Vect(x,),en €st un sous-espace vectoriel
fermé de E, donc il est réflexif et séparable par construction. On en déduit que son dual G’ est réflexif et séparable,
donc la boule unité Bg» de G” est métrisable pour la topologie faible-x. Or cette boule Bg est faiblement- *
compacte. Ainsi comme les deux boules B et Bg» sont isomorphe, on en déduit que la boule Bg est compacte
et métrisable pour la topologie faible- . O

PROPOSITION 1.87. Soit E un espace de BANACH tel qu'il existe une famille non dénombrable d’ ouverts (O;);es

de E deux-a-deux disjoints. Alors E n’est pas séparable.

Idée de la preuve Raisonnons par I'absurde et supposons le contraire. Soit (u,) ,en une suite dense de E. Pour
touti€ l,onaO;Nn{u, | neN}# @, doncil existe n; €N tel que u,, € O;. On montre que I'application i € [ — n;
est injective, donc I’ensemble I est dénombrable ce qui est impossible. O

Les espaces L”

Soit (S, %, m) un espace mesuré ol 'espace S est polonais, i. e. métrique, complet et séparable, et la tribu %8
est la tribu borélienne sur S. Soit p = 1. On note

LP(S) = {x: S—R flx(s)lpm(ds) < +oo}
S

et L°(S) ’ensemble des fonctions de S dans R essentiellement bornées. Pour x € L°°(S), on note

[ Xlloo := supess|x(s)|
seS

qui définit une norme sur L°°(S). De méme, pour tous p =1 et x € LP(S), on note

lxllp = fsxp(s)m(ds).

REMARQUE. 1. Sim(S) < +oo, alors [ x[|, — [ Xllec quand p — +oo.

2. Pour p € [1,+o0o[ U {oc}, 'espace LP(S) est un espace de BANACH.

3. Soit p € 11,+o00o[. Montrons que LP(S) est uniformément convexe. On suppose p = 2. On peut montrer
I'inégalité de CLARKSON

veyerr®, |5

1
<5(||x||5+||y||,’§)

Cette derniére se montre en remarquant que a” + 8P < (a® + f%)P'? pour tous a, > 0. Soient x, y € Byr(s). Pour
toute>0,0ona

x+yHl7s1_(z)P

le-ylp,>e = |
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et il suffit de prendre 6 :=1— (1 — (e/2)P)YP_D’ot1 'uniforme convexité.
On suppose 1 < p < 2. En étudiant la fonction convexe

R’ —R,

r— Q+r'P)P =P,

on obtient I'inégalité
VX, yeLP(S), lx+ylh+lx=ylh=Uxl,+Iyl)P">.

Alors pour tous x, y € LP(S), en posant ¥ :=x+ yet j:=x—y,ona

| J:

De 13, on peut en déduire 'uniforme convexité. On a ainsi traité tous les cas : 'espace L (S) est uniformément
convexe. En particulier, il est réflexif.

p
< 2.

i-y
2

x+y
2

-7

2

5c+;7‘
2

p p

4. Soit p €]1,+oo[. On note g > 1 son exposant conjugué. Le théoréme de représentation de RIESZ assure que,
pour tout f € LP(S)’, il existe u € L9(S) tel que

VxeLlP(S), (f,x)zfsu(s)x(s)m(ds)

etonaalors |ull4 = || fllLr(sy. Montrons que I'application
L7(S) — LP(8)',
LP(S) —R,

ur—

x— {Tu, x) ::f u(s)x(s)ymi(ds)
S

est une isométrie surjective. Soit u € L9(S). D’apres I'inégalité de HOLDER, on a || Tull sy < | ul 4. Montrons
I'inégalité inversible. On considere la fonction v: S — R définie par

{Iu(s)lq‘zu(s) si u(s) £0,
v(s) = 0

sinon.

Alors veLP(S) et v, = | uIIZ_l. Par ailleurs, on a

(Tu,v) =f Tu(s)v(s)m(ds) = llullf,
S

donc
(Tu, v)
I Tullip sy =2 ——— = llullg.
vl
D’ott || Tull sy = llull4. AinsiI'application T est une isométrie.

Montrons qu’elle est surjective. Lensemble G := T(L7(S)) est un sous-espace vectoriel fermé de L (S)’
puisque I'espace LY(S) est complet et I'application T est une isométrie. Il suffit alors de montrer que celui-ci est
dense dans L”(S)'. Pour cela, on utilise le critere de densité et le fait que I'espace L”(S) est réflexif. Soit i1 € LP(S)
une fonction telle que

Yuel9(S), (Tu,h)y=0.

En considérant la fonction u: s — |h(s)|”~2h(s), on montre que h = 0. Ceci montre la densité de G dans L”(S)’
et donc la surjectivité de 'application T.

5. Soient S < R% et p € [1,+oo[. Montrons que I'espace L”(S) est séparable. On considére le Q-sous-espace
vectoriel engendré par les indicatrices des ensembles de la forme

d
[T1ax, brl<S, ax breQ.
k=1

Alors ce sous-espace vectoriel E est dense dans LP(S).
6. Etudions I'espace L!(S). Soit f € L}(S)'. Alors il existe une unique fonction u € L(S) tel que

vxeLl(S), (f,x)zfsu(s)x(s)m(ds).

Admettons ce résultat. Dans ce cas, on a [ ulloo = Il fll1(sy-
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Soit S ¢ R% un sous-ensemble ouvert contenant 0. Montrons que I'espace L! (S) n’est pas réflexif. A partir
d’un certain rang n = Ny, on a B(0,1/n) c S. Pour n = Ny, on pose

_ Ts0,1/m)
" m(@B(,1/n)’

La suite (x,,) ;=1 est une suite de la sphére de L' (S). Raisonnons par I'absurde et supposons que 'espace L (S)
est réflexif. Alors il existe une sous-suite (xy,) k=0 qui converge faiblement vers un vecteur x € L(S). Alors pour
tout f € L*°(S), on a

Xn

fsxnk () f(s)m(ds) — fsx(s)f(s)m(ds).
Soit f € €.(S\{0}). Pour k = 0 assez grand, on a
fsxnk (9)f(s)ym(ds)=0
et, d’apres la convergence ci-dessus, on a
j;x(s)f(s)m(ds) =0.
On en déduit que x = 0 presque partout sur S\ {0} et donc sur S. En prenant f = 1, on obtient
fsx(s)m(ds) =1

ce qui est absurde. On en déduit la non réflexivité de 'espace L1 (S).

7. Etudions I'espace L°°(S). Celui-ci est sympathique car ils est isomorphe au dual L!(S)’. On a les propriétés
suivantes :

— Saboule unité est faiblement- * compacte, i. e. pour la topologie o (L(S), L (S)).

— Pour toute suite bornée de L>°(S), on peut en extraire une sous-suite qui converge pour la topologie faible-*.
— Il n’est pas réflexif car sinon I'espace L1(9) le serait.

— Le dual de L*°(S) contient L (S), mais il est strictement plus grand que L1(S).

— Iln'est pas séparable. En effet, lorsque S C RY, on considére la famille

(x €L2(S) X ~Ta(an loo < 1/2D(aner avec I:={(a,r)€SxR|r<d(a,S)}

et on applique la proposition 1.87.
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OPERATEURS : GENERALITES

Opérateur et opérateur dual

DEFINITION 2.1. Soient E et F deux espaces de BANACH. Un opérateur de E sur F est une application linéaire T
définie sur un sous-espace vectoriel Dom(7T) c E et a valeurs dans F. Lensemble Dom(T) est appelé le domaine
de l'opérateur T. On dira qu'un opérateur T de E sur F est

— borné si son domaine est E et s’il est continue;
— adomaine dense si Dom(T) = E;
— fermé si son graphe I'(T) est fermé dans E x F.

NOTATION. On note R(T) c Fl'image d'un opérateur T: Dom(T) — F.

DEFINITION 2.2. Soient T1: Dom(T;) — F et T>: Dom(T>) — F deux opérateurs de E sur F. On dit que I'opéra-
teur T» est une extension de I'opérateur T; si Dom(T7) € Dom(T>) et s’ils coincident sur Dom(T7).

DEFINITION-PROPOSITION 2.3. Soit T: Dom(7T) — F un opérateur a domaine dense. Alors il existe un unique
opérateur T' de F' sur E’' vérifiant

VfeDom(T"), VxeDom(T), (T'f,x)={f, Tx).
On appelle cet opérateur T’ le dual de T.

Preuve On définit le sous-espace vectoriel de F

Dom(T):={f € F'| (x— {(f, Tx)) € B(Dom(T),R)}.
Pour tout f € Dom(7T”), on définit I'application linéaire continue
Dom(7) — R,

&+ x—(f, Tx)

et, comme R est complet, on peut la prolonger sur E en une unique application gy € E'. On définit alors
I'opérateur
Dom(T") — E/,

f— 8-

I.

a

PROPOSITION 2.4. Soit T: Dom(T) < E — F un opérateur a domaine dense. Alors son dual T’ est fermé.

Preuve Soit (fy) nen une suite de Dom(T") et (f, g) € F' x E’ tels que f, — f dans F' et T f,, — g dans E’. Alors
pour tout x € Dom(7T), on a

(f,Tx)=(gx)= lim ((fn, Tx)~(g X))
= nl—l>rPOO(<fn, Tx> - (Tfnrx>) = 0)

donc (f, Tx) = (g, x) et [{f, Tx)| < lgll lxll. Ceci montre que f € Dom(T’) et T'f = g. Le graphe de T’ est
fermé. a

REMARQUES. - Soit T € B(E, F). On note T’ sa transposée. Alors T' € B(F', E') et | Tllg g1y = I T, F)-
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- Lapplication T € B(E,F) — T’ € B(F/, E') n’est pas continue en général pour la convergence simple des
opérateurs.
- Pour tout T € B(E, F), sa transposée T’ est continue pour les topologies faibles-x.

EXEMPLES. Soit n = 0 un entier. On pose

2(N) — 02(N),

n-
(ap) peN — (@n+p) peN-

Alors son applications transposée est
C2(N) — C2(N),

(zp)pen — (0,...,0, 29, 21,...)

T :

ol les zéros apparaissent rn fois.

PROPOSITION 2.5. Soit T € B(E,F).Alors T' e B(F',E') et | T|| = || T'||.

Preuve Comme T est bornée, pour tout g € F, 'application x — (g, Tx) est une forme linéaire sur E et on a
Kg, T <IlIglg I T Ixllg, x€E.

Donc 'application T’ est définie sur tout F’ et | T’| < || T|l. Montrons I'inégalité réciproque. Soit £ > 0. Il existe
un vecteur x, € E de norme 1 telle que
ITx: =TI -e.

On note y, := Tx,. Soit g¢ € F' tel que g.(y:) =1 et ||g,S || =1. Alors
1T = 1T gell = 11T gel (xe)l = llyell = I TNl — .

En laissant tendre € vers 0, on obtient || T'|| = | T|. Cela termine la preuve. O

PROPOSITION 2.6. Soit T € B(E, F). Alors T" est une extension de T définie sur E" a valeurs dans F" et elle
vérifie | T"|| = || T|l. En particulier, si E est réflexif, alors T" = T.

Preuwve OnaT"=(T"),donc T" e B(E",F") et IT"| = T'll = IIT|l. Soit xo € E. On note ¢q € E” son image par
I'isomorphisme canonique. Alors pour tout f € E’, on a

(T'po) () =(T' o, [ = (po, Tf) =(T f,x0) = {f, T'xo)
car {po, f) = {f, xo). Donc I'image de Tx, est T'¢q. On en déduit T" = T sur E. a

REMARQUE. Ilest facile de voir que I'application T € B(E, F) — T est un endomorphisme K-linéaire.

Opérateurs compacts

On considere toujours deux espaces de BANACH E et F.

DEFINITION 2.7. Un opérateur T: E — F est dit compact sil'image de la boule unité de E par T est compact
dans F, i. e. 'adhérence T (Bg) est compacte dans F.

REMARQUES. - Un opérateur T: E — F est compact si et seulement sil'image par T de tout ensemble bor-
née est relativement compacte dans F. En effet, le sens direct est évident. Réciproquement, on suppose que
l'opérateur T est compact. Soit A une partie bornée de E. Alors il existe r > 0 tel que A c r Bg. Mais comme T
estlinéaire, ona T(A) c r T(Bg), donc T'(A) c r T(Bg) ou la partie r T (Bg) est compacte, donc la partie T (A) est
compacte.

— Un opérateur compact est borné et donc continu.
— Si E est de dimension infinie, alors I'identité Idg : E — E n’est pas un opérateur compact.

PROPOSITION 2.8 (caractérisation séquentielle). Soit T': E — F un opérateur. Alors T est compact si et seulement
s’il envoie chaque suite bornée (x,),en de E sur une suite (Tx,)eny dont on peut extraire une sous-suite
convergente dans F.

Preuve = On suppose que T est compact. Soit (x,) ,en une suite bornée de E. Alors 'ensemble {x;,} ,en est
bornée, donc I'ensemble {Tx,},eNn est relativement compact, i. e. son adhérence est compacte dans F : on peut

donc extraire une sous-suite convergente de la suite (Tx,) seN-
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< Réciproquement, on suppose qu’on peut extraire une sous-suite convergente de 'image par T de toute
suite bornée. Soit (¥,) ,en une suite de T (Bg). Pour tout n € N, il existe x,, € Bg tel que y,, = T'x;,. La suite (x;) nen
est bornée, donc il existe une extraction ¢: N — N telle que la sous-suite (X)) nen soit convergente dans F. On

en déduit que la partie T'(Bg) est compacte. d

NOTATION. On note K(E, F) 'ensemble des opérateurs compacts de E dans F.

PROPOSITION 2.9. 1. Lensemble K(E, F) est un sous-espace vectoriel fermé de B(E, F).

2. Soient W et Z deux espaces de BANACH. Soient A: W — E et B: W — Z deux applications linéaires bornées.
Soit T € K(E, F). Alors la composée Bo To A: W — Z est compacte. Algébriquement, I’ensemble K(E, F) est un
idéal bilatere de B(E, F).

3. Soit (Ty) nen une suite d’opérateur compacts convergeant vers un opérateur T. Alors T est compact.

Preuve 2. Onnote By et Bg les boules unités de W et E. Alors A(Bw) < || All Bg, donc T(A(Bw)) < | All T(Bg)
ou'ensemble a droite est compact, donc B(T (A(Bw))) < |l All B(T (Bg)) ol 'ensemble de droite est également
un compacte car c’est 'image d'un compact par une application continue. On en déduit que la composée BT A
est un opérateur compacte.

3. Soit (xx)ken une suite de Bg. Alors il existe une extraction ¢: N — N tel que, pour tout entier n € N fixé, la
suite (Ty Xp(k)) ken SOit convergente dans F. Pour tous k, keNetneN,ona

I Txpk) — Txpun | < I TXpk) — TnXpun | + 1 TnXep) — TnXpuen Il + | TnXpiry — T Xl
S2(|T-Tull + 1l Tnxq)(k) - Tnxq)(k’) I,

donc

limsup | Txgpx) — Txpn Il < 21T = Tull.
k,k'—+o00

Ainsi la suite (Tx,x))nen est de CAUCHY dans I'espace complet F. Elle converge donc ce qui implique la

compacité de I'opérateur 7. d

REMARQUE. Dans le point 3, la convergence simple ne suffit pas pour assurer la conclusion. Pour 7 € N, on note
CP(N) — 2 (N),

() ken — (o, (K) X1 ken-

n

Alors la suite (T};) ,en converge simplement vers I'identité qui n’est pas compacte.
DEFINITION 2.10. Un opérateur T € B(E, F) est dit de rang finie si dimR(7T) < +oo.

PROPOSITION 2.11. Lensemble K(E, F) contient I'adhérence de 'ensemble des opérateurs de rang fini.

Preuve 1l suffit de montrer que tout opérateur de rang fini est compact. Soit T € B(E, F) un opérateur de rang
fini. Soit (x,) ,en une suite de Bg. Comme T est de rang fini, la partie {T'x,,} ,en < R(T) est relativement compacte.
Donc I'opérateur T est compact. O

PROPOSITION 2.12 (cas hilbertien). On suppose que I'espace F est de HILBERT. Alors tout opérateur T € K(E, F)
est limite d’opérateurs de rang fini.

Preuve Soit € > 0. Comme T(Bg) est un compact, il existe une famille finie (y;) ;e de F telle que

T(Bg) < JB(i,€).

iel
On note G := Vect{y;};c; et on considére la projection pg: F — G la projection orthogonal sur G. Alors cette
projection est un opérateur de rang fini. Soit x € Bg. Il existe ip € I tel que || Tx — y;, |l <€, donc

lpcTx—yil = lpcTx— pcyi,ll <e.

Avec I'inégalité triangulaire, on trouve ||pgTx — Tx|| < 2¢. Ceci montre || pgT — T|| < 2¢ oul'opérateur pgT est
de rang fini. |

COROLLAIRE 2.13. On suppose que 'espace E est de dimension finie. Soit T: E — F un opérateur. Alors il est
compact.

Preuve En effet, 'opérateur T est borné et on a dimR(T) < dim E. O
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o REMARQUE. On suppose que I'espace E est réflexif. Soit T € B(E, F). Alors cet opérateur est continue pour les
topologies faible et faible. Comme E est réflexif, sa topologie faible coincide sa topologie faible-*. D’apres le
théoréme de BANACH-ALAOGLU, la boule Br est donc faiblement compacte. On en déduit que 'image T (Bg) est
faiblement compacte dans F, donc elle est faiblement fermée dans F. D’apres le théoreme de MAZUR, elle est
fortement fermée. Si T est compact, alors T'(Bg) est fortement compact dans F. Ainsi I'image T(Bg) est compact
si et seulement sil’opérateur T est compact.

Si E n'est pas réflexif, alors T (Bg) peut ne pas étre fermée méme si T est compact. En effet, soit (A1) =1 une
suite de réels positifs. On considere ’application

co(N*) — R,
+00

(Xp)p=1— Z AnXp.

n=1

C’est un opérateur compact et il vérifie T'(Bgyn+)) = 1-llxll1, | xlI1 [.

PROPOSITION 2.14 (convergence faible). Soient T € K(E, F) et (x,) e une suite de E convergeant faiblement
vers un vecteur x € E. Alors la suite (T x,) ,en converge fortement vers T'x.

Preuve Pour n € N, on note y, := Tx, et y := Tx. Montrons d’abord que y, — y. Soit g € F'. On considére
I'application linéaire
r E—R,
" x— g(Tx).

Comme T est compact, cette application est bornée. Comme x,, — x, on a alors f(x,) — f(x), donc g(y,) — g(3).
Ceci étant vrai pour tout g € F/, on a montre y,, — y.

Montrons que y, — y. Raisonnons par 'absurde et supposons le contraire. Alors il existe € > 0 et une
extraction ¢: N — N telle que

VneN, [Yom—yl>e.

Or x, — x, donc la suite (xy) ,en est bornée. Comme T est compact, la suite (T X)) nen admet une sous-suite
convergente, i. e. il existe y € F et une extraction ¢ : N — N telle que yyopmn) — 7. OT Yyopmn) — ¥ €t, comme la
topologie faible est séparée, on obtient y = . Ceci est impossible. D’ou y,, — y. d

THEOREME 2.15 (SCHAUDER). Soit T € B(E, F). Alors 'opérateur T est compact si et seulement si son dual est
compact.

Preuve = On suppose que 'opérateur T est compact. Soit (g,) nen une suite de Br. On veut montrer que la
suite (T’ g,)nen admet une sous-suite convergente. On considere le compact K := T(Bg) < F. Soit n € N. On
considere la forme linéaire

|[k—R,
y— g -

Comme | g, |l = 1, cette application G, est 1-lipschitzienne sur K. Ainsi la partie {G,},en est équicontinue et
aussi équibornée. Le théoreme d’AsCOLI assure que cette partie est relativement compacte, donc la suite (Gy,) nen
admet une sous-suite qui converge vers une fonction G € ¢ (K,R). Quitte a prendre cette sous-suite, on peut
considérer que la suite (G,) ,en converge vers G. Mais pour tout x € E et tous n,m e N, on a

(Tx,8n) =(x,T'gn) = Gu(Tx),

Gn

donc
KT'gn—T'gm, )1 =1Gu(TX) = Gu(Tx)| < Su[}?lGn(J’) -Gy,
NS
donc
1T'gn — T'gmll < suplGn(y) = Gm (Y.
yeEK

Ainsi la suite (T’ gn) nen est de CAUCHY dans E et donc elle converge dans E. Par conséquent, 'opérateur dual T’
est compact.

< On suppose que 'opérateur T’ est compact. D’apres le sens direct, I'image T” (Bg) est relativement
compact dans F’. Comme T"|g = T, I'image T(Bg) = T" (Bgr) et 'espace F est fermé dans son bidual F”. On
conclut que la partie T'(Bg) est compact. O
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THEOREME 2.16 (RIESZ). Soit E un espace vectoriel normé. Alors E est de dimension finie si et seulement si sa
boule unité fermée Br est compacte.

LEMME 2.17 (RIESZ). Soient E un espace vectoriel normé et G C E un sous-espace vectoriel fermé. Alors pour
tout € > 0, il existe x; € E tel que ||x:[| =1 etd(x;,G) =1 —€.

Preuve Le sens direct est évident. Admettons provisoirement le lemme et montrons le sens réciproque. On
suppose que le boule Bg est compacte. Raisonnons par I'absurde et supposons que E est de dimension infinie.
Soit xg € E tel que || x|l = 1. Par le lemme, il existe x; € E tel que ||x1]| = 1 et d(x7, Eg) = 1/2 ol1 Ey := Vect{xp}. En
recommencant, il existe x» € E tel que [|x2] = 1 et d(x», E1) = 1/2 avec Ej := Vect{xp, x1}. Ainsi par récurrence, on
construit une suite de vecteurs (x,) ,en de norme 1 tels que

d(x,,Ey,—1)=1/2 avec E,_;:=Vect{xy,...,xp—1}, n=1.

En particulier, pour tous m, n € N tels que m < n, on a || x,;, — x, | = 1/2. Donc la suite (x,),en de Bg n’admet pas
de valeur d’adhérence ce qui est impossible. O

Preuve du lemme Soient y € E\ G et € > 0. Comme G est fermé, on a d(y,G) > 0, donc il existe z, € G tels que

d(y,G)
d(y,G) < lly—-=zl < .
@ <ly-zl<—=—
On pose alors
_ V%
Xg = ——.
ly—zell
Soit u € G. Alors
1
Xe—u=————[y— 2z —ully—zll
N EFT
Ly =z + ully -z
=——IJ[y-(z -z
ly—zell YT
avec zg + ully — z¢ll € G. D’oul
d(y,G)
e — = %
ly -zl
On obtient le résultat en passant a la borne supérieure. O

THEOREME 2.18. Soient E un espace de BANACH et T € K(E). Alors

1. le noyau Ker(Idg — T) est de dimension finie;

2. l'image R(Idg — T) est un fermé de E;

3. l'application Idg — T est injective si et seulement si elle est surjective;
4. onadimKer(Idg — T) = dimKer(Idg — T').

REMARQUE. Ce résultat s’applique a 'opérateur A1dg; — T avec A € K* car 'opérateur A~ T est compact.

Preuve 1. Notons G :=Ker(Idg — T) et soit Bg la boule unité fermé de G. Pour tout x € G, on a x = Tx ce qui
implique Bg = T'(Bg) < T(Bg). Comme T (Bg) est relativement compacte dans E, le fermé Bg est compact. Par le
théoreme de RIESZ, on en déduit dim G < +oo.

2. Soit () nen une suite de R(Idg — T) qui converge vers y € E. Soit n € N. Il existe x,, € E tel que y,, = x,, — Txp,.
Notons d;, := d(x,, G). Comme G est de dimension finie, il existe z, € G tel que d,, = || x,, — 2, ||. Il suffit de montrer
la suite (dy) nen est bornée. En effet, cela montrera que la suite (x;, — z;,) nen €st bornée. Comme T est compact,
quitte a extraire, il existe x € E tel que T (x,—z,) — x.OrpourtoutneN,ona y, = x,—Tx, = Xy—2,— T (X,—2y),
donc x, — 2z, = yn+ T(x, — 2,) — y+x.Deplus,ona

y= lim y,= lim (dg—T)(xn~2n)
=(Idg - T)(nl—i}}—loo(xn —zp)) = (Idg —T)(y+x) e RUdg - T).

Montrons alors que la suite (d;) ,en est bornée. Raisonnons par I'absurde et supposons le contraire. Quitte a
extraire, on peut supposer d,, — +oo. Pour tout n € N, en posant wy, := (x,, — 2,)/dp, on a

1 1
d(wn, G) = —d(x, — 24, G) = — d(x,, G) = 1
dy d,
et
Wn—Twn: i[xn—zn—T(xn_Zn)] - & —0.
dy d,
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De plus, la suite (w;,) sen est une suite de la boule unité. Comme T est compact, quitte a extraire, il existe w € E
tel que Tw, — w. Comme w; — Tw,; — 0, on en déduit w;, — w. De plus, on a
(Idg -Thw= lim (Idg -T)wy, = lim (w,—-Tw,)=0,
n—+oo n—+oo

donc w € G, donc d(w, G) =0. Or d(wy, G) =1 — d(w, G) ce qui est impossible. Donc la suite (d;) ,en €st bornée,
le paragraphe précédent permet alors de conclure.
3. = Onsuppose que I'application Idg — T est injective. Raisonnons par I’absurde et supposons que celle-ci
n’est pas surjective. Alors I'image E; := R(Idg — T) est un sous-espace vectoriel strict et fermé de E par le point
précédent. Comme T etIdg — T commutent, on a T(E;) < E;. Alors la restriction T'|g, est un opérateur compact
sur 'espace de BANACH E;. Posons E, := (Idg — T)2(E) = (Idg — T)(Ey). Lapplication Idg — T est injective et
non surjective, donc I'espace E, est un sous-espace vectoriel strict et fermé de E;. En effet, il est bien strict;
raisonnons par I’absurde et supposons que E; = Ej. Soit z€ E\ E;. Alors z— Tz € E; = E,, donc il existe z' € E;
telque z— Tz =2z'— TZ'. Comme Idg — T est injective, on obtient z = z’' € E; ce qui est impossible. D’ot1 E; S Ej.

On réitere ce procédé et, en posant E, := (Idg — T)"(E) pour tout n = 1, la suite (E;),>1 est une suite
strictement décroissante de sous-espaces vectoriels fermés de E. En appliquant le lemme de RIESZ, il existe une
suite (x) =1 de E tels que

lx,l=1 et d(xn, En-1)=1/2, n=1.
Pour tous m, n =1 tels que m<n,ona
Txn—xm) =[(xXm—Txm) = (xn—Txp) + Xl — Xm

avec (xm — Txpm) — (X — Txp) + Xp € Epys1, donc | T (x, — X))l = d(xy, Ej+1) = 1/2 ce qui est impossible car la
suite (x,) ;=1 est bornée et 'opérateur T est compact.

< On suppose que 'application Idg — T est surjective. Pour cela, utilisons le lemme suivant.

LEMME 2.19. Soient E et F deux espaces de BANACH et T € B(E, F). Alors I'image R(T) est fermée dans F si et
seulement si R(T) =L Ker T".

Alors R(Idg — T) = E, donc le lemme donne Ker(Idg — T”) = {0}. D’apres le sens direct, 'application Idg — T'
est injective, donc R(Id — T”) = E'. Mais on a aussi Ker T’ = R(T)* et Ker T = *R(T). On en déduit

Ker(Idg — T) =1Rdp — T") = {0}

ce qui montre que I'application Idg — T est injective.

4. Notons d := dimKer(Idg — T) et d’' := dimKer(Idg — T'). Montrons que d = d'. Raisonnons par I'absurde et
supposons d < d'. D’apres le point 1, le sous-espace vectoriel G est de dimension finie. On écrit E = G ® M avec
un sous-espace vectoriel M bien choisi. En effet, on note (xy,..., x,) une base de G. Soient g1, ...,8,: G — Kles
applications coordonnées. Avec le théoreme de HAHN-BANACH, on peut prolonger ces applications g; a E. On
pose alors

M:=grl({opn--ng, (0D

de sorte que E = G® M. On note p: E — G la projection sur G qui est continue d’apres le théoréme du graphe
fermé. Utilisons le lemme suivant.

LEMME 2.20. Soient E un espace de BANACH et G un sous-espace vectoriel de E tel que
codim G :=dimE/G < +oo.

Alors dim Gt = codim G.

Comme le sous-espace vectoriel R(Idg — T) = + Ker(Idz — T) est de codimension finie, il admet une supplé-
mentaire topologique N de dimension d’. Comme d < d’, il existe une application linéaire ¢: G — N injective
et non surjective. Les opérateurs T et ¢ o p étant respectivement compact et de rang fini, 'opérateur S:= T+ op
est compact. Pour tout x € Ker(Idg — S), on a

0=(x—-Tx)-¥¢(p(x)) avec x—TxeRIdg—-T) et {¢(p(x)EN,

et,comme E=R(Idg —T)® N,onax—Tx=0et/(p(x)) =0,donc x € G et p(x) =0 car ¢ est injective, donc x = 0.
D’out Ker(Idg — S) = {0}. Or pour tout élément y € N\Im ¢ # ¢, 'équation

x=-Sx=y <= x-Tx—fl(pXx)=y
n’admet pas de solution. Cela est impossible. D’otid = d’'.
Pour obtenir d < d’, on applique ce qui préceéde a T' : on obtient
dimKer(Idg» — T") < dimKer(Idg — T') < dimKer(Idg — T).
Or T" est un prolongement de T, donc Ker(Idg» — T") > Ker(Idg — T). D’otid = d'. O
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2.2.1

2.2. SPECTRE D’UN OPERATEUR BORNE

Preuve du lemme 2.20 1l existe une famille libre (ey, ..., er) de E telle que E = G®& M ol M = Vect(ey, ..., ex). Les
projections pg et pys sur G et M sont alors continues S1 Pour tout j €11, k], 'application linéaire
M—K,

i | &
D e — a;
i=1
est continue puisque M est de dimension finie; notons f; := f] opm € E'. Alors pour tout x € E et tout j € [1, k],
ona fj(x) = fj(pm(x)) =0, donc fj € G*. De plus, la famille (f;,..., fi) est bien libre car, si A1 f; +--- + Aifr=0,
alors une évaluation de cette égalité en e; nous donne A; = 0 pour tout j € [1, k]. Montrons que cette famille
génere G*. Soit g € G*. On pose

C=g-glenfi—--—glex) fre G-
Cette application est nulle sur M, donc £ € M*. Comme ¢ € G+, on adonc £ € E* = {0}. D’ol1 g € Vect(fi, ..., fi)-
Ainsila famille (f, ..., fx) est une base de GL.DoudimGt = k=dim M = codimG. O

EXEMPLE. Soit p € [1, +0o[ U {oo}. Les applications linéaires

P (N) — (P (N), P (N) — (P (N),
et Tg:

d-
(x07x1)-~-) — (O,XO,XI,...) (-X:Orxl)-n) — (xlrx2)--~)

sont injectives et non surjectives

SPECTRE D’UN OPERATEUR BORNE

Opérateurs inversibles

Soit E un espace de BANACH. Muni de la composition, 'ensemble B(E) est une K-algebre unitaire dont I'unité
est Idg. De plus, on peut le normer avec la norme d’opérateur, toujours notée || ||.

DEFINITION 2.21. Un opérateur T € B(E) est dit inversible s'il est bijectif dont la bijection réciproque appartient
a B(E). On note GB(E) le groupe des éléments inversibles de B(E).

REMARQUE. Pour tout opérateur bijectif T € B(E), sa bijection réciproque est linéaire. De plus, pour un espace
de BANACH E, le principe de 'application ouverte assure qu'un opérateur de B(E) est inversible si et seulement
sl est bijectif.

PROPOSITION 2.22 (théoréme d’isomorphisme de Banach —bis). Soient E un espace de BANACH, F un espace
vectoriel normé et T € B(E, F) un opérateur bijectif. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) linverse T~! est continu;
(ii) il existe ¢ >0 tel que || Tx|l = c|lx|| pour tout x € E;
(iii) 'espace F est de BANACH.

Preuve Limplication (i) = (ii) est claire et I'implication (iii) = (i) vient de la remarque précédente.
Supposons le point (ii) et montrons le point (iii). Soit (y,),en une suite de CAUCHY de F. Comme T est
bijectif, pour tout n € N, il existe x, € E tel que y,, = Tx,. Avec I'inégalité du point (ii), on obtient alors que la
suite (x,),en est de CAUCHY et, comme E est de BANACH, elle converge vers un vecteur x € E. Mais comme T est
continue, on en déduit y,, — Tx. Cela assure que 'espace F est de BANACH. a

PROPOSITION 2.23. Soient E et F deux espaces de BANACH et T € B(E, F). Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) il existe ¢ >0 tel que || Tx|l = c| x|l pour tout x € E;
(ii) 'opérateur T est injectif et son image R(T) est fermée dans F.

Preuve = On suppose le point (i). Alors 'opérateur T est bien injectif. De plus, soient (x,) ,en une suite de E
et y € F tels que y,, := Tx,, — y. Alors la suite (x,) ,en est de CAUCHY, donc elle converge vers un élément x € E
et, par continuité de T,ona y = Tx e R(T).

< Réciproquement, on suppose le point (ii). On considere la co-restriction T: E — R(T). Comme R(T) est
complet et T est continue, il suffit d’appliquer la proposition précédente. O

§1. Lapplication pp est continue d’apres le théoréme du graphe fermé ce qui implique la continuité de pg =1dg — pps-
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COROLLAIRE 2.24. Soient E et F deux espaces de BANACH et T € B(E, F). Alors T est inversible si son image R(T)
est dense dans F et il existe ¢ > 0 tel que || Tx| = c || x| pour tout x € E.

Preuve On suppose que son image R(T) est dense dans F et il existe c > 0tel que || T-|| = c|-||. Alors T est bien
injectif et R(T) est bien fermée. Mais R(T) = R(T) = F ce qui montre la surjectivité de T. Comme F est complet,
la proposition 2.22 assure I'inversibilité de T. Le sens direct est assuré par cette méme proposition O

REMARQUE. Un opérateur T € B(E, F) est inversible si et seulement si son dual T’ € B(F', E') I'est. Dans ce cas,
ona (T)'=(r"bH.
PROPOSITION 2.25 (Neumann et homéomorphisme). Soit E un espace de BANACH. Alors

1. pour tout T € B(E) tel que || T|| < 1, 'opérateur Idg — T est inversible et son inverse est
+o00o
Mdg-1T)"' =) T";
n=0
2. le groupe GB(E) est un ouvert de B(E) et 'application T — T~! est un homéomorphisme de GB(E).

Preuve 1. Comme ||T| < 1, la série }_,,»11IT|" converge ce qui implique que la suite (Zlnvzo T™ n=o est de
CAUCHY, donc cette derniere converge vers Z;Z% T". Pour tout N =0,0ona

N
(dg -1 Y TN =1-TN" —1.

n=0
De méme pour la multiplication a gauche. D’ot1 le résultat.
2. Soit Ty € GB(E). Pourtout T € B(E),ona T = Ty[ldg +T0_l (T—Tpy)] etl'opérateur Idg + To‘1 (T-Tp) estinversible
lorsque || Ty (T — Tp) || < 1. Montrons alors que B(Ty, ro) © GB(E) avec rg := 1/ T; || > 0. Soit T € B(Ty, ro). Alors

1Ty (T = To)ll < I T3 HIHIT = Toll < 1.

Ceciassure alors 77! = (Idg + T; (T - Tp)) ' T; ! € GB(E) avec la remarque précédente. Ainsi le groupe GB(E)
un ouvert de B(E). De plus, cela montre également

+00
T -1y =Y (DT, N(T - T T, Y,
n=1
donc

-1_ -1 & =-1,n+l _ n
1T =To < Y IT T = Toll

n=1
AT PIT - Tol
1= Ty T = Toll 7—To

Ceci montre que l'application T — T~! est continue. Comme son inverse est elle-méme, c’est un homéomor-
phisme de GB(E). O

Spectre d’'un opérateur

DEFINITION 2.26. Soient E un espace de BANACH et T € B(E).

1. Une valeur résolvante de T est un scalaire 1 € K tel que A1dg — T € GB(E). On note p(T) I'’ensemble de ses
valeurs résolvantes.

2. Lensemble o (T) :=K\ p(T) estle spectrede T et ses éléments sont les valeurs spectralesde T.

3. Une valeur propre de T est un scalaire A € K tel que AIdg — T n’est pas injective. On note vp(T) < o(T)
I'ensemble de ses valeurs propres.

REMARQUE. En dimension finie, le spectre d’'un endomorphisme T € £ (E) correspond I'’ensemble de ses
valeurs propres au sens défini avant ce cours.

EXEMPLES. - Le décalage a gauche Ty : £”(N) — ¢P(N) admet 0 comme valeurs spectrale mais pas comme
valeur propre.

— On considere 'opérateur
€([0,1]) — <€ ([0,1]),

T: :
xX— f x(s)ds.
0
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Alors il est injectif et non surjectif, donc 0 € o (T) \ vp(T).

PROPOSITION 2.27. Soient E un espace de BANACH et T € B(E). Alors
1. onao(T) cBk(0,|TI);

2. I'ensemble p(T) est un ouvert de K;

3. I'ensemble o (T) est un compact de K;

4. on amc o(T).

Preuve 1. Soit A € Ktel que |A| > || T|l. On peut supposer A # 0. Alors Aldg — T = A(dg —A7'T) avec [A71 T| < 1.
La proposition de NEUMANN donne alors A ¢ o(T). D’ot1l'inclusion.

2. Lapplication ®: A e K— AIdg — T est continue, donc sa préimage p(7) = ®~1(GB(E)) est un ouvert de K
3. Lensemble o(T) = K\ p(T) est donc fermé et borné par les points 1 et 2, donc c’est un compact de K.

4. 1l suffit d’utiliser le point 3. d

REMARQUE. On définit également le spectre continu et le spectre résiduel
0c(T)={1e K |Ker(Aldg — T) = {0}, RIAIdg — T) = E} et
or(T)={1eK|Ker(Aldg — T) = {0}, R(AAIdg — T) S E}

de sorte que o (T) = vp(T) U o (T) Lo (T).

LEMME 2.28. Soit T € B(E). Alors la suite (]| T"[|"") .1 converge dans R et

lim I = mf||T"||””<||T||

Preuve Pourtoutn=1,ona|T"| <|TI" donc|T"|Y"<|T|, donc
ti= 11m1nf|| T"|V" <limsup < || T|. (%)
n—+oo

Soit € > 0. Il existe alors g = 1 tel que || T9)|Y9 < £+ €. Soit n = 1. En effectuant la division euclidienne de n par ¢,
on peut écrire n = a,q+r, avec 0 < r,, < g. On a alors

I Tn”l/n = Tnd+m ”1/n <l Tq”an/n”T”rn/n

= (79 M e T,
Comme a,q < n < (ap +1)qg, on en déduit que a,q/n — 1etr,/n— 0, donc
lim [ T"M" < | T7|M9 < t+e.
n—+oo

En laissant tendre ¢ vers 0 et en utilisant 'inégalité (), on obtient. d

PROPOSITION 2.29. Soit T € B(E). Notons 7 := lim,_. ;oo | T"[I'"* € [0, | T'|l]. Soit A € K tel que |A| > 7. Alors
1. lasérie ¥ ,enl| T"/A™|| converge;
2. lasuite (ZN T"/A™1) Nen converge et

+00 Tl’l

-1 _

Aldg =) = ) g
n=0

Preuve 1. Soit acRtel que |A| > a > F. Alors il existe un rang n; = 1 tel que || T > g pour tout n = 1.

2. Aveclepoint 1, cette suite est de CAUCHY dans I'espace de BANACH B(E), donc elle converge vers Y %3 7"/ AL
Pour tout N =0, on a

n TN+1
(Aldg - T) Z T =ldp ~ 5y
et, par hypotheése, on a
TN+1 a \N+1
— <= —0
[l <G
ce qui assure
n +00 TVL
(Aldg - T) Z T =(Aldg - 1) Z AT

De méme pour la multiplication a gauche. D’ou I'égalité.
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DEFINITION 2.30. Le rayon spectral d'un opérateur T € B(E) est la quantité

r(T):= sup |A].
Aea(T)

o REMARQUE. Avec les propositions précédentes,ona (7)< 7(T) < |TI.

2.2.3 Résolvante associée a un opérateur

DEFINITION 2.31. Soit E un espace de BANACH. La résolvante associée a un opérateur T € B(E) est 'application
p(T) — B(E),

Rp:
T A— g -

PROPOSITION 2.32 (propriété de la résolvante). Soit T € B(E). Alors
1. onaRr(A) —Rr(w) = (u—A)Rr(A)Rr(u) pourtous A, ue p(T);
2. siK=R,I'application Rt est dérivable sur 'ouvert p(T) et
2.
R} =-R%;
si K= C, cette derniere est holomorphe sur p(T);
3. elle est analytique sur p(7) et, pour tous Ay € p(T) et A € Ktels que |1 —Agl < 1/|Rr(Ap)ll, on a

+00
Rr(A) =) (-D"(A—Ag)Rr(Ag)"*!
n=0

ol la série converge normalement dans B(E);
4. pour tout A € K tel que |A| > 7(T), la série Y. ,,en T"/ An+l converge normalement et sa somme vaut Ry (1);
5. pourtout A € Ktel que [A|> || T|l, on a

Rr € ——.
IRr I < 7

Preuve 1. Ona
Rr(A) —Rr(w) =Rr(V)[1-Rr (D) 'Ry (w)]
=R7r(A)[Idg — (A1dg — T)R7 ()]
=RrMWIdg — (A - wR7 (W) + (uldg — T)Rr ()]
=RrMW[dg — (A — wRr(w) —1dg]
= (u=MRr(VR7 ().
2 et3. Soient Ay € p(T) et rp > 0 tels que Bx (Ao, r9) < p(T). Soit A € Bx (Ao, o) \ {A0}. Alors

Rr(A) —Rr(Ao) _ _ 2
A—ﬂlo RT(MRT(AO) e Rr(A)

car I'application A — Rr(A) est continue. Cela assure que cette derniere est dérivable et R, = —RZT.
Soient Ag € p(T) et AL e Ktels que |1 — Ag| < 1/[[R7(Ap)]l. Alors
Aldg =T = (Apldg — T)[Idg + (A — A9)Rr (A0)].
Comme |1 — Ap| [RT(Ag)]l < 1, 'opérateur AIdg — T appartient a GB(E). Ainsi on a Bk (g, 1/[R7 (1)l € p(T) et,

sur cette boule, on a

+00

Rr() =Y (=1 (A= A0)Rr (A)"|Rr(Ao)

n=0
+00
=Y (-D"(A=Ag)R7(Ag)" .
n=0
5. Soit A e Ktel que [A| > || T|l. Alors

+oo 1 +00 ”T”n 1

IR (Ml <

= O
H A+l |/1| Z A" —ITI
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THEOREME 2.33 (rayon spectral sur C). Soient E un espace de BANACH complexe et T € B(E). Alors
r()=7(T) et o(T)#e.

Preuve On avuque, si |A| > F(T), alors Rp(A) = X129 T"/A"*1. Soit ¢ > 7(T). La série précédente converge
normalement sur le cercle de rayon ¢. Pour p =0, on pose

1 2n . .
Jp(1) = —f Ry (te’®)(te'®)PH1 do.
21 Jo

Comme la série converge normalement, pour tout p =0, on a

21 +oo " 10\ p+1
1=— ——(t do
]P( ) 2o = (teze)nﬂ( e

+00 1 2n
=Y T”t”’”—f (9P "de=TP.
n=0 27 Jo
5p,n

On peut remarque que la définition de J, (¢) est encore valable lorsque ¢ > 7(T) car alors la quantité Rr(tel?)
est bien définie pour tout 0 € [0, 27].

Montrons que o (T) # @. Raisonnons par I'absurde et supposons o (T) = @. Pour tout ¢ > 0, I'intégrale Jo()
est bien définie. De plus, la fonction Jj est dérivable sur ]0, +oo[ car la fonction (¢,0) — RT(tele)te”9 est de
classe €' sur 10, +oo[ x [0, 27] d’apres la proposition précédente et, pour tout ¢ >0, on a

1 *d ; ;
'()=— | —[Rr(te’®)te'?)do.
Jo(2) 27T.[0 dt[ T( ) ]
En faisait le calcul, on obtient

d o, io,_ 1d iy, if
dt[RT(te )te ]—itdB[RT(te )te™].

11 . 0 o
) = — —[Ry(te'?) re!?19=27 = g,
Jo() = - Re(te 163

Finalement, la fonction Jj est constante sur [0, +oo] et égale a Idg en I'évaluant en un réel ¢ > 0 assez grand. Or
comme l'intégrande est continue sur [0, +oo[ x [0,27], on a Jy(f) — 0 quand ¢ — 0 ce qui est impossible.

Comme on adéja r(T) < 7(T), montrons que r(7T) = 7(T). Comme précédemment, on peut voir que ];, =0
sur |7 (T), +oo[ ce qui montre que J, = TP sur |r(T),+oo[. Soit ¢t > r(T). On a alors

1 27 .
17l < f IRy (ze™) 127+ dO
T Jo

< AtP*! avec A:= max |[Ry(te'?)],
0€[0,27]

B

donc || T?|Y'P < (tA)YP¢. En laissant tendre p vers l'infini, on obtient 7(T) < ¢ et ceci pour tout ¢ > r(T). En
particulier, on trouve 7(T) < r(T) ce qui termine la preuve. a

COROLLAIRE 2.34. Pour tout A € C tel que |A| < r(T), alors la série ) ,en AL diverge.

Spectre d'un opérateur compact

RAPPEL. Soient E un espace de BANACH, T € K(E) et A € K*. Alors

— le noyau Ker(AIdg — T) est de dimension finie et 'image R(AIdg — T) est un fermé;
- l'application A1dg — T est injective si et seulement si elle est surjective.

Dans cette sous-section, on considérera toujours un espace de BANACH E de dimension infinie et un
opérateur compact T € K(E).

PROPOSITION 2.35. Alors0€ o(T).

Cette proposition est une conséquence directe de I'alternative de FREDHOLM et du lemme suivant.

LEMME 2.36. Soient E et F deux espaces de BANACH de dimension infinie et T € K(E, F). Alors T n’est pas
surjectif.
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Preuve Raisonnons par I'absurde et supposons qu'’il est surjectif. D’apres le théoreme de I'application ouvert,
l'opérateur T € B(E, F) est ouvert, donc il existe 6 > 0 tel que Br(0,0) < T(Bg(0,1)). On a alors

Br(0,6/2) c T(Bg(0,1)) = T(BE)

ol ce dernier ensemble est un compact de F, donc la partie Br(0,5/2) est un compact de F, donc la boule unité
fermé Br est un compact de F, donc le théoreme de RIESZ assure que I’espace F est de dimension finie ce qui
est impossible. |

PROPOSITION 2.37. Alors o(T)\ {0} =vp(T)\ {0}.

Preuve Linclusion o a déja été montrée. Réciproquement, soit A € o(T) \ {0}. Raisonnons par I'absurde et
supposons A ¢ vp(T) \ {0}. Dans ce cas, le noyau Ker(AIdg — T) est nulle. Alors I'alternative de FREDHOLM assure
que R(AIdg — T) = E ce qui implique A € p(T) ce qui est absurde. D’ol1 A € vp(T) \ {0}. O

REMARQUE. Sous les mémes hypotheses, si A € a(T)\ {0}, alors A € o(T") \ {0} car (AIdg — T)' = A1dg —T'.

COROLLAIRE 2.38. Pour toute valeur propre A € o(T) \ {0} = vp(T) \ {0}, le sous-espace propre correspondant est
de dimension finie.

On rappel que le spectre o(T) est un compact de K.

PROPOSITION 2.39. On al’alternative suivante :
— soito(T) ={0};

- soit g(T) \ {0} est au plus dénombrable et, s’il est dénombrable, alors il existe une suite de valeurs propres
décroissante qui tend vers 0.

LEMME 2.40. Soit Ny = 1. On note Ey, < KI'ensemble des valeurs propres A € vp(T) \ {0} telles que |A| > 1/ Np.
Alors cet ensemble est fini.

Preuve Raisonnons par I'absurde et supposons qu'’il est infini. Soit (a ) ,en une suite injective de valeur propre
A evp(T)\{0} telle que |A| > 1/Np. Soit (e,) nen la suite des vecteurs propres unitaires associés, i. e. Te;, = a, e,
pour tout n € N. Pour tout n € N, le sous-espace vectoriel F;, := Vect{ey, ..., e;} est de dimension fini. Comme les
scalaires a, sont distincts et la famille (ey, ..., e;) estindépendante, on a F;, S F4+1 pour tout n € N. D’aprés le
lemme de RIESZ, pour tout n € N, il existe un vecteur unitaire x, € F,,+; tel que d(x, F;;) = 1/2. Soient m,n e N
tels que m < n. On peut écrire x, sous la forme x, = Bpeg + -+ + Bn+1€n+1, donc ay4+1x, — Tx, € Fy. On a alors

X, X X

T—=2 77 =xn—( (@pe11dg — T xp + T2,

An+1 Am+1 3 An+1 An+l

cFy
donc
X X
‘T 7 | >d(xp, Fy) =1/2. (%)

An+l Am+1

Mais on trouve || x /a1l < 1/(1/Ny) = Np pour tout k € N, donc la suite (x/a+1) ken €St bornée. Or 'image
par T de cette suite n'admet pas de sous-suite convergente d’aprés la relation (*) ce qui contredit la compacité
de T. Ainsil’ensemble Ey;, est fini. O

Preuve de la proposition D’apres le lemme, les éléments de o(T) \ {0} sont tous isolés et les ensembles Ey sont
soit vides soit finis. Si o(T) \ {0} est infini, on peut alors ranger les valeurs propres avec une suite qui tend vers 0
car le spectre est compact. g

REMARQUE. Soit (a,)eN une suite de K qui tend vers 0. Alors on peut construire un opérateur T dont le spectre
est constitué des scalaires a . Par exemple, sur £2(N), il suffit de considérer I'opérateur définie par

T (x0, X1,...) = (@pXo, X1 X1,...).

Cet opérateur est compact car il existe une suite d’opérateurs compacts de rang fini qui tend vers 7. Remarquons
qu’'un des scalaires «a; peut étre nul.

ANALYSE SPECTRALE HILBERTIENNE

Rappels et compléments
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DEFINITION 2.41. Soient H un espace de HILBERT et (Fj) ,en Une suite de sous-espaces vectoriels fermés de G.
On dit que I'espace H est la somme hilbertienne des sous-espaces vectoriels F, si

— ces sous-espaces vectoriels sont deux a deux orthogonaux;
— ona H =Vect(Fy)n=0.

On note alors

H= P F,.

nenN

REMARQUE. Soit (e,) zen une base hilbertienne de H. Alors H = @, Key,.

PROPOSITION 2.42. Soient H un espace de HILBERT et (F;,) ,en une suite de sous-espaces vectoriels fermés tels
que H = @,en Fp- Pour n €N, on note p,: H— F,, la projection orthogonale sur F;,. Soit x € H. Alors

1. onax =) ,en pn(x) oula convergence est dans H;

2. onalx|? =X enll pa(0)?. (égalité de PARSEVAL)
Réciproquement, soit (x,),en une suite de H telle que x;, € F,, pour tout n € N et la série Y ,en [l %1112 < +00. Alors

3. la suite (Z],Y:O Xn) NeN converge vers une limite x € H;
4. pourtout n €N, ona x, = p,(x).

Preuve 1. Soit N € N. Onnote Sy := pg +---+ pn € B(H). Observons que

N N N N
(SN, X) = Y Apn(x),2) = Y (Pp(x), X = pp(X) + pn(x)) = Y (Pp(x), pa(x)) = Y I pn(01I* = ISy xII*.
n=0 n=0 n=0 n=0

Ainsi I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ donne
2
ISnxl” = (Snx, x) <ISnxl lxll, donc [ISnxll<|x].

Soit € > 0. Comme le sous-espace vectoriel Vect(F,) = est dense dans H, il existe N € N et x, € Vect(Fy,...,Fp,)
tels que || x — x.|| < €. On suppose N = N,. Alors

N
Y ) - x| = 1Sy -l < ISwx = xell + 1% =
n=0

=[ISyx— Snxell + 1 xe — x|l

< 2| xe — x|l < 2€.

Cela montre x =) ,,en Pn(X).
2. Avec le point précédent, il vient immédiatement que

N N
> Ipal2 = | ¥ pua] — 112,
n=0 n=0

3. Pour NeN, on pose yy = ZQ’:O Xp. Pour tous M, N € N tels que M < N, le théoreme de PYTHAGORE assure

N 2 N
Yooxa| = Y lxal®

n=M+1 n=M+1

lyn —ymll? =

Comme la série Y ,,enllXn 12 converge, la suite (yn) nyen est de CAUCHY dans H, donc cette derniére converge vers
unvecteur x =) ,cNXn € H.
4. Soit n€N. On a alors

N N
pn(x) = pn( im yn) = pn(NlirgookZ:Oxk) = Nlirgoopk(kzzoxk) = Jim x, = x. O

Méthodes variationnelles

DEFINITION 2.43. Soit H un espace de HILBERT. Une forme sesquilinéaire hermitienne positive continue sur H
est une application ¢: H x H — K telle que

1. pourtous a,feKetx,y,z€ H,onait p(ax+ fy) = ad(x,y) + fd(y, 2) et p(x,ay + Bz) = ad(x, y) + BPP(x,2);
2. pourtous x,y € H, on ait ¢p(x,y) = W;

3. pourtout x € H, on ait ¢p(x,x) =0
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4. il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tous x, y € H, on ait |p(x, y)| < cll x| |yl

Les points 1 a 4 correspondent respectivement aux adjectifs qualifiant 'application ¢.

DEFINITION 2.44. Une forme sesquilinéaire ¢ sur H est coercive s’il existe une constante k > 0 telle que

VxeH, ¢xx) =klx|?

PROPOSITION 2.45. Soit ¢ une forme sesquilinéaire continue sur H. Alors il existe une unique application
linéaire continue A € B(E) telle que
Vx,ye H, ¢x,y)=(Ax,y.

De plus, on a

IAlI=ll$ll:= sup |px, )l
Ixllyl<1

Si la forme ¢ est coercive, alors il existe une constante k = 0 telle que

VxeH, |Axll=klxl.

Preuve Soit x € H. Lapplication fx: y € H— ¢(x, y) est une forme linéaire continue, donc le théoreme de
représentation de RIESZ assure qu'il existe un élément Ax € H tel que

VyeH, ¢y =(yA0. )
De plus, on a || Ax[| = || fxll < ¢l llx]l. Cela montre || A|| < ||¢ll. Par ailleurs, pour tous x, y,z€ H,ona
(¥, Ax+ Az) = (y, Ax) + (y, Az)
=p(x, 1) + (2, y)
= ¢, Y +¢(x,2)
=P+ 2,)) = (3 Alx +2)).

Par I'unicité dans le théoréme de RiESZ, on en déduit Ax + Az = A(x + z) pour tous x, z € H. En procédant de la
méme manieére, on montre finalement que I'application A est linéaire. Elle est bien continue puisque [|A| < |||
et, d’aprés la relation (x), on a bien (Ax, y) = ¢(x, y) pour tous x, y € H.

Montrons que || All = [[¢]l. Pour tous x,y € H, on a |¢p(x, )| = [(Ax, y)| < | Al lIx]l | yll, donc [¢]l < || All. Cela
montre I'égalité des normes. Enfin, sila forme ¢ est coercive, alors I'existence d'une telle constante découle
immédiatement des points précédents et de la définition. O

Soit ¢ une forme sesquilinéaire hermitienne positive continue sur H. Soit f € H'. On considere la forme a

valeurs réelles
H—R,

x— 1¢(x,x) —Re f (x).

D’apres la proposition précédente et le théoréme de représentation de RIESZ, il existe une unique application
linéaire continue A € B(H) et un unique vecteur tels que

$lx,y)=(Ax,y) et f(x)=(x,b), x,yeH.
Alors la forme J se réécrit
J(x) = 1(Ax,x) —Re(x,b), x€H.
THEOREME 2.46 (STAMPACCHIA). Soient ¢ une forme sesquilinéaire hermitienne continue coercive sur H et
f € H'. Soit C un convexe fermé non vide de H. Alors

1. l'application J définie ci-dessus est bornée inférieurement, i. e. —co < inf J < +00;
2. larestriction J|¢ atteint son minimum en une unique point xy € C;
3. ce point xg est caractérisé par I'assertion

VyeC, Re(Axo—Db,xo—y)<y, 6]
REMARQUE. Ce résultat généralise le théoreme de projection sur un convexe fermé dans un espace de HILBERT.
Preuve 1. Faisons d’abord quelques calculs. Soient x, y € H. On al
4] (x) +4](y) —8](%) =2(Ax,x) +2(Ay,y) -4 <A¥, %> —4Re(x, b) —4Re(y, b) + 8Re < x ; y,f>

= (Ax,x) +(Ay, y) = (Ax, y) = (Ay, %)
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=(A(x-y),x-y) = dpx-y,x-y) = kllx-y|*.
ol le réel k > 0 est la constante apparaissent de la définition de la coercivité de la forme ¢. En particulier, en
prenant y =0, on obtient

4](x) = k|| x|* - 47 (0) + 8] (x/2)
= kllx|I? + 4 (x/2, x/2) — 8Re f(x/2)
> kx| — 4| f (x)]
= kllxlI> =4l £l l1x]

- k(nxu2 - %Ilfll IIxII),
donc )
k 21F11> 4 1
Jx) =4 [(nxn - - ﬁllfllz] > —Eufn2

ce qui montre le point 1.
2. On peut alors poser m :=inf ] > —oco. Soit (x,) ,en une suite de C telle que J(x,) — m. Pour tous n,peN, le
calcul précédent donne

2 xn+xp
k”xn_xp” s4](-xn)‘i‘4](-xp)+8]( ) )

<4](xp) +4](xp) —8m 0.

n,p—+o00

Donc la suite (x,),en est de CAUCHY, donc elle converge vers une vecteur ¥y € H. Comme C est fermé, on a
méme X%y € C. Comme J est continue, on en déduit J(Xp) = m.
3. Soit x € C tel que J(x) = c. Montrons que

VyeC, Re(Ax—b,x-y)<0.
Soit y € C. Pour tout ¢ € [0,1], on a J((1 — £)x + ty) = m. Considérons alors la fonction
[0,1] — Ry,
v t— J(1-Dx+ty)—m.
Celle-ci est dérivable, positive et vérifie ¢(0) = 0, donc sa dérivée en 0 valant
¢'(0) = 3(A(y —x),x) + 1(Ax,y — x) —Re(y — x, b)
est positive ou nulle. On a donc
0< —(Ax,x) + 3(Ay, x) + 3 (Ax,y) —Re(y — x, b)
= —[-Re(Ax, y) + Re(Ax, x) + Re(b, y— x)] = —Re{Ax— b,y — x).

Cela montre la relation (f) pour le point x.
Réciproquement, soit x € C un point vérifiant la relation (). Montrons que J(x) = m.Ona

J(x) = J(y) = 3(Ax, x) — 3(Ay, y) — Re(x, b) + Re(y, b)
FUAx, x = y) + (x =y, Ax) — (x— y, A(x — y))] —Re<b, x — )

3[Re(Ax, x - )+ (x— y, A(x - y))] —Re(b, x - y)
=Re<Ax—b,x—y>—%qb(x—y,x—y)<0

donc J(x) < J(y). Ceci étant vrai pour tout y € C, on obtient J(x) = m.

Montrons l'unicité du point x € C vérifiant la relation (f). Soient x1, x, € C deux points vérifiant la relation (f).
Alors
Re(Ax1—b,x1—x)<0 et Re{(Axa—b,x,—x1)<0

et donc
0> Re(Ax; — Axp, X1 — Xp) = Pp(x1 — X422, %1 — X2) = k|21 — x2|°

ce qui implique x; = x» et montre 'unicité. |
COROLLAIRE 2.47 (cas d'un sous-espace affine). On se place sous les hypothéses du théoréme de STAMPACCHIA.

Soit C := zg + F un sous-espace affine de H ol le sous-espace vectoriel F est fermé. Alors il existe un point xp € C
qui minimise la forme linéaire J et la condition (f) est équivalente aux assertions suivantes :

(i) onaxpeCet(Axp—b,y)=0pourtout yeF;
(ii) onaxgeCet Axo—be Ft;
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| (iii) ona xg € Cetd(xy,y) = f(y) pourtout y € F.

Preuve Les assertions (i), (ii) et (iii) sont clairement équivalente. Montrons que (f) < (i). Sile point (i) est vérifié,
alors tout vecteur y € C vérifie x—yp € F L donc (Axy—b, xo— ¥) =0, donc Re(Axy—b, xo—y) < 0. Réciproquement,
sila condition (}f) est satisfaite, alors Re{axp — b, —z) < 0 pour tout z € F et, en appliquant ce derniere inégalité
aux vecteurs —z et iz, on en déduit (Axy — b, z) = 0 pour tout z € C. O

THEOREME 2.48 (LAX-MILGRAM). On se place sous les hypothéses du théoréme de STAMPACCHIA. Alors la forme
linéaire J atteint son minimum en un unique point xo € H caractérisé par la relation

Axo=b et VyeH, ¢,y =fW). (1)
Preuve 1lsuffit d’appliquer le théoréme avec F = H. O

APPLICATION DU THEOREME DE LAX-MILGRAM. Soient E, F et G trois espaces de HILBERT tels que Ec F c G.
On suppose que ces inclusions induisent des injections continues, i. e. il existe une constante ¢ > 0 telle que
IxlF<clxlg, VxeE,

lxllg<clxllp, VxeF

On suppose E = G. Soient ¢ une forme sesquilinéaire positive continue sur F et T € B(E, G) tels que
(Tx, Y6 =¢(x,y), VXe€E VyegG.
Soit z € G. On consideére I'équation
Tx=z. (EA)

Une solution forte de 'équation (EA) est un vecteur x € E tel que T'x = z. Une solution faible est un vecteur x € F
tel que
VyeE ¢y = e
THEOREME 2.49 (existence et unicité de la solution faible). Soit ¢ une forme sesquilinéaire hermitienne continue
coercive sur F. Alors
1. pour tout z € G, I’équation (EA) admet une unique solution faible qu'on note Sz € F;
2. T'application S est un élément de B(G, F);
3. la co-restriction S: G — G est une application linéaire continue injective vérifiant
Vz1,22€G, (Sz1,22)G6 =(21,S22)G et Vze G\{0}, (Sz,z)g>0;
4. pourtout x€ E,ona S(Tx) =x;
5. pour tout z € G, ’élément Sz € F est 'unique vecteur de F minimisant la forme
F—K,

Jz: 1
y— 3¢y, ¥) —Re(y, 2)¢.

Preuve 1. Soit z € G. Alors I'application f;: y € F— (y,z)¢ appartient a F'. Alors les hypotheses du théoréme
de LaX-MILGRAM sont satisfaites dans F, donc il existe un unique vecteur Sz € F vérifiant

VyeFE ¢(Sz,y) :W ={(z,¥)G.
Donc le vecteur Sz est bien une solution faible de I’équation (EA).
2 & 3. Montrons que 'application S est linéaire. Pour tous a, € Ket 21,22,y € G, on a
PlaSz + BSz2) = ad(Sz1) + fP(Sz2)

=alz, )6+ Bz, Ve

=(az1+ P22, y)6 = p(S(az1 + Bz2), y)
ce qui implique aSz; + Sz, = S(az; + Bzz) d’apres 'unicité donnée par le théoréme.

Montrons qu’elle est injective. Soit z € Ker S. Alors pour tout y € F,on a0 = ¢(0, y) = (z, y) et c'est a fortiori

vrai pour tout y € E. Donc z € E*. Comme E est dense dans G, on a E* = {0}, donc z = 0. D’ot1 I'injectivité.

Montrons qu’elle est bornée. On note k > 0 la constante de coercivité de la forme . Alors pour tout z € G,
I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ donne

k1Szll% < ¢(Sz,S2) = (z,S2)
<llzlglSzlg < cllzllgllSzll g,
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donc ||Sz|F < %Ilzllg. Ceci montre que I'application S est continue.
Montrons les deux dernieres relations que vérifie I'application S. Soit z € G\ {0}. Alors son injectivité assure

0 < klISzl% < ¢(Sz,S2) = (z,S2)G-
De plus, pour tous z1,22 € G,on a
(Sz1,22)6 = (22, S21) 6 = P(Sz2, S21) = P(Sz1,S22) = (21, Sz2) G-
2. Soit x € E.Pour tout y € F,ona ¢(S(Tx),y) =(Tx,y)r = ¢p(x,y). Lunicité donne alors S(Tx) = x. d

COROLLAIRE 2.50. On se place sous les hypothéses du théoreme précédent. On suppose que, pour tout z € G,
toute solution faible x € F appartient a E. Alors toute solution faible est forte et il y a unicité de la solution. De
plus,ona SeB(G,E) et S=T"1.

Preuve Montrons que T oS =1dg. Soit z € G. D’apres le théoreme, il existe une unique solution faible Sz € F.
La régularité force a avoir Sz € F. Maintenant pour tout y € F, on a
(T(Sx), ¥)6 =Sz, y) =<z, )G

et donc T(Sz) — z € E* = {0}. D’ol1 T(Sz) = Idg pour tout z € G ce qui montre T o S = Idg. Ainsi 'application
linéaire T: E — G est continue et bijective d’'inverse S. d

Adjoint d’un opérateur sur un espace de HILBERT

THEOREME 2.51. Soient E et F deux espaces de HILBERT et T € B(E, F). Alors il existe une unique application
linéaire T* € B(F, E) telle que
VxeE VyeFE (Tx,y)p={(x,T*E.

Cette application T* est appelée 'adjoint de T. De plus, I'application T € B(E, F) — T* est involutive, anti-
linéaire, isométrie et vérifie
(SoeT)*=T"0S*, VTEeB(E,F), VSeB(FQG).

Enfin, pour tout T € B(E,F),ona |TT*|| = |T*T|l = | T||?.

Preuve Pour tout y € F, 'application f): x € E+—— (T'x, y)r est une forme linéaire continue sur E, donc le
théoréme de représentation de RIESZ assure qu'il existe un unique vecteur 7"y € F tel que

Vx€E, (Tx,y)F=(x,T*y)E.

On a construit une application T*: F — E vérifiant la bonne relation. L'unicité dans le théoréme de RIESZ
permet de montrer sa linéarité. Montrons qu’elle est continue. Pour tout y € F, I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ
montre

If =0Tyl <ITI Iyl

Donc T* € B(E,F)et | T*| < |ITI.
Maintenant, on vérifie (T*)* = T. Pour tout x€ Eet y€ F,ona

DT p=(Tx, =X, T* e =T "y, )5 =, (T*) x)F

ce qui implique Tx = (T*)*x. Avec ceci, on obtient donc || T| = [[(T*)*|| < |T*|| montrant ||T*|| = | Tl : la
transposition est une isométrie.

Montrons que la transposition est une application anti-linéaire. Pour tous S, T € B(E,F), ¢ € K, xe Eet y€ F,
on a successivement

(x,(S+al)*yy =((S+aT)x,y) =(Sx,y) + a(Tx,y)
=(x,S" ) +alx, T y)
=(x,S*"+aT*y)=(x,(S*"+aT")y)

et on applique encore une fois 'unicité. L'avant-derniére relation se montre de la méme maniere. Enfin, pour
tout ye F,ona
T Yl =<T"y, T* ) =TTy, ) < I TT* 1yl

Celamontre | T||? = | T*||? < | TT*||. Lautre inégalité étant claire, on obtient 'égalité | TT*| = || T||>. O

REMARQUE. Soit T € B(E, F). Alors il est inversible si et seulement si son dual I’est. Dans ce cas, on a
(T*)—l — (T_l)*,
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DEFINITION 2.52. Soit H un espace de HILBERT. Un opérateur T € B(H) est dit
1. normalsiTT*=T*T;

2. autoadjointsi T* = T;

3. unitairesiT*T=TT* =1dy;

4. une projectionsi T? = T.

PROPOSITION 2.53. Soit T € B(H) un opérateur normal. Alors pour tout x € H,ona || Tx| = || T* x||. Laréciproque
est vraie dans un C-espace de HILBERT.

Preuve La premiere partie est évidente. Réciproquement, soient H un C-espace de HILBERT et T € B(H) un
opérateur vérifiant
VxeH, |Tx|=IT"xl.

Admettons provisoirement le lemme suivant.

LEMME 2.54. Soient H un C-espace de HILBERT et T € B(H) un opérateur vérifiant
Vxe H, (Tx,x)=0.

Alors T=0

Alors pour tout xe H,ona0= || Tx|2=1T*x||? = (x,(T*T - TT*)x). Le lemme donne alors T*T—-TT* =0, i. e.
l'opérateur T est normal. a

Preuve du lemme Soient x,y € H. Comme (T (x+ y),x+ y) =0,on a(Tx, y)+(Ty,x) = 0. Dans cette derniére
égalité, on remplace y par iy puis on la multiplie par i : on obtient (T'x, y) — (Ty, x) = 0. En sommant ces deux
égalités, on obtient (T'x, y) = 0. En prenant y = T'x, on trouve || Tx|?=0ce qui donne Tx = 0. Le lemme est alors
montré. O

REMARQUE. Lelemme est faux pour des R-espaces de HILBERT. On peut, par exemple, considérer la rotation
de R? donnée par la matrice
0 1
o)

Dans la suite, on va se concentrer sur I'étude des opérateurs autoadjoints d'un espace de HILBERT H.

EXEMPLES. — Soit F un sous-espace vectoriel fermé de H. Alors la projection pr: H — F sur F est un opéra-
teur autoadjoint. En effet, pour tous x€ Het y€ F,ona

(pr(x), ) ={pr(x),y — pr(x) + pp(y))
=(pr(x), pr(¥)) ={x, pr(y)).
— Soit T € B(H). Alors les opérateurs T T* et T* T sont autoadjoints.
— Soit K € L?([0,1]%). On consideére I'opérateur Tx € B(L?([0,1]%)) défini par la relation

1
(Txx)(s) :f K(s,t)x()dt, se[0,1], xe L*([0,1]%).
0

En posant K* (s, t) := K(¢,s) pour tous s, f € [0, 1], on peut montrer T;g = Tgr- Sile noyau K est hermitien, alors
I'opérateur Tx devient autoadjoint.

DEFINITION 2.55. Un opérateur T € B(H) est dit positif si
Vxe H, (Tx,x)=0.
EXEMPLES. Une projection orthogonale est positive. Pour tout T € B(H), l'opérateur T T* est positif.

PROPOSITION 2.56. Soit T € B(H) un opérateur autoadjoint. Alors pour tout x € H, on a (Tx, x) € R. La réci-
proque est vraie dans un C-espace de HILBERT.

Preuve Pour tout x € H, comme T est autoadjoint, on a (Tx, x) = (x, T* x) = (x, Tx) = (Tx, x), donc (T x, x) €R.
La réciproque se montre comme pour la preuve précédente. d

Soit T € B(H) un opérateur autoadjoint. On pose m = infjy=1(Tx,x) et M := sup=1¢(Tx, x). D’apres
I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, ces deux quantités appartiennent a 'intervalle [—|| T, | T'|l].
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PROPOSITION 2.57. Soit T € B(H) un opérateur autoadjoint. Alors
ITI = sup KTx,x)|.
llxll=1

Preuve Notons y = sup =1 {Tx, x)|. Avec I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, on a déja y < || T||. Montrons
I'autre inégalité. Pour tout x € H\ {0}, on a
X X
<T— >’ Ixl1? < yllxl?

|<Txrx>|: [——
el Ml

et ceci est aussi vrai pour x = 0. Maintenant, pour tous x, y € H, comme T est autoadjoint, on a
(Tx+y),x+y)—(T(x—=y),x=y)=2(Tx,y) +2{Ty, x)
=2(Tx,y)+2m=4Re(Tx,y),
donc
[4Re{Tx, I < (T (x+ y), x+ M+ KT(x-y),x =yl
<yllx+yI? +ylx=yl* <2yl + 1y1?).

Soit x € H un vecteur tel que || x| = 1 et Tx # 0. Linégalité précédente avec y := Tx/|| T x|| donne

Tx
Re < Tx, —>
I1Tx|

ce quiimplique | Tx||<y.Dou | T| <. O

4

<4y

Spectre d’'un opérateur (autoadjoint)

PROPOSITION 2.58. Soit T € B(H). Alors
1. onao(T*)={ueK|ueo(T)};
2. pour tout A€ p(T),onaRr(1)* =R+ (A).

Preuve 1. Soit A € p(T). Alors 'opérateur Aldy — T est inversible, donc il existe S € B(H) tel que
So(Aldg—T)=Aldg—T)oS=1dy.

En passant a 'adjoint, on obtient (AIdy; — T*) 0 §* = §* o (AI — T*) = Idy. D’ol1 A € p(T*). En fait, on a raisonner
par équivalences : on trouve alors p(T*) = {u € C| u € p(T)}. En passant au complémentaire, on obtient I'égalité
voulue.

2. Pour tout A € p(T), avec les notations précédentes, on a
Ry+(A) = (Aldy — T*) ™' = S* =R ()™, ]
THEOREME 2.59 (COURANT-FISCHER). Soit T € B(H) un opérateur autoadjoint. On pose

m:= inf (Tx,x) et M:= sup (Tx,x).

llxl=1 lxl=1
Alors
1. onao(T)cRetméme o(T) c [m, M];
2. onam,Meo(T);
3.onal|T|l=r(T).

Preuve 1. Montrons que o(T) cR. Soient A € vp(T) et x € H un vecteur propre associé. Alors
AQx, x) = (Tx, x) = (x, Tx) = 1, X),

donc A € R.D’ouvp(T) c R. Soit A € K\ R. Alors 'opérateur AIdy; — T est injective puisque A ¢ vp(T). Montrons
que A€ p(7T), i. e.opérateur Aldy — T est surjectif. Pour tout x€ H\ {0}, ona

Im{((Aldy — T)x, x) = Im({(Ax, x) — (T x, X))
= (Im )| x[1%,
donc l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ assure
IIm Al [l x]1 < Im((Ald gy — T)x, %) < |(AId g — T) x| x|

etdonc |[ImA| | x| < [[(AIdg — T)x||. Admettons provisoirement les lemmes suivants.
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LEMME 2.60. Soient E un espace de BANACH, F un espace vectoriel normé et S € B(E, F). On suppose qu’il
existe une constante c¢ > 0 tel que
VxeE, |Sx|l=clxl.

Alors 'image R(S) est fermée et 'application S: E — R(S) est un homéomorphisme.

LEMME 2.61. Soit S € B(H). Alors Ker S* = R(S)* et Ker S = R(S*)*.

Ainsil'image R(Aldg — T) est fermée. Comme T est autoadjoint et A ¢ R n’est pas une valeur propre de T,
I'orthogonal de cette image vaut

R(Aldy — T)* =Ker(Aldy — T*) = Ker(Ald g — T) = {0}.
Admettons encore le lemme suivant.
LEMME 2.62. Soit F un sous-espace vectoriel de H. Alors

(a) siF estfermé, alors F* est un supplémentaire fermé de F;
(b) le sous-espace vectoriel F est dense dans H si et seulement si F L ={o}.

On en déduit alors que 'image R(AId; — T) est dense dans H et qu’elle est méme égale a H puisqu’elle est
fermée. Donc l'opérateur Aldy — T est surjectif, donc A ¢ o(T). D’'ou o (T) cR.

Montrons maintenant que o (T) < [m, M]. Quitte a remplacer T par —T, il suffit de montrer o (T) < ]—o0, M].
Soit A € R. Notons Sy := Aldy — T. U'application
Hx H—K,
Gy — (Sax, y)
est sesquilinéaire et continue d’apres 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ. On suppose A > M. Alors I'application ¢
est coercive. En effet, pour tout x€ H,on a
P(x, x) = (Ax, x) = (Tx,x) = (A— M) || x||”

car A — M > 0. Cette derniere inégalité implique aussi l'injectivité de 'opérateur S;. Montrons qu’elle est aussi
surjective. Soit b € H. Uapplication y € H — (y, b) estun forme linéaire continue. Le théoréme de LAX-MILGRAM
assure alors I'existence d'un vecteur xo € H tel que

Vye H, (Syxo,y)=d(xo,y)=(y,by=<(by).
Cela implique S; xp = b. Cela montre sa surjectivité. Donc 'opérateur S est bijective et A ¢ o(T) des que A > M.
D'ouo(T) c]—o0, M].
2. Montrons uniquement que M € ¢ (7). Il suffit de remplacer T par — T pour en déduire m € o(T). On considere

I'opérateur autoadjoint Sy; avec les notations du point précédent. Ce dernier est positif. Admettons le lemme
suivant laissé en exercice.

LEMME 2.63. Soit S € B(H) un opérateur autoadjoint et positif. Alors

1(Sx, )12 < (Sx,x)(Sy, ).

Pour tout x € H, le lemme précédent assure
ISmxll* = sup [(Spx, )I* < I Sml{Smx, x). (%)
llyll=1

Soit (x;)nen une suite de H telle que ||x, || = 1 pour tout n € N et (T x,, Xx,) — M. De la méme maniére que pour
montrer la coercivité de la forme ¢, on a (Sprxp, x,) — 0, donc ||Spyrx, | — 0. Si on avait M ¢ o(T), alors Sy est
bijective, donc x,, = SX/} (Spmxr) — 0 ce qui est impossible car les vecteurs x, sont de norme 1. D’ot1 le résultat.

3. Montrons que | T|| = r(T). Onsait que r(T) = maxjeq(7)|Al. D’apres les points 1 et 2, ona r(7) = max(|ml, | M)
et, comme max(|m/|,|M|) = || Tll, on obtient I'égalité souhaitée. O

Preuve du lemme 2.60 Montrons que 'image R(S) est fermée. Soit (x,) ,en une suite de E telle que Sx,, — y € E.
Alors la suite (Sxj,),en est de CAUCHY. Avec I'hypothese, la suite (x;) ,en est aussi de CAUCHY. Comme E est
complet, cette derniere converge vers un vecteur x € E. Enfin, comme T est continue, on obtient Sx,, — Sx
impliquant y = Sx € R(S). d
Preuve du lemme 2.61 Soit y € H. Alors on peut écrire les équivalences
yeKerS* <« S'y=0
= (x,S*y)=0,VxeH

46 Analyse spectrale et théorie des opérateurs — CHAPITRE 2



2.3.5

2.3. ANALYSE SPECTRALE HILBERTIENNE

= (Sx,)=0,Vxe H < yeR(S)" .
Cela montre Ker S* = R(S)1. La seconde égalité découle du fait (§*)* = S. O

COROLLAIRE 2.64. Soient H un espace de HILBERT non nul et T € B(H) un opérateur autoadjoint. Alors

1. l'opérateur T est positif si et seulement si o (7T) < [0, +ool;
2. sio(T)=1{0}, alors T =0.

REMARQUES. Au cours de la preuve du précédent théoréeme, on a montré que
MmA| x| < |(Aldg — T)xll, A€K\R,x€E
ce qui permet d’écrire
1
RrMl<s——, AeK\R
IR ()l m Al

Décomposition spectrale des opérateurs compacts autoadjoints

Soit H un espace de HILBERT non nul de dimension infinie. Soit T € K(H). On sait déja que 0 € o(T). De plus,
onao(T)\{0} =vp(T)\{0} etla dimension du sous-espace propre associé a une valeur propre A € vp(T) \ {0} est
fini. Enfin, onavu que o(T) = {0} © T =0etque, si T #0, alors o(7T) est au plus dénombrable.

THEOREME 2.65 (décomposition spectrale d'un opérateur compact autoadjoint). Soit T € K(H) un opérateur
autoadjoint. Alors il existe une suite (A;)zen de [-I T, I T\ {0} telle que

Ayl — 0 et o(T)={0}u{l,|neN}.
De plus, on peut écrire la somme hilbertienne

+00
H= E, avec E,:=

n=0

Ker T sin =0,
Ker(A,Idy — T) sinon.

En particulier, 'espace H admet une base hilbertienne fermée composée de vecteurs propres de T

Preuve Lexistence d'une telle suite est assurée par la proposition 2.39. De plus, on vérifie aisément que les
sous-espaces vectoriels E; sont deux a deux orthogonaux. Enfin, montrons que le sous-espace F := Vect(E},) nen
est dense dans H. 11 suffit de montrer F+ = {0}. Montrons d’abord que T(F) c F. Pour tout x € F, en notant les

projetions pg,, on a
+00

x=pE(X)+ Y. pE, (%)
n=1

et on peut montrer que

+00 +00
Tx=T(pgx) =) T(ps,(x) =) Anpg,x)

n=1 n=1

puisque, comme o (T) < [-| T, | Tll], on a la majoration

+o0o +00
IAnpE, I <1 TI? Y IpE, (01 < +oo.
n=1 n=1
Ainsi pour tout x € F, on a Tx € F. D’o1t T(F) c F. Il vient ensuite que T(F+) c F+. Notons T: F+ — F' la
restriction de 'opérateur T a F*. Clairement, 'opérateur T est autoadjoint.

Montrons qu'’il est compact. Soit (x,) ,en une suite de Byn F L. Comme l'opérateur T est compact, il existe
une extraction ¢: N — N et un vecteur y € H tels que TXy(; — y. Or les vecteurs x,(») sont dans F+, donc les
vecteurs TXy () sont aussi dans F L. Comme F* est fermé, on en déduit alors y € F*. Lopérateur T est donc
compact.

Montrons que o(T) = {0}. En effet, cela montrera T = 0, donc F*+ c Ker T c F, donc F* = {0}. Pour montrer
I'égalité o (T) = {0}, il suffit de montrer que 'opérateur T n’admet pas de valeur propre non nulle. Raisonnons
par I'absurde et supposons qu'il existe une valeur propre A # 0 de T. On note x € F un vecteur propre associé.
Alors Tx = Ax, doncil existe n =1 tel que A = 1,;, donc x € E,, c F. Ainsi le vecteur x est non nul et pourtant il
appartient 2 F N F = {0} ce qui est impossible.

Enfin, la base hilbertienne de H est la concaténation des bases de chaque sous-espace vectoriel E; et de
I'espace séparable. O
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