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EXEMPLE IMPORTANT : MATRICE DU LAPLACIEN UNIDIMENSIONNEL

Soit 2 un ouvert de R™. De nombreux problémes font intervenir Popérateur laplacien A définie par
d
Vu e €*(Q), Au=Y_ dju.
j=1

Par exemples, en physique, les équations de la chaleur et de propagation s’écrivent respectivement
Opu=rKkAu et Oyu—c*Au=0.

EXEMPLE. Soit f € €*([0,1]). On cherche a résoudre le probléme
—u'(x) = f(z), 0<z<I1,
u(0) = u(1) = 0.

Si f =0, alors 'unique solution est v = 0. Sinon on peut trouver une formule par intégration successive.

Discrétisation aux différences finies

Soit n > 2. On pose h = (n+ 1)~ et a; :== ih pour i € [0,n + 1]. On obtient alors n points équiréparties
dans [0, 1]. Supposons qu’il existe une unique solution u € ¥*(R) au probleme (P). Pour tout i € [1,n], par la
formule de TAYLOR en x;, on obtient que

U\T; — ul\x; U\T;) — U(Ti—1 2
W) =~ flay) = + (W) ) Zuno)) B, o, pe1,1)

On simplifie le probleme en dimension finie sous la forme du probleme linéaire suivant.

PROBLEME. On veut trouver un vecteur U := (uq, ..., u,) € R" tel que
) Uil — 2U; + Uj—
vie[ln], —H—n——— =~ f(x)

ol on a posé ug = Unp4+1 = 0. Ici, on a supprimé le reste de TAYLOR. Matriciellement, on doit résoudre le systeme

2 -1

-1 . e

(n+1)?4,U=F avec A, = € M,(R) et F:=(f(x:))i<i<-
-1 2

Etude spectrale de la matrice du laplacien

Afin d’approcher le probléme (P), on veut résoudre 1’équation (n 4 1)24,U = F d’inconnue U € R" ou le
vecteur F' € R™ est donné par la fonction f.
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1.1. EXEMPLE IMPORTANT : MATRICE DU LAPLACIEN UNIDIMENSIONNEL

| PROPOSITION 1.1. La matrice A, est symétrique définie positive.

Preuve Soit U = (uy,...,u,) € R". On pose ug = uy4+1 = 0. Alors
n
<AnU, U> = Zu'(—ui_l + 2uz — ui-i—l)
i=1
n
:Z( — Ui— 1u1 1+Z i — Uj— 17.L1+U
=2
n
= Z(ul —ui1)? +ut+ud >0
i=2
De plus, si (A,U,U) =0, alors U = 0 par récurrence. Donc A est définie positive. O

CONSEQUENCE. On a o(A,) C ]0,+00[. Comme p(A4,) < ||An]lco < 4, on a a(A4,) C ]0,4]. On peut montrer
que la matrice A,, — 41, est symétrique définie négative, donc o(A4) € ]0,4|

PROPOSITION 1.2. On a &
An:{4'2(77r> 1<k< }
o(Ar) sin St 1) n

Preuve Cherchons U := (uq,...,u,) € R" et A €0, 1] tels que U # 0 et A,U = AU. On résout
Vi € [[1,n]], —Ui—1 + 2U; — Ui = AUy

La suite (ug,...,u,) est donc solution d’une récurrence linéaire d’ordre 2. Le polynéme caractéristique de cette
récurrence s’écrit X2 — (2 — A\)X + 1 et il admet deux racines
1

r:§(2—)\)+i A4—=)N) et T

Ainsi pour tout j € [1,n], on a u; = ard + B avec a, 8 € C. Or |1"|2 =77 = 1, donc il existe 6 € R tel que
r = €. Les deux conditions ug = 0 et u, 4 permette d’obtenir a et 5. En 'occurrence, on a

a+B8=0 et el _ ge=ilnt1)d —

Si ei(nt1)0 _e=i(n+1)0 —£ () alors « = 0 = B, donc U = 0, donc A ¢ o(A,,). On suppose que e'("+1)? _ ge—iln+1)f —
0. On obtient alors une droite vectorielle de solutions de la forme u; = a(r/ — r=7) avec a € C pour tout
j € [1,n]. T suffit de trouver A € ]0,4[ tel que r = ' vérifie e?("+1)0 = ei(n+1)0 4 ¢,

B km
Cn+1’

Pour résoudre \ € |0, 1] tel que r = e?*7/("+1) avec k € Z, on observe que

km 1
Rer = COS(n—I— 1) = 5(2 - A),

A=2— 2005(ﬂ> = 4sin2(k7ﬁ) .
n+1 2(n+1)

Parmi ces valeurs, il s’y trouve exactement n valeurs deux a deux distincts. On a donc montré que

U(An)C{ZlSinQ(Q(nkj_l)) keZ}—{4sin2(2(nkj_l))

L’inclusion inverse est donnée par la syntheése de la preuve. O

ke Z.

donc

1<k<n}.

On peut donc identifier explicitement sa norme 2 qui vaut

nmw
s = o)~ 23 )
[Anll2 = p(An) 2(n+ 1)
et | A Y2 = (|| Anll2) "t et on peut en déduire condy(A) = || An|2]| A, |2
DEFINITION 1.3. Un vecteur v € R" est dit positif si chacune de ses composantes sont positifs et on note v > 0.
Une matrice A € ., (R) est dite positive si chacun de ses coefficients est positives et on note A > 0. De plus, on
dit que A est monotone si elle est inversible d’inverse positif.
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1.1. EXEMPLE IMPORTANT : MATRICE DU LAPLACIEN UNIDIMENSIONNEL

PROPOSITION 1.4. Soit A € .4, (R). Alors A est monotone si et seulement si
VoeR", Av>0 = wov>=0.

Preuve On suppose que A est monotone. Soit v € R™ tel que Av > 0. Alors v = A~1(Av) > 0. Réciproquement,
on suppose que Av > 0 = v > 0 pour tout v € R™. Montrons que Ker A = {0}. Soit v € Ker A. Alors Av =0,
donc Av > 0 et A(—v) > 0, donc v > 0 et —v > 0, donc v = 0. On en déduit que A est inversible. De plus, si
e; désigne le i-ieme vecteur de la base canonique de R", alors e; > 0, donc A~ 'e; > 0. D’ot A~! > 0. D’otl la
monotonie de A. O

PROPOSITION 1.5. La matrice A, est monotone.

Preuve Soit v = (v1,...,v,) € R™ tel que A,v > 0. Montrons que v En posant vy = v,41 =0, on a

= 0.
Vie[l,n], —vi—1+2vi—v;41 =0
La premiére équation donne 2v; — vz > 0. Soit k € [1,n] tel que vy = min;e[; ) vi- Montrons que vy, > 0.
— Si k=1, alors 2v; —vs > 0, donc v = v = vs — vy = 0.

— Si k = n, alors 2v,, —v,_1 > 0, donc v, = v = vy_1 — v, = 0.

— Si k € [2,n— 1], alors la k-iéme équation donne (Av)y = —vp41 + 20 — vi—1 = 0 de sorte que
(—Vkt1 +vr) + (v —vp—1) =0,
<0 <0

donc vy = vg—1 = V1.

Par récurrence, on peut montrer que v; = --- = v = --- = v, et donc, pas le premier cas, on a v > 0. O
CONSEQUENCE. Pour n > 3, on peut montrer que
1 (n+1)2/8 sin est impair,
147 oo = .
n(n +2)/8 sinon.

Preuve La fonction
[0,1] — R,

7 z— iz(1—2)

est solution du probléme —¢” =1 sur ]0,1[ et ©(0) = (1) = 0. Soit n > 3. On pose ¢ = (¢1,...,dn) € R™ tel
que

) 1
Vie[l,n], ¢;i= <p<nj_1> = 2(n+1)2i(n+1—1).

En posant 1 := (1,...,1) € R", ona (n+1)?4,¢ = 1. Soit F € R". Ona |[F|| 1—-F >0et F+|F|_1>0.
Or (n+1)?A,, est monotone, donc

0< ((n+1)240) H(IFll 1= F) et 0<((n+1)*A) " (F +|F 1).
Cependant, on a ((n + 1)24,)711 = ¢, donc
—NFll ¢ <U = ((n+1)24,)7'F < | Fll . ¢,
donc |U| . < ||F|l.. ¢l Finalement, on a |4, ]|o < (n+ 1)?||¢]| .. En considérant F' = 1, on obtient que
147 oo = (n +1)% |6l -

En calculant ||¢|| ., on obtient le résultat voulue. O

CONVERGENCE. On considere f € 42([0,1]). Soit u € €*([0,1]) 'unique solution au probléme (P). Soit n > 1.

On consideére ) )
7 1
=), o - UEE))
n+1771<i<n I n+1//1<i<n

En particulier, il existe une erreur de consistance ¢ := (e1,...,&,) € R™ telle que
(n+1)2A,U* =F +¢.
Par un développement de TAYLOR, il existe (01,...,0,) € [—1,1]™ tel que
Ei:(nil)21121l(4)<n—ll-1+niil>’ Isisn.
Alors 1
lelloo € w575 max [f"(2)].

12(n + 1)2 2€0,1]

Résolution des systémes linéaires — CHAPITRE 1 3



1.2.1

1.2. METHODES DIRECTES

On note U™ € R” une solution du probléme approché, i. e. vérifiant (n + 1)24,, U™ = F. La suite (U™),>;
converge-t-elle uniformément vers U* 7 Pour tout n > 1, on a

(n+1)24,[U*-U™)=F4+ec—F =¢,

donc

2
n2" n-

ex (n) 2 1
[0 = U™l < (4 1) 247 olelloo ~ 025"

||f”|| Cn~H|f" o — 0

avec C' :=1/96 € R*.

METHODES DIRECTES

Remarques préliminaires

Soient A € GL,(K) et b € K". Pour résoudre le systéme Az + b, on peut le faire par la formule de CRAMER
et le calcul des déterminants de taille n. La complexité de ce calcul est en O(nn!). Sur un supercalculateur a
200 petaflops, pour n = 50, il faut 2 x 10*! années. En réalité, on peut trouver des algorithmes en O(n?). Pour
n = 10000, une machine classique suffit pour exécuter I’algorithme en quelques secondes.

Le cas particulier des matrices triangulaires meéne a deux algorithmes : un algorithme de descente pour les
matrices triangulaires inférieures en O(n?) et un de remonté pour les matrices triangulaires supérieures toujours
avec la méme complexité.

Factorisation LU

Pour résoudre le systeme Ax = b, les opérations du pivot de GAUSS peuvent étre stockées dans une factorisation
LU de A. De méme, inverser A revient a résoudre n systémes linéaires Az = e; ou e; est le i-itme vecteur de la
base canonique de K™.

DEFINITION 1.6.  Soit A := (a; j)1<i,j<n € Ay (K). Les mineurs principauz dominants de A sont les déterminants
det(ai,j)lgingk pour k € ﬂl,nﬂ.

REMARQUE. Toute matrice dont les mineurs principaux dominants sont non nuls est inversible. La réciproque
est fausse en considérant
0 1
A= ( ) .
11

Tout matrice symétrique définie positive & ses mineurs principaux dominants tous non nuls : ¢’est une conséquence
du théoréme spectral.

LEMME 1.7. Soit A € #,,(K) dont les mineurs principaux dominants sont non nuls. Alors pour tout A € K et
tous 4,7 € [1,n] tels que i < j, la matrice T'(\,4,j)A a aussi ses mineurs principaux dominants non nuls ot

T()\,Z,j) = In + )\Ez]

Preuve Soit k € [1,n]. On note

T()\,Z,]) — (CZ%C Tno_k) et A= (g: ZB;Z) avec Tk,Ak S /fk(K)

Alors
Tk Ak *)

* *

T(\i,j)A = <
donc le mineur principal dominant de taille k est det(TyAg). Or la matrice T}, s’écrit

B I sik>zietk>)
b I, + AE; ; sinon,

donc elle est de déterminant 1. On en déduit que det(TAx) = det Ag |

THEOREME 1.8. Soit A := (a;;)1<i,j<n € #»(K) dont les mineurs principaux dominants sont non nuls. Alors il
existe un unique couple (L, U ) € T4 (K) x TY(K) tel que A= LU et la matrice L contienne que des uns sur sa
diagonale.

4 Résolution des systémes linéaires — CHAPITRE 1



1.2. METHODES DIRECTES

Preuve e Unicité. Soient (Ly,Uy) et (L, Us) deux tels couples. Alors Ly 'L, = U,U; * est & la fois triangulaire
inférieure et supérieures. Comme les coefficients diagonaux de L; et Ly ne sont que des uns, on a L, 1L1 =1I,,
donc Ly = Ly puis Uy = Us.

e FExistence. Soit k € [1,n — 1]. Supposons déterminées des matrices 71, ..
transvections inférieures telles que

., Tr_1 chacune produit de

(k)

a1
(af)
o) !

Tp1---THA= k—1,k—1 ®

a
k.k

(0) :

k)
an,k

Par le lemme, pour tout j € [1,k], on a LLSZ) # 0. En particulier, le pivot a,(f,l est non nul. Pour tout 7 > k, on
peut opérer

k
(k) ._ “z(',k)

U~

k
LZ‘(—LZ'—.’L'

p: 2
ap)
On pose
T,:= [] T(-2).ik).
i=k-+1
Alors
k
at"]
(k)
(k) "
Tk"'TlA: ak-,k
(0) (ag5)

On procede alors par récurrence sur k pour obtenir des matrices 7;.
Obtenons une décomposition LU. On pose U :=T,,_1---T1A€ T (K) et L = (T,,_1---T1)"* € T¢(K). Le
couple (L, U) vérifie alors les conditions recherchées. (]

CONSEQUENCE. Pour résoudre un systéme Az = b, on calcul la décomposition LU de A = LU et on résout les
systémes Ly = b et Uz = y en O(n?) opérations. On a stocké les opérations du pivot du second membre b dans
la matrice L.

SUR LE CHOIX DU PIVOT.
nul, algorithme s’arréte a la k-ieme étape car a,(f,)c = 0. Mais si A est inversible, on a agffk) #0pouri>k+1

(sans quoi on aurait rg A < n — 1) et on pourrait permuter les lignes k et ¢ en utilisant ag‘kk)

donne une factorisation de A sous la forme A = PLU.
Si un pivot est tres petit, une difficulté numérique se pose sur 'arithmétique approchée. L’erreur de calcul

sur agkk) est multipliée par |(al(€k,)c)_1| > 1. On peut alors permuter pour limiter cet effet :

Si 'un des mineurs principaux dominants est nul, disons le k-ieme étant le plus petit

comme pivot. Cela

— on permute avec la ligne 7 telle que maxi>k|a£—kk)\ est réalisé sur la diagonale. ;
— on permute lignes et colonnes pour utiliser cette valeur comme pivot et on obtient une factorisation A = PLUQ.

Décomposition de CHOLESKY

THEOREME 1.9. Soit A € .7 (R). Alors il existe une unique matrice B € T%(R) telle que A = B'B et les
coeflicients diagonaux de B sont strictement positifs.

Preuve La matrice A admet une unique factorisation A = LU ou les coefficients diagonaux de L valent 1.
On note U = (u; j)1<ij<n- Alors on peut écrire U = DU avec D = diag(u;;)1<i<n et U € T (R) dont les
coefficients diagonaux valent 1. Or LDU = A = *A = W 'L = U 'D L. Par unicité, on en déduit que L = 'T.
D’out A= LD"L. Pour tout = # 0, on a

0 < (Az,z) = (D 'Lz, Lx),

Résolution des systémes linéaires — CHAPITRE 1 5



1.3

1.3.1

1.3.2

(ii)

1.3. METHODES ITERATIVES

donc D est symétrique définie positive. On en déduit que wu;; > 0 pour tout ¢ € [1,n]. On pose

B = Ldiag(\/uii)1<i<n € sz(R)~

Par ce qui précéde, la matrice B vérifient les hypotheses. O

METHODES ITERATIVES
Généralité

Soient A € GL,(K) et b € K". On veut résoudre le systéme Az = b. On choisit M, N € ., (K) telles que
A= M — N et M est inversible et facile & inverser. On définit alors pour un vecteur donnée zo € K™ la suite

(zk)ken vérifiant
Mzxgiq1 = Nz +0, keN

DEFINITION 1.10. On dit qu’une méthode itérative est convergente si, pour tout zg € K", la suite (z)ren
converge.

REMARQUE. La matrice A étant inversible, la seule limite possible est la solution 2 = A~'b.

DEFINITION 1.11.  On appelle
— résidu a 'étape k € N le vecteur rp == b — Axy;
— erreur a I’étape k € N le vecteur e ==z — xp,

Alors zp, — x si et seulement si e, — 0 si et seulement si r, — 0.

REMARQUE. Pour tout k € N, on a e = A~ 'ry, donc ||ex|| < [|A7|| I7&]]-

THEOREME 1.12. La méthode itérative pour A = M — N est convergente si et seulement si p(M~1N) < 1.

Preuve Pourtout k € Nyona g1 = M '*Nap+Mtbet ey 1 = M~ 'Neg. On en déduit que e, = (M ~1N)Feq
pour tout k € N. On souhaite avoir que e,, — 0 pour tout eg € K", 4. e. (M~IN)* -0, 4. e. p(M™IN) < 1. O

REMARQUE. La vitesse de convergence est au plus géométrique et est liée a la quantité p(M ~1N). En effet,
soit & > 0. Il existe une norme || || sur K™ telle que |[|[M~*N||| < p(M~*N) =&, donc

vk EN, lexll < [I(MTIN) (| lleo]l < (p(MT'N) +€)* [leo]l -

Méthodes usuelles

Méthode de Richardson

Soit a € R*. On pose M := o~ I, et N := a~'I, — A de sorte que M — N = A. La suite récurrente est alors
définie par
Th41 :,Tk-l-a(b—A.%'k), k e N.

De plus, on a M~'N =1, —aA et o(M~'N) = {1 —aX | X € o(A)}. Supposons que 4 € ., " (R). On note
0 < Ay < -+ < A\, ses valeurs propres. En faisant un dessin, on remarque que

1—al i 0 2

p(M™IN) = 1= ] s%a¢[ ol avec o = ————.

|1 — aX1| sinon An + A
En particulier, le rayon spectral de M ~'N est strictement inférieur a 1 si et seulement si a € ]0,2/p(A)[. De
plus, il est minimal lorsque o = v, et il vaut alors

A — A1 condg A—1

M~IN) = = .
a ) A+ condy A+1

Méthode de Jacob

On pose M € #,(R) la diagonale D de A et on suppose que D est inversible. La matrice d’itération s’écrit
alors M~'N = I,, — D~'A. En pratique, I’algorithme « en place » prend la forme suivante. Soit xéo) € R™. Pour

ke Netie[l,n], on pose
k+1) _ L (k)
x, = a(bl — Zawxj )
’ J#£i

6 Résolution des systémes linéaires — CHAPITRE 1



1.3. METHODES ITERATIVES

(iii) Méthode de Gauss-Seidel

On pose D € 4, (R) la diagonale de A, E = (—a; ;1;>j)i<ij<n €6 F = (—a; jLi<j)i<i,j<n. On pose alors
M:=D—FEet N:=F.Pour k€ Netiec[l,n], on pose

i—1 n
e (k1) (k)
€, = a(bl — Zamzj — Z ai_,j:rj )
’ j=1 Jj=i+1
(iv) Méthode de relaxation (SOR)
Soit w>0.Onpose M =w 'D—-FEet N:=(1-ww !D+F. Alos M- N=D—-FE—F.

1.3.3 Critéres explicites de convergences

(i) Matrices a diagonale dominante

DEFINITION 1.13. Une matrice A := (a; j)1<ij<n € #,(C) est & diagonale strictement dominante si

Vie[Ln], laiil > lail.

J#i

o REMARQUE. Toute telle matrice a une diagonale inversible et les algorithmes précédents peuvent s’appliquer.

| PROPOSITION 1.14. Soit A = (@ ;)1<i,j<n € #n(C) & diagonale strictement dominante. Alors A est inversible.

Preuve Soit x = (z1,...,2,) € Ker A. Alors pour tout i € [1,n], on a
n
Zai,jxj =0, donc a;;x; =— Zai’jxj,
j=1 J#i
donc

laiil il < (3 laigl) lall

J#i
Or il existe ¢ € [1,n] tel que |z;| = ||z||,, donc
(3" Jassl = lasal) Nzl >0,
J#i
>0
donc x = 0. On en déduit que A est inversible. |

THEOREME 1.15. Soit A = (a;j)1<i,j<n € #,(C) & diagonale strictement dominante. Alors les méthodes de
JACOBI, GAUSS-SEIDEL et de relation pour w € ]0, 1] convergent.

Preuve Montrons le résultat pour la méthode de JACOBL. On a M !N =1, — D71 A. Soit A € (M~ N) telle
que || = p(M~IN). On note € C" un vecteur propre associé. Alors Nx = AMz, donc (D — A)x = ADz. On
considere i € [1,n] telle que |z;| = [|z||, # 0. Alors

E a; jT; = \a;;x;, donc A= — g a; i T;.
@ i 2
]#Z 1,271 #Z

L’inégalité triangulaire donne alors

Z |a; ;| || < Z la; ;| < 1.

o0 i lasy] ”|J¢1

Cela montre que p(M~1N) < 1 ce qui conclut.. O

(ii) Matrices hermitiennes définies positives

THEOREME 1.16.  Soit A € 2,77 (C). On suppose qu'’il existe M € GL, (C) telle que A = M — N. Alors M* + N
est hermitienne. De plus, si M* + N est hermitienne définie positive, alors p(M~*N) < 1.

Résolution des systémes linéaires — CHAPITRE 1 7



1.4. RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES AU SENS DES MOINDRES CARREES

Preuve La matrice M* 4+ N est clairement hermitienne. On suppose qu’elle est hermitienne définie positive. 11
suffit de trouver une norme subordonnée ||| ||| sur .#,(C) telle que |[|M ~1N|| < 1. La produit scalaire induit par
la matrice A

(@, y) — (2, y) 4 = (Az,y)
induit une norme et, par conséquent, une norme subordonnée ||| |||4. Soit € C™ tel que ||z| , = 1. Alors
|M~*Nz||% = (AM~'Nz, M~ 'Nz)
= (AM~Y(M — A)z, M~Y(M — A)z).
On pose y := M~ Az. Alors
|M Nl = (Az — Ag,z —y)
= (Az,z) — (Ay, z) — (Az,y) + (Ay, y)
=1—(y, Az) — (Ny,y)
=1—(y, My) — (Ny,y)
=1-(M"y,y) = (Ny,y)
=1=((M"+ N)y,y).

Or comme M et A sont inversibles et x # 0, on a y # 0. Donc ||[M ' Nz||3 < 1 et ceci pour tout x € C" tel que
|z|| , = 1, donc [[|[M~INJ|| < 1. O

1.4 RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES AU SENS DES MOINDRES CARREES

Soient n,p € N*, A € A, ,(K) et b € K”. On cherche un vecteur z € K? tel que Az = b. On dit que le
systeme linéaire Ax = b est

— carré sin =p;

— surdéterminé sin > p;

— sousdéterminé sin < p;

— de rang mazimal si rg A = min(n, p);
— incompatible si b ¢ Im A;

— compatible si b € Im A.

Si le systéme est compatible, alors il existe des solutions : si rg A = p, il existe une unique solution et, si rg A < p,
il existe une infinité de solutions. En particulier, s’il est surdéterminé, de rang maximal et compatible, alors
il existe une unique solution. S’il est sous-déterminé de rang maximal, alors il est compatible et il existe une
infinité de solutions.

QUESTION. Que se passe-t-il si le systéme est incompatible ?
DEFINITION 1.17. Résoudre le systéme Az = b au sens des moindres carrés signifie trouver une vecteur z € KP?
minimisant || Az — b[|3

1.4.1 Existence et unicité

THEOREME 1.18. L’ensemble des solutions du systéme Ax = b au sens des moindres carrés est
{z e K" | Az = p(b)}

ou lapplication p est la projection orthogonale sur Im A.

Preuve Comme p(b) € Im A, la caractérisation du projeté donne
VweImA, (p(b)—>b,w)=0.
Soit v € Im A. Le théoréeme de PYTHAGORE donne alors
[o = blf* = [lv = p®)|I* + [[p(b) = blI* > [Ip(b) — b||*

ol ’égalité est vraie si et seulement si v = p(b). De plus, il existe g € KP tel que Azg = p(b). L’unicité est
garantie si et seulement si Ker A = {0}. O

1.4.2 Equation normale
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1.4.3

1.4.4

1.4. RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES AU SENS DES MOINDRES CARREES

LEMME 1.19. Toute solution du systéeme Az = b au sens des moindres carrés est solution du systeme A* Az = A*b
et réciproquement.

Preuve Soient x,y € KP. Alors
Ay — b||> = |Ay — Az + Az — b||* = || Ay — Az|]* + || Az — b||* + 2{Ay — Az, Az — b)
= ||Ay — Az|* + || Az — b||® + 2(y — x, A* Az — A*b).
Si le vecteur x est solution de I’équation A* Az = A*b, alors ||Ay — b||? > || Az — b||? pour tout y € RP, donc il

est solution au sens des moindres carrés. Réciproquement, on suppose que le vecteur x est solution au sens des
moindres carrés. On écrit y = x +tz avect € Ret z € KP. Or

| Ay — b||* = ||Az — b||* + 2t(z, A* Az — A*b) + t?|| Az||*.

Sit >0, alors 2(z, A* Az — A*b) + t||Az||?> > 0. En laissant tendre t vers 0, on a (2, A* Az — A*b) > 0. De méme,
on considérant le cas ¢ < 0, on montre que (z, A*Ax — A*b) = 0. Ceci est vrai pour tout z € KP. On en déduit
alors que A*Ax = A*D. O

REMARQUE. L’équation normale A*Ax = A*b fait intervenir une matrice A*A qui est hermitienne et positive.
De plus, son noyau est égal a celui de A. Ainsi le systéme carré AA*x = b est inversible et il existe une unique
solution pour les moindres carrés.

Exemple de la régression linéaire

Soit (i, yi)1<i<n une famille de points de R?. On cherche un couple (a,b) € R? tel que
Vie[l,n], ax;+b=y;.
Matriciellement, le probléme s’écrit sous la forme A(a,b) = b avec
zy 1 Y1
A= et b:= :
T, 1 Un
L’équation normale fait intervenir la matrice et le vecteur
duim1Ti Y=l > i=1Yi

De plus, on a Ker A = Ker A*A = {0} dés que n > 2 et qu’au moins deux des réels x; sont distincts. Apres
résolution de I’équation normale, on obtient que

_n D1 TiYi — Y 1 Ty i1 Yi _ Sii(zi —T)(yi — ) L& L&
ST T () Sl -7 avee Ti=s et e =Y 0
i=1 i=1

b=9y—ax

a

Factorisation QR par les matrices de HOUSEHOLDER

PRINCIPE. On veut utiliser des symétries orthogonales pour produire une factorisation QR.

REMARQUE. SiQ € 7,(C)NU,(C),alors Q! =Q* =Q

DEFINITION 1.20. On appelle matrice de HOUSEHOLDER associée & un vecteur v € R™ la matrice

I, siv =0,
H®) = v
I, —2—
" o

sinon.

PROPOSITION 1.21. Soit v € R™. Alors

1. la matrice H(v) est symétrique et orthogonale ;
2. si v # 0, alors H(v) est la matrice de la symétrie orthogonale sur v parallélement & Vect v ;
3. pour tout e € R™ tel que e*e =1, on a H(v + ||v|le)v = —||v|le et H(v — |[v|le)v = ||v]le.

Résolution des systémes linéaires — CHAPITRE 1 9



1.4.5

1.4. RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES AU SENS DES MOINDRES CARREES

NOUVEL ALGORITHME D’ELIMINATION. Soit A € ., ,(R). On note ) € R™ la premiére colonne de A et
e1 € R™ le premier vecteur de la base canonique de R™. On pose H®) = H(a™ — ||a™M | a;). Alors

la]
HYq®W = jaW)e; et HPA= :
0

ou cette derniére matrice est du méme rang que A. Supposons, a étape k € [1,n], qu’on a
k=1 g4 —
H HYWA= k)

ot T est triangulaire supérieure et a(*) € R*“#*1 est non nul si rg A > k. On pose alors

I 0
(k) _ k—1
i ( 0 H(a““—Ha““)\l(l,o,...,o»)

de sorte que

T *
[l
H® ...gMg = 0
0

REMARQUES. — Sin = pet A est inversible, on obtient A = QR avec R € TE(R) et @ = HV ... H™ € 0, (R).
On a également R € GL,(R).
- Sin>petrgA=p, onobtient A= QR avec Q € O,(R) et R € 4, ,(R). La matrice R peut étre mise sous

la fOI‘me
n— )

avec Ry € T, (R) N GL,(R) et la matrice @ peut se décomposer sous la forme @ = (Q1  Q2). De cette maniere,
on a A= Q1R;y. De plus, pour tout x € RP, on a

|Az — bl|* = |QRxz — b]”

= |[Rz — Qb
= [[Riz — Q7bl* + [|Q3b]I*.
On trouve donc la solution au sens des moindre carrées qui est @ = Ry ' Q7 et le résidé est || Az — b|| = || Q5.

— Sin>petr:=rgA<p,on obtient Q = QR ou la matrice R se met sous la forme

(R Rg)
R_(O 0

avec Ry € TH(R) et Re € M, ,—r(R) et la matrice @ se met sous la forme Q = (@1 Q2) avec Q1 € A, »(R).
Alors, pour tout = == (z1,72) € R" x RP™" on a

|Rz — Q*b||> = || Riz1 + Rowa — Q70]1* + [|Q30]1%.

Cette quantité est minimale pour z; = Rle*{b - R;1R2$22, i. e. pour

—1 % _p-1
T = (Rl Ole) + ( RlxR2I2> avec o € RPT".
2

€Ker A

Un défaut d’unicité apparait par la présence du vecteur xo € RP™" en parametre qui est traité en choisissant la
solution de norme minimal

Décomposition en valeurs singuliéres

DEFINITION 1.22.  Soit A € .4, ,(C). Les valeurs singuliéres sont les réels positives o; = v/A; ol les A; sont les
valeurs propres réelles non nulles de A*A.

REMARQUE. Comme les matrices A et A*A ont le méme noyau, elles ont le méme rang, donc la matrice A*A
admet exactement r := rg A valeurs singuliéres comptées avec multiplicité.
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1.5

1.5.1

1.5.2

1.5.3

1.5. METHODES VARIATIONNELLES

THEOREME 1.23. Soit A € ., ,(C) de rang r < min(n,p). Alors A admet exactement r valeurs singuliéres
comptées avec multiplicité et il existe U € U, (C) et V € U,(C) telles que A = UXV* avec

Y = diag(o1,...,0,,0) € A, ,(R)

ol les réels o; sont les valeurs singuliéres de A.

DEFINITION 1.24. On appelle pseudo-inverse d’une matrice A € .4, ,(C) la matrice
AT =VIIU* avec %I :=diag(o;?,...,0,%,0) € A, (R)

yOr s

en reprenant les notations du théoréme précédent.

REMARQUE. La pseudo-inverse ne dépend pas du choix de la décomposition en valeurs singulieres.

APPLICATION AUX MOINDRES CARRES. On écrit A = UXV* la décomposition en valeurs singuliéres de A. Soit
x € CP. Alors ||Az — b|| = ||[U*Ax — U*b|| = ||ZV*2z — U*b||. On pose ¢ :=U*b € C" et y := V*x € CP. Alors

n
ISy — el = mecf S Jeif?
1=r+1

et ce terme est minimal si y; = a;lci pour tout i € [1,7], . e.y = Xfet+yg avec yo = (0,...,0,Ypry1,---,yp) € CP.
D’ott & = ATb + Vyg. Parmi ces solutions, le vecteur = est de norme minimale si et seulement si le vecteur y l'est

avec
lyll* = Zlo‘lcz\%r Z el

1=r+1

i. e. si et seulement si x = ATb.

METHODES VARIATIONNELLES

Principe

Soient A € .7, (R) et b € R™. On pose f: € R" — $(Axz,z) — (b,x). La fonction f est de classe €. Le
gradient de f s’écrit V f(z) = Az — b pour tout z € R™.

PROPOSITION 1.25. 1. Si A € .7 (R), alors f admet un unique minimum sur R™ qui est solution de Az = b.
2. SiAe ZHR)\ S T(R) et beImA, alors f atteint son minimum sur x¢ + Ker A avec Az = b.
3. Si A n’est pas positive ou b ¢ Im A, alors inf,crn f(2) = —o0.

Preuwve 1. Soit z € R tel que Az = b. Alors pour h € R", on a f(z + h) = f(z) + 3(Ah, h) avec (Ah,h) >0
Donc le vecteur z = A~'b est 'unique minimum de f sur R™. Réciproquement, soit € R™ tel que Az # b. Soit
a € R. On pose h = a(Ax —b) € R™. Alors

F@+h) = f(z) + al Az — b% + %a%A(Ax —b), Az — b)

= f(z) + alAz = b]|* + o(a).

Pour a > 0 assez proche de 0, on a f(x + h) < f(z), donc x n’est pas un minimum. a

Algorithme du gradient a pas fixe
Soit & € R. On considére une suite (z;) ey de R™ définie par
Vi €N, Tjt1 :{I?j—OéVf(QL'j).

On a p(I, — aA) & a €]0,2/p(A)[. Ainsi la suite converge et cette méthode est optimale si p(I,, — @A) est
minimal, 7. e. si @ = 2/(Amin + Amax)-

Algorithme du gradient a pas optimal
On considére une suite (x;);eny de R™ définie par

VieN, zjp=x;—a;Vf(z;) avec o =argmin,cg f(z; —aVf(z;)).

Résolution des systémes linéaires — CHAPITRE 1 11



1.5. METHODES VARIATIONNELLES

o REMARQUE. On suppose que A € .7TT(R). Soit j € [1,n]. Alors pour tout a € R, on a

1.5.4

1.5.5

2
g(a) = f(z; — aVf(z;)) = f(x) = a| Vf(z;)]* + %<Avf(xj)v Vi(z;)).
Le minimum de g est atteint pour ¢’(«) = 0. On en déduit que

V@I
I AV (). V)

PROPOSITION 1.26. On note « := conds A. Soit x € C™ une solution de Az = b. Pour tout j € N, on a

K
241 —zla < z; — | a.

k+1

Preuve Soit j € N. On note e; :== x; — x. Alors
lejsalla = minfla; — a(Az; —b) - .4
< He?HHA avec e?H =z; —ar(dz; —b) —z
ou ar € R est la constante optimale dans la méthode itérative de RICHARDSON. On a
||e§+1\|,4 = ||A1/26§{+1H2 = HAl/QRA_l/QAl/erHA avec R:=1, —arA

< [JAV2ERATIZ |5 A e 2

= p(AYPRATY?)ej 4
avec p(AYV2RA=Y2) = p(R) = (k — 1) /(k + 1). O

Espace de KRYLOV

DEFINITION 1.27. Soient r € R", j € N* et A € .#,(R). On appelle espace de KRYLOV de A associé a r et
d’ordre j I'espace _
K;(A,r) = Vect(r, Ar,..., AT 1r).

On note Ky = {0}.

PROPOSITION 1.28. Soient r € R™ et A € ., (R). Alors la suite (K),>0 vérifie
KiCKI C--CKy=Kpi1=---
pour un certain entier ¢ < n. En particulier, pour tout j > 0, on a

Qi j sij<é,
imK, =
! ¢ sinon.

REMARQUE. Pour les méthodes du gradient & pas fixe et optimal, la suite (x;);>0 vérifie
b— A$j S Kj+1(A, ’/‘0) et x; € xg+ Kj(A,To)
pour tout 7 = 0.

QUESTION. Peut-on modifier les algorithmes précédents de sorte que z; = x = A~'b pour j > 0 assez grand
avec x; € xo + K;(A,70), 1. e. il existe p € R[X] tel que z — zo = p(A)rg ?

PROPOSITION 1.29. Soient A € GL,,(R) et 7o € R™. Alors A~1b € 2o + Ky(A,70) avec ro :== b — Axg.

Algorithme du gradient conjugué

IDEE. On veut construire récursivement les projetés A-orthogonaux du vecteur £ = A~1b sur les sous-espaces
affines x¢ + K, (A, ro) pour j > 0 & partir d’un choix zo € R".

Soit xg € R™. On pose 1o := b — Axg. On considére py := ¢ une direction de descente. Alors la famille (pg)
est une base A-orthogonale de K;(A, o). L'objectif est de construire une base (po,...,pr—1) A-orthogonale de
K(A,rg) en drapeau. Soit j € N. Connaissant «;, on cherche x;11 = x; + a;jp; pour un réel a; € R bien choisi.
On sait que x; = pg, (r0) avec E; = 29 4+ K;(A, ). Pour i < j — 1, on remarque que (z;41 — ,pi)a = 0 et

2 2
(Tjs1 —2,pj)a = ajlpjly +(zj — z,p0)a = a; [|pjlly + (Az; — b, pj)a.

On pose alors
_ <rj7pj>

= 2
HijA

i avec r;:=b— Azx;.
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1.5. METHODES VARIATIONNELLES

Comment trouver la suite (p;);jen ? On utilise le procédé de GRAM-SCHMIDT pour déduire p; de la base
Po,---,pi—1) de K, et de r; qui compléte cette base en une base de K; 1. Or pour i < j —2,0on a (rj,p;)a =
J J J J+ J
(rj, Api)a = 0 car Ap; € Kj_1 et r; L4 K;. Donc on pose p; :==1; — ;_1rj — 1 avec

5., = TP
! Ipj-1l%
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METHODES NUMERIQUES

Méthode de la puissance

IDEE.  Soit A € .#,,(C). Pour trouver la valeur propre A € C tel que |A\| = p(A), on s’appuie sur I'observation
vague AFz ~ Az pour tout k € N* et tout x € C".

ALGORITHME. Soit (zx)r>0 € CN telle que

Al‘k
Vk >0, xpi1=-——.
-~ T Awk]s
Pour k > 0, on pose vy, = (zy, Azxy).
PROPOSITION 2.1.  On note Aq, ..., Ay les valeurs propres de A telles que |A1| > [A2| = -+ = |Ag]- On note
d
A = H(X — /\Z)n’
i=1

On suppose que xg € C™\ @9§:2 Ker(A — XiI,,)™. Alors les suites (zx)x>0 ¢t (Vk)k>0 sont bien définies et

—\ K
kEIJIrlOO vp =M\ et kBI-&r-loo (i\h) xp € Ker(A — M\ 1,).
METHODE DE LA PUISSANCE INVERSE AVEC TRANSLATION. Ktant donnée A € .#,(C), la méthode précédente
se généralise de sorte a identifier d’autres valeurs propres de A et vecteurs propres associés, par exemple la valeur
propre de plus petit module de A. Pour ce faire, il suffit d’appliquer I’algorithme & la matrice A~! dans le cas ou
A est inversible, ce qui revient en pratique a résoudre a chaque itération un systeme de la forme Az = b. En
considérant des translations dans le plan complexe, on peut encore déterminer la valeur propre de A la plus
proche d'un complexe p € C donné, pourvu que les hypothéses du théoréme s’appliquent & (A — ul,)~t. En
particulier, cela suppose que p ¢ o(A).

Forme de HESSENBERG

Le théoréeme de Schur garantit I'existence d’une base orthonormée dans laquelle un endomorphisme de C"
admet une matrice triangulaire supérieure. En pratique, la construction d’une telle base n’est pas accessible par
une méthode directe (pas plus que la diagonalisation ne 'est). On peut néanmoins s’approcher dans un premier
temps de la forme triangulaire par une mise sous forme Hessenberg. Ce pré-calcul permet ensuite d’accélérer le
coit de calcul des méthodes d’approximation, en particulier dans le cas symétrique ou hermitien pour lequel la
matrice de Hessenberg se trouve étre tridiagonale (symétrique ou hermitienne respectivement).

DEFINITION 2.2. Une matrice (a;;)1<i,j<n € #n(C) est dite de HESSENBERG si
Vi,jel,n], i—j>2 = a;;=0.
Contrairement au cas de la trigonalisation ou diagonalisation compléete, on dispose d’un algorithme « élémen-
taire » et relativement peu cofiteux qui permet ici de construire la matrice U. Il s’appuie sur les matrices de

symétries orthogonales de HOUSEHOLDER et cofite de I'ordre de 5n3/3 + O(n?) multiplications et 4n3/3 + O(n?)
additions. Dans le cas d’une matrice hermitienne, le cotit de calcul est légerement réduit par le fait des symétries.

PROPOSITION 2.3. 1. Soit A € ., (C). Alors il existe U € U, (C) telle que U* AU est de HESSENBERG.
2. Soit A € .#r(C). Alors il existe O € O, (R) telle que ‘'OAO est de HESSENBERG.
3. Si A est hermitienne, alors toute forme de HESSENBERG U* AU est tridiagonale.
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2.1.3

2.2. RESULTATS THEORIQUES

Entrelacement des racines

Soit A € #,(C). On vient de voir qu’il est possible de déterminer une matrice unitairement semblable &
cette matrice qui soit hermitienne et tridiagonale. On peut alors localiser ses valeurs propres (réelles) par la
proposition suivante.

PROPOSITION 2.4. Soit A = (a; j)1<i,j<n € 5 (C) tridiagonale telle que a;j4+1,; # 0 pour tout j € [1,n — 1].
Soit k € [1,n]. On note Ay = (@i j)n—k+i<i,j<n € #,(C) le bloc diagonal inférieur de A de taille k. Alors les
valeurs propres de Ay sont réelles et simples et elles séparent strictement celles de Agyq.

Preuve On procede par récurrence sur k. Pour k € [2,n — 1], en notant Py le polynoéme caractéristique de Ay,
on obtient la relation de récurrence

Prt1 = (@n—tn—t — X)Pr — |an—ks1n-k| Po1.
Par convention, on pose Py := 1. Alors une récurrence assure que les polynomes Pj, € Ci[X] sont a coefficients
réels puisque ap—k -k = (Aen_i,en—k) € R olt le vecteur e,_j € C" est le (n — k)-iéme vecteur de la base
canonique de C™. De plus, on a Pj(t) — (F1)*oo quand t — +oo.
L’hypothese de récurrence assure que les racines de Py sont réelles simples et, en les notant agk) << agck),
elles s’entrelacent, 7. e. elles sont telles que

agk) < a(lk_l) << a,(f__ll) < a,(j).

Ainsi, avec le comportement a ’infini de Py_1, on trouve le signe de P;_; en chacune des racines de Pj. En
examinant la valeur de Py41 en chaque racine de Py, on observe que

P 1 (e P (0fP) <0, ¥Ym e [1,k].
Ces changements de signes garantissent I’existence d’au moins k — 1 racines de Py dans l'intervalle [agk), agck)]
et son signe a l'infini donne deux racines supplémentaires. De ce fait, les au plus k + 1 racines de Pyy1 sont
toutes réelles, simples et clairement entrelacées entre celle de Py ce qui conclut la récurrence. (I

La suite de polynémes (Py)1<k<n, construite dans la preuve précédente, constitue ce qu’on appelle une suite
de STURM et les propriétés d’entrelacement de leurs racines permettent de dénombrer le nombre de racines
inférieures & un réel = simplement en comptant le nombre de changements de signes dans la suite (P (2))1<k<n-

Méthode QR

La méthode QR est d'une stupéfiante simplicité. Etant donnée une matrice A € ., (C), on calcule la
décomposition QR de A, notée A = QR avec @ orthogonale réelle et r triangulaire supérieure a coefficients
diagonaux positifs. On remplace ensuite A par le produit RQ et on réitere le procédé.

Sous de bonnes hypothéses sur la matrice A, la suite (Ag)ren ainsi construite converge alors vers une matrice
triangulaire supérieure semblable & A dont les coefficients diagonaux sont alors les valeurs propres de A ordonnées
en module décroissant. L’algorithme peut étre interprété comme une réduction asymptotique de SCHUR.

On admet le théoréme suivant qui donne un algorithme permettant de trouver tres rapidement les valeurs
propres de A. Méme s’il ne fait pas de place a une vraie convergence, il permet d’approximer le spectre.

THEOREME 2.5. Soit A € GL,(C) une matrice dont les n valeurs propres \; vérifient [A;| > -+ > |\,| > 0.
Alors A est diagonalisable et il existe P € GL,(C) telle que A = P~!'diag(\,...,\,)P. On suppose que P
admet une factorisation LU. Alors

1. la suite des parties triangulaires inférieures strictes de Ay converge vers 0;
2. la suite des diagonales de Ay, converge vers diag(A1,...,A\n);
3. la suite des parties triangulaires supérieures strictes de Ay est bornée.

De plus, la convergence est au plus géométrique de raison maxi<i<n—1 |Ait1/Ail-

RESULTATS THEORIQUES

Localisation du spectre
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2.2. RESULTATS THEORIQUES

THEOREME 2.6 (HADAMARD). Soit A = (a; ;)1<i,j<n telle que

Vi € [1,n], |ai,i| > Z |ai,j

i

Alors A est inversible.

Preuve Ce théoreme a déja été montré. O
THEOREME 2.7 (GERSHGORIN). Soit A € #,,(C). Pour i € [1,n], on note

Di={2€C|lz—ais| <Y_lai[}-
JFi
Alors

Preuve Soit A € o(A). La matrice A — AI,, n’est pas inversible, donc elle n’est pas a diagonale strictement
dominante, donc il existe i € [1,n] tel que A; € D; ce qui montre 'inclusion. ]

THEOREME 2.8 (GERSHGORIN 2). Dans chaque composante connexe de | Ji-; D;, on compte autant de valeurs
propres de A (comptées avec leur multiplicité algébrique) que de disques de GERSHGORIN.

Preuve C’est un résultat déduit d’un principe de continuité des racines d’un polyndéme en fonction de ses
coefficients (ou de continuité des valeurs propres en fonction des coefficients de la matrice). On abordera plus
loin ce résultat utilisant le théoréme de ROUCHE en analyse complexe.

Pour ¢ € [0,1], on pose B(t) := D + t(A — D) € #,(C) ol on a noté D la diagonale de A. On remarque que
B(1)=Aet 0(B(0)) = {a;; | 1 <i<n}. On admet le théoréme de relevement des racines : il existe n fonctions
continues A;: [0,1] — C telles que A;(0) = a;,; pour tout i € [1,n] et {X;(1) |1 < i< n} =o0(A). Soit t € [0,1].
Le théoréeme de GERSHGORIN appliqué a B(t) donne

n
o(B(t))={N({#)|1<i<n} CK():= U D;(t) avec D;(t)={z€C||z—ai; < tz la;,;
i=1 i
Soit I C [1,n] telle que M = |J;¢; D;(1) soit une composante connexe de K := K(1). On peut écrire K = MULN
ou M et N sont deux fermés disjoints. Comme les applications ¢t — D;(t) sont croissante, pour tout ¢ € [0, 1],
I'ensemble | J;c; Di(t) est un sous-ensemble de M totalement disjoint de N.
Soit i € I. L’application continue A; est & valeurs dans K = M U N et vérifie \;(0) € M, donc elle est a

valeurs dans M. En particulier, 'ensemble {A;(1) | ¢ € I} est contenu dans M et contient § I valeurs propres de
A ce qui termine la preuve. O

}.

COROLLAIRE 2.9. 1. Si un disque est isolé, alors il contient exactement une valeur propre.

2. Si les disques de GERSHGORIN sont tous disjoints deux & deux, alors chacun contient exactement une valeur
propre.

Continuité des valeurs propres

PROPOSITION 2.10. Soient A € ., (C) diagonalisable et A € C une valeur propre simple de A. Alors il existe
un voisinage ouvert V de A dans ., (C) et une fonction p € €°(V,C) tels que u(A) = X et

VB eV, u(B)e€a(B).

Preuve Appliquons le théoréme des fonctions implicites & la fonction
Mp(C) x CxC" — C x C",
(B, p,y) = (lyll3 — 1. By — ny).
Les zéros de cette application sont les triplets (B, p,y) pour lesquels p est une valeur propre de B et Y est un
vecteur propre associé. Soit (A, A\, z) € 4, (C) x C x C™ tel que ¥(A, \,z) = (0,0). Pour tout (u,y) € C x C",
on a
YA+ +y) = (Jo+yll° =LA@ +y) — (A + p)(@ +y))
= (A, A\ ) + 22"y, Ay — px — Ay) + o(p, y).
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11 suffit alors de montrer que la dérivée partielle

oY ExC*— CxC",

=——(A4,\ 2):
J A(p, y)( =) (1, y) — 227y, Ay — px — Ay).

est inversible. Soit (u,y) € Ker f. Alors 2*y = 0 et Ay — px — Ay = 0. En appliquant A — I, a la seconde égalité,
on obtient que (A — AI,,)%y = u(A — Al,)z = 0, donc y € Ker(A — \I,,)? = Ker(A — AI,,) = Vect {x} puisque
A est diagonalisable et A est simple. Alors il existe a € C tel que y = ax. Comme z*y = 0, on a al|z||3 = 0,
donc a =0, donc Y =0 et X = 0. On en déduit que 'application f est injective, donc qu’elle est inversible. Le
théoréme des fonctions implicites assure I'existence d’un voisinage ouvert V de A dans .#,,(C), d’un voisinage
ouvert J de A dans C, d’un voisinage ouvert O de z dans C" et d’une application ¢ € €= (V,J x O) telle que

V(B,p,y) eV xJx0, YB,uy) =0 <= (n,y)=¢(B).

On prend alors la projection sur la premiere coordonnées de ¢. (]

REMARQUE. Le résultat précédent est seulement local et tombe en défaut des qu’on approche une matrice
comportant par exemple un bloc de JORDAN non-trivial, le contre-exemple suivant illustre ce fait explicitement.

Pour z € R, on pose
_ (0 1
Ax) = <x 0) .

Onao(A(z)) = {£yx}siz > 0et 0(A(x)) = {£iv/—x} si x < 0. Le spectre est alors continiiment paramétrable
au voisinage de = = 0, mais pas de maniére ¢’*.

Dans la suite de cette partie, nous proposons une approche plus globale qui permet de démontrer le résultat de
continuité que I'on peut déja observer sur le contre-exemple précédent. Bien siir, en contrepartie on n’obtiendra
pas la régularité plus précise des valeurs propres comme précédemment.

LEMME 2.11. Soit n € N. On munit de C,[X] de la norme

n
P = X — | P| = 1
ZPJ Pl Orél?gn@ﬂ
7=0
Soient P € C,[X] non constant et 2z € C une de ses racines. On note 7 > 0 la distance de z & I’ensemble des
autres racines de P. Soit p € ]0,7[. Alors il existe § > 0 tel que tout polynéme Q € C,[X] vérifiant [|Q — P|| < &
compte exactement p racines dans D = B(x, p) C C, comptées avec multiplicité.

Preuve Notons « le lacet orienté paramétrant la frontiere 9D. Comme P ne s’annule pas sur 7 qui est un
domaine bornée, il existe a, 8 > 0 tels que

Vzery, |P())=2a et Z|ZV < B
J=0
Soit § € ]0,a/B[. Soit @ € C,,[X] tel que ||Q — P|| < 4. Alors pour tout z € 7, on a
[P(z) - Q)| < [P - QB <a<|P(z)].

Le théoréme de ROUCHE assure alors que le nombre de zéros de P et Q dans D sont égaux. (Il

ne difficulté subsiste pour en arriver a la continuité des valeurs propres, qui concerne la topologie retenue pour
les ensemble spectraux, afin de tenir compte des éventuelles multiplicités. Pour ce faire, on définit I’application &
qui & une matrice A € #,,(C) associe le n-uplet 5(A) € C™ de ses valeurs propres, chacune étant répétée avec sa
multiplicité algébrique. Afin de supprimer l'arbitraire, on se place dans le quotient C™/~ de C™ par la relation
d’équivalence ~ induite par les permutations d’indices. Pour a € C", on a %¥(a) la classe d’équivalence de a.

Le résultat de continuité ne concerne pas a proprement parler I’application de spectre o, mais plutot celle qui
a A associe la classe d’équivalence €¥¢(5(A)) qui tient compte des multiplicités algébriques éventuelles. Il reste a
préciser la topologie pour laquelle on est en mesure de quantifier le résultat. On munit C"/~ de la distance dy
définie par

dH(a, b) = J’Igleign 1I£ja<xn|a<7(2) - bT(j)" a = (ala BERE) an) € (Cn, b= (blv BERE) bn) e C".

On considére une norme sur C” et on munit .#,(C) de la norme subordonnée.

THEOREME 2.12. L’application €4(5(-)): 4,(C) — (C™/~,dy) est continue.
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Preuve L’application A € #,(C) — xa € C,[X] est clairement continue : on peut munir C,[X] de la
topologie induite par la distance (P, Q) — [P — Q|| introduite précédemment. Soit P € C,,[X]. On note

n:=min{|lz —y| | P(z) = P(y) =0,  # y}
la plus petite distance entre ses racines. Soit € > 0 tel que € < /3. D’apres le lemme précédent, pour toute racine
x € C de P, il existe 6, > 0 tel que, pour tout polyndéme Q € C,[X] vérifiant ||Q — P|| < d,, la boule B(z, ¢)
contienne autant de zéros de P que de zéros de (). On pose alors § := min, d, de sorte que, pour tout polynéme
P € C,[X] vérifiant ||P — Q|| < d, chacun des boules B(z,¢) contienne autant de zéros de Q que de zéros de
P. Soit Q € C,[X] tel que ||P — Q|| < d. Par ailleurs, en comptant les racines ainsi constituée, le polynéme @
n’admet pas de racines en dehors des boules B(z, ¢). Par conséquent, en notant Zp € C" le n-uplet des zéros de
P et Zg € C™ celui de @, on obtient la majoration du(64(Zp),¢¢(Zg)) < € ce qui montre la continuité. O

Conditionnement du probleme aux valeurs propres

Le théoreme suivant permet de préciser, au moins dans le cas d’'une matrice diagonalisable, la maniere donc
le spectre dépend de cette matrice. On a vu, dans les contre-exemples précédents, que, sans cette hypothese, on
perd généralement le caractere lipschitizien. Cette étude est primordiale dans les applications, dans la mesure ou
les objets ne sont connus qu’approximativement, ce malgré quoi il faut étre en mesure de certifier la qualité du
résultat (souvenez-vous du pont de Tacoma!).

THEOREME 2.13. On munit C" d’un norme et .#,(C) de la norme subordonnée associée. Soient A, E € .#,,(C).
On suppose que A est diagonalisable, i. e. il existe P € GL,,(C) telle que D := P~1AP soit diagonale. Alors

Vueo(A+E), d(u,o(A)) < (cond P)|E|.

Preuve Soit p € 0(A + E). Le résultat est immédiat si p € o(A). Supposons que u ¢ o(A). Alors
A+ FE —pl, = P(D — pl,)[I, + (D — ul,)"*P"*EP]P™!
ce qui montre que —1 est une valeur propre de C' := (D — ul,,) "' P~'EP. On en déduit que
1< p(C€) < (D = pul) | | cond P,
Comme la matrice D — ul, est diagonale, on a
1 . 1
(D — puln)~ | = [Agg&) A — ]

ce qui permet de conclure. O

REMARQUE. Avec les notations précédemment introduites, on a
du(€l(c(A+ E)),64(5(A))) < (cond P)|| E||.

En réalité, comme on I’a vu pour la méthode de la puissance, il se pose également la question de connaitre
la précision du spectre d’une matrice, ayant obtenu au préalable une approximation d’une solution (A, x) de
I’équation aux valeurs propres Ax = \zx.

PROPOSITION 2.14. Soient A € J,(C) et (A, x) un couple propre de A. Soit (A, %) 'approximation de (A, z).
On pose 7 := AT — A\Z. Alors

A%, () < 12,
1Z([2
Preuve Soit (ug,...,u,) une base orthonormée constituée de vecteurs propres u; de A associés aux valeurs

propres A;. On écrit & = >"7"; oyu,;. Alors

donc .
17l = oA = AP et [zl = > ol
i=1 ;

On en déduit que

il

REMARQUE. On admet le résultat plus général suivant. Soit A € #,,(C) une matrice diagonalisable. Il existe
P € GL,(C) telle que P~1AP soit diagonale. Alors pour tout £ > 0 tel que ||7]|2 < €]|Z]2, on a

d()\,0(A)) < econd P.

l2 > min [\ — A? > d(), 0(A)). O

T2 T 1<i<n
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