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Chapitre 1
CONDITIONNEMENT
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Dans tout le cours, le triplet (Q2, &,[P) désignera un espace probabilisé.

PROBABILITE SACHANT UN EVENEMENT

DEFINITION 1.1.  Soit B un événement de probabilité non nulle. Pour tout événement A, on définit la probabilité

de A sachant B comme la quantité
P(ANB)

P(A|B) = PB)

EXEMPLE. On consideére deux urnes notées U; et U, dont 'une posséde 2 boules blanches (notées B) et 1 boule
noire (notée N) et 'autre possede 1 boule blanche et 3 boules noires. Alors P(B | U;) =2/3 et P(B | Uz) = 1/4.

REMARQUE. Si A et B sont deux événements indépendants, alors P(A | B) = P(A).

PROPOSITION 1.2. Soit B un événement de probabilité non nulle. Alors la fonction d’ensemble
g - [O) l]y

P(-|B):
C1B) A—P(A|B)

est une probabilité.

Plus spécifiquement, il existe des propriétés concernant le conditionnement comme la régle des condi-
tionnements successifs : si Ay, ..., A, sont des événements dont I'intersection est de probabilité non nulle,
alors

P(A1N---NAp) =P(A])P(A2 | A)P(A3 | A1 N A2)---P(Ap | A1N---N Ap-1).

Dans la suite, on notera I c N'ensemble d’indexation et, en général, on aura [ = [1,n] avecn=1oul=N.

DEFINITION 1.3. On appelle systéme complet d'événement toute suite dénombrable (B;);ec; € F I ¢’événements
deux a deux disjoints telle que }_;c;P(B;) = 1.

PROPOSITION 1.4. Soit (B;);e; un systeme complet tel que P(B;) > 0 pour tout i € I. Alors pour tout événement

A,ona
P(A) =) P(A| B)P(B)).

iel

Preuve Soit Qg :=Uje; Bi. Comme P(Qp) =1, on a P(A) =P(AN Qo) etil reste plus qu’a utiliser la o-additivité
de la probabilité P. d

EXEMPLE. Enreprenantl’exemple précédent et en supposant que I'on ait autant de chance de piocher dans
une des deux urnes, onaP(B) =2/3x1/2+1/4x1/2=11/24.

PROPOSITION 1.5 (formule de BAYES). Soit (B;);ec; un systéme complet tel que P(B;) > 0 pour tout i € I. Alors
pour tout événement A non négligeable et tout i € I, on a
P(A| Bj)P(B;)

P(B; | A) = .
Bil A Y je1P(Al Bj)P(Bj)

ESPERANCE CONDITIONNELLE

DEFINITION 1.6. Soit B un événement de probabilité non nulle. On définit I espérance conditionnelle sachant B
I'espérance par rapport a la probabilité PP(- | B), notée E[- | B], c’est-a-dire si X est une variable aléatoire positive

Conditionnement — CHAPITRE 1 1
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1.3. LOIS CONDITIONNELLES

ou intégrable, alors

E[X | B] =/ X(w)P(dw | B).
Q

PROPOSITION 1.7. Soient X une variable aléatoire intégrable et B un événement non négligeable. Alors
E[X1T
E[X | B] = M
P(B).

Preuve Cette proposition est vraie si X est une indicatrice d'un événement. Par linéarité, elle reste vraie si X
est étagée. Si X est une variable aléatoire positive, il suffit de 'approcher par une suite croissante de variables
aléatoires étagées et d'utiliser le théoréme de convergence monotone. Enfin, si X est intégrable, on utilise ses
parties positive et négative. a

EXEMPLE. Soit X une variable aléatoire discrete dont on note le support {x; | i € I}. Alors pour tout événement
non négligeable B, on a

E(X|B] =) xiP(X=x;|B).
iel
Soit Y une autre variable aléatoire discrete dont on note le support {y; | j € j}. Pour tout j € J, on définit de cette
facon
EX|Y=yjl=) xiPX=x;|Y=y)).
i€l

De maniere plus général, on peut définir 'espérance de X sachant Y.

DEFINITION 1.8. Soient X un variable aléatoire intégrable et Y une variable aléatoire discréte dont on note
{y; | j € J} le support. On définit I'espérance conditionnelle de X sachant ¥ comme la variable aléatoire
EIX|Y]:=) E[X|Y = yj]ﬂ{y:yj}.
jeJ

REMARQUE. Avec la définition précédente, on a E[E[X | Y]] = E[X]. Il suffit d’utiliser la linéarité de I’espérance
et la proposition précédente, on obtient

E[E(X | Y]] = [E[Z ELX|Y = yjlly=y,

jel
=) E[X|Y= VilP(Ty=y;)
JjeJ
ELXTiy—y]
=Y By Y=
ja P =yj)

=E[X Y Uy=y, | =EC0.
jer

Précédemment, on a définit les quantités (- | B) pour des événements non négligeables B. On peut aussi
définir la quantité (- | Y) pour une variable aléatoire discréte Y : on obtient une probabilité aléatoire.

NOTATION. On note L°(Q, &, P) 'ensemble des variables aléatoires.

DEFINITION 1.9. Soit Y une variable aléatoire discréte dont on note {y; | j € J} le support. On définit la
probabilité conditionnelle sachant Y comme la fonction d’ensemble

F —12Q,Z,p),
PCIY): | 40— Z[pv(A| Y =y ly=y;-
jeJ

On a alors larelation P(A| Y) =E[T4 | Y] pour tout événement A.

LOIS CONDITIONNELLES
NOTATION. Pour toute variable aléatoire X, on note Sup X son support.
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1.3. LOIS CONDITIONNELLES

1.3.1 Cadre discret

DEFINITION 1.10. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discretes. Pour tout atome y € SupY (i.e.
P(Y = y) #0), on appelle loi conditionnelle de X sachant Y = y I'application

Sup X — [0,1],
PX=-1Y=y: B PX=x,Y=y)
PY=y)

Si y ¢ Sup Y, on peut arbitrairement poser P(X = x| Y = y) := 0 pour tout x € Sup X.

o REMARQUE. Si X et Y sontindépendantes, alors la loi conditionnelle de X sachant Y estlaloi de X.

1.3.2 Cas a densité

DEFINITION 1.11. Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires a densité f. Alors la variable aléatoire Y est de
densité

y— fr( :=fRf(x,y)dx

et de méme pour la variable aléatoire X. Pour tout atome y € Sup y, on appelle loi conditionnelle de X sachant
Y = ylaloi de densité

fx,y)

-’

xX— fxjy=y(x):=

o REMARQUE. SiX etY sontindépendantes, alors f(x,y) = fx(x) fy (), donc fx|y=y(x) = fx(x) pour tous x,y € R

Espérance conditionnelle — CHAPITRE 1 3
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Chapitre 2
ESPERANCE CONDITIONNELLE

2.1 Introduction . . . ... ... ... ... ... ... 4 24 Cadregaussien . . . .. ... ... .. ... ... 8
2.2 Exemples et premieres propriétés . . . . . .. ... ... 4 2.5 Probabilités conditionnelles . . . . . . ... ... .... 9
2.3 Espérance conditionnelle danslecas2 . ... ... .. 7 2.6 Loisconditionnelles . . .. ................ 9
INTRODUCTION

On considere ¢ une sous-tribu de &. On commence par définir I'espérance conditionnelle sachant 4.

DEFINITION-PROPOSITION 2.1. Soit X une variable aléatoire positive ou intégrable. On définit I'espérance
conditionnelle de X sachant ¢4, notée E[X | ¢4], toute variable presque sirement unique Y telle que

(i) lavariable Y est ¢-mesurable;
(ii) pourtout A€ 9, onaE[XTa] =E[YT4].

REMARQUE. Attention, I'espérance conditionnelle est définie presque stirement. Il faut que la variable aléatoire
X soit positive ou intégrable pour que la quantité E[ X | ¢4] soit bien définie.

Preuve de lexistence et de l'unicité e Existence. On suppose d’abord X = 0. Pour A € ¥, on pose Q(A) := E[XT4].
Lapplication Q: ¢ — [0, 1] est une probabilité vérifiant Q « P. Le théoréme de RADON-NYKODYN assure alors
qu’il existe une telle variable aléatoire Y.

On suppose désormais que X est intégrable. D’aprés le cas précédente, il existe deux variables aléatoires
%-mesurable Y* telles que E[X*14] = E[Y*14]. Par linéarité, la variable aléatoire Y := Y — Y~ convient.

e Unicité. Soient Y et Y’ deux telles variables aléatoires. Soit € > 0. On pose A, :={Y - Y' > €} € 4. Avecle
point (ii), on a alors E[14, (Y - Y] =0.0r E[T4, (Y - Y] = E[14,.€] = €eP(A¢) ce qui implique P(A;) = 0. Comme

{y-v'>0= || 4,

£€Q
on en déduit P(Y — Y’ > 0) = 0. En se servant du cas symétrique, on en conclut P(Y — Y’ #0) = 0. O
EXEMPLES ET PREMIERES PROPRIETES
EXEMPLES. - Si X estun variable aléatoire ¢-mesurable, alors E[X | 4] = X.

— Pour toute constante ¢, onaE[c|¥] =c.

— Si X est indépendante de la tribu ¢, c’est-a-dire P(X € A, G) =P(X € A)P(G) pour tout A€ B(R) et tout Ge ¥,
alors E[X | ¢4] = E[X]. En effet, la variable aléatoire Y := E[X] vérifie bien les points (i) et (ii).

PROPOSITION 2.2. La condition (ii) est équivalente a avoir :

(%) pour toute variable aléatoire ¢-mesurable Z, on aE[X Z] = E[Y Z].

Preuve Pour passer de () a (ii), il suffit de prendre Z = 14 avec A € 4. Réciproquement, de facon standard, on
montre (*) pour des indicatrices, puis des variables étagées, puis des variable ¢-mesurable. O

NOTATIONS. Pour deux variables aléatoires X et Y, on notera E[X | Y]:=E[X | 0(Y)] ou la classe de parties
a(Y):={Y"1(B)| Be BR)}

est la tribu engendrée par Y. Pour un événement A, on notera P(A | %) =E[14 | ¥4].

EXEMPLE (conditionnement et partition). On suppose avoir une partition dénombrable {Q;};c; de Q en en-
sembles non négligeables. Pour la tribu ¥ :=0(Q; |i€I),ona
E[XTg;]
EIX|¥4]=) 0,
iel P(Qi)

En effet, montrons la relation dans le cas d'une partition {B, B¢} avec 0 < P(B) < 1. Notons
E[X 5] E[X1gc]
= g+
P(B) P(B¢)

BC
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2.2. EXEMPLES ET PREMIERES PROPRIETES

et montrons que Y =E[X | ¢]. La variable Y est bien ¢-mesurable et la condition (ii) est vérifiée : on le montre
pour A€ {®, B, B%,Q}.

PROPOSITION 2.3. Si X est un variable aléatoire & -intégrable, alors la variable E[X | 4] est G-intégrable.

Preuve Onnote Y :=E[X|¥] et A:={Y >0} € 4. La condition (ii) donne
E[Y14] =E[XT4] <E[|IX]14]
et E[-YT4c] = —E[XTge] = E[— XTac] < E[IX] Tpc].
Comme |Y|= Y14 —YTc, onen déduit E[| Y]] < E[XT4] +E[| X]14c] = E[|X]] ce qui conclut. O

PROPOSITION 2.4. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et f une fonction mesurable telles
que E[| f(X, Y)|] < 4+00.0On pose g :=E[f(X,)]. AlorsE[f(X,Y) | Y] = g(Y).

Preuve Lafonction g est mesurable par le théoreme de FUBINI, donc la variable g(Y) est bien o(Y)-mesurable.
Puis, on doit vérifier le point (ii). Soit A € g(Y). On note A = Y~1(C) avec C € Z(R). Alors les théorémes de
transfert et de FUBINI donnent

ELf (X, V)14l =E[1c(Y) f(X, V)] :ffgz TeWf (X, )P,y (dx, dy)

= fRﬂc(y) (fRf(x, y)IPx(dx)) Py(dy)

=E[1c(Y)g(Y)] =E[g(Y)14]
ce qui montre le point (ii). O
PROPOSITION 2.5 (linéarité). Soient X et Y deux variables aléatoires . -intégrable et a, b € R. Alors

ElaX+bY |9] =ak[X |¥4] +DE[Y |¥4] presque sirement.
Preuve La variable aléatoire aE[X | 4] + bE[Y | ¢] est clairement ¢-mesurable. Soit A € ¢4. La linéarité de
I'espérance donne
E[(aE[X | 4] + DE[Y | 4])14] = aE[E[X | 4] 14] + DE[E[Y | 4]14]
=ak[X 4]+ DE[YT4] =E[(aX + bY)Ty]

ce qui assure le point (ii). a
PROPOSITION 2.6 (monotonie). Soient X et Y deux variables aléatoires telles que X < Y. Alors E[X | 4] < E[Y |
94].

Preuve Soit Ac¥4.CommeY —-X=0,ona

E[TAE[X |94] -E[Y |9D] =E[MAEX - Y |94]] =E[14(X - Y)] <0.
Soit € > 0. En prenant A, := {E[X | 9] —E[Y | 4] > €} € ¢, on obtient €P(A,) <0, donc P(A,) = 0. Dés lors, on
obtient P(Ugeq: Ae) =00l Ueeq: Ae = {E[X |41 -E[Y | 9] > 0}. a

Les théoremes classiques concernant I’espérance se généralise a I’espérance conditionnelle comme les
inégalité de TCHEBYCHEV et de JENSEN et les théorémes de convergences monotone et dominées.

COROLLAIRE 2.7 (inégalité de TCHEBYCHEV). Pour e >0,0na

E[X* | 4] -
P(X|>¢e|¥9) < —3 — Dbresque srement.
£
Preuve 1l suffit d’appliquer la monotonie a I'inégalité €21y x|>¢ < X°. d

THEOREME 2.8 (de convergence monotone conditionnel). Soit (X,) > une suite croissante de variables aléa-
toires F -intégrables positives tendant presque stirement vers une variable X € L!(%). Alors E[X,, | 4] — E[X | ¢]
presque sirement.

Preuve Pour n =1, onpose Y, :=X - X, =0. Il suffit de montrer que la suite (Z, := E[Y,, | 4]1) =1 décroit vers 0
presque stirement. Comme la suite (Y}),>1 décroit, par monotonie, la suite (Z,) ;> décroit vers une variable

aléatoire Z, = 0. Montrons que Z,, = 0 presque slirement. Soit A€ €. Pour tout n=1,onaE[Z,14] = E[Y;,14] et

Espérance conditionnelle —- CHAPITRE 2 5



2.2. EXEMPLES ET PREMIERES PROPRIETES

0<Y, <XelLl(%).Le théoréeme de converge dominée pour 'espérance donne alors E[Z,,14] — 0 et, de méme,
onak[Z,14] — E[ZxT4]. Par unicité de la limite, on a E[Z,,14] = 0. Soit € > 0. En prenant A, :={Z,, = €} € ¥,
ona0=E[Z,14] = €P(A;). Comme précédemment, on obtient P(Z, # 0) = 0 ce qui termine la preuve. a

LEMME 2.9 (FATOU conditionnel). Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires positives. Alors
Eliminf X;, | 4] < liminfE[X,, | 4] presque stirement.
n—+oo n—+oo
THEOREME 2.10 (de convergence dominée conditionnel). Soit (X}),>1 une suite de variables aléatoires domi-

nées par une variable Z € LY(Z) et tendant presque slirement vers une variable X € L1(%). AlorsE[X,, | 4] —
E[X | ¥4].

PROPOSITION 2.11 (inégalité de JENSEN conditionnelle). Soient X € L' (%) et ¢: R — R une fonction convexe
telles que E[|@(X)|] < +oo. Alors @ (E[X | 4]) < E[p(X) | 4].
Preuve C’estimmédiat sila fonction ¢ est affine. De facon générale, on pose
S:={(a,b) € Q*| VxR, ax+b < @x)}.
Pour tout x € R, on a ¢(x) = sup, pes(ax+ b). Comme ¢(X) = aX + b pour (a,b) € S,ona
Elp(X) |9 =ElaX +Db|¥Y] =ak[X |¥4]+b presque slirement.
Comme S est dénombrable, on a

Elp(X)|¥4]= sup (ab[X |¥4]+b)=¢[E[X|¥]) presque slirement. a
(a,b)eS

PROPOSITION 2.12. Soit X € L' (). Alors E[E[X | ¢4]] = E[X].

Preuve 1l suffit de prendre A = Q et d’appliquer le point (ii). d

PROPOSITION 2.13 (inégalité de CAUCHY-SCHWARZ conditionnelle). Soient X,Y € L1(%). Alors

EIXY | 94)? <E[X? | 9)E[Y? | 9] presque stirement.

Preuve Soit 0 € R. Presque stirement, on a (X +0Y)? = 0, donc E[(X +08Y)?] = 0, donc
E[Y?|9)0° +2E[XY | 410 +E[X? | 4] = 0.
Presque stirement, on a donc
VOeQ, E[Y?|9)10%+2E[XY |¥]10+E[X?|¥]=0.

Le discriminant de ce polyndme doit étre négatif presque stirement ce qui donne I'inégalité cherchée. O

PROPOSITION 2.14. Soient X € L' (%) et p = 1. Alors [E[X | ¢4]|P <E[|X|? | 4].

Preuve 1l suffit d’appliquer I'inégalité de JENSEN a la fonction convexe x — |x|”. d

PROPOSITION 2.15 (contraction). Soient X € L'(%) et p = 1. Alors E[|[E[X | ¢]|P] < E[|X|”]. Autrement dit,
I'espérance conditionnelle est une contraction sur L”.

THEOREME 2.16 (cascade). Soient X € L1 (%) et ¢, et % deux tribus telles que ¥ c 9, c &. Alors
1. E[E[X |%41]]%-] =E[X | %] presque sirement;
2. E[E[X |%,] 1% 1] =E[X | 4] presque slirement.

Preuve 1. Lavariable E[X | %] est ¢;-mesurable, donc elle est ¢, -mesurable, donc son espérance sachant ¥,
est elle-méme.

2. Pourtout A€ %, onak[E[X |%]T14] =E[XT4] =E[E[X | 4>]14]. On en déduit le point 2. O
REMARQUE. Attention, en général, on n'a pas E[E[X | 4] | 4»] = E[E[X | ¥4>] | $41]. Pour avoir un contre-exemple,

on se place dans I'espace probabilisé ([0, 1],28([0,1]),1). On pose ¥; = 0([0,1/2]) et %, := o([0,1/3]) et on
considere la variable X := Tj1/4,3/4).

6 Espérance conditionnelle — CHAPITRE 2
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2.3. ESPERANCE CONDITIONNELLE DANS LE CAS L2

THEOREME 2.17. Soient Y € L} (%) et X une variable aléatoire telle que XY € L1(%). Si X est ¢-mesurable, alors
E[XY |¥4] = XE[Y | ¥4].

Preuve D’abord, la variable XE[Y | ¢4] est bien ¢-mesurable. De plus, montrons le point (ii). Dans le cas X = 1p
avec Be ¥, pour tout A€ ¢4, on a

E[TAXE[Y | 4]] = E[TATRE[Y [4]] = E[1anp Y] =E[1AXY].
Par linéarité, le point (ii) est vraie lorsque X est étagée. Maintenant, on suppose que Y est positive.

— Si X est positive, alors elle est limite simple d'une suite croissante (X,) >0 de variables aléatoires étagées.
Comme XY € L' (%), le théoreme de converge monotone conditionnelle donne X,E[X,Y |¥4] — E[XY | ¥4]. De
plus, on a X, E[Y | 9] — XE[Y | ¢]. Par unicité de la limite, on obtient E[XY | G] =E[Y | ¥4].

— Si X est de signe quelconque, on utilise les parties positive et négative de X, la linéarité de 'espérance
conditionnelle et le cas précédent.

Désormais, on suppose que Y est de signe quelconque. On procéde comme dans le point précédent. Cela
montre le point (). O

THEOREME 2.18 (conditionnement et indépendance). Soit X € L1(9).

1. Si X estindépendante de la tribu ¢, alors E[X | 4] = E[X].

2. Soient ¥ et A deux sous-tribus de & et X une variable aléatoire telle que # soit indépendante de o (X,%).
AlorsE[X | 0(¥, /)] =E[X | 9].

REMARQUE. Pour le point 2, si la condition # 1 0(X,%) n'est pas satisfaite, alors la conclusion n’est pas
valable. En effet, prenons €, et €, deux variables aléatoires de RADEMACHER indépendantes. On pose X = €1 €2,
puis A :=0(e1) et G := 0 (e2). Alors A 1L ¢ et on montre A 1 o(X). Pourtant, on n’a pas / 1L 0(X,¥) carla
variable £; = X /e, doit étre ¢-mesurable et donc

E[X | 9] =Ele162 | 9G] = e2E[e1 | 9] = £2E[e1] =0 et E[X|0(¥4,9)] =Ele1€2|o(€1€2)] = €162 #0.

Preuve Montrons le second point. On utilise un argument de classe monotone. On note Y :=E[X | 4] et
Mo={A€ F |E[YT14] = E[XT]}.

Par définition de y, on a ¢ < /. De plus, on a # < ./ car, pour tout événement A€ 4, onaE[Y14] =E[Y]P(A)
car Y 1L A etde méme pour X. Montrons que la classe .# est monotone.

— Comme E[Y]=E[X],onaQ e .Z.
— Pour tous événements A, B € ./ telsque Bc A,ona A\ Be /. En effet,ona
E[YTa\s]l =E[Y (14— Tp)] =E[Y 14l —E[YTp] = E[XT4] —E[XTp] = E[XTa\s].
— Pour toute suite croissante (A4;);>1, on a U;> A; € 4. En effet, le théoréme de convergence dominée assure

E[Y Ty, 4] =E[Y lim A;]= lim E[YT4,]= lim E[XT4,]=E[XTy., a,l.
i—+00

1—+00 1—+00

On note maintenant
P ={BNnC|Be¥,CeS}.

Il s’agit d'un 7-systeme inclus dans .#. En effet, pour tous Be 9 et C€ #,ona

E[YT1gncl =E[YT51c] = E[Y Ig]E[Tc] = E[XTB]E[Tc] = E[XTpnc]
car Y1y est Y-mesurable et ¢ 1L A, puis X1 est 0(X,%)-mesurable et 0(X,%¥) 1L 4. Le lemme des classes
monotones assure o (%) c .4 . On conclut en observant que o (£?) > g(¥¢, /). Ainsi, on obtient que 0 (¥, #) < M
ce qui montre Y =E[X | 0(¥4, #)]. Montrons alors que 0 (£?) c /. a
REMARQUE. On peut méme montrer que o(2?) = o(¥%, 7). En effet, pour tous B € ¢4 et C € A, ces deux
éléments appartiennent a9 U # etdonca o (4 U #°), donc BN C € 0(4 U F).

ESPERANCE CONDITIONNELLE DANS LE CAS 1.2

Dans le cas L?, on interprete I'espérance conditionnelle comme une projection orthogonale par rapport au
produit scalaire défini par la relation (X, Y) := E[XY]. On note || || la norme associée a ce produit scalaire.
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2.4. CADRE GAUSSIEN

THEOREME 2.19. Soient X € L2(%) et ¢ une sous-tribu de &. Alors I'espérance conditionnelle de X sachant ¢
est la projection orthogonale de X sur L2(%).

Preuve Onnote Y :=E[X |¥]. Comme X € L?(%), la proposition 2.15 assure Y € L?(¢). Pour toute Z € L>(¥),
ona

IX-ZI? =E[(X - 2)*| =E[(X - Y + Y — Z)*]
=E[(X-Y)?] +2E[(X - Y)(Y — 2)] +E[(Y - 2)?]
=E[(X - Y)?] +2E[E[(X - Y)(Y = Z) | 9] + E[(Y - 2)%]
=E[(X - Y)z] +2E[(Y - Z2)E[X-Y | ¥4]] +[E[(Y—Z)2]
=E(X-Y)2 | +E(Y =24 =I1X-Y|*+|Y - Z|?
On en déduit
d(X,1*(9) = inf [X-Z|=IX-Y]|
Zel2(9)

ce qui montre le théoreme. O

Variance conditionnelle

DEFINITION 2.20. Soit ¢ une sous-tribu de . La variance conditionnelle d’une variable aléatoire X € 1.2(%)
sachant ¢ est la quantité
Var(X | 9) = E[(X —E[X | 9])? | 9].

PROPOSITION 2.21 (KONIG). Soient X € L?(&). Alors Var(X | ¢4) = E[X? | ¢4] —E[X | 9]°.

Preuve Ona
Var(X | 9) = E[X? - 2XE[X | 9] +E[X | 9)? | 4]
=E[X? | 9] - 2E[XE[X | 9] | 4] + E[E[X | 9)? | 4]
=E[X? | 9] - 2E[X | GIE[X | 4] +E[X | 4)?
=E[X? | 9] -E[X | ¥9). O

PROPOSITION 2.22 (décomposition de la variance). Soit X € L2(%). Alors

Var(X) =E[Var(X | ¢4)] + Var(E[ X | ¢4]).

Preuve Ona
Var(X) = E[(X — E[X])?]
=E[(X - E[X | 9] +E[X | 9] - E[X])?]
=E[(X - E[X | 9D?] +2E[(X - E[X | 9D (E[X | 4] - E[X])] + E[(E[X | 9] - E[X])?]
=E[E[(X —E[X | 9))* | 4]] + 2E[E[(X — E[X | 9D (E[X | 4] - E[X]) | 4]] + E[E[X | 4] — E[X])?]

= E[Var(X | 9)] + 2E[(E[X | 4] - E[XDELX — E[X | 4] | 4]] + E[(E[X | 9] - E[X])°]

= E[Var(X | 9)] +E[(E[X | 4] - E[X])?] (carE[X -E[X |¥4]1¥4]=0)
= E[Var(X | 9)] +E[(E[X | 9] - E[E[X | 91)°]

=[E[Var(X | 9)] + Var(E[X | 4]). d

2.4 CADRE GAUSSIEN

Dans le cas gaussien, il suffit de projeter sur des droites pour obtenir E[X | Y].

PROPOSITION 2.23. 1. Soit (X, Y) un couple gaussien centré tel que Var(Y) # 0. Alors
Cov(X,Y)

E[X|Y]= T(Y) Y presque stirement.
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2.5

2.6

2.5. PROBABILITES CONDITIONNELLES

2. Dansle cas non centré, on a

Cov(X,Y) Cov(X,Y) N
E(X|Y]=E[X]- E(Y]+ Y presque siirement.
Var(Y) Var(Y)

3. Soient (Z1,..., Z4) un vecteur gaussien de covariance X et a := (a1, ...,a4),b = (by,...,bg) € RY. On pose

d d
X:=) aiZi et Y=Y biZ.
i=1 i=1

Alors t

>
E[X|Y]= mY presque stirement.

Preuve 1. Onpose c:=Cov(X,Y)/Var(Y). Comme le couple (X, Y) est gaussien, le couple (Y, X —cY) I'est aussi
et il vérifie Cov(Y, X —cY) =0. On en déduit X 1L X —cY. Soit A€ g(Y) qu'on écrit A = Y~1(B) avec B € Z(R).
Ona
0=E[(X-cY)Tal =E[E[(X - cY)1a| Y]]
E[M4E[X —cY | Y]]
=E[T4E[X —cY]]=0.
Cela montre que cY =E[X | Y]. O

PROBABILITES CONDITIONNELLES

Lobjectif est de définir une probabilité sachant une sous-tribu ¢ de . Souvent, cette sous-tribu sera celle
engendrée par une variable aléatoire ce qui permettra de parler de probabilité sachant une variable aléatoire.
Naturellement, on définit cela comme suivant.

DEFINITION 2.24. On définit la probabilité sachant ¢ par la relation

P(A|9)=E[14]|%¥] presquestrement, A€ Z.

Dans cette définition, notons que le « presque stirement » dépend de I'événement A € &. De la méme facon
qu’au chapitre 1, I'application P(- | B) avec P(B) > 0 est une probabilité, on souhaite que 'application P(: | )
en soit aussi une presque stirement. Cependant, on n’a pas le fait que la variable (- | ) est presque stirement
o-additive. En fait, un choix adéquat de chaque P(A | ¢) dans la classe d’équivalence de la relation « étre égale
presque sirement » permet d’assurer qu’on peut considérer que 'application P(- | ) est presque siirement une
probabilité : c’est la notion de probabilité conditionnelle réguliere.

DEFINITION 2.25. Une fonction P(x | 9)(:) définie sur Q x & est appelée probabilité conditionnelle réguliére
lorsqu’on a les deux conditions suivantes :

(i) pourtout Ae F,onalP(A|¥Y)(w)=E[14]%¥](w) pour P-presque tout w € Q;

(ii) pour P-presque tout w € Q, la fonction P(x | ¢) (w) est une mesure de probabilité sur (Q, &).

A défaut de toujours exister, les probabilités conditionnelles régulieres existent dans de nombreux cadres
considérés en pratique.

THEOREME 2.26 (JIRINA). Soit (2, %,P) un espace de probabilité polonais, i. e. métrique, complet et séparable,
ol la tribu & estla tribu borélienne. Alors les probabilités conditionnelles réguliéres existent pour toute sous-
tribu ¢ de & et elles sont presque stirement uniques, c’est-a-dire que, pour toutes probabilité conditionnelle
régulieres v et v/, on a

v(,w)=v'(-,w) pour P-presque tout w € Q.

LOIS CONDITIONNELLES

DEFINITION 2.27. Soient (S, /) et (T, 98) deux espaces mesurables. On appelle noyau de probabilité de S par T
toute application v: o« x T — [0, 1] telle que

(i) pourtout y € T, 'application v(*, y) est une probabilité sur (S, /) ;
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2.6. LOIS CONDITIONNELLES

(ii) pour tout A € o/, I'application o (4, -) est 8-mesurable.
> EXEMPLES. - Soient uune mesure o-finiesur (S, ) et h: Sx T — R, une fonction «f ® 8-mesurable vérifiant
fh(x,y)p(dx) =1, VyeT.
S

Alors I'application
52{ xT — [0) 1])

(A,y)— fA h(x,y)u(dx)

est un noyau de probabilité de S par T. En effet, la o-additivité pour montrer le point (i) est assuré par le
théoréeme de convergence dominée. Le point (ii) est assuré par le théoréme de FUBINI-TONELLI.

— o Cas adensité. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires sur R? de densité f: R? — R. On considere la
fonction i: R? — R définie par la relation

feenlfyy) sifry) >0,
0 sinon, x,y€R.

h(x,y) ={

Alors I'application
2BR)xR—[0,1],

(Ay)— fA h(x,y)dx.

est un noyau de probabilité de R par lui-méme muni de sa tribu borélienne.

— o Cas discret. Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires discretes. On définit un noyau de probabilité par
P(XeA|lY=y) siP(Y=y)>0,
V(A y) =

sinon.

PROPOSITION 2.28. Soit v un noyau de probabilité de S par T.
1. Soit h une fonction mesurable positive sur (S, </). Alors la fonction
T —R,

¢ yﬁfsh(x)wdx,y)

est mesurable sur (7, ).
2. Soit 1 une probabilité sur (T, 28). Alors I'application

o — R,

“'m~LwAwmw

est une probabilité sur (S, <7).

Preuve 1. C’estvraie si h est une indicatrice, puis ¢a l'est également pour toute fonction mesurable £ par les
arguments usuels de la théorie de la mesure.

2. Lapplication y envoie clairement @ sur 0 et elle est positive. Montrons qu’elle est o-additive. Soit (A4;) ;en une
suite d’éléments de A deux a deux disjoints. Alors

N(lal\]Ai) =fTV(!a|vAi,y)n(dy)

= Z v(A;, y)n(dy) (car v(*, y) est un probabilité)
T jeN
= Z v(A;, y)n(dy) (par le théoréeme de convergence dominée)
ieNYT
=D H(AD.
ieN

D’ol1 la o-additivité. Enfin, on a

u(S)=fTv(S,y)n(dy)=fT17(dy):n(T)=1. O
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2.6. LOIS CONDITIONNELLES

DEFINITION 2.29. Soient X et Y deux variables aléatoires respectivement a valeurs dans (S, &) et (T,28). On
appelle loi conditionnelle de X sachant Y tout noyau de probabilité v: of x T — [0, 1] tel que, pour toute fonction
mesurable positive i sur S, on a

E[h(X)]|Y] :f h(x)v(dx,Y).
S

REMARQUE. Soit v une loi conditionnelle de X sachant Y. Pour tout A € o, en prenant h = 14, on obtient
P(XeA|Y)=E[1a(Y)IY]=v(A,Y) presque sirement.

Alors I'application A— v(A, Y) est bien une probabilité presque stirement. En fait, par le théoréeme de JIRINA,
laloi conditionnelle de X sachant Y existe si et seulement si les probabilités conditionnelles régulieres de X
sachant Y existe. De plus, ce méme théoréme donne 'unicité presque stirement.

PROPOSITION 2.30. Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires sur R? de densité f- Alors la loi conditionnelle
de X sachant Y existe et est donnée par le noyau

fenlfry) sifr(y) >0,

v(dx,y) = f(x,y)dx avec f(x,¥) ={ .
0 sinon.

Preuve 11s'agit de prouver que le noyau v(dx, y) = f(x, y) dx vérifie bien la définition précédente. Pour cela, on
établit que, pour toute fonction mesurable positive & et toute fonction g telles que h(X)g(Y) € LY(%), ona

E[h(X)g(Y)] = [E[ fR h(x)v(dx, V)g(Y)

ce qui montrera la proposition. En effet, soient & et g deux telles fonctions. Le théoréme de transfert donne
E UR h(x)v(dx, Y)g(Y)] = fR UR h(x)v(dx, y)) g fy(ydy

fx» )
= h(x)———d d
fR(fR 0 fr) Y Frdy

= [ [ neogn iy dxdy = Etmoogn. 0
PROPOSITION 2.31. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discretes. Alors la loi conditionnelle de X
sachant Y existe et est donnée par le noyau

v(A,y)z{i(XEM Y=y) siP(Y=y)>0,

sinon.
Preuve Procédons comme dans la preuve précédente. Pour x, y € R, on pose

- Z:{[F"(X:xl Y=y) siP(Y=y)>0,

sinon.

Soient & une fonction mesurable positive et g une fonction telle que h(X)g(X) € L' (). Alors

E fh(x)v(dx,Y)g(Y)]= Z fh(x)v(dx,y)g(y)P(Y:y)
R yeY (YR
= ) ) hPX=x|X=yPY =gy
YEY (Q) xeX(Q)
= Y Y hwgpPX=xX=y) =EhX),g}). O
yeY (Q) xeX(Q)

Retour au conditionnement du type sachant {Y = y}
On suppose que la loi conditionnelle de X sachant Y existe. Onlanote v: «f x T — [0, 1].

DEFINITION 2.32. Pour Py-presque tout y € R et pour tout A € &/, on pose

P(XeA|lY=y):=v(Ay).
REMARQUES. - SiY est discrete, alors cette définition coincide bien avec celle du chapitre 1.
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2.6. LOIS CONDITIONNELLES

— Avec I'approche de ce chapitre, on donne un sens a la notation P(X € A| Y = y) des que la loi existe et méme
lorsque P(Y = y) = 0. Dans ce dernier cas, on parle de probabilité conditionnelle singuliére.

On suppose que la loi conditionnelle v de X sachant Y existe. Alors la loi de X sachant Y est v(x, Y). Pour
Py-presque tout y € T, on peut ensuite définir les espérances conditionnelles sachant Y = y comme I'espérance
par rapport a la loi conditionnelle sachant Y =y, i. e.

E[R(X)|Y = y] = fs h(x)v(dx, y) = @(y)

pour toute fonction mesurable positive h. On observe alors que E[h(X) | Y] = ¢(Y). Cela justifie que, pour
calculer E[2(X) | Y], on peut calculer en figeant Y en y et, une fois le résultat ¢(y) trouvé, et on obtient le résultat
final avec ¢(Y).

PROPOSITION 2.33. Alors X 1L Y si et seulement si, pour Py-presque tout y € S, 1aloi de X sachant Y = y ne

dépend pas de y.

Preuve = Onsuppose X I Y. Alors pour toute fonction mesurable positive i, on a
E(h(X) | Y] =E[R(X)] =fsh(x)[PX(dx)

ce qui montre v(x, Y) = Px et conclut.
< On suppose que, pour Py-presque tout y € S, laloi de X sachant Y = y ne dépend pas de y. Soient A € of
et B € 8. Alors en notant v la loi commune de X sachant Y = y pour Py-presque tout y € S, ona

P(XeA Y eB)=E[T4(X)1p(Y)]
=E[ls(VE[Ta(X) | Y]]

=E

ﬂB(Y)fAv(dx, Y)]
=E[1p(Y)v(A)] =P(Y € B)v(A) =P(Y € B)IP(X € A).
DouX LY. O
PROPOSITION 2.34 (désintégration d'une loi). Soient A€ o et B € Z8. Alors
P(XeAYeB) =fB|P(XE AlY =y)Py(dy).

On en déduit
Px =[TIP’(X€ x| Y = y)Py(dy).

Preuve Lethéoreme de transfert assure
P(XeA Y eB)=E[14X)1p(Y)]
=E[Mp(V)E[MTA(X) | Y]]
=E[1(Y)v(A Y)]
=E[Mp(Y)P(X € A|Y)]

=[ P(X€A|Y =y)Py(dy). 0
B

THEOREME 2.35 (FUBINI conditionnel). 1. Soit f: S x T — R, une fonction «f ® 8-mesurable. Alors la fonc-
tion
(ZEVAS Tﬁfo(x,y)lP’x(de Y=y

est mesurable et
fs Tf(x, YPx v (dx,dy) = fT (fsf(X, PPx(dx|Y =y) |Py(dy). (%)

2. Soit f: S x T — Rune fonction Px,y)-intégrable. Alors pour Py -presque tout y € T, la fonction f(-, y) est
Px(dx|Y = y)-intégrable et la fonction ¢ est Py -intégrable avec la relation (*) valable.

Preuve Le théoréme résulte de la proposition précédente par les arguments standards de la théorie de la
mesure. O
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2.6. LOIS CONDITIONNELLES
Soit Be g(Y) quon note B = Y~1(C). En appliquant la relation (x) a la fonction (x, y) — 1¢(y) f (x, ¥), on
obtient E[1 (X, V)] =E[1lc(V) f(X, V)] =E[1c(V)@(Y)] =E[1¢(Y)] et on en déduit
E[f(X,Y)|Y]=¢(Y) =[Tf(x, Y)v(dx, Y).
Pour toute fonction mesurable positive £ telle que h(f(X,Y)) € L1(%), 1a formule de transfert donne alors
Elh(f(X,Y)|Y]= fs h(f(x, Y)v(dx,Y) = j; h(w)v(x, Yo fx, V)7 (duw).

ol la mesure v(x,Y)o f(x, Y)~! est la mesure image de v(x, Y) par f(x, Y). Par conséquent, laloide f(X,Y) par
rapporta Y est v(x,Y)o f(x, Y)™l. De méme, pour Py-presque tout y € S, on a

ElR(f(X, ) | Y] =fsh(u)v(*, Y)o £,y (dw)

etlaloide f(X,Y) par rapporta Y est v(x,Y)o f(x,y)”!. Compte tenu des définitions, le loi de X sachant Y et
laloi de X sachant Y = y sont respectivement v(x, Y) et v(x, y). D’ou

PROPOSITION 2.36. Pour Py-presque tout y € S, laloide f(X,Y) sachant Y = y estla méme que laloi de f(X,y)
sachant Y = y.
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FILTRATION ET MESURABILITE

DEFINITION 3.1.  Une filtration est une suite croissante (&), de sous-tribus de &. Etant donnée une filtration,
le quadruplet (Q, %, (%,) n=0,P) est appelé un espace probabilisé filtré. Une suite (X,,) ;>0 de variables aléatoires
est dite (%) ,=0-adaptée si, pour tout n = 0, la variable aléatoire X, est %,-mesurable.

EXEMPLES. - Soit (X;) ;=1 une suite de variables aléatoires. On appelle filtration canonique de la suite (X;;) ;51
la filtration (%) >0 définie par %) = {®,Q} et

n
Fui=oX,.. X =a(Uoxp), n=1.
i=1

I est immédiat que la suite (X;),>1 est adaptée par rapport a sa filtration canonique.

— On se place dans I’espace probabilisé ([0, 1], ([0, 11), 1). On appelle filtration dyadique la filtration (%) n>0
définie par
i—-1

gf“n::cr( TRET

i€ III,Z"]]), n=0.

DEFINITION 3.2. Une suite (Hy),>1 de variables aléatoires est dite prévisible par rapport a une filtration (%) ;>0
si, pour tout n = 1, la variable aléatoire H,, est &,_;-mesurable.

TEMPS D’ARRET

Dans la suite, on fixe une filtration (%,),>0 et on définit la notion de temps d’arrét par rapport a cette
filtration fixée.

DEFINITION 3.3. Un (%,)s0-temps d’'arrét est une variable aléatoire T a valeurs dans N U {+oo} telle que, pour
toutn=0,ona{Tl < n}eZF,.

EXEMPLES. - Toute constante ny € NU {+oo} est un temps d’arrét.
— Soient (X;,) ;=0 une suite de variables aléatoires et sa filtration naturelle. Pour A € 28(R), la variable aléatoire

To=min{n=1|X, € A}

est un temps d’arrét.

REMARQUES. Soit T un temps d’arrét. Alors
— pour tout n =0, 'ensemble {T = n} = {T < n} \ {T < n—1} est un événement de & ;

- pour tout n = 1, 'ensemble {T = n} = {T < n— 1}€ est un événement de &,_,. Ainsi, la suite (Iy7sp) n>1 €st
prévisible.

PROPOSITION 3.4. 1. Soient T et S deux temps d’arréts. Alors les variables max(S, T), min(S, T) et S+ T sont
des temps d’arréts.

2. Soit T un temps d’arrét. Alors pour tout k = 0, la variable min(T, k) est un temps d’arrét borné.

3. Soit (Ty) »>1 une suite monotone de temps d’arrét. Alors la variable T :=1limj_. .o T, est un temps d’arrét.

4. Soit (Ty) n>1 une suite temps d’arrét. Alors les variables infy,>1 Ty, sup,,5; T, liminf,, . 1o Ty etlimsup,,_ , o, T
sont des temps d’arrét.

DEFINITION 3.5. A un temps d’arrét T donné, on associe la tribu
Fr={AeF|Vn=0, An{T <n}leF,}.
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3.2. TEMPS D’ARRET

Preuve Justifions qu’il s’agit d'une tribu. Il est clair que Q € &7 car,pour n20,ona QN{T < n} ={T < n} € F,.
Soit (A;);>1 une suite de . Pour tout n =0, on a

(UAi)ﬂ{Tsn}zU(A,-m{Tsn})ef/rn

i=1 i=1

ce qui montre J;>1 A; € F7.Soit A€ Zr.Pour tout n=0, 0on a
An{T<sn={T<nm\(An{T<n)eF,
ce qui montre A€ € Z7. Il s’agit donc d’une tribu. a

Cette tribu s’interprete comme 'information disponible a la date T.

PROPOSITION 3.6. Soient T et S deux temps d’arrét.

1. Si T est constante égale a np €N, alors Fr = Fy,.

2. SiT <SS, alors 1 c Fg.
3. Le temps d’arrét T est Fr-mesurable.
4. Ona Fninrs) = FrNFs. De plus, les ensembles {T < S} et {T = S} sont des événements de Fin(r.s)-
5. Soit A€ %. On pose
{ T sur A,
Ty = .
+o00 sinon.

Alors A € &7 si et seulement si T4 est un temps d’arrét.

Preuve 1. Comme la suite (%) >0 est croissante, on a les équivalences suivantes :

AeFr < VYn=0, ﬂnaAm{Tsn}={jggZi 2:0;”0’
— Vn=ny, AeF,
— AeFy.
2. Onsuppose T < S. Soit A€ Fr. Alors pour tout n=0,ona An{T < n} € &, donc
An{Ssnl=An{T<snin{S<n}leF,.
D’ou A€ Zs.
3. Soit p = 0. Pour tout n=0,0na
{T < ptni{T <n}={T <min(p, n)} € Fninp,n < Fn.
Cela montre que {T < p} € 7, i. e. la variable T est Zr-mesurable.

4. Comme min(7,S) < T et min(T,S) < S, on a Fnin(r,s) © Fr €t Fninr,s) © Fs, donc Fpin(r,s) < Fr N Fs.
Réciproquement, soit A € 1 N Fs. Alors pour tout n =0, on a

Animin(T,S) s nl=An({T<nju{S<n})
=(An{T<n)U(An{S<sn}) e ZF,.

Cela montre A € Fyin(r,s5)- Finalement, on a %1 N %s < Fmin(r,s) ce qui conclut.
Montrons que {T < S} € &r. Pour cela, il suffit de montrer que

Vnz0, {T<SIn{T<n}leZ,.
Soit n=0. Alors
{T<SIN{T <n}={min(T,n) < SIn{T <n}
=({min(T,n) < SIN{S<nin{T <n)u({min(T,n) <SIn{S>ntn{T <n})
=({min(T,n) <min(S,m)}In{S<nin{T<snhu(S<nn{T<n})eF,

car, comme min(7, n) est Fnin(T,n)-Mmesurable, elle est aussi F,-mesurable et de méme pour min(S, n). Cela
conclut. De méme, montrons que {T < S} € #5. On a

{T<SIN{S<n}={min(T,n) <min(S,n)}N{S < n}e F,.

Cela conclut également.
5. Le point 5 est clair. O
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3.3. MARTINGALES, SOUS-MARTINGALES ET SUR-MARTINGALES

PROPOSITION 3.7. Soient (X,),>0 une suite de variables aléatoires adaptée et T un temps d’arrét. Alors la
variable 17«00} X7 €5t Fr-mesurable.

Preuve Soit B € 28(R). Montrons que {l{7<+00} XT € B} € . Pour tout n =0, on a
hr<ro} XTEBIN{T =0} ={X, e BIn{T =nle %,

ce qui termine la preuve. a

MARTINGALES, SOUS-MARTINGALES ET SUR-MARTINGALES

DEFINITION 3.8. Une suite (X,) ;>0 des variables aléatoires est une (%) ,»o-martingalelorsque qu’on a les trois
conditions suivantes :

(i) pourtoutn=1,onak[|X,|] <+oco;

(i) la suite (X;) =0 est (F)n=0-adaptée;

(iii) pourtoutn=0,onak[X,+1|%F,] = X,,.

On définit une sous-martingale (respectivement une sur-martingale) lorsque le point (iii) est remplacé par

(iii’) pourtoutn=0,onak[X,+1 | F,l = X, (respectivement E[X;11 | Fl < X,).

EXEMPLES. — e Martingale fermée. Soient X une variable aléatoire intégrable et (%) ,>0 une filtration. Alors
la suite (X,,) ;>0 définie par X,, := E[X | &,] pour tout n = 0 est une martingale. Le point (iii) est assure par la
propriété du conditionnement en cascade.

— o Marche aléatoire (ou de DOOB). Soit (X,),>1 une suite indépendante de variables aléatoires intégrables
centrées. Pour n = 1, on pose Sy, := X1 +---+ X,,. Alors la suite (S,) ;>1 est une martingale par rapport a la filtration
canonique 3. Les points (i) et (ii) sont assez clairs. Justifions le point (iii). Pour tout n >0, on a

E[Sn+1 | Fnl = E[Sp + X1 | Fpl
=E[Sy | Ful +E[ X1 | Fpl = Sy +E[ X1l = Sy
puisque X, 41 L &, =0(Xy,..., Xn).

— o Modeéle auto-régressif. Soir (¢,) =1 une suite indépendante de variables aléatoires identiques distribuées,
intégrable et centrée. Soient x, a € R. La suite (V) 50 := (X;,/a™) n>¢ définie par

Xo=x et Xpy1=aX,+éep1, n=0

est une martingale par rapport a la tribu engendrée par la suite (¢,),>1. En effet, les points (i) et (ii) se montrent
par récurrence puisque. Pour le point (iii), pour tout 7= 0, on a

Xn+1
Bl | Fl =E| 5 | F
1
= P ElaXy +&n+1 | Fnl
1 Xn
= W(dxn +Elep1 | Fn]) = E =Yy

puisque Ele,+1 | Ful = Eley41] = 0.
— o Modele de GALTON-WATSON. Soit (X j);,j>1 une famille indépendante de variables aléatoires L! identique-
ment distribuées dont on note p la loi, appelée loi de reproduction. Soit (Z;) ;>0 la suite définie par

Z”
Zp:=1 et Zn+l=ZXn+l,jr n=0.
j=1

On note m = E[X),1]. Alors la suite (Z,,/ m") ;=1 est une martingale par rapport a la filtration (%,) ,>1 définie par
Ip=0X;jlisnj=z1), n=zl.
Vérifions le point (ii). Soit n = 0. Raisonnons par récurrence. Si Z; est &%,-mesurable, alors
VAEBMR), {Zpn€A=J{Zm€AZ,=p}

PEN

p
= U{Y XwrjeAbniZy = ple Funr.
peN 'i=0

§1. Remarquons qu’on ne précise par quelle filtration canonique puisque o(Sy,...,Sy) =0 (Xj,..., X») pour tout n = 1.
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3.4. PROPRIETES DES MARTINGALES

Enfin, vérifions le point (iii). Pour tout n =0, on a

Zn+1 1
E mr;:l—l |g] n+1,j|9n]
l +oo Zp
= Z ZXn+1]1]{Z,, | Fn
k=0j=1
1 foo k
= 1 Z Z[E XrH—l] |gn]ﬂ{Zn k}
m k=0j=1
1 +oo Zp
= il Z ZIEXI’H-lj |gn]ﬂ{Zn k}
m=" g=o0j=1

1
= mn+1 Z[E[XnJrl] | Fnl

1 & mZy, Zn
= WFZI[E[Xn+1,j] =l T
Le calcul est bien licite car toutes les variables aléatoires considérées sont positives. Une récurrence immédiate
montre alors que les variables Z,/m" sont intégrables.
— e Cascade aléatoire. Soit (X;) ;>0 une suite indépendante de variable aléatoires d’espérance 1. La suite (Y;) ;=1
définie par
Yo=1 et Y,=X;---X,;, n=0

est une martingale par rapport a la filtration canonique de la suite (X},) ;>0-

PROPRIETES DES MARTINGALES

PROPOSITION 3.9. Soit (X}) =0 une (&,) ,=0-martingale. Alors c’est aussi une (¢,) ,>¢-martingale ot la filtration
(%,) n=0 est la filtration canonique.

Preuve Les points (i) et (ii) sont automatiques. Montrons le point (i). Pour tout n = 0, comme la tribu ¢,, est la
plus petite tribu rendant les variables Xj, ..., X, mesurables, on a ¢,, c &%,, et donc

ElXn+119n] =ElE[Xp+1 | Ful | 90l =E[Xy | 9nl = Xn. U
PROPRIETE 3.10. Soit (X;) »=0 une suite de variables aléatoires. Alors le point (iii) de la définition précédente est

équivalent a I’assertion
Vnsm, E[Xp|Ful=X,. (%)

Idem pour des sur- et sous-martingales.
Preuve Pourl'implication (iii) = (*), on effectue une récurrence sur I’entier m. Limplication, quant a elle, est
trivial. a

PROPOSITION 3.11. Lensemble des (%,),>0-martingale est un espace vectoriel. Les ensembles des sous-
martingales et des sur-martingales sont stable par combinaison linéaire a coefficients positifs.

PROPOSITION 3.12. Soit (X,) ;=0 une martingale (respectivement une sous-martingale et une sur-martingale).
Alors la suite des espérances (E[X,]) >0 €st constante (respectivement croissante et décroissante).

PROPOSITION 3.13. 1. Soient (X;),>0 une martingale et ¢: R — Rune fonction convexe telle que ¢(X},) € L(%)
pour tout n = 0. Alors la suite (¢(X,)) >0 est une sous-martingale.

2. Soient (X,),>0 une sous-martingale et ¢: R — R une fonction convexe croissante telle que ¢(X,) € L' (%)
pour tout n = 0. Alors la suite (¢(X,)) >0 est une sous-martingale.

Preuve Dans les deux cas, la suite (¢ (X)) n=0 est une suite adaptée de variables aléatoires intégrables. Placons-
nous dans le cas 1. Pour tout n = 0, 'inégalité de JENSEN conditionnelle assure

Elp(Xn+1 | Fn)] 2 @E[Xp+1 | Fnl) = @(Xp).

Cela montre que la suite (¢(X},)) =0 est une sous-martingale. O
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3.5. MARTINGALE ARRETEE

CONSEQUENCES.

- Soit (X;,;) >0 une martingale telle que X;, € L” (%) pour tout n = 0. Alors la suite (| X;|”),50 est une sous-
martingales. En effet, la fonction x — |x|P est convexe.

- Soient (X;) =0 une sous-martingale et a € R. Alors la suite (X, — a)*) ;=0 est une sous-martingale.

— Soient (X;) ;>0 une sur-martingale et a € R. Alors la suite (min(X,, a)) ;>0 est une sous-martingale. En effet,
on applique la propriété précédente a la sous-martingale (—X,) ;>0 avec la fonction convexe x — max(x, —a).

PROPOSITION 3.14. Soit X := (X;) =0 Une sous-martingale et H := (H) ;>0 une suite prévisible des variables
aléatoires positives et bornée. Alors la suite H - X définie par

n
(H-X)o:=0 et (H-X)p:=Y HpuXm—Xm-1)
m=1

est une sous-martingale. La méme affirmation est vraie pour des sur-martingales et encore vraie pour des
martingales sans condition de positive sur H.

Preuve Pour tout n =0, comme H,, estbornée et X;;;, — X;;,_1 € L&) pourtout me [1,n],ona(H-X), € L'(%).
Le point (ii) se montre facilement par récurrence. Montrons le point (iii). Pour tout n =0, on a
E[(H - X)n | gn—l] =E[(H- X)n—l + Hn(Xn - Xn—l) | g’hnfl]
= (H X)n—l + Hn[E[Xn - Xn—l | gn—l]
=(H -X)p1+HyE[Xy | Fpaal—Xp1) 2 (H-X)

car, successivement, la variable H,, est %,_;-mesurable et la suite (Xj) x>0 €st une sous-martingale. Ainsi la suite
H - X estun sous-martingale. On procéde de méme dans les autres cas. O

MARTINGALE ARRETEE

NoTATION. Etant donnés un temps d’arrét T et une suite X := (X,) >0, on appelle suite arrétée de (X,,) pso en T
la suite X7 := (X1 150 ot1, pour tout 7> 0, on pose X := Xpin(r,m)-
PROPOSITION 3.15. Soit T un temps d’arrét.

1. Soit X := (X,,) n>0 une suite adaptée de variables aléatoires. Alors la suite X est aussi adaptée.
2. Soit H := (H,),>1 une suite prévisible de variables aléatoires. Alors la suite H' est aussi prévisible.

Preuve 1. Soit n = 0. Il suffit de montrer que la variable X,f est Z,-mesurable. Soit B € (R). On a
{X} € B} = {Xmin(,m) € B} = |J Xmin(,m € B, T = p}
p=0

= U {Xmin(p,n) €B,T = p}
p=0

p>n

n
U{XpeB T=piu |J{X,€B,T=p}
=0
n
=0

=U

p

{X,eB,T=ptu |J {X,€B,T>n}eF,
—_——— PO NN—
EFpcFn €Fp

2. Delaméme fagon, soient n=1et Be 8(R). Ona

{H} € B} = |J {Hmin(p,n € B, T = p}

p=0
n—1

=J{HpyeB, T=plu|J{H€B T=nleF,1. O
p=0——~——— prip

€FpcFn-1 €Fn-1

DEFINITION 3.16. Soient X une martingale et T un temps d’arrét. On appelle martingale arrétéela suite X .
Idem pour les sur- et sous-martingales.

PROPOSITION 3.17. Une martingale arrétée est une martingale. Idem pour les sur- et sous-martingales.
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Preuve Soient X := (X)) >0 une martingale et T un temps d’arrét. Pour n = 1, on pose H,, = lir>p;. Alors la
suite H := (Hy) ;»1 est prévisible et bornée. D’apres la proposition 3.14, la suite H- X est une martingale. Pour
toutn=1,ona

n min(n,T)
(HX)n = Z 1]{Tam} (Xm - Xm—l) = Z (Xm - Xm—l) = Xmin(n,T) - XO-
m=1 m=1
Cela montre que la suite X7 = H- X + X; est de méme nature que la suite H- X et donc que la suite X O

THEOREME 3.18. Soient X := (X,;) >0 une sous-martingale, k = 0 et T un temps d’arrét tel que T < k. Alors
E[Xo] < E[X7] <E[Xg].

Pour une martingale, il y a égalité et, pour une sur-martingale, les inégalités sont renversées.

Preuve 1l suffit de montrer le cas sous-martingale, les autres s’en déduisant facilement. On a vu que la suite X
est une sous-martingale, donc la suite de ses espérances est croissante. En particulier, on a [E[XOT ]<E[X kT . Or on
remarque que Xo = Xmin(r,0) €t X7 = Xmin(T,k)- On en déduit I'inégalité

E[Xo] <E[XT].

Montrons la second inégalité. Pour n = 1, on pose K}, := Tj7<p-1;. Alors la suite (Kj) ;=1 est prévisible, donc la
suite K - X est une sous-martingale. Or pour tout n =0, on a

n
(K-X)n= ) Yrem-1;(Xm — Xm-1)
m=1
max(n,T)

= Z (Xm — Xm+1) = Xmax(n,T) -Xr=X,- Xmin(T,n)-

m=T+1

Mais la suite des espérances de K - X est croissante, donc
E[ Xk — Xmin(T, 0] = E[(K- X) ] = E[(K- X)o] = 0.

On en déduit
E[Xk] = E[ Xmin(r,0)] = E[XT]. g

CONTRE-EXEMPLE. Le théoréme est faux sile temps d’arrét T n’est pas déterministisquement borné. En effet,
soit (X;);>1 une suite indépendante de variables aléatoires suivant une loi de RADEMACHER. Pour tout n = 1, on
pose Sp:=0et S, := Xj +---+ X,,. Alors la suite (S,) ;>0 est une martingale par rapport a la filtration canonique.
On considere la variable

T:=inf{n=0|S,,=-1}

qui est un temps d’arrét. Par définition, on a S = —1, donc E[S7] = —1 et, pourtant, on a E[Sp] = 0.
THEOREME 3.19. Soient X := (X,;) 10 une sous-martingale et T un temps d’arrét. Sous chacune des conditions

qui suivent, on a
Xrell (%) et E[Xo] <E[X7].

(i) letemps d’arrét T est déterministisquement bornée, i. e. il existe ¢ € R;. tel que T < ¢ presque sirement;
(ii) la suite X est bornée presque stirement et le temps d’arrét T est presque sirement fini;
(iii) onaE[T] < +oo etil existe k € R, tel que | X,,+1 — Xy| < k presque sirement pour tout n = 0.

De plus, si X est une martingale, alors on a égalité sous les conditions (i), (ii) ou (iii). Si X est une sur-martingale,
I'inégalité est renversée sous la condition (i), (ii) ou (iii) ou sous la condition

(iv) le temps d’arrét T est presque stirement fini et les variables X, sont positives.

Preuve (i) Cela découle du théoreme précédent et on a

Lc] Lcl
Xr=Y Xilir=g, donc [Xrl< ) IXileL'(&).
k=1 k=1

(ii) Soit n = 0. On considere le temps d’arrét min(7, n) la temps d’arrét déterministisquement bornée. D’apres
le cas (i), on a E[Xpmin(T,n)] = E[Xp]. Comme T < +oo presque sirement, la suite (Xmin(7,1)) n=0 CcONverge presque
stirement vers X7. On veut ensuite passer a la limite. Pour tout n = 0, on observe que

n-1 n-1
Xmin(T,n) = Z Xilir=iy + XnVr=ny, donc | Xmin(T,m)| = Z |Xi|“{T:i} + |Xn|1]{T2n} <k. (%)
i=1 i=1
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Le théoreme de convergence dominée assure alors

lim ElXmin(r,m] = El lim Xmin(r,m] = E[XT].
n—+o00 n—-+oo

On en déduit E[X] < E[X7]. De plus, par la relation (*), on a donc | X7| < k ce qui montre Xt € LY(9).

(iii) De méme, comme E[|T|] < +o0, le temps d’arrét T est presque stirement fini, donc Xmin(r,n) —ps— X7.
D’apres le cas (i), on a
Vn=0, E[Xminrml=E[Xol.

De plus, 'inégalité triangulaire assure | X7 — Xo| < kmin(T,n) < kT € L'(%). Le théoréeme de convergence
dominée assure alors
E[XT - Xol = nliqle[Xmin(T,n) -Xol=0

ce qui donne I'inégalité. De plus, comme | X1 — Xl < kT,ona X7 € LY(9).

o Pour des martingales. Lorsque X est une martingale, comme pour une sous-martingale, I’énoncé précé-
dent s’applique et donne E[Xy] = E[Xpin(T,,)] pour tout temps d’arrét T. On montre alors, dans le cas (i), (ii) ou
(i), les égalités sont conservées par passage a la limite.

e Pour des sur-martingales. Lorsque X est une sur-martingale, alors — X est une sous-martingale qui vérifie
le méme point (i), (ii) ou (iii) que lorsque X le vérifie. Il vient alors E[— Xy] < E[-XT], c’est-a-dire E[X7] < E[Xp].

Sous I'hypotheése (iv), on a E[Xmin(r,n] <E[Xol. Or T < +o0 presque stirement, donc Xmin(r,n) —ps— Xt etle
lemme de FATOU donne

E[X7] = [E[limianmin(T,n)] < liminf[E[Xmm(T,n)] < E[Xp]. O
n—+oo n—+oo

DECOMPOSITION DE DOOB

THEOREME 3.20 (décomposition de DooB). Toute sous-martingale (X,),>0 se décompose sous la forme
(presque slirement unique)
Xp=My+A, Yn=0

ol la suite (M},) >0 est une martingale vérifiant My = X, et la suite (A;) ;>0 est prévisible et croissante vérifiant
n
An= Y EX¢| Fral - Xeo1), Yn=0.
k=1
Preuve e Existence. On suppose avoir une telle décomposition. Alors pour tout n=1,ona
E[Xp | 97,1_1] =E[My | to}n—l] +An=Mpa1+Ap=Xp1—-Ap_1+ Ay,

donc
Ap—Ap1 =E[Xy | Fpa] — Xy (%)

On prend donc la suite (A;) >0 Vérifiant (x) avec Ay = 0. Pour n = 0, on pose M, := X, — A, Il reste ainsi a
voir que la suite (M) >0 est une martingale et que la suite (A;);>0 est prévisible. Comme (X,) ;50 est une
sous-martingale, ona A, — A,—;1 = 0 pour tout n = 0 ce qui montre la croissance de la suite (A;) ;0. De plus, elle
est prévisible. En effet, on peut montrer cela par récurrence : pour tout n = 1, si A, est %,_;-mesurable, alors

App1=Ap1 —Ap+ Ay =E[ Xy | Fnl - X+ Ay

est % ,-mesurable. Enfin, montrons que la suite (M},) ;>0 est une martingale. En effet, d’abord, pour tout n =0,
la variable M, = X;, — A, est &, -mesurable. De plus, pour tout n = 0, comme

Vkellnl, |Ay—Apl<[EXp | Fnall+|Xnle L),
donc A, = 'k’:I(A,, —A,-1) eL1(%), donc M,, = X, — A,, € L1(%). Enfin, pourtoutn=1,ona
E[Mp | Fna1l =E[Xn — Ap | Fp-1]
=E[Xn | Fn-11— An
=(An—Ap1 + Xp1) — Ay
=Xp-1—An-1=Mp-1.

Donc la suite (M},) ;>0 est une martingale.
e Unicité. Lunicité vient de la relation (%) deés lors que 'on a posé Ay = 0. a
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DEFINITION 3.21. Soit X := (X,,) >0 une martingale telle que X, € L2(F) pour tout n = 0. Alors la suite (szl)ngo
est une sous-martingale. Alors il existe une martingale (M) ,>¢ €t une suite croissante prévisible (A,) >0, presque
stirement uniques, telles que

X2=My+A, n=0.

La suite (X, X) := (An) ns0 estle compensateur de la martingale X. Pour tout n =0, on a

(X, X)n =Y EX;| Fral-Xi )
k=1

n
= Y El(Xg ~ Xp-1)* | Foa)- (%)
k=1

PROPOSITION 3.22. Soit X := (X,) ;=0 une martingale telle que X, = 0 et X,, € L?(%) pour tout n = 0. Alors la
suite X est bornée dans L2 (%) si et seulement si

EKX, X)ool :=E[ lim (X, X) ] < +oo.

Preuve On sait qu'il existe une martingale (M) . telle que X, = M, + (X, X),, pour tout n = 0. Pour tout n = 0,
on a E[M,] =E[My] = 0. En passant a 'espérance et a la borne supérieure, on a

supE[X?2] = supE[(X, X) ).
n=0 n=0
Or le théoréme de convergence monotone donne
SUpE[(X, X}l = lim E[X,X),] =E[ lim (X, X),]=E(X, X)col.
n=0 n—+oo n—+oo

Ceci donne alors I’équivalence. O

EXEMPLE. Soient o =0 et (X;) >0 une suite indépendante de variables aléatoires identiquement distribuées
appartenant a L2(%) et de variance o?. Alors la suite (S,),>o des sommes partielles est une martingale par
rapport a la filtration canonique. En se servant de 1'égalité (*), on obtient

(S,8), =no?®, n=0.

PROPOSITION 3.23. Soit X = (X},) ;>0 une martingale telle que X, € L2(%) pour tout 1 = 0. Soit T un temps
d’arrét. Alors (X, X)T = (X7, XT) presque stirement.

Preuve On écrit X?> = M + (X, X) la décomposition de DOOB de X?. On peut alors écrire (X?)T = MT + (X, X)T

oilasuite M7 est une martingale et la suite (X, X)” est une suite croissante prévisible. Comme (X?)” = (XT)? est
une sous-martingale, 'unicité de la décomposition de DOOB entraine (X, X) T—(xT yTy presque slirement. O
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INEGALITES DE MARTINGALE

Inégalité maximale de DooB

PROPOSITION 4.1 (inégalité maximale de DOOB pour une sous-martingale). Soit X := (X;;);>0 une sous-
martingale. Pour n = 0, on pose X, := max(Xy,..., X;). Alors pour tousn=0et x>0,0ona
ElXnlx o] EIX]

PX,=x) < < .
X X

Preuve La seconde inégalité est immédiate. Soient 12 =0 et x > 0. On pose A:= (X, = x} et
S=inf{k=0| X =x} et T:=min(T,n).

Alors les variables aléatoires T et S sont des temps d’arrét et T < n. Par les résultats d’arrét du chapitre précédente
pour un temps d’arrét T déterministiquement borné, on a

E[X7Tal + E[X7Tac] = E[XT] S E[Xp] = E[Xp T4l + E[XpTacl.
Sur A%, onaS>n,donc T =n.D’ou E[X714¢c] = E[X},14¢]. Il vient alors
E[X71a] SE[X,T4l.
Sur A,ona S<n,donc T =S et X7 = Xg = x. On obtient alors
xP(A) <E[X,14].
Ceci montre I'inégalité. d

COROLLAIRE 4.2 (inégalité maximale de DOOB pour une martingale). Soit X := (X,;) ;>0 Une sous-martingale.

Alors pourtousn=0etx>0,0na

Ell X,
P(max|X| = x) < .
k<n X

Preuve Comme (X,),=0 est une martingale, la suite (| X,|),>¢ est une martingale pour laquelle I'inégalité
précédente donne celle recherchée puisque | X,|* < |X,|. O

COROLLAIRE 4.3 (inégalité maximale de KOLMOGOROV). Soit (X;) .0 une suite indépendante de variables
aléatoires centrées de variances telle que 02 := E[X2] < +oo pour tout 72 > 0. Pour 72> 0, on pose S, := Xo+++++ X.

Alors
Var(S;,)

x2

P(max|Si| = x) <
k<n
REMARQUE. Linégalité de TCHEBYCHEV permet d’écrire

Var(S;,)
x2

maxP(|Sg| = x) <
ksn
Ce corollaire permet de renforcer cette inégalité en faisant rentrer le maximum a l'intérieur de la probabilité.

Preuve Lasuite (S;) ;50 est bien une martingale. D’apres 'inégalité maximale de DOOB appliquée a la sous-
martingale (S2),,>0, on obtient
E 82 +
P(maxS? = x%) < ES)T
ksn x2
Or E[(S2)"] = Var(S,) et {maxi<, S = x?} = {maxi<,|S,| = x}. On en déduit le corollaire. O
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4.1.3

4.1. INEGALITES DE MARTINGALE

Inégalité maximale dans L”

PROPOSITION 4.4 (inégalité maximale dans LP pour une sous-martingale). Soient (X,),>¢ une sous-martingale
et p> 1. Alors pour tout 7 =0, on a
p

—p (P
E[X"] s(p_l

p
) E[(X;)P].

Preuve On utilise I'inégalité maximale de DOOB a la suite tronquées a un niveau M > 0. Soient n =0 et p > 1.
Avec le théoréme de FUBINI et I'inégalité de HOLDER avec g := p/(p—1),ona

—p —p min(X,,,M)
Elmin(X,,, MP)] = E[(min(X,,, M))P] =E fo pxP~ldx

M 1
:[E[fo pxP N, %, dx
M —_—
:f pxPIP(X, = x)dx
0
M
< pf PTIEG g g dx

_ 2
P[E[f xXPEX T X 4%

mln(Xn,M)
= pE (f x”_zdx) X,
0
__pP E[mi ¥ \P-1yt
= ——E[min(M, X,,) X1
p-1
s% (min(M, X ,)P1P~V/PE[(XHPIVP.

On obtient alors . .
Elmin(X ,, M)?] < ——E[min(M, X,)P1P~V/PE[(X;)PIV/P,

p-1
donc »
Emin(X,, M) < (il) ELCX;)P].
On acheve la démonstration en faisant M — +oo avec le théoréme de convergence monotone. O

COROLLAIRE 4.5 (inégalité maximale dans L” pour une martingale). Soient (X,),>¢ une martingale et p > 1.
Alors pour tout n=0,0n a

k<sn

p
Emax| X;|”] s(—p ) E[1X,,|7].
p-1

Preuve 1l suffit d’appliquer I'inégalité précédente a la sous-martingale (| X,1) ;>0- O

Nombre de montée

Soient (X,) ;=0 une sous-martingale et a, b € R tels que a < b. On considere la suite (Ng) o de variables

aléatoires telle que
N() = 0

Ni=min{n=1|X,<a},
N, =min{n=N; | X, = b},
Noj—1 =min{n= Nop_o | X, < a},
Ny =min{n = Nyp_ | X;, = b}, k=2

LEMME 4.6. La suite (Vi) =0 est strictement croissante. Par conséquent, on a Ny = k pour tout k = 0. De plus,
les variables aléatoires Vi sont toutes des temps d’arrét.

Preuve Montrons que ce sont des temps d’arrét. Soit n = 0. On a

{N1<n U Xy < a} € Fp.
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De plus, ona

{N2 = n} =

-1
{Ny = j}n{N2 = n}

S~
_—

Y

On procede ensuite par récurrence sur 'entier k = 0. Soit k = 2. On suppose que N,j_» est un temps d’arrét.
Alors pour tout n=0,0na

n-1
({M=itn N (X<bin(Xy>bh)e F.
k=j+1

n
{Nop-1=n}=

-1
{Nok—2 = j} N {Nog—1 = ni}

S~
T

n-1
U({Nek2 =it N @Xe>@n (X, > b)) e 2,
j=1 k=j+1

et, de méme, on a {N,; = n} € &,,. a

Pour tout k = 2, comme Xy, , < aet Xy, = b, entre les dates Nyx_; et Nog, la sous-martingale montre de
en-dessous de a a au-dessus de b. Pour n = 0, on note U, (a, b) le nombre de montées de en-dessous de a a
au-dessus de b jusqu’a la date n. Alors la suite (U, (a, b)) .0 est croissante et Uy, (a, b) < |n/2] pour tout n = 0.
De plus, pour tous 1, k = 0, écrire Ny < n < Npj42 signifie U, (a, b) = k, d'olut

[n/2]

Un(a,b) = Z KNy <n<Nojio1-
k=1

THEOREME 4.7 (nombre de montée). Soit n = 0. Alors
El(X,—a)"]

ElU(a, b)] < ——"—

REMARQUE. Le théoréme est vrai pour des sous-martingales finies.

Preuve Pour j =1, on pose

V= { 1 s’il existe un entier k = 0 tel que Noi < j < Nogy1,
7710 sinon, i. e. il existe un entier k =0 tel que Nogi1 < j < Nojyo.
On observe que Y = Ty = lix>q €L Y = Ty, 1=0,x;_1=bjutYj_1=1,X; 1>a POUr j = 2. En effer, ona ¥; =1
lorsque X; est dans une phase de descente et cela se produit
- soitlorsque X;_; est dans une descente (Y;_; = 1) qui n’est pas achevée (X;_1 > a),
- soitlorsque X;_; est dans une montée (Y;_; = 0) qui est achevée (X;_1 = b).

Des expressions des variables aléatoires Y}, on remarque que la suite (Y;) j>1 est prévisible.

LEMME 4.8. Ona \
Y V(X — Xe—1) < (@— D) Up(a,b) + (Xn— a)™.
k=2

Le preuve du théoréme découle de ce lemme puisque, pour tout k =2, on a
B[V (Xg — Xg—1)] = EIE[ Vi (Xg — Xg—1) | Fg-11]
=E[YiE[ Xk — X1 | F-11120
car la suite (Xj) =0 est une sous-martingale. On obtient alors
(a—DbE[Up(a,b)] +E[(X,— @)1 =0

ce qui donne le théoreme. d

Preuve du lemme o Premier cas. On suppose Uy(a,b) =0, i. e. il n'y a pas de montées de a vers b jusqu’a la
date n. Si N =1, alors Yy = 0 pour tout k € [2, n] car on reste dans une phase de montée inachevée et I'inégalité
est trivialement vraie. Si 1 < Nj < n, alors Yy = 1 pour tout k < N] et Y =0 pour k € [N} + 1, nn] etl'inégalité se
réduit a

M

Y Xk —Xk-) =Xy - X1 <0<0+ (X —a)*

k=2
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car Xy, <aet Xy >a.
¢ Second cas. On suppose Uy(a,b) > 0, i. e. il y a au moins une phase de montée avant la date n. Alors
N1 <Ny <n.Si Ny >1,alors Y; =1 pour tout j € [1, N1] et, comme X, < a< Xj,0na

n M 4
Y V(X=X =) (G- X + Y YK - Xj)

j=2 jel——~—— j=N+l
<0
n
< Z Yj(Xj_Xj—l)- ()
j=N1+1

Ceci est méme vraie pour N = 1. Distinguons deux cas.

— Sila date n correspond a une phase de montée, alors Ny; < No;+1 < 1< Nopyo avec t = Up(a, b).
— Sila date n correspond a une phase de descente, alors Noy < 1< Noyi 1 < Nopyq avec ' = Uy(a, b).

Dans le premier cas, on a

n N3 Ny
Y YiX-Xj= ) Yi(XG-Xi0+ ) VX=X -
j:N2+1 j:N2+l j:]\]3+l

n

= (Xn; = Xnp) + (Xng = Xny) + 0+ (Xvgyy, — X, ) + Z Y]'(Xf_Xffl)
J=N2t1+1

V)

<t(a-b)=(a-b)U,(a,b)

et, avec 'inégalité (*), on obtient I'inégalité recherchée. Dans le second cas, on a

i Yi(Xj—Xj-1) = (Xng — Xnp) + 0+ (X — Xny) +- -+ (X, — XNy, ) + i Yi(X;—Xj-1)
Jj=N2+1 =Ny +1
0
<(a-b)(f'-1)+X,-Xp,,
<(a-b)(f'-1)+X,-a+a-Xn,,
<(a-b)t'+X,-a
ce qui conclut également. a

CONVERGENCE PRESQUE SURE DE MARTINGALES

THEOREME 4.9. Soit (Xp) >0 une sous-martingale telle que sup,,.oE[X;}] < +oo. Alors cette suite (Xp) ;>0
converge presque slirement vers une variable aléatoire intégrable.

REMARQUES. - Lhypothese est satisfaite si sup,,.o E[| X, |] < +oco. Pour une sous-martingale ou une sur-martin-
gale, cette derniére hypothese assure la converge presque sire.

— Une sur-martingale positive (X;;) >0 converge presque slirement vers une variable X telle que E[X] < E[Xp].
En effet, la suite (Y, := —X;;) >0 est une sous-martingale vérifiant E[Y,"] = 0 pour tout # = 0. Elle converge donc
presque stirement vers une variable Y. Donc la sur-martingale (X},) ,5¢ converge presque siirement vers X := —Y.
De plus, le lemme de FATOU donne

E[X] = Elliminf X,,] < liminfE[X,,] < E[Xo].
n—-+co n—+co

Preuve Une suite x := (x,) 550 converge dans R si et seulement si, pour tous a, b € Q tels que a < b, le nombre
de montées de la suite de a vers b, noté U ([a, b], x), est fini. En effet, la suite diverge si ses limites inférieure et
supérieures sont égales, i. e. il existe a,be Qtelsque a< b et

liminfx, < a< b <limsup x,,

n—+oo n—+oo
et cela a lieu si et seulement si Uy, ([a, b], x) = +o0.

Ainsila suite X := (X};) ;50 converge dans R si et seulement si Uy, ([a, b], X) < +oo pour tous rationnels a, b € Q

tels que a < b. Soient a, b € Q tels que a < b. Alors

UOO([a) b])X) = HEIPOOUn(a, b)‘
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Le théoréeme de convergence monotone donne alors
ElUx([a,b],X)] = lim E[Uy(a,b)].
n—+oo

On en déduit

El(Xp - a)* L ELX T+
ElUns(la, b1, X)] < sup L =91 SUPuzo ELX I +lal |
n=0 b-a b—a

Alors la variable U ([a, b], X) est presque sirement finie et on a

{liminfX,, < a < b <limsup X} < {Ux([a, b], X) = +oc}.
n—+00 n—+oo

Ainsil’ensemble

{liminf X, <limsup X} = U {liminf X, < a < b <limsup X}
n—+0o n—-+oo abeQ "TF® n—+oo

est négligeable, i. e. 1a suite (X},) ;=0 converge presque sirement vers une variable aléatoire X.

Il reste a établir I'intégrabilité de X. Le lemme de FATOU donne

E[X*] =E[liminfX;] <liminfE[X,] < supE[X, ] < +oo.
n—+oo n—+oo n=0
Par ailleurs, comme (X,)>0 est une sous-martingale, on a E[X,] = E[Xp], donc E[X};] < E[X;'] —E[Xp]. En
appliquant encore le lemme de FATOU, on a
E[X"]=E(liminfX,] <liminfE[X;,] <liminfE[X; ] - E[X,] < +0o0.
n—+oo n—+oo n—+oo

Finalement, on a E[| X|] = E[X*] +E[X ] < +0o, i. e. la limite X est intégrable. O

REMARQUE. La convergence n'est pas dans L. Par exemple, prenons (X;);>¢ une suite de variables aléatoires
de RADEMACHER. Pour n = 0, on pose S, := Xj +---+ X, + 1. On considere le temps d’arrét T :=oco{n =01 S, = 0}.
Alors la suite (Smin(s, 7)) n=0 €st une martingale qui ne converge dans L.

COROLLAIRE 4.10. Soit (X,) ,»0 une martingale ou une sur/sous-martingale. Si elle est bornée dans L!, elle est
converge presque sirement.

UNIFORME INTEGRABILITE

DEFINITION 4.11. Une famille de variables aléatoires intégrables (X;) ;e est dite uniformément intégrable si

CEIPOOS;};?EHXH Tyx;1>0] =0.

REMARQUES. - Pour toute variable aléatoire intégrable X, la famille (X) est uniformément intégrable par le
théoréme de convergence dominée.

— On suppose qu'il existe une variable aléatoire intégrable Z telle que | X;| < Z pour i € I. Alors la famille (X;);es
est uniformément intégrable car, comme la fonction x = 0 — xTx est croissante pour tout ¢ € R, donc

SupE[| X;| Uy x;1>0] SE[ZT1z54]
iel

ce qui assure la limite.
— Siles variables X; sont intégrables et I'’ensemble I est fini, alors la famille est uniformément intégrable en
appliquant le point précédent avec Z := ) ;71 X;l.

PROPOSITION 4.12. Soit (X)) ,>1 une suite de variables aléatoires intégrables telle qu’il existe > 0 tel que

supE[|X;|"*°] < +oo.
i=0

Alors la suite (X},) ;>1 est uniformément intégrable.

Preuve SoitceR.Pourtoutn=1,ona

| Xnl

5
[E[|Xn|1]{\xn|>c}]S[E[lxnl(T) Ty x> < ¢ OE[I1 X170,

Ainsi on obtient
SUPE[| Xp| Tyix,15] < ¢ supE[1X,,|' 0] = O(¢™%) — 0.
n=0

n=0

D’ot1 la proposition. d
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LEMME 4.13. Soit X un variable aléatoire intégrable. Pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que, pour tout A € & tel
que P(A) <6, on ait E[| X| 14] < €.
PROPOSITION 4.14. Une suite de variables aléatoires (X},) ;>0 est uniformément intégrable si et seulement si

(i) pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que, pour tout A € & tel que P(A) <6, on ait sup,,5( El| X, |14l <&;
(ii) onasup,EllX,ll <+oo.

Preuve = On suppose que la suite (X,;) ,>0 est uniformément intégrable. Soit € > 0. Alors il existe ¢y € R tel que

Ve=cg, SUpE[|lXnllyx,>q] <€/2.
n=0

On pose 6 := €/2¢p. Alors pour tout A € & tel que P(A) < € et pour tout n=0,0na
E[1 X514l = E[| Xnl 1alyx,1<e] + EIXnl 1alyx, 1>
<cP(A)+el2<e.

D’ot1 le point (i). En prenant A = Q, pour tout 7 = 0, on obtient E[| X,|] < ¢y + £/2 ce qui assure le point (ii).

< On suppose les points (i) et (ii). Notons M := sup,,-, E[| X, |] < +o0. Soit € > 0. Alors il existe 6 > 0 tel que,
pour tout A € & tel que P(A) < J, on ait sup,,5¢E[| X, 14] < €. On pose ¢y := M/6. Alors pour tout ¢ = ¢p, on
obtient P(|X;| > ¢) < M/c < . On en déduit

[E[|Xn| 1]{|Xn|>6}] <g, VYec=zcy, Vn=0.

Ceci assure 'uniforme intégrabilité. d

PROPOSITION 4.15. Soit X un variable aléatoire intégrable. Alors la famille (E[X | 4])¢cs est uniformément
intégrable.

Preuve Pour toute sous-tribu ¢4 de &, la variable aléatoire Xy := E[| X| | ¢4] vérifie
Ell Xl = E[E[|X] | 4]] = E[|X]].

On obtient alors

sup E[| Xgl|] = E[|X]|] < +o0
G F

ce qui donne le point (i). Soit € > 0 De plus, comme X est intégrable, il existe § > 0 tel que, pour tout A € & tel

que P(A) <6, on ait E[| X|14] < €. Alors pour tout ¢ > ¢y :=[E[| X|]/§ et pour toute sous-tribu ¢4 de %, on a

E[Xy] E[IX]]
c

P(Xy >0) < <4,

et, en prenant A := {X¢ > c} € ¢4, on obtient
E[ X lixy>cy] = Bl X Tix,>c] <€.

Finalement, pour tout ¢ = ¢y, on a

sup [E[X(g‘ﬂ{xg>c}] <€
G F

ce qui donne le point (ii). Avec la proposition précédente, ceci assure I'uniforme intégrabilité de cette suite. O

THEOREME 4.16 (VITALD). Soit (X,)s=0 une suite de variables aléatoires intégrables. Alors les propositions
suivantes sont équivalentes :

(i) lasuite converge dans L!;
(ii) elle converge en probabilité et elle est uniformément intégrable.

Preuve = On suppose que la suite converge dans L!. Alors elle converge en probabilité par I'inégalité de
MARKOV. Puis la convergence dans L! implique la convergence des moments, donc sup,,-o E[| X, |] < +oc. De
plus, comme X est intégrable, il existe § > 0 tel que, pour tout A € & tel que P(A) < J, on ait E[| X, 14] < £/2. Par
ailleurs, comme la suite converge dans L! vers une variable aléatoire X, il existe no = 0 tel que

Vnz0, E[X,-Xll<e/2.
Ainsi I'inégalité triangulaire et un passage a la borne supérieure donne

VAeZF, PA<d = supk[|X,llalse.

nzngp
De plus, la famille finie de variables aléatoires (X;);<pn, est uniformément intégrable, donc il existe §’ > 0 tel que
VAeZF, PA)<6 = supE[|X,ll4<e.

n<ngp
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On obtient alors
VAeZF, P(A)<min(,6") = supE[|X,|ls<e.

n=0

Par le critere d’intégrabilité uniforme, la suite est uniformément intégrable.

< On suppose que la suite converge en probabilité vers une variable aléatoire X et qu’elle est uniformément
intégrable. On peut alors en extraire une sous-suite (X, ) x>0 qui converge presque strement vers X. Alors cette
limite est intégrable car le lemme de FATOU assure

E(1X|] = Eliminf] X, |] < liminfE([| X, |] < supE[|X,|] < +oo
k—+o0 k—+o0

n=0
puisque la suite est uniformément intégrable. Soit € > 0. Pour tout n = 0, I'inégalité triangulaire donne
E[1 X, — X1 < E[ X5 — X 1 x, - x1<er31] + Ell Xl Ty x,— x1>¢/33] + EUX| Uy x, - x1>/33]- (%)

Comme la famille (X) U (X;) ;50 est uniformément intégrable, il existe 6 > 0 tel que

VAeZF, PA)<O6

{ ElX]|14] < /3,
(%)

E[| X, 14l <€/3, Vn=0.
Or P(1X,, — X| > €/3) — 0, donc il existe ny = 0 tel que
Vn=ng, P(X,—X|>el3)<6.
En utilisant A := {| X, — X| > €/3} dans la relation (**), on obtient alors
E[X|14] <€/3,
{[E[IXnI Tal<el3, Vn=z=ny.

En reprenant I'inégalité (x), pour tout n = ng, on obtient E[| X;, — X|] < € ce qui montre la convergence L. O

CONVERGENCE L! ET MARTINGALE FERMEE

DEFINITION 4.17. Une martingale (X,) ;>0 est dite fermée s'il existe une variable aléatoire intégrable X telle que
Vn=0, X,=E[X]|Z%,l

THEOREME 4.18 (convergence des sous-martingales uniformément intégrables). Soit (X,,) ;>0 une sous-martin-

gale. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) la martingale est uniformément intégrable;
(ii) elle converge presque stirement et dans L!.

Preuve Si elle est uniformément intégrable, alors elle est bornée dans L!, donc elle converge presque stirement,
donc elle converge en probabilité, donc elle converge dans L! d’apres le théoréme précédent puisqu'il y a
intégrabilité uniforme. L'autre sens découle du théoreme de VITALI. O

THEOREME 4.19 (convergence des martingales uniformément intégrables). Soit (X},) ;>0 une martingale. Alors
les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) lamartingale est uniformément intégrable;
(ii) elle converge presque stirement et dans L ;
(iii) elle est fermée.

Preuve Limplication (iii) = (i) vient de la proposition 4.15 et I'implication (i) = (ii) du théoréme précédent. On
suppose le point (ii). Montrons le point (iii). Pour tous k= net Ae &%,,ona
E[Xx 14l =E[X,T4] et E[Xpla] — E[XT4]

car la suite converge dans L', donc E[X,14] = E[X14]. Ceci étant vrai pour tout événement A € %, on obtient
donc X, =E[X | &,] pour tout n = 0. La martingale est donc fermée. d

Quelques applications des résultats de convergence
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PROPOSITION 4.20. Soit (%) n>0 une filtration. On pose o, := 0 (U;=0F5). Soit X un variable aléatoire inté-
grable. Alors
E[X | Fpl —psal! - E[X | Fool.

Preuve La suite (X,) 50 avec X, .= E[X | &,] est une martingale fermée, donc elle converge presque stirement
et dans L! vers une variable aléatoire intégrable Z. Pourtousn=0et A€ &,,ona

E(XTal = E[ X T4l — E[Z£74],
donc E[XT4] =E[ZT4]. Cette égalité est également vraie pour tout A € U,>¢%,. Posons
M={AeF |E[XT14] =E[ZT4]}.
Cette classe .4 est monotone et contient U, ¢ %, qui est un n-systéeme car la suite (¥,) >0 est une filtration.

On en déduit %, < 4. De plus, comme les variables X;, sont %,-mesurable, leur limite Z est Z%,-mesurable.
D’ol1 Z = E[X | %] presque slirement. O

PROPOSITION 4.21 (loi du 0-1 de LEVY). Soit (%) =0 une filtration. Pour tout A € %, on a

ElTa | Fpl —psatl > 14.

Preuve Le résultat est immeédiat avec la proposition précédente en posant X := 14. d

PROPOSITION 4.22 (loi du 0-1 de KOLMOGOROV). Soient (X}) ;>0 une suite indépendante de variables aléatoires
et (¥ ) =0 sa filtration naturelle associée. Pour n = 1, on pose F = 0(Xp | p=n). On pose F® =, FW,
Alors la tribu & © est triviale, i. e. tout événement de & * est négligeable ou presque sdr.

Preuve Soit A€ % Pour tout n = 1, les variables Xj, ..., X,, sont indépendantes de I'indicatrice 14 puisqu’'on
aAe F® cztD) dqonc
E[T4 | &nl = E[14] =P(A).

Par ailleurs, la proposition précédente assure E[T14 | F,] —ps— E[14 | Fol. Or F () < F 0, 0N a A€ Fo, ce qui
implique E[14 | %] = 14. On obtient alors [P(A) = 14 presque stirement, donc P(A) € {0, 1}.

Justifions juste le point #© < F,. Pour tout n >0, on a " = 0 (U, F))) avec F}, = o(X; | i € [n, pl).
On remarque que, pour tous 7, p = 0 tels que n < p, on a ¥} ¢ %, € Fo,. On en déduit alors que F"” c F,
pour tout 7 = 0, donc F© c Z.. O

THEOREME 4.23. Soient (X;),>1 une suite de variables aléatoires tendant presque sfirement vers une variable
aléatoire X, et Z une variable aléatoire intégrable dominant les variables aléatoires X,,. Alors

E[Xn | Fn] —ps— E[Xoo | Fool.

Preuve Pour N =0, on pose Wi :=supy, .- n|Xn — Xml € LY(%). Un passage a lalimite donne | X, — Xool < Wi
pour tous n, N = 1 tels que n = N. Pour tout N = 1, la proposition 4.20 assure alors

HmSupE[| X, — Xool | Fnl < lim E[Wy | Fp] = E[WnN | Fool- (%)

n—+oo
Comme la suite (Wy)y=1 décroit vers 0, la suite (E[Wy | Fwol) N»1 CcOnverge presque siirement vers une variable
aléatoire U = 0. Comme 0 < Wy < 27, le théoreme de convergence dominée usuel assure E[Wy] — 0. De méme,
en appliquant le méme théoréme, comme E[Wy | Foo] —ps— U et 0 S E[Wy | ool < 2E[Z | o] pour tout N = 1,
ona
E[Wn] = E[E[Wy | Foll — E[U].

On en déduit E[U] = 0 avec U = 0, donc U = 0 presque stirement. De la relation (), on obtient donc
El1 Xy — Xool | Fn] — 0.
Ainsi, avec I'inégalité triangulaire inversée, on obtient
IE( X! | Fnl —Ell Xool | Fpll — 0.
Avec la proposition 4.20, on a aussi E[ X, | &3] —ps— E[Xoo | Fool. D'OU E[X;, | Fp] —ps— E[Xeo | Fool- a

MARTINGALES DE CARRE INTEGRABLE

RAPPEL. Pour une martingale X := (X,;) ;50 dont les variables aléatoires sont de carré intégrable, la décomposi-
tion de DOOB assure que la suite (Xfl — (X, X) n) n=0 est une martingale.
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4.5. MARTINGALES DE CARRE INTEGRABLE

THEOREME 4.24 (convergence presque sire de martingale 1?). Soit X := (X;),s0 une martingale dont les
variables aléatoires sont de carré intégrable. Alors

1. pour tout w € Q tel que (X, X) oo (w) < +00, 1a suite (X, (w)) >0 admet une limite;

2. sila martingale X a ses accroissements bornés (i. e. il existe K > 0 tel que | X, — X;,—1| < K pour tout n = 1),
alors (X, X) o (w) < +00 pour tout w € Q tel que la suite (X, (w)) >0 admette une limite.

Preuve 1. Sans perte de généralité, on suppose Xy = 0. On note A := (X, X). Soit k = 0. On pose
Sp=inf{p=0|Aps1 = k}
qui est un temps d’arrét puisque, pour tout n =0, on a

Sksny=JApn =kl Z,.
p<n
Considérons la martingale X5¢. On a ASk = (XSk, XSk), donc la suite (X%)2 — ASk est une martingale nulle en 0,
donc son espérance est nulle, i. e.
V=0, E[(X535%] =E[AF]<k.

Ceci assure
supE[(X55)%] < k.
n=0
Le théoréme de convergence presque stirement des martingales donne alors la convergence presque stirement
de la martingale (X,sl")nzo. Sur w € {Ay < 400}, il existe un entier k(w) = 0 tel que Si(y) (w) = +oo et on obtient
donc
XpE0@ () = X, (w),

c’est-a-dire que la suite (X, (w)) >0 admet une limite.
2. Raisonnons par I'absurde et supposons

P(Ax = +00,sup|X;,| < +00) > 0. (%)

n=0
Soit ¢ = 0. On considere le temps d’arrét T, := inf{n = 0 | | X,,| = c}. Par 'hypothese faite, pour ¢ = 0 assez grand, on
aP(Ax = +00, T; = +00) > 0. Soit n = 0. D’apres le théoreme d’arrét borné appliqué au temps d’arrét min(7T, n)
et ala martingale X 2_A,ona
ELX (7, — Amin(T.,m] = EIXG — Ag] =0,

i 3 s — 2
c’est-a-dire E[Amin(t,,m)] = [E[Xmin(Tmm
une accroissement d’au plus k, on a Xmin(r,,n) < ¢+ k, donc E[Amin(7,,n)] < (¢ + k)2. Dol E[A7]<(c+ k)2. Cela
contredit I'’hypothése (*). Finalement, on doit avoir A < +oo dés que sup,,»( | X,| < +oo et, en particulier, dés
que la limite existe dans R. O

]. Comme juste avant T;, la martingale X est plus petite que c puisilya

THEOREME 4.25 (loi des grands nombres pour une martingale). Soit X := (X};) ;>0 une martingale dont les
variables aléatoires sont de carré intégrable avec X, = 0. Alors sur {(X, X), = +o0}, on a
Xn
(X, X)n

—ps— 0.

REMARQUE. Soit (X;);>0 une suite indépendante de variables aléatoires identiquement distribuées et de carré
intégrable. Alors la suite (Xp + - - - + Xj;) n>0 €st une martingale dont le compensateur est la suite (nVar(X;)) ;>0-
Le théoreme précédent donne alors
Xi+-+ X
nVar(X;)

—ps— 0.

Preuve Lasuite (1+ (X, X),) 1) »1 est une suite prévisible bornée. La suite W := (W},) ;>0 définie par
Woi=0 et W,:=((1+(X, X)) -X)p, n=1
est une martingale. Pour tout n =1, on a
(W, Wy = (W, W)y = E[(Wy = Wy1)? | Fpei]
1

= mﬂ(xn - Xn—l)2 | gn—l]
’ n

B m(E[X% | Fn1l _[E[szz—l | Fn-11)
) n
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4.6

4.6. THEOREME D’ARRET

= m((X,XM—(X,X}n—D
) n

1

S U+ Xm0+ 0 Xn1)
1 1

I X 140 X0

((XrX>ﬂ - <X»X>n—1)

donc

(W,W)p =) (W, W) —(W, W)y <1
k=1

D’apres le théoréme précédente, la suite (W) ;=0 converge presque slirement. Pour conclure, utilisons le lemme
suivant.

LEMME 4.26 (KRONECKER). Soient (x,),>0 une suite d'un espace vectoriel normé et (a,) >0 une suite réelle
croissante qui converge vers +oo. Si la série Zn>0 X,/ ay converge, alors

— Z X — 0.
an k=1
On applique le lemme aux suites (X — Xi_1)x=1 €t (1 + (X, X)) k=1 €t on obtient
Xn
1+(X, X)p

De la, on en déduit le théoreme sur {(X, X)o, = +00}. O

—ps— 0.

Preuve du lemme Pour n =1, posons S, =Y.7'_, X/ ax et S := 0. On suppose qu'il existe S € E tel que S,, — S.
Alors pour tout n =2, on a

n 1 n
— ) Xe=— ) (Sp—Sk-Day
an k=1 an k=1
1 = 1
— Z Sklag — ax+1) +Sp — 0
a :
par le lemme de CESARO. O

THEOREME 4.27 (convergence presque slre et dans L2 de martingale). Soit X := (X,;) >0 Une martingale bornée
dans 12, i e E[(X,X Yool < +00. Alors la suite X converge presque sirement et dans L2 vers une certaine variable
aléatoire X,. De plus, on a E[X] = E[X},] pour tout n = 0.

Preuve Une martingale bornée dans L? est bornée dans L!, donc elle converge presque stirement par les
résultats de convergence presque siirement. Montrons qu’elle converge dans 1.2, On pose Z := sup,,-o | X |-
Admettons provisoirement que la variable aléatoire Z est dans L. Alors le théoréme de convergence dominée
assure E[|X,, — X|?] — 0 ce qui assure la convergence dans L.

Effectivement, d’apres I'inégalité maximale des moments, pour tout n=0,ona

2 2 2 2
Elsup| X |l < [ —— | ElIXnl"].
ksn 2-1

Par convergence monotone, on obtient alors

[E[ZZ] = hm [E[suplel ] <2supk] IXnI ] < +o0. Od

k<n n=0

THEOREME D’ARRET

PROPOSITION 4.28. Soient (X,) ;=0 une sous-martingale uniformément intégrable et T un temps d’arrét. Alors
la martingale X est uniformément intégrable.

Preuve Lafonction x — x* est croissante et convexe, donc la suite (X;}) >0 est une sous-martingale. Alors
pour tout n = 0, le théoréeme d’arrét borné appliqué a cette derniére martingale et au temps d’arrét min(7, n)
donne

E[X*

min(T,n

J<ELX;].
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4.6. THEOREME D’ARRET

Comme 0 < X' <|X,| pour tout n =0, la suite (X;) ;>0 est uniformément intégrable, donc sup,,.(E[X;'] < +o0.

D’oltsup,,- [E[XI;in(T,n)] < +o0. Par le critere de convergence presque stirement des martingales, ceci assure la

convergence presque stirement de la martingale XT vers X7 et E[|Xr|] < +00. Pourtous n=0etce Ry, ona
El Xmin(7,m) | W Xmincrm 1> et = EU X7V xp>c lir<m] + BEUXn Vx5 ot = m]
<EIX1 Y xp1>0] + El Xn Ty x, 15011

Comme la suite (X,) ;>0 est uniformément intégrable et la variable X7 est intégrable, la suite (X) U (X};) n>0 est
uniformément intégrable. Ceci implique

CEI}]OOS’li%)[E[|Xmin(T,n) 11 X min(m1>c3] =0

ce qui acheve la preuve. O

THEOREME 4.29. Soient (X;) ;>0 une sous-martingale uniformément intégrable et T un temps d’arrét. Alors

E[Xo] SE[XT] <E[Xs] avec X := nlil}rl Xn.
—+00

Preuve On observe que la limite X, existe car la sous-martingale est uniformément intégrable. Pour tout 7 = 0,
le théoréeme d’arrét borné assure
E[Xo] < E[Xmin(T,m] < E[Xn]. (%)

Or la proposition précédente affirme que la martingale X’ est uniformément intégrable, donc elle converge
presque stirement et dans L. On obtient E[Xmin(r,n)] — E[XT] et la convergence presque siirement et dans L!
assure E[X,,] — E[X,]. On obtient la conclusion en laissant tendre z vers I'infini dans la relation (x). O

THEOREME 4.30 (d’arrét de DOOB). Soient (X},) =0 une sous-martingale uniformément intégrable et Set T
deux temps d’arrét tels que S < T. Alors

ElXs] <E[X7] et Xs<E[X7|ZFs).

Idem pour des sur-martingales et des martingales.

Preuve Soit Y := X' la sous-martingale arrétée en T. Elle est uniformément intégrable. Le résultat précédent
affirme alors E[Ys] < E[Yso]. Mais comme S< T, on a Ys = Xg et Yo, = X7. Ceci donne 'inégalité cherchée.

On observe d’abord que la variable aléatoire X est %s-mesurable. En effet, pour B € Z(R), ona X S IBes S
puisque, pour tout n = 0, on a XS‘1 (B)n{S=n}={X, € BIn{S=n} € &,. Pour A€ g, on considere le temps
d’arrét U := TTyc + ST4. Comme U < T, la premiere inégalité donne E[Xy] < E[X7], C'est-a-dire

E[X7Tac] + E[XsT1al SE[X7T1ac] +E[X7T4],

donc
E[XsTal < E[X71a] = E[E[XT | Fs]14l. (%)

Considérons1’événement A := {Z — X5 < 0} € Fg avec Z := E[ X7 | Fs]. Alors'inégalité () donne E[(Z—Xs)14] =0
ce qui implique (Z — X5)14 = 0 presque stirement. Comme (Z — Xs)T14 <0, cela exige P(A) = 0. Finalement, on a
obtenu Z = X presque sirement. a

PROPOSITION 4.31. Soient (X},) ;>0 une sur-martingale positive et 7 un temps d’arrét. Alors
E[X7] < E[X0o] + E[Xoo].
Preuve On sait déja que la sur-martingale converge presque stirement vers une variable aléatoire X,. De plus,
la suite XT est une sur-martingale pour laquelle [E[X,f 1< [E[XOT ] pour tout n = 0. On a alors
ElX7lr<too]l = M E[Xminr,m Yr<m! < lim E[Xmin(r,m] < E[Xo]
n—+oo n—+oo

et
ELXT Y 7=+00)) = E[Xoo 7= 400)] < E[Xool-

En sommant ces deux derniéeres lignes, on obtient I'inégalité. O
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INTRODUCTION

On considere un systéme qui peut prendre un nombre fini ou dénombrable de valeurs. Lensemble de ces
valeurs, appelées états, est appelé |'espace d’états et noté E. Dans la suite, on supposera que cet ensemble E
est dénombrable (typiquement E c Z). De plus, on suppose le systéme observé en des dates entieres n € N
dont on notera X, son état en cette date. Pour des systémes non déterministes, les éléments X,, seront des
variables aléatoires. Pour étudier le systéme, c’est-a-dire la suite (X},) ;en, il faut faire des hypotheses sur son
évolution au cours du temps. Par exemple, on peut supposer que le systéme évolue des maniéres completement
indépendantes, i. e. les variables aléatoires X,, sont indépendantes. En pratique, une telle hypothese est trop
restrictive pour nombre de phénomeénes intéressants. En fait, de nombreux systemes évoluent avec la propriété
suivante : I'état présent du systéme étant connu, les états passés n'ont aucune influence sur I'état futur du
systeme. Un tel systéme est dit sans mémoire et sont appelés des chaines de MARKOV : seul le présent, et non le
passé, influe sur le futur.

EXEMPLE (chaine de MARKOV a deux états). On considere E := {0, 1} et une machine qui, au début de chaque
journée, est en fonctionnement (1) ou en panne (0). Pour tout date n € N, on note X, € E son état. Soit p, g € [0, 1].
On suppose que, pour tout n € N,

— sila machine est en panne au n-iéme jour, alors la probabilité qu’elle soit réparée au (n + 1)-iéme jour soit p;
— sila machine fonctionne n-iéme jour, alors la probabilité qu’elle soit en panne au (n + 1)-iéme jour soit g.

Mathématiquement, pour tout 7 € N, cela revient a supposer les relations
PXn1=11Xp=0=p et PXy1=01Xp=1=q.

On peut également représenté ces hypotheses sous la forme du schéma suivant.

p
q

Enfin, on déduit I’état initial X, de la machine a1’aide des deux réels o (0) := P(Xy = 0) et po(1) :=P(Xp = 1). On
souhaite chercher les lois des variables aléatoires X, en procédant par récurrence. Pour tout n € N, la formule de
probabilité totale donne

P(Xn+1=0) =P(Xp+1 =0 X, = 0P(X;, = 0) + P(Xp41 =01 Xpp = DP(X,, = 1)
=1-pPX,=0+gP(X,=1)
=qg+(1-p-qPX,=0).

Lorsque p + g # 0, pour tout n € N, on a facilement

q n q
PX,=0)=——+(1-p— 0)— —— t
(Xn=0) p+q+( p—q (Ilo() p+q) e
p n p
PX,=1)=——+1Q-p-— 0)— ——
Xn=1 p+q+( p—q (uo() p+q)
et,si|l-p—gql<1,alors
IP(X,,=0)—>—q et PX,=1)— P
ptq ptq

et la suite (X},) ,en converge en loi vers la loi
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5.1

5.1. PROBABILITE DE TRANSITION

Lorsque p = q =1, le systéeme est périodique de période 2 et, pour tout n € N, on a
P(X2p =0) = po(0) P(X2p+1 =0) = po(1),
P(X2p=1) = po(1) P(X2n+1 = 1) = po(0).
Lorsque p = g =0, le systeme ne change pas et, pour tout €N, on a
P(X,=0)=po0) et P(X,=1)=pp(1).
o Approche matricielle. Pour n € N, on pose i, := (P(X,, = 0),P(X,, = 1)) € R%. On pose également
(=P P
P~—( q 1_q)Ewﬂz(R).

On observe alors que p,+1 = 4, P pour tout n € N. De plus, les valeurs propres de P sont 1 et 1 — p — g associées
a des vecteurs propres (1,1) et (p, —g). On peut alors réduire P sous la forme

_ A1 0 -1 [t p
P—A(0 l—p—q)A avec A'_(l —q)‘
Pour tout n € N, une simple récurrence donne u, = yoP" avec
1 (a p p -p
O )
p+q\d P Pm® \-q 1
On retrouve alors les expressions précédentes grace a cette approche matricielle.

PROBABILITE DE TRANSITION

RAPPEL. FEtant données deux espaces mesurables (E, &) et (F,.%), on appel noyau de probabilité (ou de transi-
tion) de E dans F toute application v: E x &% — [0, 1] telle que

(i) pour tout x € E, I'application v(x, -) est une probabilité sur (F, %);

(ii) pour tout A € &, I'application v(:, A) est &-mesurable.

Dans la suite, on considérera E = F ou I'ensemble E est dénombrable. Dans ce cas, le point (ii) est toujours
satisfait.

DEFINITION 5.1.  On appelle matrice stochastique sur E toute famille P := (P(x, y))x,ycE telle que

(i) pourtous x,y€ E,ona0<P(x,y)<1;
(i) pourtoutx€ E,ona} g P(x,y)=1.

REMARQUES. - Lasuite (1,1,...) est un « vecteur propre » de P.

— Les matrices stochastiques et les noyaux de probabilités sont liés :
o si P est une matrice stochastique, alors la relation v(x, A) = ¥ e 4 P(x, y) définit un noyau de probabilité;
o siv estun noyau de probabilité, alors la relation P(x, y) = v(x, {y}) définit une matrice stochastique.

NOTATIONS. Dans la suite, pour tous x € E et A€ &%, on notera

P(x,A):=) P(x,)
yeA

de telle sorte que I'application P(x,-) soit une probabilité. De plus, pour toute fonction f: E— R,, on pose
E— Ry,

Pfilxe— Y P, ) f() = EpeyLf]
YEE

Pour tout mesure p sur P, on définit le mesure sur E
E— R+)
By Y w0 P, ).

xeE
ol on fait les abus de notations p(x) et P (y) pour désigner les réels p({x}) et uP({y}). Enfin, on définit la suite
de matrices stochastiques (P;) ;>0 par les relations

Po(x,y) =0x(3),
Pi(x,y) = P(x,y),
Ppa(x,y) =) Pu(x,y)P(z,y), neN, x,yeE.

zeE
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5.2

5.3

5.2. EXEMPLES

DEFINITION 5.2.  On appelle chaine de MARKOV sur un ensemble dénombrable E, appelée espace d’états, toute
suite de variables aléatoires (X,,) ;>0 a valeurs dans E telle que les lois conditionnelles vérifient

ZLXn+11 X0y, Xn) =L Xp11 Xn), n=0,
cela revient a avoir
PXo=x0,.-, Xn=x) #0 = PXpt1=y1Xo=x0,...,. Xn=Xp) =PXpn+1 =y Xn=x5)
pour tous n =0 et xy,..., X, € E. De plus, elle est dite homogene s’il existe une matrice stochastique P telle que

L (Xns11 Xn) =P(Xy,"), n=0.

REMARQUE. Pour une chaine de MARKOV pas forcément homogene, il existe une suite (P, - de matrices
stochastiques telle que
LXns1 1 Xn) = PP (X, n=0.

EXEMPLES

— Soit (X;) =0 une suite de variables aléatoires indépendantes. Alors cette suite est une chaine de MARKOV
puisque, pour tout n = 0, 'indépendance donne £ (X;11 | Xo,..., Xn) = L Xn+1) = L(Xn+1 | X5). De plus, si
la suite est identiquement distribuée, alors la chaine est homogene et la relation P(x, y) = P(Xo = y) définitla
matrice stochastique associée.

— Soient d € N* et (X;) ;>0 une suite indépendante de variables aléatoires identiquement distribuées a valeurs
dans Z¢ et de loi f. La marche aléatoire (S;) =0, 1a suite des sommes partielles, est une chaine de MARKOV
homogeéne de matrice stochastique donnée par P(x, y) = f(y — x). En effet, pour tous X, Xo, ..., X,_1, X, € Z%, ona
P(Sns1=Y1So=%0,...,Sn=Xn) =P(xn+ Xpns1 =y 1 So = X0,...,Sn = Xn)
=P(Xps1=y—xp) = f(y_ Xp).

Un exemple en dimension une est la ruine du joueur.

PREMIERES PROPRIETES

On considere une chaine de MARKOV homogene (X},) ;>0 a valeurs dans un ensemble dénombrable E. On
note P son noyau de transition.

PROPOSITION 5.3. Une suite de variables aléatoires (X;) ;>0 est une chaine de MARKOV de matrice P si et
seulement si

Vnz=0, on,...,xn €E, ﬂ:D(X() = X(),...,Xn = xn) = P(Xo = xo)P(xo,xl)--~P(xn_1,xn).

En particulier, si P(Xy = xp) >0, alors P(X,, = x,, | Xo = X0) = P (X0, Xn).

Preuve = On suppose que la suite (X,;) ;>0 est une chaine de MARKOV de matrice P. Montrons I’égalité par
récurrence sur 'entier n = 0. Elle est clairement vraie pour n = 0. Soit n = 0. On suppose qu’elle est vraie au
rang n. Soient Xy, ..., Xu+1 € E. Si P(Xp = X0, ..., X = X,) =0, alors P(Xy = x9) P(xo, X1) - -- P(xp—1, Xn) = 0, donc
P(Xo = x0) P(x0,x1) -+ P(Xp—1, Xn) P(Xp, Xp+1) = 0, donc P(Xy = Xo, ..., Xn+1 = Xn+1) = 0 et 'égalité est vraie dans
ce cas particulier. On suppose P(X, = xo, ..., X, = x) # 0. Alors
P(Xo = X0,..., Xp+1 = Xp41) =P(Xo = x0,..., Xpn = Xp)P(Xp41 = Xpa1 | Xo = Xo,..., X = xp)
=P (Xo = x0) P(xp, x1) -+ P(Xp—1, Xp) x P(xp, Xp+1)-
Cela montre I'égalité au rang n + 1.
< Réciproquement, on suppose 1'égalité. Soient xy, ..., x, € E tels que P(Xy = Xy, ..., X, = x) # 0. Alors
P(Xo = X0,..., Xn = Xp, Xn41 = Xn41)
[FD(XO = xO!---)Xn = xn)
_ P(Xo = x0) P(xg, x1) -+ - P(Xp—-1, Xn) P(Xn, Xnn+1)
P(Xo = x0) P(x0, X1) - - P(Xp—1, X)

La suite (X},) ;>0 est donc une suite de MARKOV. a

P(Xp+1 | Xo = X0,...,Xn = Xp) =

= P(xn’xn+1)-
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5.3. PREMIERES PROPRIETES

COROLLAIRE 5.4. Toutes les lois jointes d'une chaine de MARKOV sont connues dés qu’on est en possession
d’une loi initiale py = £ (Xp) et une matrice stochastique P.

TRANSITION EN 71 ETAPES. Soient n =0 et x, y € E. La probabilité de transiter en n étapes de x a y est donnée
par P,(x,y) =P(X,, = y| Xo = x). Autrement dit, c’est la quantité

Py, )= Y -+ Y, Px,y1)--P(Yn-1,)).
NEE  yn1€E

PROPOSITION 5.5 (CHAPMAN-KOLMOGOROV). Le noyau de transition en n étapes satisfait une propriété de
semi-groupe : on a Py, = P, Py, pour tous n, m = 0. Ainsi

1. pourtoutn=0,ona P, = P";
2. ennotant u, = £ (X,) pour tout n=0,ona y, = u,—1 P pour toutn=1.

Preuve Montrons le second point. Par la formule des probabilité totale puisque, pour tout y € E, on a

pn() =Y PXp =yl Xp-1=0PXp-1=y)

x€E

= (UPp-1) (). O

NOTATION. Pour x € E, on pose P, :=P(- | Xo = x). De méme, pour une loi v, on note P, pour signifier qu'on
suppose Xp ~ V.

PROPOSITION 5.6. Soient (X,) ;>0 une chaine de MARKOV, f: E — R une fonction mesurable et n = 0. Alors
Elf (Xn+1) | Xo,..., Xul = (P)(Xp).
De méme, pourtous0< i <--- < ip<n,ona

Elf (Xn+1) | Xiys .o, Xiy, Xn] = (P ) (Xp).

Preuve La variable aléatoire E[f(X;+1) | Xo,..., Xn] est 'espérance de f sous la loi Z(X,+1 | Xn) = P(Xy, 1),
donc elle est égale a

ELf (Xn+1) | Xl = 3 fFP(xn, y) = (P (Xp).

yeE
Maintenant, pour tous 0 < i) <---<ip<n,ona
ELf (Xn+1) | Xiys - os Xiyy Xl = E[E[f (Xp+1) | Xoy - os Xn] | Xy, Xiy» Xin

=El(PHXn) | Xiyy .-, Xiy, Xnl = (PF)(Xn). O

PROPOSITION 5.7 (boite a outils). Soit (X,) ;>0 une chaine de MARKOV de matrice de transition P. En supposant

que les probabilités conditionnelles sont bien définies, on a les points suivants :

1. pour tous xo,...,Xn, Y1,...,Ym € E,on a

P(Xn+1=y1-- 0 Xntm = Ym | Xo = Xo,..., Xpn = Xp) = P(Xp, y1) - P(Ym-1,Ym) 5
2. pour tous Ag,...,Ap-1< Eetx,, y1,...,ym€E,ona
P(Xn+1= Y1000 Xnam = Ym | Xo € Aoyev sy Xno1 € Ano1, Xn = Xn) = P, Y1) -+ P(Yn-1, yn) ¥ ;
3. pourtous Ay,...,Ap-1,B1,...,BpycEetx, € E,ona

P(Xn+1€B,..., Xn+m € B | Xo € Ag, ..., Xn-1 € Ap—1, Xpn = Xp) = Z Z P, y1) - P(Ym-1,Ym)-
YEBT  Ym€Bm

Preuve 1. Ona
P(Xn+1= Y150 Xnem = Ym> Xo = X0, Xn = Xp)

P(XO =X0,--, Xpn = Xpn)
_ P(Xo = x0)P(xo,x1) -+ P(Xp—1,Xp) P(Xp, Y1)+ P(¥n-1,Yn)
- P(Xo = X0) P(X0, X1) -+ P(Xp_1, Xn)
=P(xp, Y1) P(Yn-1,¥n).

PXns1 =15 Xnem = Ym | Xo=Xo,..., X =xp) =

§1. La dynamique markovienne est toujours a I'’heure, j'oublie le passé.
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2. Pour Ce &, onnote Pc:=P(- | C) et alors Pc(A| B) =P(A| BN C) pour tous A, B € &. En effet, on a
Pc(AnB) P(ANB|C) P(ANBNC) P(C)
Pc(B)  PB|IC)  PC) PBNO'
Maintenant, si B; N B, = @ et P(B; U By) >0, alors
P(A|B1uBy) =P(A| B1)P(B; | BiuB2) +P(A| B2)P(B2 | By U By)
_ P(AnB;) P(ANBy)
 P(BiUBy) P(BiUBY)’
En plus, siP(A| By) =P(A| By), alors P(A| By U By) =P(A| By).
Prouvons I'égalité. On remarque que
{Xo€Ao,... Xn-1€An1, Xn=xn= || - | Xo=x0-.0, Xn-1=Xn-1,Xn = Xn}

X1€AL  Xp-pA€Ap-1

Pc(A|B) =

On applique ensuite la remarque et le point 1 avec cette partition.
3. Le troisieme égalité découle du point 2 puisque
P(Xy+1€B,...,Xn+m € By | Xo € Ag,..., Xn-1€ Ap-1, X5 = Xp)

= Z Z PXn+1=Y1,--» Xn+m = Ym | Xo € Ao,..., Xn-1 € Ap-1, Xn = Xp)
J/IEBI J’mEBm

=Y . X PGy PG, V). =
ylEBl J’mEBm

Approche récursive

PROPOSITION 5.8. Soient X; un variable aléatoire a valeurs dans E suivant une loi v et (U,),>¢ une suite
indépendante de variables aléatoires a valeurs dans F suivant un loi v et indépendantes de Xjy. Soit f: Ex F — E
une fonction mesurable. Alors la suite (X};) ;=0 vérifiant

Xn+1 = f(X,,Uy), pourtoutn=0 +)
est une chaine de MARKOV de loi initiale v et de noyau de transition donnée par

P(x,y) =P(f(x,Uo) = y).

Preuve Soient xy,...,x,+1 € E tels que P(Xy = xo,..., X, = x) #0. Alors
P(Xn+1=Xn+1 1 Xo = Xo,..., Xn = Xp) =P(f (Xn, Un) = Xp+1 | Xo = X0,..., Xn = Xp)
= I]:D(f(xny Un) = Xn+1)

car les variables f(x,, U,) et Xy, ..., X, sont respectivement o (U,)-mesurable et o (Xy, Uy, ..., U,—1)-mesurable.
Montrons ce dernier point par récurrence. En effet, la variable X, = f(X;,—1, Up-1) est 0(X;—1,U,—1)-mesurable.
Donc pour tout n = 1, si X1 est 0(Xp, Uy, ..., Uy—2)-mesurable, alors X;,_1 est o(Xyp, Uy, ..., Uy—1)-mesurable.
Cela conclut. a

PROPOSITION 5.9. Une chaine de MARKOV homogene a valeurs réelles peut étre vue en loi comme une suite
récurrente du type (+) de la proposition précédentes.

Preuve Soit (X,) ;=0 une chaine de MARKOV homogene de matrice P. Alors il s’agit de trouver une fonction
mesurable f: E x R — E et une variable aléatoire U; tel que X; = f(x, U;) lorsque Xy = x pour x € E. Soit x € E.
On sait que la loi de X; sachant X, = x est P(x,-). On note f(x,-) 'inverse généralisée de la fonction de répartition
de P(x,-), c’est-a-dire

fx,y)=inf(ueR| P(x,]-oco,ul) >y), yeR.

Par la méthode d’inversion, on obtient f(x, U;) ~ £ (X1 | Xo = x) pour U; ~ % ([0, 1]). En considérant une suite
indépendante de variable aléatoires (U},) ;>0 suivant chacune une loi uniforme sur [0, 1] et indépendantes de X,
on définit la suite (X,,) >0 telle que X,11 = f(Xy, Uns1) pour tout 7 = 0. Alors pour tous 7= 0 et Xy, X,41 € E, la
construction ainsi faite donne

IP(XVHI = Xp+1 | Xn =Xp) = Ip(f(xn; Un+1) = Xp+1) = P(xp, Xp41).

Ainsi les chaines (X,) n=0 et (X,,) n=0 suivent la méme dynamique. O

EXEMPLES. - Onreprend l'exemple d'une marche aléatoire sur Z%. Soit (Xn) n=0 une suite indépendante de
variables aléatoires identiquement distribuées. Alors la suite des sommes partielles (S;,) ;>0 est une chaine de
MARKOV qui vérifie S;11 = f(Sp, Xp+1) pour tout n =0 avec f(x,y) :=x+y.
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5.4. CHAINE DE MARKOV CANONIQUE

— Soient (X, k) n=1,k=0 Une suite indépendante de variables aléatoires identiquement distribuées. On considere
la suite (Z,) >1 définie par Z,+; = ZiZ:"O Xy,i pour tout n = 0. Alors pour tout n =0, on a

Zpi1 = [(Zn, Xn,i)iz0) avec f(z,(x1)iz0) = ) Xi.
i=0

DEFINITION 5.10. Soient (X,) ;50 une chaine de MARKOV et A c E. Le temps d'atteinte de A par la chaine de
MARKOV (X,;) >0 est le temps d’arrét
Ta:=inf(n=0]| X, € A).

Pour tout y € E, on notera T), := Ty, et la variable Ty = inf(n > 0| X, = y) coincide avec T} lorsque Xy # Y et
differe de T lorsque Xy = y : C’est le temps de retour en y

PROPOSITION 5.11. Soient (X;) ;>0 une chaine de MARKOV de matrice P, n =1 et x, y € E. Alors
n
P"(x,y)= ) Px(Ty=m)P" "y, ).
m=1
De plus, pour tout élément absorbant a € E, c’est-a-dire P(a,a) =1, on a P"*(x,a) =P(T, < n).

Preuve On peut écrire la partition

n
Xn=yt= U J{Ty=mXp=y}

m=1

et on obtient

n
P'x, ) =Py(Xn=y)= Y Py(Ty=m,X,=y)
1

m

M= M=

Po(Ty=mPXpn=ylXo 7y, Xm1ZyXm=Y)
1

Px(Ty =m)P" " (y,y). a
1
Maintenant soit a € E un élément absorbant. Alors pour tous m,n =1 tels que m< n,ona P" " (a,a) =1 et
I'équation précédente devient

P'(x,a)= Y Pu(Ta=mP" ™a,a)= Y Py(T,=m)=Py(T,<n).

m=1 m=1

CHAINE DE MARKOV CANONIQUE

PROPOSITION 5.12 (construction d'une chaine de MARKOV). Soient E un ensemble au plus dénombrable et P
une matrice stochastique. Alors il existe un espace probabilisé (Q, Z,P) sur lequel, pour tout x € E, il existe une
chaine de MARKOV (X}{) >0 de matrice de transition P et issue de X = x.

Preuve On considére I'espace probabilisé Q, ZF,P) = ([0,1[, ([0, 1], A). Commengons par montrer que cette
espace supporte une suite de variables aléatoires uniformes indépendantes et identiquement distribuées. Pour
cela, rappelons que tout réel w € [0, 1[ s’écrit sous la forme

+00
w=Y ex(w?2 "L
n=0
De plus, si w suit une loi uniforme sur [0, 1], alors les variables €, sont indépendantes et suivent une loi de
BERNOULLI de parametre 1/2 (et c’est méme équivalent).

Soit ¢: N x N — N une bijection. Alors les variables aléatoires 71, j := £4(;, j) sont toujours indépendantes. On
observe alors que les variables aléatoires U; := z]fgg ni, j2‘(f *1 sont indépendantes et suivent une loi uniforme
sur [0,1[. Soient (y,),>1 une énumération de E et x € E On consideére alors la suite (X}}) ;>0 définie par les
relations X = x et

k-1 k
Xro=yve st Y PNy <Upai<) P(Xy,y), nk=L
j=1 j=1
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Par construction, pourtous n=1ety,z€ E,ona I]i’(X,){ =yl Xﬁ_ =2z) = P(z,y). Eneffet, pourtout k=1, ona

k-1
XS = i) = [ZP(x V) < Uns1 < Z P(x,y))

tay

k k-1
=) Px,yj)— Y Pxyj) =P yp.
j=1 j=1
Puis pour tous n,k=1et x;,...,x, € E,ona
- k
P(X1 =Yk | Xg =%, X{ = x1,..., X5 = xp) =P (Z w Vi) <Uns1 < Z (X,Jf,yj)IXg=X,XfC=x1,...,X,’f:xn)

(Z P(X},y}) < Ups1 < Z PO, y)) = PCon, i)

Jj=
en utilisant {X{ = x, X{" = x1,..., X;; = x,} € 0(Uy,...,Uyp) 1L Upy1. Ce01 montre que la suite (X;;) >0 est bien une
chaine de MARKOV satisfait les conditions de la proposition. |

REMARQUE. Le choix de I'espace probabilisé est arbitraire. Lespace probabilisé canonique est Q := EV associé
a la plus petite tribu € rendant les applications coordonnées X, mesurables, i. e. c’est la tribu engendré par les
cylindres

{(@r) k=0 € EN|wo=xg,...,0n =%}, n=0, Xg,...,%n €E.

On note Cyl(E,N) la famille des cylindres.
La suite s’applique sur un tel espace probabilisé (0, Z,P).

LEMME 5.13. Soit 1: (Q,.%) — (Q,%) une fonction. Alors ¥ est mesurable si et seulement si X, oy est
mesurable pour tout n =0

Preuve La classe de parties 4 :={A€ ¥ | w’l (A) € &} est une tribu contenant toutes les préimages X, 1y h
avec y € E et n > 1 puisque X, ({y}) € € et y~ 1 (X;; 1 ({y}) = (X, oy) "L ({y}) € & par hypothése. Ainsi la tribu
¢ rend mesurables les applications coordonnées X;,, donc € < ¢ et finalement ¢ = €6 ce qui assure que la
fonction v est (&, %)-mesurable. O

THEOREME 5.14 (chaine canonique). Soient E un ensemble au plus dénombrable et P une matrice stochastique.
Alors pour tout x € E, il existe une unique probabilité P, sur (EN, ) sous laquelle la suite (X;) ;>0 est une chaine
de MARKOV de matrice P avec P, (Xy =x) =1.

Preuve e Existence. Soit x € E. D’apres la proposition 5.12, il existe un espace probabilisé (Q,.%,P) et une
chaine de MARKOV (X})) ;=0 de matrice P telle que X = x. On considére alors la mesure image P, de P par
I'application

O— EN,

@ — (X;,(@)) n>0-

v

Par le lemme précédente, cette application y est bien mesurable car les fonctions X, oy = X;; sont des variables
aléatoires. Par définition de la mesure image, on a P, (Xp = x) = P(X} = x) = 1 et, pour tous n = 0 et Xy, ..., X, € E,
ona

Px(Xo = Xo, .., Xn = Xn) = P(X{ = x0, X{* = x1,-.., Xy = xp)
=P(X§ = x0)P(x0, X1) -+ P(Xp-1, %)
=P(Xp = x0) P(xp, X1) - - P(Xp-1, Xp). (*)
D’apres la proposition 5.3, on en déduit que, sous Py, la suite (X},) ;>0 est une chaine de MARKOV de matrice P.
Par construction, elle est issue de x.
e Unicité. Soit P une autre telle probabilité. L'égalité () assure que les probabilités P, et P, coincident

sur les cylindres qui forment un n-systéme. D’apres le lemme des classes monotones, on en déduit qu’elles
coincident sur &. a

REMARQUES. — Pourtousn=0etx,y€E,onalP,(X, =y)=P,x,y).

— Soit v une probabilité sur E. Alors I'application P, := ) .cg v(x)P est une probabilité sur (EN, ). Sous celle-ci,
la suite (X;;),=0 est une chaine de MARKOV de matrice P et de loi initiale v. Pour x € E, on note E, et E, les
espérances sous P, et P,,.
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5.5. PROPRIETES DE MARKOV

— Pour toute chaine de MARKOV X de matrice P et de loi initiale v, on a P(X € B) = P, (B) pour tout B € &. Les
résultats en loi obtenus pour la chaine canonique se transposent donc a toute chaine de méme matrice P et de
méme loi initiale v.

PROPOSITION 5.15 (loi d'une chaine de MARKOV). Laloi d'une chaine de MARKOV homogene de matrice P et de
loi initiale v est I'unique probabilité P, sur (EN, %) telle que

Py () ken € EN 1 X0 = Y0, -, Xn = Yu)) = V)P0, Y1) - P(Yn=1,¥n), NEN, yp,...,yn € E.

Preuve 1l suffit d’utiliser le théoréeme d’extension de KOLMOGOROV a partir de ces relations. d

THEOREME 5.16 (d’extension de KOLMOGOROV).  Soit 2 := {Q;}teTr, pen+ une famille de lois fini-dimensionnelles
vérifiant les conditions de comptabilités :

- pour tous p e N*, (f1,...,tp) € TP, 0€ Sy et Ay,...,Ap € BR),ona Q;(A; x -+ x Ap) = Qs(Ax) X -+ X Ag(p));
- pourtous peN*, te TP, se TPl et Ac BRP™!), ona Q,;(AxR) = Qs(A).

Alors il existe une probabilité P sur RT, o (Cyl(R, T))) qui admet Q pour famille de lois fini-dimensionnelles.

PROPRIETES DE MARKOV

En travaillant sur I'espace canonique (EN,C), on peut introduire les opérateurs de décalage (ou de shift) : ce
sont les applications
EN — EN,
@k:
(Wn)n=0 — (@Wk+n)n=0-

Le lemme 5.13 assure que ces applications ®; sont mesurables. De plus, on note (%) ;>0 la filtration associée a
la suite (X},) ;>0-

THEOREME 5.17 (de MARKOV faible). Soient G une fonction mesurable sur Q, x € E et n = 0. Alors
Ex[Go®p | Fy] =Ex,[Gl.
De maniere équivalente, pour toute fonction %, -mesurable F, on a
Ex[F x (Go®p)] =Ex[FEx, [GI].

Ces deux identités sont encore valides lorsqu’on remplace E, par E,,.

REMARQUE. Comme Ey, [G] estla composée de X, et x — E[G], c’est une variable aléatoire o (X},)-mesurable
et donc &, -mesurable.

Preuve 1lsuffit de traiter le cas ol1 les fonctions F et G sont des indicatrices de cylindres. Le cas général s’obtient
ensuite par une argument de classe monotone.

..........

on a alors
Ey[G]=6y,yP (Yo, Y1)+ P(¥p-1,¥p)-

Comme Go®, = ﬂ{Xn:xo,...,me:xn}’ ona
Ex[F x (Go®p)] =Px(Xo = X0,..., Xn = X, X1 = Yorov s Xntp = V)
=8 xo,xP (X0, X))+ P(Xn—1,Xn)0x,,,yo P (Y0, y1) - P(¥p-1, ¥p)-
Par ailleurs, on a
Ex[FEx, (Gl = Ex[Fby, x, P(y0, ¥1) - P(¥p-1, ¥yp)]

= Ex[TXo=y0,... X,=y,}0 y0, %, P (Y0, y1) - =* P(¥p-1, ¥p)]

=06x5,xP (X0, Xp) -+ P(Xp=1,X1)8 x,,, yo P Y0, Y1) - P(¥p-1, ¥p) = Ex[F x (G0 Oy)]. a
THEOREME 5.18 (de MARKOV fort). Soient T un temps d’arrét, G une fonction mesurable sur Q et x € E.. Alors

Ex[Ni7<+00}GoOn | F71 = i1<+00)Ex7 [GI.

De maniere équivalente, pour toute fonction &r-mesurable F, on a

Ex[Tir<to0} F x (GoOT)] = Ex[T7<+00} FEx, [GI].
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o REMARQUE. Avec des indicatrices, les propriétés de MARKOV faible et fort s’écrivent, pour tout A € €, tout
temps d’arrét T et tous Xy, ..., X, ¥ € E, sous la forme

PO"XeA|Xo=Xp,..., X = %) =Py, (X € A),
PO'Xe Al Xo=xo,...,Xr = y) =P, (X € A).
Preuve Soit F une fonction &r-mesurable. Alors la fonction 1j7-,; F est &%, -mesurable puisque, pour A € Z(R),
comme {Fe A}n{T =n}e %,,ona
{lir=mFeAA=({Fe AAn{T=nHu({0€ AAn{T =n}) € Z,.
Dés lors, la propriété de MARKOV faible donne

Ex[Vr=mF x (GoOp)] = Ex[lir=5y F x (G0 BOy)]
= [Ex[ﬂ{T:n}F[EXn [G]]
=Ex[lir=n) FEx; [G]].

En sommant sur les entiers n = 0, on obtient la conclusion. a
COROLLAIRE 5.19. Soient x € E et T un temps d’arrét tel que P, (T < +00) = 1. On suppose qu'il existe y € E tel
que P, (X7 = y) = 1. Alors sous Py, la variable © 1 est indépendante de & et saloi est P,
Preuve Pour toutes fonctions &7-mesurables F et G, la propriété de MARKOV forte donne

Ex[F x (Go®Or)] = Ex[FEx,[G]] = Ex[FEy [G]] = Ex[FIEy[G].
En particulier, pour F = 1, on obtient Ex[Go®7] =E,[G] (*) si bien que la relation précédente se réécrit

Ex[F x (GoO71)] =Ex[F]Ex[GoOT].

Ceci étant vrai pour toute fonction &7-mesurables F et G, on obtient 'indépendance de © 1 avec 7. De plus,

I'équation (*) implique Py o @}1 =Py, c’est-a-dire que la variable O est de loi Py, sur EN. a

o REMARQUE. Les propriétés de MARKOV restent vraies si on remplace E, par E, pour toute loi initiale v. En effet,
comme E, =) g v(X)Ey, il suffit de sommer convenablement les diverses égalités.

REFORMULATION DE LA PROPRIETE DE MARKOV. Pour toute loi initiale v, en notant £, ((X;) »=0) la loi de la
chaine (X}) ;>0 lorsque Xy ~ v, la propriété de MARKOV forte s’écrit
ZLy(Xn)pz1 | F1) = =<£XT ((Xn)n=0)

pour tout temps d’arrét T. La propriété de MARKOV faible s’obtient lorsque le temps d’arrét est déterministe.

COROLLAIRE 5.20. Soientn=0, Ae &, et Be (X} | k= n). Alors
P(ANB|F,) =P(A| Fp)P(B| Fy).
De plus, pour tout temps d’arrét T qui est Px-presque stirement fini, tous Ae FretBeo(Xy | k=T),ona

P(ANB| &) =P(A| F7)P(B| Z71).

Preuve Montrons uniquement la premiere partie, la seconde partie se montre comme dans la preuve du
théoreme 5.18. Soient F une fonction %, -mesurable et G une fonction o (X}, | k = n)-mesurable.Cette derniere
peut s'écrire sous la forme G = G o ®,,. Soit x € E. Par la proposition des conditionnements en cascade et le
théoréeme de MARKOV faible, on a

[Ex[FG | Xnl = [Ex[F(GOG)n) |Xn] = [Ex[[Ex[F(GOG)n) |=g.n] |Xn]
=E,[FE[Go®, | F,]| Xpn] = Ex[FEx, [G] | Xp]
=Ex[F | XulEx, (G].

En particulier, pour F =1, on obtient Ex, [G] =E4[G| X,,]. En réinjectant dans les calculs précédent, cela donne
[Ex[FG | Xn] = [Ex[F | Xn][Ex[G | Xn]

ce qui montre la premieére égalité en passant a I’espérance. O
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Application au probléme de DIRICHLET discret

Soit F un sous-ensemble de E, P un noyau de transition sur E et  une fonction bornée sur F. On note I la
matrice identité E? — E. On s'intéresse au probléme de DIRICHLET discret

(I-P)g=0 surE\F
g=h sur F.

Trouvons une solution g. Pour cela, on considére une chaine de MARKOV (X},) ;>0 sur E de noyau de transition P.
Considérons le temps d’arrét
Tr = Tp(X) pso = inf{n = 0| X, € F}.

Alors la fonction g définie par la relation
8(x) = Ex[h(XT:) NTp<too}), XEE
est solution au probleme.

Preuve FEcrivons de quels termes de la suite (X,) ¢ dépendant les variables aléatoires qu’on considére. Soit
alors x € F. Alors Py-presque stirement, on a Tr(Xp,...) =0 et X7,, = x. Dans ce cas, on a

8(x) = Ex[NTr<to0)] = Ex[R(x)] = h(x).
Soit maintenant x € E \ F. Alors P,-presque strement, on a Tr(Xop,...) = 1 et Tr(Xyp,...) = 1+ Tr(Xy,...). En
utilisant la propriété de MARKOV forte en (), on obtient
gx) = [Ex[h(XTF)ﬂ{TF<+oo}]
= Ex[A( X1+ 1r0x1,..0) V14 Tr(Xy, ) <+t
=Ex (X141, ) VTR (X3, <+o0t]
= Ex[Ex[n(X1+ 15 (X1,..0) YT (X)) <400} | F1]]

=Ex[Ex, [R(XTr(X,..0) Ve (X, < +o0}] (%)
=Ex[gX1)] = Z EWP(X1=y) = Z P(x,y)g(y) = Pg(x).
yeEE YEE
Ceci montre que (I — P)g(x) =0 pour tout x€ E\ F. a
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Chapitre 6
RECURRENCE ET TRANSIENCE
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INTRODUCTION

Exemples

Sur I'espace E := [1, 6], on considéere une chaine de MARKOV donnée par le graphe de transition suivant.

Les états de 1 a 4 semblent étre visités un nombre fini de fois P; -presque stirement. En revanche, les états 5 et 6
semblent étre visités une infinité de fois [P, -presque sirement.
Maintenant, considérons la chaine suivant sur I'espace E :=[1,5].
1/2

1/2

1/2

1/2

1/4

Cette fois-ci, les états 2 et 4 semblent étre visités un nombre fini de fois P,-presque sirement, alors que les états
1/5 et 3 sont visités une infinité de fois [P, -presque sirement et ceux-ci ne communiquent pas.

Lobjet de cette section est de comprendre le comportement qualitatif d'une chaine de MARKOV comme
dans les exemples ci-dessus. Il s’agit d'un comportement qualitatif car les assertions précédentes ne semblent
pas dépendre des probabilités de transition mais seulement de leur non-nullité.

On verra ensuite ce qu’'on peut donner comme information quantitative sur la chaine, par exemple la
proportion de temps passé en un état.

Notations

Dans tout ce chapitre, on considérera une chaine de MARKOV (X},) ;=0 sur un espace d’état E et de noyau de
transition P. Sauf mention contraire, on travaillera avec la chaine canonique construite dans le théoreme 5.14.
Dans la suite, pour x € E, on note Ey I'espérance sous Py, c’est-a-dire en supposant que la chaine parte de x.
Pour tout y € E, on rappel que les temps d’arrét

Ty=infin=0]X,=y} et T,:=inf{n>0|X, =y}

sont respectivement les temps d’atteinte de y et d’atteinte de y aprés le départ. Lorsqu’on a prend deux éléments
distincts x, y € E, sous Py, le temps d’arrét Ty estle temps d’atteinte T}, de y alors que, sous Py, il s’agit du temps
de retour en y; on notera

P,y =Px(Ty < +00)
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6.1

6.1. ETATS RECURRENTS ET TRANSITOIRES

la probabilité que, partant de I'état x, la chaine puisse arrive en temps fini a I'état y. La quantité p, . est alors la
probabilité que la chaine partant de x finisse par y revenir.

ETATS RECURRENTS ET TRANSITOIRES

DEFINITION 6.1. Un état x € E est dit récurrent (respectivement transitoire) si py,x = 1 (respectivement p, x < 1).

REMARQUE. En particulier, un état absorbant est récurrent.

Nombre de passage

Pour un état transitoire x, une chaine partant de x a une probabilité non nulle de ne jamais y revenir alors
que, sil’état est récurrent, elle y reviendra une fois et donc, par récurrence et avec la propriété de Markov forte,
une infinité de fois. On formalise cette intuition dans la proposition suivante. Elle éclaire sur la terminologie en
montrant que le nombre de passage en un état x, noté

+00
N@) =) lxe=xp
k=0

dépend fondamentalement de sa nature récurrente ou transitoire.

PROPOSITION 6.2 (nombre de passages en un état). Soit x € E. Alors on a l'alternative suivante.

1. Si x estrécurrent, alors N(x) = +oo Py-presque slirement.

2. Si x est transitoire, alors N (x) suit une loi géométrique de parametre 1 —p x sous P. En particulier, la variable
aléatoire N(x) est P,-presque stirement finie et

1
Ex[N(x)] = 1-o.

—Mx,x

Preuve D’abord, remarquons que Py (N(x) = 1) = 1. Puis pour tout k = 1, la propriété de MARKOV forte assure
Px(N() = k+1) =Ex[Mnwsk+11) = Exl7, < ogy UiN@ =k 0 OF, ]
=P (Tx < +0)E[NiN(n=k)
= 0y, xPx(N(x) = k).
Par une récurrence immeédiate, on obtient
PN =k =p%t k=1
Dés lors, on peut distinguer les cas.

1. On suppose que I'état x est récurrent. Alors py x =1 et, en laissant tendre k vers 'infini dans la relation
précédente, le théoréeme de converge monotone assure P, (N(x) = +o0) = 1.

2. On suppose que I'état x est transitoire. Alors p, x < 1 et, pour tout k=1, on a
Py(Nx)=k)=P,(N(x)=k)-Py(N(x)=k+1)
=pkla-p,0
ce qui montre le point 2. a
Soit y € E. Notons N(y) := Z};Z‘i lix,=y le no~mbre de passage de la chaine dans I'état y apré~s le départ. Si elle
part d'un état x € E\ {y}, alors N(y) = N(y) et T(y) = T(y). Mais si elle part de I’état y, alors N(y) = N(y) — 1 et

le temps d’arrét Ty est le temps de premier retour en y. Définissons la suite de temps d’arrét (T;,k)) k=0 par les
relations

k : k-1
TJ(, ) =min{n > TJ(, )IXn:y}
0) ._
avec Ty =0.

PROPOSITION 6.3. Soient y € Eetn = 0. Sur Ty(”) < +00, les variables aléatoires A(yk) = TJ(,k) - TJ(,k_l) pour k € [1, n]
sont indépendantes et identiquement distribuées sous P,,.
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6.1. ETATS RECURRENTS ET TRANSITOIRES

Preuve Comme {TJ(,”) < +o0} = ?zl{Ag,i) < 400}, il suffit de montrer que

k k
(@) . _ 0 .
[Ey[nlgmyt )H{A(yl)<+w}] = Hl[Ey[g(Ayl MAD 400!
i= il

pour des fonctions g; mesurables et bornées sur R... Procédons par récurrence sur 'entier k = 1. Le cas k =1 est
trivial. Soit k = 1. On suppose que I'égalité au vrai au rang k. Observons d’abord que

— les variables A(yl), o A(ykfl) sont gT("‘” -mesurables;
y
— lavariable © -1 estindépendante de la tribu &% .«-1 et deloi PP, d’apres la propriété de MARKOV forte;
y y
k 1
- onaAg,) = Ag,) 0®Ty(k—1).

Soient g, ..., gk des fonctions mesurables et bornées sur R... La propriété de MARKOV forte donne

k k-1
(@) ) — (@) . 1)
Ey [izl—[lg(Ay )H{A(y’)<+oo} = [Ey[i:I_Il (g(Ay )H{Ay)<+w})gk(Ay OGT;kil])’ﬂ{Ag})oeTJ&k—l)}

k-1

— (@) . )]

= [Ey[ Hl Ay ”{A‘y”<+oo} Eylgk(Ay °®T§’C*”)ﬂ{A<y”o@T(k,U}]
1= ¥y

k-1

_ iy (k)

—[Ey[nlgmyl A <roc) [Ey (8K Ay T 5 00)]
i=

k-1
i k
]‘[1 By [gk(Ay) 050 By 8k (A )50,
i=
ce qui termine I’hérédité. Cela montre alors la proposition. O

PROPOSITION 6.4 (nombre de passages en y partantde x # y). Soient x, y € E deux états distincts. Sous Py,

1. si y est transitoire, alors
N = (1= 05080+ pryG(1—py,) et Py(N(y)<+00)=1;

2. si y estrécurrent, alors partant de x, soit la chaine ne rejoint pas y (N(y) = 0), soit elle le rejoint une fois puis
alors une infinité de fois (N(y) = +00). De plus, on a

N(y) P 1 _Px,y)60 +Px,y6+oo; I]:Dy(N(_V) =+o00)=1 et Px(N(y)=+o0)= Px,y-

Preuve Supposons que la chaine part de x. On a P, (N(y) = 1) = P,(T) < +00) = py,y. Soient m,n = 0. La
probabilité que la chaine partant de x visite y la premiere fois a la date m et n'y revienne qu’a la date m + n est

M _ @ _ _
Po(Ty" = m, T = met 1) = Exllgw_y U )
- [Ex[ﬂ{TJSI)=m}ﬂ{T)E1)o®T(1) —
¥y
=Ex[1

(10 = X0 (i)
=P(Ty = mP,(Ty =n)
en utilisant la propriété de MARKOV forte et puisque X, = y. On a donc
y

+00 +00
Y )" Py(la chaine visite y pour la 1 fois a la date m et n’y revient qu'a la date m + n)
m=1n=1

PL(N() =2)

+00 +00
Y Y PTY =m, TP =m+n)

m=1n=1

+00 +00

=Y Y PuTy=mPy(Ty=n) =P(Ty < +00)P, (T < +00) = px,yPy,y-

m=1n=1
Plus généralement, on montre de la méme fagon que

PN =m)=p, oy, m=1 (%)
puis
Px(N(y) =m)=p, 05, A=p,,), m=1 (%)
et
Pr(N() =0 =1-Px(N() =1 =1-pxy. (% % %)

Dans le cas récurrence, on déduit de la relation (*) que P, (N(y) = +o0) = py,, par convergence monotone. [
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6.1. ETATS RECURRENTS ET TRANSITOIRES

o REMARQUES. - Dansle cas x = y, les relations (**) et (* * %) sont remplacées par P, (N(x) = k) = p’;fxl (I1-py ).
La différence vient du fait que, sous Py, on a N(x) = 1 puisque la chaine part de x. Il y a donc un décalage dans le
compte des passages en x di au point de départ.

— En fait, ces relations (**) et (* * %) sont intuitivement claires avec la description heuristique suivante : pour
que, partant de x, la chaine visite m fois y, elle commence par aller de x a y (facteur py,,) puis visite y m — 1 fois
(facteur p %‘ 1y et n’y retourne plus (facteur 1 - p yp)-
— Les propositions 6.2 et 6.4 décrivent la différence fondamentale entre un état transitoire et un état récurrent.
o Silétat y est transitoire, alors quelque soit Iétat initial de la chaine, alors il y aura un nombre fini de
passages en y et le nombre moyen de passages est fini aussi.
o Sil'état y est récurrent alors quand la chaine part de cet état, alors elle y repasse une infinité de fois. Si elle
part d’ailleurs, alors soit elle n'y va jamais, soit elle y va une fois et alors elle y retourne nécessairement une
infinité de fois.

Potentiel ou fonction de GREEN

DEFINITION 6.5. Pour x, y € E, on note

+00o +00
Gx,y) =Ex [N =) Pr(Xp=y)= ) Pr(x,y)
k=0 k=0

le nombre moyen de passage en y partant de x.

o REMARQUE. Les égalités se montrent par le théoréme de convergence monotone.

THEOREME 6.6 (récurrence, transience et potentiel). 1. Siun état y est transitoire, alors le potentiel G(x, y) est
fini pour tout état x et

Pxy/(1=pyy) six#y,

Glx,y)=
e {ll(l—py,y) sinon.

2. Siun état y est récurrent, alors G(y, y) = +oo et

0 i =0,
Glx, y) = { SL Px,y

+o00 sinon.

Preuve On utilise les propositions précédentes 6.2 et 6.4 selon les cas. Soient x, y € E. On suppose x # y.
1. Si y est transitoire, alors G(x, y) = Ex[N(y)] est'espérance de laloi (1 - py, )00 + px,y4(1 - py,y), égale a

Pxy/ (1= py,y).
2. Si y estrécurrent, alors G(x, y) = Ex[N(y)] estl'espérance de laloi (1 — py, ;)00 + px,y0 00, €gale &

0 sipy,y =0,

+o00 sinon.
On procede de méme si x = y. O

De l'alternative de ce théoreme, on déduit immédiatement un critere de récurrence a I’aide du potentiel.
COROLLAIRE 6.7 (récurrence et potentiel). Un état x est récurrent si et seulement si G(x, x) = +oo.
COROLLAIRE 6.8. En convenant que 0 x (+o00) = 0, pour tous états x, y € E distincts, on a
G(x, ) = pxyG(y, ).
Preuve Sous Py, ona N(y)=0Ilorsque T) = +oo, donc
N =11y <+00} N(¥) = N1y <400} N(¥) 0 O,

Par la propriété de MARKOV, on obtient alors

G(x,y) = ExIN())] = Ex[i1, <400} (N(¥) 0 O1, )]
= Ex[U1, <400} By IN(D]] = Px(T)y < +00)Ey [IN())] = px,y G(y, ¥). |

o REMARQUE. Notons que, pour tout état transitoire y € E et tout état x € E, on a P"(x, y) — 0. En effet, cela
vient de la convergence de la série ), P"(x, ).
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6.1. ETATS RECURRENTS ET TRANSITOIRES

DEFINITION 6.9. Une chaine est dite transitoire (respectivement récurrente) si tous ses états sont transitoires
(respectivement récurrents).

REMARQUE. Siune chaine a un nombre fini d’états, alors nécessairement il existe au moins un état récurrent
et la chaine ne peut étre transitoire. En effet, si tous les états étaient transitoires, alors la remarque précédente
indique
0= lim P"(x,y)= lim P'x,y)= lim P,(X,€E)=1.
T lm P = Jim 3P = fim Bt

pour tout x € E car la somme est finie ce qui est impossible.

DEFINITION 6.10. Un état récurrente x € E est dit positif (respectivement nul) si my = E,[Ty] < +oo (respecti-
vement m, = +00).

Temps passé sur un état

Pour n =1 et x, y € E, on note respectivement
n n
Np() =) Tlxe=my €t Gp(x,y) =Ex[N,(] =) P"(x,y)
k=0 k=0
la variable aléatoire qui indique le temps passé en I'état y jusqu’au temps 7 et le temps moyen passé en y

jusqu’au temps n lorsqu’on part de x.

THEOREME 6.11 (proportion de visite). Soient y € E et v une distribution initiale. Alors

N, () v 1]{Ty<+oo}

n my

De plus, pour tout x € E, on a
Gu(x,y) _ Pxy
n my

REMARQUE. Ces résultats se justifient par '’heuristique suivante : des que la chaine atteint un état récurrent y,
elle y revient en moyenne en m, étapes. Donc si T), < +oo, pour un grand entier n = 0, la proportion d’étapes
parmi les n premieres ol la chaine est en y est d’ordre 1/m;,.

Preuve On commence par considérer le cas ou1]'état y est récurrent et ou la chaine démarre de ce point. Avec
probabilité 1, la chaine revient en y une infinité de fois. Pour k = 1, on pose

Ty(k) ==min{n=1|N,(y) =k}
la date de sa k-ieme visite en y et on pose Ty(o) :=0. Rappelons que les variables aléatoires Ag,k) = T}k) - T)(,'C -

sont indépendantes et identiquement distribuées. Comme T }(,k) = AS,U et Ag,”), montrons que

T(n)
y
- —Pyps— M. (%)

Si my < +o0, alors AS,U € L! etlarelation (*) s'obtient avec la loi des grands nombre. On suppose my = +oo. Pour
tout a > 0, la loi des grands nombres donne

min(Ag,l), a)+---+ min(AS,”), a)

—pyps— [, [min(AY, @)].
. y— Ey Imin(AY, )]

Mais comme Ag,l)

= min(Ag,l), a), on a P, -presque slirement

(n)

0
Ay i+t Ay

liminf =y [min(Ag,U, a)l.
n—+oo n
Le théoreme de converge monotone assure alors

1 (n)
Ay +---+Ay

n

—Py-ps— +00

ce qui montre la limite (+) dans le cas my, = +oo.
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6.2. ENSEMBLES CLOS ET IRREDUCTIBILITE

(Np () <n< T(Nn(y)+1)

Maintenant, par définition des variables aléatoires TJ(,k) et Ny(y),pourn=0,onaT, Py

y
Pour n = 0 assez grand, afin d’assurer N,(y) = 1,ona
(Nn () (Np(y)+1)
T, n T,

< <
Comme P -presque stirement N, (y) — +oo, laloi des grands nombres assure
n
ce qui montre la premiere égalité du théoréeme.
Toujours dans le cas récurrent, supposons maintenant que la distribution initiale v est quelconque. Dans

ce cas, la chaine ne peut jamais rejoindre y. Cependant, si elle rejoint y, 'argument précédent s’applique et se
réécrit

—Py-ps— my

N, () 3 1]{Ty<+oo}

Py-ps—

n my

’

i. e. C’est la premiere égalité.
De plus, pour tout 7= 1, comme 0 < N, (y) < n,ona0 < N,(y)/n < 1etle théoreme de convergence dominée
la deuxieme égalité car, P, -presque stirement, on a

) N,
lim Gn(x,y) - lim [Ex[ n(y)

n—+oo n n—+oo n

Ufycton | Pu(Ty<+00)  puy

=Lx

my my my

Achevons le preuve dans le cas o1 I'état y est transitoire et ot1 la chaine démarre de ce point. Soit x € E. La
proposition 6.4 assure que, P,-presque stirement, on a N, (y) — N(y) < +oo et G,(x,y) — G(x,y) < +o0. On
en déduit

Nu(y) Gn(x,y)
n—y —Pxps— (0 et n—y —Py-ps— 0
n n
puisque m,, = +oo. Le résultat reste vrai P -presque sirement. a

ENSEMBLES CLOS ET IRREDUCTIBILITE

On note Eg et ET 'ensemble des états récurrents et transitoires. Ces deux parties forment une partition de E,
partition qu’on va préciser dans la suite.

DEFINITION 6.12. On dit qu'un état x € E peut mener a un état y € E si py,, > 0. Dans ce cas, on note x ~ y;

PROPOSITION 6.13. Soient x, y € E deux états. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

@ x~y;
(i) G(x,y)>0;
(iii) il existe n =1 tel que P"(x,y) > 0.

Preuve On suppose que la chaine part de 'état x # y. Montrons les équivalences cycliquement. Supposons
(). Comme {N(y) =1} = {Ty < +oo}, onaPy(N(y) = 1) = pyy <0, donc G(x, y) = Ex[N(y)] > 0. Supposons (ii).
Comme G(x,y) =Y 1% P"(x,y) > 0, il existe bien un entier n > 1 tel que P"(x, y) > 0. Supposons (iii). S'il existe
un entier n = 1 tel que P"(x, y) > 0. Alors py,, =Py (N(y) =1) > 0. d

PROPOSITION 6.14. Larelation ~~ est transitive.

Preuve On peut utiliser la relation de CHAPMAN-KOLMOGOROV avec le point (iii) de la proposition précédente.
Un autre maniére est de remarquer que, par la propriété de MARKOV forte, on a
Px,y =Px(T; <+00)
=Py (Ty < +oo, Tzo(aTy < +00)
= Ex[i7y<to0) U200 7, <tooi]

= Ex[U1, <00} |[Ey U7, <+00t] = Px,yPy,2- (]

THEOREME 6.15 (un état récurrent meéne a une état récurrent). Soient x € Eg et y € E tels que x ~ y. Alors y € Eg
et py,x = 1. En particulier, ona y ~ x et py,y = 1.
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CONSEQUENCE. Un état récurrent ne mene jamais a un état transitoire.
Preuve Lénoncé estimmeédiat si x = y. On suppose donc x # y. Commengons par montrer Py (Ty < +00) = 1.
Comme x est récurrente, on a
0="Px(N(x) <+00) =Py(Ty < +00, Tx0Or, = +00)
= Ex N1y <400} (N7, =+00} © O, )]
= Ex (7, <400} | Ey [N T, =400}
=Px(Ty < +00)P (T = +00).

Comme x ~», ona py,, > 0. Cela exige Py, (T = +o0) = 1, donc Py (Tx < +oo) = 1. D’ou G(y,x) >0 et y ~ x.
Montrons maintenant que y € Eg. Comme G(x, y) > 0 et G(y, x) > 0, on peut trouver des entiers nj,n; =0
tels que P™ (x,y) > 0 et P2(y, x) > 0. Pour tout k = 0, on a alors

PR (3 ) > P2 (3, x) PX (x, x) P™ (x, ).

En sommant, on obtient alors
+00
G(y,y) = Y PI¥kn(y 4y = P (y, x)G(x, x) P™ (x, ) = +00.
k=0

D’ou y € Eg. O
THEOREME 6.16. Soient x € E un état récurrent positif et y € E. Si x ~~ y, alors I'état y est récurrent positive.
DEFINITION 6.17. Un ensemble d’états C c E est clos si aucun état de C ne peut mener a un état en dehors de C,

ie.
VxeC,Vy¢C, pxy=0.

REMARQUE. Le singleton constitué d'un état absorbant est un ensemble clos.

PROPOSITION 6.18. Soit C c E tel que P(x, y) =0 pour tous x € C et y ¢ C. Alors I'ensemble C est clos.

Preuve On montre que P"(x,y) =0 pour tous x € C, y ¢ C et n = 1 en utilisant la relation de CHAPMAMN-
KOLMOGOROV. g

DEFINITION 6.19. Un ensemble d’états clos C c E est dit irréductible si, pour tous x, y € C, I'état x peut mener a
I'état y. Un chaine est dite irréductible si son espace d’états I'est.

REMARQUE. La définition est équivalente a avoir G(x, y) > 0 pour tous x, y € C.

On a vu que, dans un ensemble clos irréductible, tous les états sont de méme nature : tous transitoires, tous
récurrents positifs ou tous récurrent nuls. En effet, on a le théoreme suivant.

THEOREME 6.20. 1. Soit C c E un ensemble clos irréductible d’états récurrent. Alors pour tous x, y € C, on a
Pxy=1 Py(N()=+c0)=1 et G(x,y)=+oo.

2. Soit C c E un ensemble fini d’états clos irréductible. Alors tous les états de C sont récurrents (positifs).
3. En particulier, une chaine irréductible sur un espace d’états fini est nécessairement récurrente.

Preuve 1. 1lsuffit d’appliquer les proposition 6.2 et 6.4 et le théoréme 6.6.

2. Un ensemble fini et clos contient au moins un état récurrent et, par irréductibilité, tous les états sont
récurrents.

3. Il suffit d’appliquer le point 2 avec C = E. d

COROLLAIRE 6.21 (irréductibilité, récurrence et transience). On suppose que le chaine (X},) ;> est irréductible
et part d'un point x € E. Alors on a l’aternative suivant :

(i) ou bien la chaine est récurrente, i. e. tous les états sont récurrents;
(i) ou bien la chaine est transitoires, i. e. tous les états sont transitoires;

Une chaine irréductible est donc soit transitoire, soit récurrente positive, soit récurrente nulle.
Preuve S'il existe un état récurrent x € E, alors le théoréme 6.15 montre que tous les états sont récurrents

puisque, par irréductibilité, I'état x meéne a tous les états. De plus, comme G(x, y) > 0 pour tous x, y € E, iln'y a
qu'une seule classe de récurrence. Le reste découle du théoreme précédent. O
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6.3 CLASSES DE RECURRENCE

| PROPOSITION 6.22. Sur Eg, larelation ~» devient une relation d’équivalence.

DEFINITION 6.23. Deux états x, y € E communiquent si G(x, y) > 0 et G(y, x) > 0. On note alors x ~ y.

Avec la proposition 6.13 et le théoreme 6.15, pour deux états récurrents x, y € E, on a
X~y & xwy & ywx & Gxy)>0 <= Gpx)>0 <= pxy>0 <<= py>0.

On peut alors partitionner 'ensemble des états récurrents Ex en classes d’équivalence. On note {Eg ;};c; cette
partition. Les ensembles de cette partition sont appelées les classes de récurrence de la chaine. On peut alors
exhiber une partition globale de I'espace d’états qui est {Eg ;};c; U {ET}, appelée la classification des états. Re-
marquons qu'une classe de récurrence est close est irréductible et, de plus, elle est soit récurrente positive soit
récurrente nulle.

THEOREME 6.24 (classes de récurrence). 1. Soienti€ I et x € Eg ;. Alors P-presque sirement, on a

pour tout y € Eg ;, on a N(y) = +oo;

pour tout y€ E\ Eg ;,ona N(y) =0.

2. Soient x € Et et T, :=inf{n = 0| X,, € Eg}. Alors P,-presque stirement, on a

ou bien T, = +oo et N(y) < +oo pour tout y € E;

ou bien Tg, < +oo et il existe un entier aléatoire j € I tel que, pour tout n = Tgy, on ait X, € Eg ;

Preuve 1. Pourtout y€ E\ Eg;, ona G(x,y) =0 puisque

- siy€ Eg jpour j # i, alors la partition garantit que les états x et y ne communiquent pas et donc G(x, y) = 0;

— si y € Et, le théoreme 6.15 assure encore G(x, y) =0 et, en particulier, on a N(y) = 0 P,-presque slirement.

En revanche, pour tout y € Eg ;, on a P x(Ty < +00) d’apres le théoreme 6.15 et, par la propriété de MARKOV forte,
comme y € Eg, on obtient

Px(N(y) = +o0) = [Ex[ﬂ{fy<+oo} (IiN()=+00} ©OT,)]
=P (Ty < +00)Py(N(y) = +00) = 1. (%)

ce qui assure la conclusion.

2. On suppose Tg, < +oo. Alors la chaine rentre dans I'ensemble d’état Er et donc dans des classes Eg ;. Dans
ce cas, la propriété de MARKOV et le point 1 assure X, € Eg,j pour tout n = Tg, ; = Tg,. On suppose Tg, = +oo.
Alors pour tout y € E, on a l'alternative :

— si y € Eg, alors N(y) = 0 puisque Tg; = +00;
- si y € Er, alors Py, (N(y) = +oo) = 0 et, comme dans I'égalité (), on a

Py (N(y) =+o0) = I]J’x(Ty < +00)P,(N(y) = +00) =0

ce qui conclut Py (N(y) < +00) = 1. O

On peut alors préciser le théoréme 6.11.

COROLLAIRE 6.25. Soit C un ensemble clos et irréductible d’états récurrents. Alors
Gn(x, 1
M — —, X,y eC.
n my
De plus, siP(Xp € C) =1, alors
N, 1
n(¥) ., yecC.
n my
avec probabilité 1.

DEFINITION 6.26. Un état x € E est absorbant si le singleton {x} est une classe de récurrence, i. e. si P(x, x) = 1.

> EXEMPLE. Retournons au second exemple de l'introduction dont on rappel le graphe des transitions.
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6.3. CLASSES DE RECURRENCE

1/2

1/4

Ses classes de récurrences sont {1,5} et {3}. Ses états transitoires sont 2 et 4. En effet, les relations
P1,5),P(5,1),P(1,1),P(5,5) >0 et P(1,j)=P(5,j)=0, Vjei{2,3,4}

assure les relations
G(1,5),G(5,1)>0, G(1,j)=G(5,j)=0, Vje{2,3,4}.

De plus, I'état 3 est bien absorbant puisque P(3,3) >0 et P(3, j) =0 pour tout j € {1,2,4,5}. Par ailleurs, 'état 1
est récurrent puisque

P (1] = +00) =P (X; =5et X, =5,Yn=2)
=P1,5)P5(X, =5VYn=2)
<P(1,5) lim Py(X,=5Vnell,...,N})
N—-+o0

<P(1,5) lim (1/2N=0
N—+oo
et donc P1 (T} < +o00) = 1. De la méme facon, les états 5 et 3 sont récurrents. Létat 2 est transitoire car
Po(Tz =+00)2Py(X; =4et X, =3)=P(2,4)P(4,3)=1/8

et donc P, (T, < +00) < 1. De méme, I’état 4 est transitoire.

EXEMPLE (marche aléatoire surZ). Soient p €]0,1[ et (X;);>] une suite indépendante de variables aléatoires
suivantlaloi (1 - p)d_1 + pd1.Onpose g:=1—-petS, =X, +:--+ X, pour n = 0. Alors la suite (S,) ;>0 est une
chaine sur 'espace d’état N dont le noyau de transition P vérifie

P(x,y) = qliy=x-1; + Pliy=x+1}-

On peut représenter cette chaine par le graphe suivant.

p P P p
EN A
A4 N
q q q q

Cette chaine est irréductible puisque, pour tous x, y € N tels que x # y,on a

pY™*>0 six<y,

P (x,y) =
(x.5) 1-p)* V>0 sinon

et P?(x,x) = 2p(1 — p) > 0. La nature de la chaine est donc déterminer par nature d'un point quelconque.
Déterminons celle de I'état 0 : est-il récurrent ou transitoire ? Pour cela, on calcule G(0,0). On remarque que,
pour tout n=0,ona Py,,1(0,0)=1et

2n “pq)"
P5,(0,0) = gt~ —

en utilisant la formule de STIRLING. Ainsi deux cas se distinguent :

- sip#1/2,alors4pg <1etG(0,0) < +oo, i. e.1'état 0 est transitoire;
— sip=1/2,alors4pqg =1et G(0,0) = +oo, i. e.'état 0 est récurrent.
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6.4

6.4. ABSORPTION DANS LES CLASSES DE RECURRENCE

Evolution qualitative d’'une chaine de MARKOV

Le décomposition de 'espace d’états
E=|_|Eg;iUEr.

iel
permet de comprendre I'évolution d'une chaine de MARKOV. Deux cas de figure apparaissent.

— Sila chaine démarre dans un des ensembles clos irréductibles récurrents Ey, ;, alors elle y restera en visitant
chacun de ses états infiniment et elle ne visite aucun autre état.

— Sila chaine démarre dans Et, alors soit elle y reste (ceci est possible seulement si ’ensemble Er est infinie),
soit elle rejoint une des classes Eg; et y reste en visitant alors chacun de ses états infiniment.

ABSORPTION DANS LES CLASSES DE RECURRENCE

Pour calculer les durées d’absorption dans les classes de récurrences, on introduit, pour x€ Eeti € I, les
quantités
Si=inf{ln=0| X, € Ep ;},

Pi (%) = Ex[is;<+o00}] = Px(Si < +00),

7i(x) = Ex[SiTis;<+o00}]
correspondant respectivement au temps d’absorption, a la probabilité d’absorption et au temps moyen d’ab-
sorption. Immédiatement, on a
— pourtous i € [ et x € Eg ;, alors Px-presque stirement S; =0 et donc p;(x) =1 et 7;(x) =0;
— pourtousi,jeltelsquei# jettoutxe ER,j, alors P,-presque stirement S; = +oco et donc p;(x) =7;(x) =0.
Il reste a traiter le cas d'un état transitoire x € Et.

THEOREME 6.27 (absorption). Soient x € Ey et i € 1. Alors la probabilité d’absorption p;(x) et le temps moyen
d’absorption 7;(x) sont solutions du systéme linéaire

pi(x) =) Px,»)pi(y),
YEE

7i(X) = pi(X) + Y P(x, NTi(y).
YEE

Preuve OnasS; =1 eton peut écrire P,-presque stirement S; = 1+ S; 00;. Avec la propriété de MARKOV faible a
I'égalité () et le théoreme de transfert, on obtient

pi(x) =y

= [Ex

ﬂ{si<+w}]
1]{1+S,-oG)1<+oo}]

x (145,00, <+00}]

Ex[1s;00, <+o0} | F11]
[EX1 [ﬂ{Si<+oo}]] (%)

pi(XD1= ) P(x,y)pi(y).
YEE

X

E
E
Ex
E

X

Par les mémes arguments, on a
7 (%) = Ex[(1 + S;001)T1+5;00, <+o0}]
=Ex[Ex, [+ Si)Uis;<+o0tl]
=Ex[Ex, [Silis; <too}] + Ex; [Ts;<+00}]]
=E[7; (XD +Ex[pi(X1)]

=) P, )T+ ) Px,y)pi(y)

yeE yEE
=Y P, )T + pi (). =
yeEE
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Dans ce chapitre, on étudie les mesures qui sont invariantes pour une chaine de MARKOV. On fait le lien
entre ces mesures, les états récurrents (positifs) et leur temps de retour. On étudie le comportement en temps
long des chaines de MARKOV et la convergence vers un régime d’équilibre, en lien avec le théoreme ergodique

Par défaut, on considere, dans ce chapitre, une chaine de MARKOV (X}) ;>0 sur un espace d’états au plus
dénombrable E et de noyau de transition P.

MESURES INVARIANTES

Invariance

DEFINITION 7.1 (mesure invariante). Une mesure positive non nulle 7 sur E telle que 7(x) < +oco pour x € E est
dite invariante (ou stationnaire) pour le noyau de transition P si elle vérifie 'équation de CHAPMAN-KOLMOGOROV

n=nP

c’est-a-dire
VyeE, n(y)=) nx)P(x,y).

x€E

REMARQUE. Par une récurrence immédiate, une mesure invariante 7 vérifie également les équations 7 = 7 P"
pourn=0

PROPOSITION 7.2. Alorslaloide X, estindépendante de 7 si et seulement si la distribution initiale g est une
probabilité invariante

Preuve Pour le sens direct, pour n = 0, comme y,, = poP", silaloi u, de X; ne dépend pas de n, alors p; = g et
donc pg = poP ce qui montre I'invariance de la mesure . Réciproquement, si iy est une probabilité invariante,
alors u, = yo pour tout n = 0 par une récurrence immédiate. d

REMARQUE. Attention, lorsque I'espace d’état E est infini, il se peut qu’il existe une mesure invariante mais pas
de probabilité invariante (comme c’est le cas dans ’exemple suivant). Dans ce cas, cette mesure invariante est
de masse infini et n’est donc pas normalisable en une probabilité.

EXEMPLES. — On considere la chaine de MARKOV a deux états de matrice de transition
(1 -p P ) .
p I-p
p
R OEBO=
q

Alors elle n'a qu'une seule probabilité invariante qui est

7= (L L) .
bp+tq p+q
— Le mesure uniforme est 'unique mesure invariante pour la marche aléatoire simple symétrique sur Z. En
particulier, il n’existe pas de probabilité invariante puisque I'espace d’état Z est infini.

Soit 7 une mesure invariante pour la marche aléatoire simple symétrique sur Z. Alors pour tout n € Z, elle
vérifie m(n) = %n(n -1+ %n(n +1). Ainsi la suite (7 (n + 1) — m(n)) ,ez est constante égale a un certain réel @ € R.
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7.1. MESURES INVARIANTES

On en déduit alors n(n) = m(0) + na pour tout n € Z. Or la mesure 7 est positive, cela implique a = 0. Ainsi La
mesure 7 est la mesure uniforme sur Z et, réciproquement, c’est bien une mesure invariante.

— On consideére la chaine de MARKOV sur E := {0, 1,2} donnée par le graphe suivant.

1/3

1/4 1/3

1/2 1/2

1/3

Une probabilité invariante & pour cette chaine est solution du systéme linéaire

17(0) + (1) + g7(2) = 7(0),

1m0 + () + 172 =7 (D),

37(0) + 1 7(1) + 37 (2) = 7(0),
7(0)+7(1) +7m(2) = 1.

On en déduit facilement 7 = (6/25,2/5,9/25) et on vérifie que la mesure 7 est bien une probabilité vérifiant le
systeme précédent. Dans ce cas, on a existence et unicité de la probabilité invariante.

REMARQUE. Pour une matrice bistochastique P, i. e. telles que les matrices P et P soient stochastiques,
on observe que le vecteur (1,...,1) est un vecteur propre a gauche de P pour la valeur propre 1. Ce vecteur
correspond a la mesure uniforme sur E. Ainsi la mesure uniforme est invariante pour un noyau de transition
bistochastique. De plus, si'espace d’état E est fini de cardinal d = 1, alors on peut normaliser le vecteur (1,...,1)
et on trouve que la probabilité uniforme (1/d,...,1/d) est invariante.

PROPOSITION 7.3. Lensemble des mesures invariantes d'un noyau de transition est stable par combinaison
linéaire a coefficients positives. Si E est fini, alors ’ensemble des probabilités invariantes est un compact. De
plus, 'ensemble des probabilités invariantes est convexes.

Preuve Cela suitimmédiatement de la linéarité de I'équation de CHAPMAN-KOLMOGOROV. Si E est fini, alors
I'ensemble des probabilités invariantes s’identifie a la partie

{(U1yee o ) ERE iy + -+ g = 1)

qui est fermée et bornée ce qui en fait une partie compacte. Deés lors, la compacité de 'ensemble des mesures
invariantes suit. a

Il n’existe pas toujours de mesure invariante pour une chaine de MARKOV comme on peut le voir dans les
exemples suivants.

EXEMPLES. — On consideére le noyau de transition P sur N donné par P(i,i + 1) = 1 pour tout i = 0. Alors il

n’existe pas de mesure invariante. En effet, si une mesure invariante x existait, alors on aurait 7 (i) = w(i — 1)
pour tout i =1 et 7(0) =0, donc = = 0 ce qui est impossible.

1 1 1 1 1
D

— Soit (p;)i>1 une suite de [0, 1] telle que }_;>1(1 — p;) < 1. On considére la chaine de MARKOV (X}) ;>0 sur N
dont le noyau de transition est donnée par P(0,1) =1 et

P(Gi,i+1)=p; et PG0)=1-p;, izl
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7.1.2

7.1. MESURES INVARIANTES

Pi+1

1l s’agit d'une chaine de MARKOV irréductible puisque, pour tous i, j € N, le chemin i — 0 — --- — j est
possible lorsque pj # 1 pour k € N. Raisonnons par 'absurde et supposons qu'il existe une mesure invariante 7.

Alors elle vérifie
+00

m(0) = Z(l —-pin(i) et w(i)=p;1n(i-1), i=1.
i=1

Une récurrence immédiate assure 7 (i) = w(0)p; - -+ p;—1 pour tout i = 1 ce qui, en réinjectant dans |'expression

de 7(0), donne
+00

i—-1
70 =) (a-py Hlpj).
i

i=1

Si tous les réels p; valent 1, alors 7(0) = 0 puis 7 (i) = 0 pour tout i = 0 ce qui est impossible. Donc il existe i = 1
tel que p; < 1. Par conséquent, si 0 < 7(0) < 4+0c0, on obtient 77(0) < 7(0) Z;r:f(l — pi) <m(0) ce qui est impossible.
On doit donc avoir 7(0) = 0 et donc 7 (i) = 0 pour tout i = 0. Donc le mesure 7 est nulle si bien qu’il n'y a pas de
mesure invariante pour cette chaine.

Réversibilité
DEFINITION 7.4 (mesure réversible). Une mesure positive non nulle 7 sur E telle que 7(x) < +oo pour x € E est

dite réversible pour le noyau de transition P si elle vérifie

n(x)P(x,y) =n(y)P(y,x), Vx,y€E.

De maniere équivalente, cela revient a avoir
7 (x0) P (X0, x1) * + - P(Xp-1, Xn) = T (Xp) P(Xp, Xp-1) - - P(x1,X0), VYN =0, Vxp,...,x, €E. (*)

PROPOSITION 7.5. Une loi 7 est réversible pour un noyau de transition P si et seulement si, pour toute chaine
de MARKOV (Xj) »>0 de noyau P et de loi initiale 7 et tout entier n =0, on a

g(XO;Xl;---;Xn) :x(Xn,Xn_l,-..,X[)).

Preuve Pour le sens direct, cela vient de la définition équivalente (*) puisque, pour tous xy,...,x, € E,ona
P(Xo = xo, ..., Xpn = Xn) = 7(x0) P(x0, X1) - - P(Xp-1, Xn),
et P(X,=xo,...,Xo=%xp) =PXo =xp,..., Xn = X0) = (X)) P(Xp, Xp-1) -+ P(x1, X0).

Réciproquement, comme £ (Xp, X1) = £ (X1, Xo), pour xp, x1 € E, on a P(Xp = xp, X7 = x1) = P(Xp = x1, X1 = X0),
c’est-a-dire 7 (xg) P(xg, x1) = 7 (x1) P(x1, X0).- U

PROPOSITION 7.6 (réversibilité et invariance). Une mesure réversible pour un noyau markovien est invariante
pour ce noyau.

Preuve On vérifie immeédiate I'équation de CHAPMAN-KOLMOGOROV en utilisant la réversibilité. |

EXEMPLES. — Soit p €]0,1[ On considere la marche aléatoire sur Z dont le noyau est donnée par P(i,i +1)=p
et P(i,i—1) = q:=1- p pour tout i € Z. Alors la mesure définie par 7(i) = (p/q)* pour i = 0 est réversible car,
pour tout i €Z, on a

i i+1
TP, i+1) = (s) p= zi“

Comme P(i, j) =0des que |i — j| > 1, on en déduit # (i) P(i, j) = n(j)P(j, i) pour tous i, j = 0.

g=n(+1)P(i+1,1).

— Onreprend le modele de WRIGHT-FISCHER. Comme les mesures invariantes sont concentrées sur des états
absorbants et les mesures dg et § y sont réversibles, ces derniéres sont les seules mesures réversibles pour cette
chaine.
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7.2. INVARIANCE ET RECURRENCE

o REMARQUE. Pour trouver des mesures invariantes, il faut résoudre le systeme linéaire donné par I’équation de

7.2

CHAPMAN-KOLMOGOROV. En pratique, ce systeme peut étre compliqué a résoudre (il est méme infini si E l'est).
Dans ce cas, il peut étre pertinent de rechercher mieux en cherchant des mesures réversibles car I’équation
associée est, en pratique, plus simple a résoudre. On est alors assuré par la Proposition précédente qu'une
solution serait aussi invariante.

INVARIANCE ET RECURRENCE

Dans cette section, on discute de I’existence et de 'unicité de mesures ou probabilités invariantes pour des
chaines de MARKOV. On voit en particulier que les mesures invariantes sont liées aux états récurrents (positifs).
Ci-dessous, les échanges de limites et de sommes sont justifiés par le résultat d’interversion suivant (di au
théoreme de convergence dominée).

LEMME 7.7 (convergence dominée). Soit (a(x))xer une suite de réels positifs de somme finie et (b, (X)) xeE,n>1
une famille de [-1, 1] telle que, pour tout x € E, la suite (b, (x)),>1 converge vers un réel b(x) € [-1,1]. Alors

Jlim Y a()ba(x) =} ax)b(x).

xeE xeE

Le premier résultat indique d'une probabilité invariante ne charge que les états récurrents positifs.

PROPOSITION 7.8 (support d'une probabilité invariante). Soit 7 une probabilité invariante. Alors 7(x) = 0 pour
tout état x € E transitoire ou récurrent nul.

Preuve Soit x € E un état transitoire ou récurrent nul. Alors m, = +oo et le corollaire 6.25 donne
Gu(z,x)/iln—0, z€E.
Mais comme 7 est invariante, pour tout k = 1, on a 7P* = 7 ce qui se réécrit sous la forme

n(x) =Y m(2)Pk(z x)

zeE

et, en sommant, on obtient
G,(z,x
n(x) = Z n(z)%.

Z€E
Comme 7 est une probabilité, le lemme précédent s’applique et permet de passer a la limite dans cette derniéere
également pour obtenir 7 (x) = 0. O

REMARQUE. Lutilisation de lemme dans la preuve précédente exige d’avoir ), 7(x) < +oco et, & une nor-
malisation pres, que la mesure 7 soit une probabilité. La proposition précédente ne concerne donc que les
probabilités invariantes. Par conséquent, une chaine qui n’a pas d’états récurrents positifs n'a pas de probabilité
invariante.

PROPOSITION 7.9 (invariance et irréductibilité). Pour une chaine de MARKOV irréductible, une mesure invariante
charge tous les points.

Preuve Soient (X;);>0 une chaine de MARKOV irréductible et 7 une mesure invariante pour son noyau de
transition P. Comme 7 # 0, il existe x € E tel que 7 (x) > 0. Pour tout y € E, comme la chaine est irréductible, il
existe n = 1 tel que P"(x, y) > 0 et, avec I'équation de CHAPMAN-KOLMOGOROV, on a donc

n(y) =) n(2)P"(z,y) = (x)P"(x,y) > 0. O

z€E

PROPOSITION 7.10 (invariance et transience). Pour une chaine de MARKOV irréductible transitoire, une mesure
invariante est de masse infinie. En particulier, 'espace doit étre infini et il n’existe pas de probabilité invariante.

Preuve Soient (X,),=0 une chaine de MARKOV irréductible transitoire et 7 une mesure invariante pour son
noyau de transition P. Comme la chaine est transitoire, pour tous x, y € E, on a G(x, y) < +oo, donc P"(x, y) — 0.
Si m(E) < +o0, alors un passage a la limite dans 'équation 7 = 7P" a'aide du lemme 7.7 donne

m(y)= lim } #(x)P"(x,y)=) n(x) im P"(x,y)=0

xeE xeE

ce qui est contradiction avec la proposition précédente. D’ou1 1 (E) = +o0. Le reste en découle facilement. O
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On montre maintenant qu’on peut associer une mesure invariante a tout état récurrent x en calculant, pour
chaque état y, le nombre moyen de visite de cet état dans I'excursion de la chaine entre deux visites de x. Il s’agit
d’une construction trajectorielle des mesures invariantes. A un état x € E, on associe la mesure v, définie par

Te—1
Z ﬂ{Xk=y}]» NAS E.
k=0

Remarquons que, pour un état absorbant x € E,ona vy, =6.

vx(y) =[x

PROPOSITION 7.11 (mesure invariante d’'un état récurrent). Soit x € E un état récurrent.

1. La mesure v, est invariante et vérifie v, (x) = 1.
2. Elle a pour support la classe de récurrence de I'état x, i. e. pour tout y € E, on a v,(y) > 0 si et seulement si
I'état y appartient a la classe de récurrence de I'état x.

Preuve Puisque sous Py, ona Xo = X7 = x, donc la quantité vy(y) pour y € E se réécrit

Ty
2 “{Xk=y}]- ()
k=1

Pour tout état y € E qui n’est pas dans la classe de récurrence de x, les états x et y ne communique pas et donc

Vx(y) = Ex

_ +00
Gx,y) = ExlNy] =Ex| )" Tixym] =0
k=0
ce qui implique v,(y) = 0. Ensuite, puisque sous Py, on a Xy = x et Xj. # x pour k€ [1, Tx —1],onav,(x)=1.

Montrons qu’elle est invariante. Pour tout y € E, en utilisant la relation (x), le théoréme de FUBINI-TONELLI
puis la propriété de MARKOV faible, on obtient

.
> Vx|
k=1

vx(y) =Ex

=[E,

Ty
> Y emyxi=2]

z€E k=1

+00
= Z Z Exlli7 >0 lixe=p1 Vs =23
z€E k=1

+00
=) > Exllif oy lixe =2 ExUixe=y1 | Frl] (car 17 > 13 Uix,_,=z) est Fy_1-mesurable)
zeE k=1

+00
=2 2 Exlliz s iy Vi =2 Ex, (Tixe=p ]
zeE k=1

+00
= Z Z [Ex[ﬂ{fxgk}ﬂ{Xk,I:z}P(Z, 1
zeE k=1

Ty
= Z P(z,y)Ex Z ﬂ{Xk—IZZ}]
z€E k=1

=) P(z,y)vx(2) =v<P(y).
zeE

Cela montre v P = vy.
Montrons désormais le second point. Soit y € E. L'invariance assure
Vi(x) =Y vi(2)P(z,x) = )_ vi(2)P" (2, x).
z€E zZ€E
On suppose que les états x et y appartiennent a la méme classe de récurrence. Alors il existe un entier n = 0 tel
que P"(x,y) > 0 et, avec la relation précédente, on doit nécessairement avoir v, (y) < +oo. Et comme x ~ y, il
existe aussi un entier m = 1 tel que P""(x, y) > 0 et on obtient alors
Vi) =) vx(2P™(z,y) = vi(x)P"(x,y) = P"(x,y) > 0.
Z€E

On montre identiquement la réciproque ce qui conclut cette preuve. a
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PROPOSITION 7.12. On considere une chaine de MARKOV (X},) =0 irréductible récurrente. Alors la mesure
invariante est unique a une constante multiplicative pres. Ainsi pour toute mesure invariante 7, on a 7 = (x)vy
pour tout x € E.

Preuve Soit 7 une mesure invariante. Montrons, par récurrence sur l’entier p = 0, que

min(p, Tx—1)

Z ﬂ{Xk:y}], x,yEE. (%)
k=0

D’abord, I'inégalité est simple lorsque y=xoup=0:

w(y) = w(x)Ey

— si y = x, alors le terme dans I'espérance vaut 1 et on a bien 7 (x) = m(x) x 1;

- si p=0, alors ce dernier vaut T;x,=)) et on abien 7(y) = 7 (x)6x,y = 7(X)Ex[Tx,=13].

Dans le cas général, soit p = 1 et supposons que 'état est vrai au rang p. Soient x, y € E deux états distincts. Alors
I'invariance de 7, 'hypothése de récurrence, la propriété de MARKOV faible puis le théoréme de FUBINI-TONELLI
assurent successivement

n(y) =) n(2)P(z,y)

zeE
min(p, Tx—1)
>rW Y B Y Ygen|PEY)
zeE k=0
14
=10 ) ) Exllixp=a 07, 1541P (2, ))
z€E k=0

P
=7(x) Z Z Ex[Vixp=2117, 150 Ex; [Ny =y
zZ€E k=0

p
=) ). Ex(Uixe=2 17, — 15 Ex [Vixp =31 | Fkll
z€E k=0

p
=710 ) Y Exllix=a 7 —150 1Xpn =p]

zZ€E k=0
min(p, Tx—1)
=7 (x)[Ex[ )3 “{Xk+1=y}]
k=0
min(p, Tx—1) min(p+1,Ty—1)
=1 Y Ve =T@E] Y e (car x # )
k=0 k=0

Ceci termine la récurrence. En laissant tendre p vers I'infini dans I'inégalité (), le théoréme de convergence
monotone assure )
To-1

() = a()E.| Y, ﬂ{xk:y}] =n()vx(y), xye€E.
k=0

Soient x € E et n = 1. En combinant alors I'invariance de 7, celle de v et le fait que v,(x) = 1, on obtient

m(x) = Z m(z)P"(z,x)

Z€EE

=) w(x)vi(2)P"(2,x)

z€E
=m(xX)Vy(x) =m(X).
Finalement, I'inégalité ci-dessus est une égalité et, des que P"(z, x) > 0, il en va de méme pour I'inégalité
7(z) =2 m(x)vy(2).
Par irréductibilité, il existe bien un tel entier n = 1 ce qui montre finalement 7 (z) = 7(x)vy(z) pourtout ze E. O
Le théoréme suivant dresse un bilan des résultats précédents pour I'invariance d'une chaine de MARKOV.

Attention, on rappelle que, d’aprés un exemple précédent, il n’existe pas toujours de mesure invariante pour
une chaine irréductible.

THEOREME 7.13 (invariance et irréductibilité). On considere une chaine de MARKOV (X},) ,>0 irréductible. Alors
il y a trois cas distincts :

1. Lachaine est transitoire : toute mesure invariante est de masse infinie et il n’existe pas de probabilité invariante.
2. La chaine est récurrente nulle : toute mesure invariante est de masse infinie et il n’existe pas de probabilité
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invariante.

3. La chaine est récurrente positive : il existe une unique probabilité invariante = qui est donnée par

n(x) = 1/Ex[Ty], x€E.

REMARQUES. - En particulier, une chaine de MARKOV irréductible sur un espace d’état fini est récurrent
positive et admet une unique probabilité invariante.

— De plus, on peut préciser la proposition 7.8. En effet, quand elle existe, 'unique probabilité invariante est
donnée par 7 (x) = 1/E«[Tx] pour x € E et elle est concentrée sur les états récurrents positifs.

Preuve Le premier cas suit de la proposition 7.10. Ensuite pour une chaine irréductible récurrente, la proposi-
tion 7.12 assure que les mesures toutes proportionnelles. Ainsi soit il en existe une finie et elle le sont toutes, soit
elles sont toutes infinies. Cela justifie I'alternative entre les deuxieéme et troisieme points. Il reste a voir qu’ils
correspondent respectivement a la récurrence nulle et a la récurrence positive.

On suppose qu’il existe une mesure invariante finie. Notons 7 I'unique probabilité invariante. Soit x € E un
état récurrent. Comme 7 et v sont proportionnelles, on a nécessairement 7 = vy /v, (E) et, comme vy (x) =1, il
vient 7(x) = 1/v,(E). De plus, le théoréme de convergence monotone donne

Te—1 Te—1 _
viB =Y ve»=Y ElY ﬂ{xkzy}] K| Y Y ﬂ{szy}] = B, [Ty,
yeEE YEE k=0 k=0 yeE

D’ott Ex[Ty] < +00, i. e. I'état x est récurrent positif et donc la chaine I'est aussi.
Dans le cas alternative ol toutes les mesures invariantes sont infinies, la mesure v, est alors de masse infinie,
donc Ex[Ty] = +oo par le méme calcul que précédemment, donc la chaine est récurrente nulle. O

EXEMPLE. Soit p €]0,1[. On consideére la chaine de MARKOV dont le noyau de transition est donné par
P(k,k+1)=p, Plkk-1)=q:=1-p, POD=1, k=1
On peut vérifier que la mesure 7 donnée par
o) =(pI9*, =g k=1
est réversible et donc invariante. Deux cas se présentent.
— Si p < g, alorslamesure 7 est finie et la chaine est récurrente positive par le théoréme précédent. La probabilité

invariante correspondant, obtenu en normalisant la mesure 7, est la loi géométrique sur N de parametre p/q.
— Si p > g, alors elle est infinie et la chaine est récurrente nulle.

Cas des chaines réductibles

De fagon générale, une chaine de MARKOV admet une classification non triviale de ses états. Dans cette
partition, les classes récurrentes positives Eg+ ; sont les seules classes irréductibles qui portent une probabilité
invariante ;. Lensemble des probabilités invariantes est alors donné par les combinaisons convexes de ces
probabilités invariantes ;.

THEOREME 7.14 (invariance pour les chaines non irréductibles). On considere une chaine de MARKOV (X},) =0
non irréductible. Sur chaque classe de récurrence, il existe une mesure invariante (qui est unique a une facteur
multiplicatif pres). De plus, il existe une probabilité invariante si et seulement si la classe est récurrente positive
et, dans ce cas, elle est donnée par 7(x) =1/ Ey [Tyl

Preuve Soient R* une classe de récurrence et x € R*. On considére une mesure invariante 7 qui chaque x.
Par la proposition 7.8, la mesure v, est une telle mesure de support R*. Par ailleurs, pour tout y € E, on a déja
montré 7(y) = m(x)vy(y). Cela exige que le support de 7 est R*. En effet,

— sin(y) =0, alors v.(y) =0 et y ¢ R* car m(x) > 0 par la proposition 7.8;
- siye R*, alors n(y) = 7m(x)vy(x) >0 etI'état y appartient au support de 7.

Puis en reprenant I'argument de la fin de la preuve de la proposition 7.8, on doit avoir 7 (y) = m(x)v(y) dés qu’il
existe n = 1 tel que P"(y,x) > 0. Comme un tel entier n existe pour tout y € R*, on a bien 7 = m(x)vy etily a
unicité de la mesure invariante sur R* a un facteur multiplicatif pres.

Le méme argument que dans la preuve du théoréme 7.13 prouve la derniére partie sur la probabilité

invariante. O
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7.3.1

7.3. PERIODICITE ET FORTE REDUCTIBILITE

Bilan pour la classification des états

On reprend la partie de 'espace d’état
E=Eru| | Eg;.
i€l
Avec ce qui précede, sur chaque classe de récurrence Ey ;, il existe une mesure invariante qui est donnée par
0 Tye-1
viP () = [Ex[ Z ﬂ{Xk:y}]’ X,y €Eg;.
k=0
Sila classe Eg ; est récurrente positive, alors il existe une unique probabilité invariante concentrée sur Ep ;, c'est

la mesure _vgf) / vgf) (Eg,;)- Sila classe Ep ; est récurrente nulle, il n'existe pas de probabilité invariante sur Eg ; (la

mesure v&” est de masse infinie et donc ne se normalise pas en une probabilité). De plus, toutes combinaisons
linéaires a coefficients positifs des mesures vg) fournit une mesure invariante sur E.

Pour une chaine de MARKOV irréductible, tous les états sont de méme nature (récurrents positifs, récurrents
nuls ou transitoires).

Lorsque la chaine de MARKOV est irréductible, elle admet au plus une probabilité invariante. De plus, si 7 est
une telle probabilité, alors 7 (x) > 0 pour tout x € E par la proposition 7.9.

Lorsque la chaine de MARKOV est irréductible récurrente, il existe une unique mesure invariante (a coefficient
multiplicatif pres). Si cette mesure est finie, alors la chaine est positive et la probabilité invariante est donnée
par m(x) = 1/E,[T] et, dans ce cas, la chaine est récurrente positive d’aprés le théoréme 7.13

COROLLAIRE 7.15. On considere une chaine de MARKOV irréductible. Alors les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) il existe une unique probabilité invariante 7;

(ii) la mesure 7 définie par 7(x) = 1/E,[Ty] pour x € E est la probabilité invariante;
(iii) il existe un état récurrent positif;

(iv) tous les états sont récurrents positifs.

Preuve Ces équivalences découlent du théoréeme 7.13. O

PERIODICITE ET FORTE REDUCTIBILITE

Périodicité

DEFINITION 7.16. La période d'un état x € E d'une chaine de MARKOV de transition P est I'entier
dy=pged(n=1|P"(x,x)>0)

avec la convention d, = 0 si P"(x, x) = 0 pour tout n = 1. On dit que I'état x est apériodique lorsque d, = 1.

EXEMPLE. Pour la marche aléatoire simple sur Z, on a vu que P»,+1(0,0)=0si n=0et P,(0,0)>0si n=1.0On
en déduit que la période de I'état 0 est dy = 2.

PROPOSITION 7.17 (période commune des états communiquant). Deux états communiquant ont la méme
période.

Preuve Soient x, y € E deux états communiquant. Alors il existe n, m = 1 tels que P"(x,y) >0 et P (y,x) > 0.
Soit N, k = 0. On obtient alors
prENE (x x) = P (x, y) P (3, )N P (3, ).

On choisit k = 0 tel que P¥(y, y) > 0. Alors P+ Nk(x, x) > 0, donc d, | n+ m + Nk et ceci pour tout N = 0. En
appliquant ce résultat pour Net N+1,ona

del(n+m+[N+1lk)-(n+m+ Nk)=k

D’oti dy | dy. De méme, on montre que dy, | dy ce qui prouve I'égalité dy = d,. O

COROLLAIRE 7.18. Sila chaine de MARKOV est irréductible, tous les états ont méme période, appelée période de
la chaine. Si cette période est 1, on dit que la chaine est apériodique.
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o REMARQUE. Soient P un noyau de transition et p €]0, 1[. On considere le noyau

7.3.2

Py:=(1-p)P+pl avec I:=(0xy)xyecE.

Le graphe des transitions de ce noyau P, s’obtient a partir de celui du noyau P en rajoutant une boucle en
chaque état x € E de poids p s’il n'y en a pas ou une rajoutant le poids p a la boucle existante s’il y en a déja
une (toutes autres transitions sont multipliées par 1 — p). Cela permet a la chaine de noyau P, de rester en tout
état x avec une probabilité strictement positive et la loi Py (x, ) est le mélange des lois P(x,-) et §, parlaloi de
BERNOULLI de parametre p. Comme Py (x, x) = p > 0 pour tout x € E, on en déduit que la chaine de noyau P est
apériodique et aussi irréductible si le noyau P I'est. De plus, un simple calcul montre que les noyaux P et Py, ont
les mémes mesures invariantes. On parle ici de perturbation car P, (x,y) — P(x,y) lorsque p — 0

Forte irréductibilité

DEFINITION 7.19. Une chaine de MARKOV de noyau de transition P est dite fortement irréductible s’il existe un
entier k = 1 tel que, pour tous x, y € E, on ait Pk(x, ¥)>0.

REMARQUE. Lirréductibilité, c’est lorsque qu'il existe des chemins finis entre tous couples de points, mais
ces chemins ne sont pas nécessairement de la méme longueur. Pour la forte irréductibilité, on impose que les
longueurs de ces chemins soient majorées.

PROPOSITION 7.20. Une chaine de MARKOV de noyau P fortement irréductible est irréductible et apériodique.

Preuve 1l estimmédiat que la forte irréductibilité implique l'irréductibilité. Soient x, y € E tels que P(y, x) > 0.
Soit k = 1 un entier comme dans la définition précédent. Alors Pk(x,x) >0, donc P¥*1(x, x) > 0. Cela montre
quona k,k+1€R(x):={n=0]|P"x,x) >0} Orles entiers k et k+ 1 sont premiers entre eux ce qui assure
I'égalité dy = pgcd R(x) = 1. Ceci montre I'apériodicité. O

PROPOSITION 7.21. On considere une chaine de MARKOV irréductible et apériodique de noyau P. Alors pour
tout x € E, il existe un entier n(x) = 1 tel que, pour tout 7 = n(x), on ait P"(x, x) > 0.

Preuve Par l'irréductibilité, pour tous x, y € E, il existe un entier n(x, y) = 1 tel que P"*Y) (x, y) > 0. Soit x € E.
Par I'apériodicité, on peut considérer des entiers ny,..., ny € R(x) dont le PGCD vaut 1. Par le théoreme de
BEZOUT, il existe qy,...,qx € Z* tels que gy ny + - + gxny = 1. Notons

a(x):= ) qin;i et b(x):= ) qin;
i€eQ4 i€eQ-

avec Qi :={i €[1,kl | g; >0} et Q- :={i € [1,k] | g; < 0} de sorte que a(x) = b(x) + 1. Comme les entiers n;
appartiennent a R(x), on a

PO, x)= [] PY(x,0)1>0 et P’ (x,x)= [] P"(x,x) % >0.
i€Q4 i€eQ-

D’ol1 b(x), b(x) + 1 € R(x). Soit n € N. Ecrivons la division euclidienne de n par b(x)
n=qbx)+r=(q—-r)bx) +rax)
avec 0 < r < b(x) — 1. Posons n(x) := b(x)? — 1 et supposons 1 = n(x). Comme
ra(x) < (b(x) -1 (b(x)+1) = b(x)* -1 = n(x),
on doit avoir g = r. Comme a(x), b(x) € R(x), il vient alors

P™(x,x) = PP (x, )" P4 (x, x)" > 0. O
PROPOSITION 7.22. Si E est fini, alors la forte irréductibilité est équivalente a I'irréductibilité plus I'apériodicité.
Preuve Le sens direct vient de la proposition 7.20. Réciproquement, on considére une chaine de MARKOV

irréductible et apériodique de noyau P. Montrons qu’elle est fortement irréductible. Avec les notations de la
preuve précédente et comme E est fini, on peut considérer I'entier

k:=sup{n(x)+n(x,y) | x,y € E} < +o0.
Pour x, y € E, en notant k = n(x) + j + n(x, y) avec j =1, on a alors
PF(x,y) = P"™* (x, x) ") (x, ) > 0

ce qui prouve la forte irréductibilité. O
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7.4 EQUILIBRE D’UNE CHAINE DE MARKOV

Dans cette section, on considere une chaine de MARKOV (X},) ,>0 sur un espace d’états dénombrable E de
noyau de transition P. Dans le cas fini, c’est la forte irréductibilité qui a joué un réle crucial pour la convergence
en loi de la chaine. Dans le cas dénombrable général, c’est I'apériodicité qui joue un role similaire.

THEOREME 7.23 (convergence vers I’équilibre). On suppose que la chaine est irréductible, récurrente positive et
apériodique. Soit 7 I'unique probabilité invariante (qui existe d’aprés la proposition 7.12). Soit x € E. Alors

Y IPL(Xn=y)—7(y)| — 0.
yeE

Il en va de méme pour une loi initiale quelconque v.

o REMARQUES. - Cethéoreme implique que la convergence est uniforme par rapport aux états y € E.

— La convergence donnée énonce en fait la convergence en variation totale de la loi £ (X, | Xo = x) vers la
probabilité invariante .

Preuve Surl’espace E x E, on considere la chaine (X,(ZD, X,(f)) ns0 denoyau P:=P@®P,i.e.
P((x1,%2), (y1,2) = P(x1,y1)P(X2, y2),  X1,X2,)1,)2 € E.

Montrons que cette chaine est irréductible. Soient x1, x2, y1, ¥2 € E. Comme P est irréductible, il existe m; =1
tel que P™ (x1, y1) > 0. Comme P est irréductible et apériodique, la proposition 7.21 assure qu'il existe rn; = 0 tel
que P"*%(x1, x5) > 0 pour tout k = 0. De méme, il existe my, n, = 1 tels que P2 (x2,y2) >0 et P24k (x5 x,) >0
pour tout k = 0. Ainsi pour tout k = 0, on a alors

PR e v = PR (e, x) P (X, 1) >0,
PR (x5, y5) 2 PR (g, 12) P (32, 2) > 0.
Cela assure alors

Vn=max(n, +my, ng +my), P"((x1,%2),(y1,)2)) > 0.

Cela montre I'irréductibilité du noyau P.

Par ailleurs, la mesure produit 7 ® 7 est invariante pour la chaine (X,(,D, X,(lz)) n=0 puisque la mesure 7 I'est
pour la chaine (X,);>0. Finalement, cette derniere chaine est irréductible et admet une probabilité invariante,
donc le théoréeme 7.13 assure qu’elle est récurrent positive.

Soit n = 0. Remarquons d’abord que, pour toutes probabilités v, et v, et tout état x € E, on a

Pyiov, (X =x) =Py, (X =2) et Pyay, (X =x) =Py, (X = x).
Soit A:={(x,y) € E%|x= v} la diagonale de EZ2. La chaine étant récurrente, la variable aléatoire
Ta:=inf{n>0] (X, XP) € A}
est un temps d’arrét presque stirement fini. Soient x, y € E. Avec la remarque précédente, on a
Pe(Xn =) = 71(y) = Pros, (X = ¥) ~Pres, (X}, = y)
=Eros. iy ~ Ty
En distinguant selon les valeurs du temps d’arrét T, on obtient

Px(Xn=y)=7(y) =Eres, [Vrs>m (1 xo

n
-n " hxwo I+ ]CZE)[E”MX Oiza=n Oix@_ ) = Vxw )l

n
= Eroou hyan (i _yy = Yy o)1+ 2 2 Bro (=t Bt (Tyy = Ty -y
(%)

Pour tout k € [0, n] et tout z € E, en utilisant la propriété de MARKOV au temps k pour la loi initiale 7 ® 6, on a
Eres, M=k Yy _x@ - Yx@=y)) = Ereo, [Exes, iry=r Yx 0 -x@ = Yx@ =y | F]]
=Enes, [H{TA:k}H{X;(CI)ZX;(CZ):Z}EN‘SX My _y, | Fil]
= En@z’)‘x [ﬂ{TA:k}ﬂ{X)(cU:XI(CZ):Z}E(X)(CU’XI?)) [H{Xilz—)k:y}”

1l

= oo ira=t Iy _x@-pFea e o)

62 Invariance et équilibre - CHAPITRE 7



7.5. THEOREME ERGODIQUE

=Eres, [ﬂ{TA:k}ﬂ{XI(cU:XI(CZ):Z}][E(z,z) [ﬂ{X;('LZ—Jka}]
= IE?I@(SX [ﬂ{TA:k}ﬂ{XI(CU:XI(CZ):Z}]Pn—k(Z) y)
et, par symétrie, on en déduit
Ereo lims=h Yt -y B oy =~ T2 )1 =0

La relation (*) se réduit alors a 1'égalité
Px(Xn =) = 71() =Eres, [Uzyom (I xo_ =T _ )]
Il vient alors

2 IPx(Xn=y) =7 = Y [Eres, zaom Qyo_ )y =T xw_ )]l
yeEE YEE

< Z En@ﬁx (izp>m Ty
YEE "

=y - TI{X,(/,D:J’}”

< Z En@éx [ﬂ{TA>n}(ﬂ{X£L2J:y} + ﬂ{Xﬁ}’:y})]
yeEE

=Eres, | liTa>m ZE(H{X’(’Z):}’} +lxo_ )
yE

= 2Ex05, (Ui1y>ni] = 2Pros, (Ta > 1).
Comme la temps d’arrét Tx est P,q5, -presque stirement fini, le théoréme de convergence monotone assure
Pn@ﬁx(TA >n)—0

ce qui assure la conclusion

Y IPL(Xn=y) —7(y)| — 0.
yEE

Terminons la preuve. Soit v une mesure de probabilité. Rappelons que P, = }_ g v(x)Py. Alors

Y IP (X =) -1 = Y| X Pu(Xy = y) - 1(1)IV(x)

yeE z€E' x€E

< ¥ (ZIP =y -2l v, (+5)

x€E "yeE

Appliquons le lemme 7.7 avec a(x) = v(x) et

bu(x)= Y IPx(Xy =) - ()
yEE

vérifiant bien 0 < b, (x) < 1 et b,,(x) — 0 par le premier point du théoreme pour tous 7 = 0 et x € E. On obtient
ensuite la conclusion en passant a la limite dans I'inégalité (). O

o REMARQUE. Lapériodicité est essentielle sinon le couplage échoue en général. Par exemple, pour la chaine a

deux états, on a
_ 0 1 2n _ 1o 2n+l _ 0 1 >
P—(l 0), P _(O 1) et P =11 o) n=0.

En supposant Xél) =0et Xéz) =1, onaura X,%U # X,(ZZ) pour tout n = 0.

7.5 THEOREME ERGODIQUE

THEOREME 7.24 (ergodique). Soit (X)) ;=0 une chaine de MARKOV récurrente et irréductible. Soient = une
mesure invariante et f,g € L) telle que fE gdn #0. Alors pour tout x€ E,on a

Yoo f (X . Jpfdn
———— —Pxps— .
feo 8(Xp) Jpgdn

COROLLAIRE 7.25 (ergodique). Soit (X,) ;>0 une chaine de MARKOV récurrente positive et irréductible. Soient 7
son unique mesure invariante et f € L(r). Alors pour tout x € E, on a

1 n
— E X)) —Px-ps— dr.
n k:of( k) P! Lf T
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Preuve Comme la chaine est irréductible et récurrente positive, il existe une unique probabilité invariante n
par le théoreme 7.13. Il suffit d’appliquer le théoréme avec g := 1 € L! (7). O

REMARQUE. Cette derniere limite est 'essence méme de la notion d’ergodicité : la moyenne de la fonction f le
long de la trajectoire de la chaine, i. e. sa moyenne temporelle, converge en temps long vers sa moyenne spatiale
(par rapport a la probabilité invariante).

COROLLAIRE 7.26 (ergodique). Soient (X,);>0 une chaine de MARKOV récurrente irréductible et x € E. Alors

1 & m(x) sil'état x est récurrent positif, .
— Z Tix=x) = . Px-presque stirement.
n;>o 0 sinon
Preuve 1l suffit d’appliquer le théoréeme avec f:=d, et g:=1. d

Preuve du théoreme On commence par observer que 7(x) > 0. En effet, les mesures 7 et v, sont proportion-
nelles. Comme v, (x) = 1, on doit avoir 7 (x) > 0. Définissons les dates de retour

1O =0,
T = inf{k > 11| X; = x},
T = inflk> T | X =x}, n=1.

Puisque I'état x est récurrent, les temps d’arrét T ,(C”) sont P,-presque fini d’apres la propriété de MARKOV fort.
Pour k = 1, on pose alors
T)(ck]

Z(H= > [fX).

i= TJE‘kfl)
Admettons provisoirement le lemme suivant.

LEMME 7.27. Les variables aléatoires Zi(f) sont indépendantes et identiquement distribuées. En particulier,
pour f =1, onretrouve la proposition 6.3.

Afin d’appliquer la loi des grands nombres a la suite (Z (f)) =1, montrons que le variables aléatoires Zy(f)
sont intégrables. En effet, comme 7 = w(x)v,, on a

T®
ENZ(DI<E| Y 1f Xl
=D
T®
“E| ¥ I 0=y
i=Tk-1 yeE
0 1
= Y IfWIE Togemy) | = |()|v()=—f||dn.
J;,Ef)’ x,':TZjC’H) Xk y}] ;%Efy xy o Ef

Cela montre I'intégrabilité des variables aléatoires Zi(f). Le méme calcul donne

1
HAW) = — fE Fdrn < +oo.

On peut donc appliquer la loi des grands nombres et on obtient

1 & 1
Zkgozk(f) —px-psﬁﬁfb“fdn. (%)

Soit 7= 1. On pose Nx(n) := ¥ _; lix,=x de sorte que T,(CN"(")) sn< T)(CNX(”)”). Lorsque la fonction f est positive,
en sommant cette derniere relation, on a

TNx) _y | TNx+1) _y
(X < (X < (Xk)
Ny(n) ,;) A e ké)f 5 Nem) ké) J X
ce qui, en regroupant les paquets Z;(f), devient
1 Ny (n) 1 n Ny(n)+1
Zi(f) < (Xx) < Zi(f).
Ny () ,; 1= N 5T < m ,; iy
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Comme I'état x est récurrent, on a Ny (n) — +oo et la convergence (*) assure

—Px-ps— —/ fdn (3 %)

N()

Lorsque la fonction f est de signe quelconque, on applique la convergence (* ) aux fonctions f~ et f* et on
obtient la méme conclusion. De méme avec la fonction g. D’ou

Yo f(Xk) Jp fdn

Px-ps—

Tro8(XK) Jpgdn’

Preuve du lemme 7.27 Par récurrence, montrons que, pour tout entier k = 1 et toutes fonctions mesurables
bornées g, ..., gk surRy, ona

a

k
(Zi()] = [TExlgiZ (). ()
i=1
L'égalité (x) estimmédiate pour k = 1. Soit k = 1. On suppose que la relation () est vérifiée au rang k pour toutes
fonctions mesurables bornées gi, ..., gk sur R.. Observons d’abord que
— les variables aléatoires Z; (f), ..., Zx(f) sont QT(k) -mesurables;

— la variable aléatoire © .« estindépendante de la tribu &, et de loi Py par la propriété de MARKOV forte;
X X

—onaZg(f)=2Zi(f) °@Tx(k)-

Soient g1, ..., gk des fonctions mesurables bornées sur R... En utilisant la propriété de MARKOV forte, on obtient
k+1

e[ [Teizim] =Ex

(H &1(Zi()gen1 (Z1()00,w)]

=F,

)
(1_[ 8i(Zi (f)))[Ex[gk+1(Zl N OG)T,E’“]) | grik)]]
=E, )

(H &1 (Zi())Ex o 181 (1 ()]

=E, Ex[gk+1(Z1 (NI

(l'[1 & (Zi())

et ’hypothése de récurrence permet de conclure la relation (**) au rang k + 1. Cela montre le lemme. a
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