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FILTRES

DEFINITION 1.1.  Soit E un ensemble. On appelle filtre sur E toute classe de parties % C Z(FE) telle que
(i) 0¢ .7

(ii) si A,B € #,alors ANB € .F;

(iii) si A € .Z et B C E vérifient A C B, alors B € %.

REMARQUE. Pour un filtre .%, une partie A C F et son complémentaire A° ne peuvent pas étre en méme
temps dans .%#.

EXEMPLES. — Soit (F,7) un espace topologique. Alors pour tout a € E, 'ensemble des voisinages de a est un
filtre. De méme avec ’ensemble des voisinages d’une partie A C F.

— Pour E = N, la classe de parties # = {J C N | fJ° < +00} est un filtre, appelé filtre de FRECHET.

DEFINITION 1.2.  On appelle base de filtre toute classe de parties Z C 2 (F) telle que
- 0¢ A,

—si A, B € A, il existe C € B tel que C C ANB.

On dit qu’un filtre .% est engendré par une base de filtre & si

- B C T,

— pour tout A € ., il existe B € & tel que B C A.

PROPOSITION 1.3. Une base de filtre £ engendre un unique filtre, noté % (4).

Preuve e Unicité. Soient %, et Z5 deux filtres engendrés par %. Soit A; € F;. Alors il existe B; € £ tel
que By C A;. Mais By € %,, donc Ay € F5. D’ou #| C F5. Par symétrie, on a %, = F.
o Ezistence. Le filtre # = {A C B| 3B € #,B C A} est bien un filtre engendré par . O

PROPOSITION 1.4. Soient %; et %, deux bases de filtres. Alors .7 (%)) C % (%) si et seulement si

VA, € B, dAy € Bo, Ay C Ay

EXEMPLES. — Une base de voisinage est une base du filtre des voisinages.
— La classe de parties & := {IN N [n,+o0[ | n € N} engendre le filtre de FRECHET.

DEFINITION 1.5. Soient .%; et %5 deux filtres. On dit que .%5 est plus fin que ., si .#; C F.

IMAGE D’UN FILTRE

DEFINITION 1.6. Soient E et F' deux ensembles et f: E — F. Soit % une base de filtre sur F telle que
f1(B)#0, VBe 2.
On appelle image réciproque de B par f la classe de parties
FN(#) = {f'(B) | B € B}
C’est une base de filtre de F.

REMARQUE. Pour un filtre .#, I'image réciproque f~!(.%#) n’est pas un filtre en général. Pour une telle
application f, on fera abus de noter f~1 (%) = Z(f~1(F)).
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1.3

1.3. CONVERGENCE D’UN FILTRE

DEFINITION 1.7. Soient E et F' deux ensembles et f: E — F. Soit % une base de filtre sur E. On appelle image
directe de B par f la classe de parties

f[(#)={f(B)| B c #}.
C’est une base de filtre de F. Si % est un filtre sur E, on pose f(F) := F(f(F)) par abus de notation.

Preuve Montrons que f(%) est une base de filtre de F. Soient Ay, Ay € f(#). Il existe By, By € B tels
que Ay = f(By) et Ay = f(B3). Donc Ay N Ay = f(B1) N f(Bz) D f(B1 N By). Or il existe C € & tel que
C C Bl n BQ, donc f(C) C A1 N AQ. O

REMARQUE. L’image d’un filtre n’est pas un filtre en général.

PROPOSITION 1.8. Soient %) et HBy deux bases de filtre sur E et f: E — F. Si F(%,) = F (%), alors
F(f(%1)) = F(f(%2)).

Preuve On suppose que Z (%1) = F(Ha). Soit A1 € F(f(%1)). Alors il existe Cy € f(H1) tel que Cy C A;.
Or il existe By € % tel que Ay = f(By). Comme % (%) = ( 2), il existe By € %y tel que By C By, donc
f(B2) C A1 et Ay € F(f(HB2)). Dot F(f(%1)) C F(f(A2)). Par symétrie, I'égalité est vraie. O

EXEMPLES. Soit 2: N — E. On note .% le filtre de FRECHET. Alors
z(F)=F{{z(p) [p=n}|neN})
={ACE|t{peN |z, € A} = +o0}.

Ce filtre est appelé le filtre élément associée & la suite z. Soit ¢: N — N une extraction. Alors (z o ¢)(.%) est
plus fin que z(.%).

CONVERGENCE D’UN FILTRE

DEFINITION 1.9. Soit (F,7) un espace topologique. On dit qu’un filtre .# sur E converge vers un point a € E
et on note #F — asi ¥(a) C Z.

EXEMPLE. Soient z: N — F et a € E. Alors les propositions suivant sont équivalentes :
(i) &p — a;

(ii) pour tout V € ¥(a), il existe N € N tel que z,, € V pour tout p > N ;

(iii) pour tout V € ¥(a),onat{pe N |z, € A} = +00;

(iv) pour tout V € ¥(a),onaV € z(F);

(v) ¥(a) C x(F) ce qui revient a dire 2(.#) — a.

PROPOSITION 1.10. Soit (F,7) un espace topologique séparé. Alors tout filtre admet au plus une limite.

Preuve On suppose que % — a et .F — b. Par 'absurde, supposons que a # b. Comme F est séparé, il existe
UeV(a)et Ve b)tlsqueUNV =0.0r ¥(a) CF et ¥(B)C F,donc U,V C.F,doncUNV=0¢eF
ce qui est impossible. D’ou a = b. O

PROPOSITION 1.11.  Soient (FE,7) un espace topologique séparé, A C E et a € E. Alors a € A si et seulement s'il
existe un filtre .# sur FE tel que

-7 = a;
- Ae 7,
— il existe une base & de .Z telle que B C A pour tout B € A.

Preuwve = Soit a € A. Pour tout V € ¥ (a),ona ANV #0. Alors Z:={ANV |V € ¥(a)} est une base de
filtre et on considere # = F(%). C'est un filtre convenant.

<= On suppose qu’il existe un tel filtre &#. Comme % — a, on a ¥ (a) C #. Comme A € F, pour tout
Ve¥(a),ona ANV € F et, en particulier, onaAﬂV#@ DouaEA O

PROPOSITION 1.12. Soient (Eq,71) et (Ea,T2) deux espaces topologiques séparés, u: E — F et a € E. Alors les
propositions suivant sont équivalentes :

(i) u est continue en a;
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1.4

1.4. ULTRAFILTRE

(ii) pour tout filtre .# de E tel que .# — a, on a u(%) — u(a);
(iii) pour tout V € ¥ (u(a)), il existe U € ¥ (a) tel que u(U) C V.

Preuve D’apres le cours de topologie, les propositions (i) et (iii) sont équivalentes.

On suppose (i). Soit .# un filtre de E tel que .# — a. Alors pour tout V € ¥ (u(a)), il existe U € ¥(a) tel
que u(U) C V, donc V € u(F). Donc ¥ (u(a)) C u(.F), donc F — u(a).

Réciproquement, on suppose (ii). On note # = ¥(a). Alors u(.#) — u(a). Donc pour tout V € ¥ (u(a)), on
aV ewu(Z), donc il existe U € ¥ (a) tel que u(U) C V. O

PROPOSITION 1.13. Soit (F,7) un espace topologique séparé. Alors E est compact si et seulement si, pour tout
filtre Z sur E, il existe un filtre ¢4 plus fin que .% sur E qui converge.

Prewve = On suppose que E est compact. Soit % un filtre que E' qu’on note .# = {A;};cr. Alors pour toute
partie finie J C I, on a ();c; Ai # 0, donc ;e ; A; # 0. Comme E est compact, on en déduit (),c; A; # 0. On
considere alors a € (;c; A;. Pour tout V € #/(a) et tout ¢ € I, on a donc VN A; # 0. On consideére alors

G = F(B) et B={VNA|VeV()icl}

ol la classe de parties Z est bien une base de filtre. Ainsi # C ¢ et ¥ (a) C 9.
<= Soit (F;);cr une famille de fermé de A telle que (;c; Fi # I pour toute partie finie J C E. On pose

%’:z{ﬂFi

ieJ

JcI,uJ<+oo}.

1l s’agit clairement d’une base de filtre. On note .# = % (%). Par hypothese, il existe un filtre ¢ plus fin que .#
sur E et a € FE tels que 4 — a. Comme ¥ contient tous les fermés F; et tous les voisinages de A, ce filtre contient
les parties VN F; # 0 avec V € ¥ (a) et i € [1,n], donc a € F; = F; pour tout i € [1,n], donc a € ;e Fi # 0
ce qui montre la compacité de FE. O

ULTRAFILTRE

DEFINITION 1.14. Soit E un ensemble. On appelle ultrafiltre tout filtre % sur E tel que, pour tout filtre .# sur
E plus fin que Z,on a % =% .

THEOREME 1.15. Soit % un filtre sur E. Alors il existe un ultrafiltre % plus fin que %#.

Preuve On note X ’ensemble des filtres sur E plus fin que .%. On le munit de 'ordre définit par 'inclusion.
Appliquons le lemme de ZORN. Comme .# C X, on a X # (.

Soit {¥;}icr une partie totalement ordonnée dans X. On pose ¥ = |J;c;%. On a clairement .# C 9.
Montrons que ¢ est un filtre. Montrons I'axiome (ii). Soient A, B € 4. Il existe ¢,j € I tel que A € ¥, et B € ¥.
On peut supposer que ¥; C ¥;. Alors AN B € ¢; C 4. Montrons I'axiome (iii). Soient A € 4 et B € E tels que
A C B. Alors il existe i € I tel que A € 4;, donc B € 4; C 4. On en déduit que 4 est un filtre plus fin que .Z et
que c’est un majorant de {¥;};cr. Finalement, ’ensemble X est inductif. Le lemme de ZORN assure 'existence
d’un filtre % € X maximal : c¢’est un ultrafiltre et, par construction, il est plus fin que .%. O

COROLLAIRE 1.16. Soit (E,7) un espace topologique séparé. Alors F est compact si et seulement si tout
ultrafiltre converge.

PROPOSITION 1.17. Soit % un filtre sur E. Alors % est un ultrafiltre si et seulement si, pour toute partie
ACE,onaAeU ou A€ Y.

Preuve =- On suppose que % est un ultrafiltre. Soit A C E tel que A ¢ % . Pour tout B € Z,ona B ¢ A,
donc BN A° # (). On note

B={BNA|Becu.

Alors () ¢ 2. La classe de parties & est stable par intersection, donc c¢’est une base de filtre. Le filtre engendré
par A est donc un filtre plus fin que % . Comme % est un ultrafiltre, c’est . Or A € F(A), donc A° € % .
<= On suppose que A € % ou A° € % pour toute partie A C E. Par ’absurde, supposons que % n’est pas
un ultrafiltre. Alors il existe un filtre % différent de % et plus fin que %. Alors il existe A € % tel que A ¢ uU.
Alors A¢ € % C U ce qui est impossible. O

PROPOSITION 1.18. Soit % un filtre sur F. Alors % est un ultrafiltre si et seulement si, pour toutes parties
A BCFEtelque AUB e %, ,alors A€ % ouB e %.
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1.5

1.5.1

1.5. THEOREME DE TYCONOV

Preuve Le sens réciproquement est évident en prenant B = A° et en utilisant la proposition précédente.
Réciproquement, on suppose que % est un ultrafiltre. Soient A, B C F telle que AUB € % . On suppose A ¢ % .
Alors A€ % et (AUB)°=A°NB°¢ %, donc B® ¢ %, donc B € % . O

COROLLAIRE 1.19. 1. Soit % une base de filtre. Alors .# (%) est un ultrafiltre si et seulement si, pour toute
partie A C E, il existe B € £ telle que B C A ou B C A°.

2. Soient # une base de filtre et f: E — F une application. Si .# (%) est un ultrafiltre, alors .Z (f(£)) est un
ultrafiltre.

Preuve Le premier point est évident en utilisant les propositions précédentes. Montrons le second point. On
suppose que . (%) est un ultrafiltre. Soit A C F. Comme f~!(A) C E et la classe de parties % est une base de
I'ultrafiltre .7 (%), il existe B € & tel que B C f~1(A) ou B C f~(A), donc f(B) C A ou f(B) C A°. Cela
montre que .#(f(B)) est un ultrafiltre. O

THEOREME DE TYCONOV

Topologie produit

Soit (E;,T;)icr une famille d’espaces topologiques. On note 7 la topologie sur I’ensemble F' = [[;c; E:
engendrée par les rectangles ouverts
0= H Ai X H Ez

ieJ i¢J
ou chaque ensemble A; appartient a 7; et 'ensemble J C I est une partie finie. Cette topologie, appelée topologie
produit, est la plus petite rendant continue les projections p;: F' — F;.

EXEMPLE. On peut ainsi définir une topologie sur ’ensemble E'. On suppose que l’espace E est métrique.
Soient (fy,)nen une suite de EX et f € EL. Alors la suite (f,)nen converge simplement vers f si et seulement si

Viel, Ve >0, AN, e N, Vn > N;, d(f.(i),f(1)) <e
si et seulement si
VJ € I finie, Ve >0, IN; € N, Vn > Ny, Vi € J, d(fn(i), f(i)) <e
si et seulement si
V.J €I finie, Ve > 0, IN; € N, Vn > Ny, fo € [[Bi(f(i),e) x [ E:
icJ igJ

si et seulement si la suite (fy,)nen converge vers f au sens de la topologie produit.

THEOREME 1.20. 1. On suppose que les espaces (E;, 7;) sont séparés. Alors ’espace produit (F,T) est séparé.

2. On suppose que les espaces (E;, 7;) sont métriques. Alors I'espace produit (F, 7) est métrisable et une distance
sur cet espace est donnée par

min(d;(x;, yi), 1
d(z,y) = Z % < +00, avec @ = (z;)icr,y = (Yi)icr-
i€l

Preuve Montrons le second point. Soit O un ouvert de (F, 7). Alors on peut I’écrire comme un rectangle et il
existe une partie finie J C I, une famille (z;);cs de [[;c; Ei et une famille (z;);c; de R’ telles que

HB(.’EZ',TZ') X HEi c 0.
iceJ i¢J
Quitte & prendre des rayons infinis, on peut supposer que I = [0,4g]. Soit

By(z,r) = {(yi)iel € HEz

iel

z min(di (s, ys), 1) < r} avec 1= min(minﬁ 1 )
21 = o i<ip 217 2l +1

iel
une boule pour la distance d. Soit y = (vy;)ies € Ba(x,7). Alors min(d;(z;,v:),1)/2" < r pour i € I. Si i < i,

alors 1/2" > r, donc d;(w;,y;)/2¢ < r, donc d;(z4,y;) < 2'r < 7;. On en déduit que By(z,r) est contenu dans un
ouvert pour la topologie produit, . e. associée & la distance d. Par ailleurs, soit ig € I tel que 1/2% < r/2. Soit

7 —+00
yeB:= l_O[B(xi,r/él) < [I E-

i=0 i=io+1
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1.5. THEOREME DE TYCONOV

Alors
. 3 +oo
min(d;(z5,v:),1) = min(d;(z4,y:),1) 1
d(z,y) = Z 9i < 91 + Z 9i
el 1=0 i=ip+1
ren 1l X1
Silayt 2 5
1=0 i=ip+1
r 1
Syton ST
On en déduit que By(z,r) contient un ouvert B de la topologie produit. Cela montre que la distance d engendre
la méme topologie que la topologie produit. O

> EXEMPLE. Soient { un ouvert de R%, K un compact de R? et k € N. On note €% (Q) I'ensemble des fonctions
de © dans R de classe €% dont le support est inclus dans K. On le munit de la forme définie par

1l ) = max [0 floo-

Alors on peut munir ’ensemble

(@) = {(fhen € [T k@) Vit e N, fi= 1}

keN
de la topologie produit.
PROPOSITION 1.21.  Soient (F;, 7;);cs une famille d’espaces topologiques, . un filtre sur le produit F' := [],c g, E;

et a € F. Pour i € I, on note p;: F — FE; la projection sur E;. Alors # — a si et seulement si p;(#) — p;(a)
pour tout ¢ € I.

Preuve Comme les projections p; sont continues, le sens direct est évident. Réciproquement, soit U € ¥ (a). Il
existe une partie finie J C I et une famille (A;);cr de (¥4, (a;))icr telles que

Upz_l(Al):HAZ X HE’L cU.

ieJ ieJ ig¢J

Pour tout ¢ € I, comme p;(F) — pi(a),ona A; € p;(F), doncp[l(ﬂ) C Z. Cela montre que Uiejpi_l(Ai) €7,
donc U € #. Dot ¥ (a) C F et F — a. O

1.5.2 Enoncé et preuve du théoreme

THEOREME 1.22 (T'YCONOV). Soit (Ej;, 7;)icr une famille d’espaces topologiques compacts. Alors [];c; E; est
compact pour la topologie produit.

Preuve Soit 7% un ultrafiltre sur [];c; E;. Soit i € I. On note %; le filtre engendré par la classe p;(%) ou
Vapplication p;: [[;e; Ej — Ei est la projection sur E;. Alors le filtre %; est un ultrafiltre, donc %; est
convergeant. On en déduit que % est convergeant, ¢. e. le produit est compact. (I

> EXEMPLE. Soit E un espace vectoriel normé. La boule fermé unité de E” est un fermé du produit [],cx B(0, ||z|),
donc il est compact : c’est le théoréme de BANACH-ALAOGLU.

¢ REMARQUE. Le théoreme de TYCONOV est équivalent a ’axiome du choix.
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VALEURS ABSOLUES p-ADIQUE

DEFINITION 2.1.  Soit K un corps. Une valeur absolue sur K est une application |-|: K — R vérifiant
1. pour tout z € K,ona || =04 z =0k ;

2. pour tous z,y € K, on a |zy| = |z||ly|;

3. pour tous z,y € K, on a |z +y| < |z| + |y|.

EXEMPLE. Sur Q, R ou C, lapplication usuelle ||, est une valeur absolue.

PROPOSITION 2.2. On note & lensemble des nombres premiers positifs dans Z. Tout nombre entier a € Z \ {0}
s’écrit sous la forme
a=-+ H p”p(a).
peEP

Pour p € &, Pentier v,(a) est appelée la valuation p-adique de a.

DEFINITION 2.3. La valeur absolue p-adique d’un nombre a € Z est
lal, = 0 sia=0,
alp = {p”!’(“) sinon.

Celle d’un nombre rationnel a :== m/n € Q est

Im|p

n[p .

|a|;v =

EXEMPLE. Soit a :=21 =3 x 7. Alors |al]s =1 et |a|s = 1/3.

PROPOSITION 2.4. 1. Soit a € Q*. Alors
H|a|p =1 (formule du produit)
pE PU{cco}
2. L'image de l'application |-, par Q* est pZ = {p" | n € Z}.
3. La valeur absolue p-adique est ultramétrique ou non archimédienne, 7. e. pour tous z,y € Q, on a
|z + ylp < max(|zlp, |ylp)-

En particulier, 'application |-|, est une valeur absolue sur Q.

Preuve Montrons le caractére ultramétrique. Si a et b sont deux entiers divisible par p* avec k € N, alors a + b
lest aussi. Soient a,b € Z. On les note sous la forme a = p"a’ et b=p°Y ol a’ Ap=1et b’ Ap= 1. Supposons
que s > r. Alors

la+0|, = [p"(a +p* "),
=p "l +p V|, <p7" = max(lal, [b]).

De méme si a et b sont deux rationnels. O

COMPLETION

NOTATION.  Soit p € Z. On note Q, le complété de Q pour |-|,. Deux entiers a,b € Z vérifient |a — b|, < p~*

si et seulement si ¢ = b mod p*.
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2.2. COMPLETION

LEMME 2.5. Si ¢ est un nombre entier premier & p, alors 1/q est une limite de nombres entiers positifs.

Preuve Comme g Ap = 1, pour tout k € N*, on a ¢ A p*¥ = 1, donc I'entier g est inversible dans Z/p*Z, donc il

existe ¢ € [1,p* — 1] tel que cxg =1 mod p*. On obtient alors que ¢, 41 = ¢ mod p* pour tout k € N*. Par

récurrence immédiate, on en déduit que, pour tous k,¢ € N*, on a cp1¢ = ¢, mod p¥ ce qui revient & écrire que
|ckte — culp <p~F

La suite (cx)ren+ est donc de CAUCHY, elle converge donc vers ¢ € Q,. Ce dernier élément co, vérifie cooq =1

dans Q,, donc 1/q = coo = limy, 4 o0 C. O

COROLLAIRE 2.6. Tout nombre rationnel a € Q tel que |al, < 1 est une limite de nombre entiers positifs.

NOTATION. On note Z, I'adhérence de Z dans Q,,. Alors tout rationnel « € Q tel que |z|, = 1 appartient a Z,,.
On a également —1 € Z,,.

EXEMPLE. Soit a =47 € Q5. On a a = 2 + 45, donc |a|s = |2|5 = 1. De plus, on a a =2+ 4 x 5 + 52.

PROPOSITION 2.7. Tout nombre entier positif s’écrit de maniere unique sous la forme
a=ap+ap+--+appt + -

ou la suite (a;);en est une suite presque nulle de [0,p — 1]. Pour k£ € N, on note alors

k
ay = Z ajpj c [[O,pk+1 _ 1]]
§=0

et c’est I'unique nombre vérifiant G5 = a mod pFt!.

PROPOSITION 2.8. 1. Soit (a;)jen une suite de Z. Alors la série Zajpj converge dans Q,. De plus, si les
entiers a; appartiennent a [0, p — 1], alors ils sont déterminées par le nombre p-adique limite.

2. Tout nombre p-adique x € Z,, est égal a une et une seule somme Zj:og ajpj ou la suite (a;);en est une suite
de [0,p — 1].

Preuve Montrons le premier point. Pour j € N, on note u; == a;p’ de sorte que |u;|, = |a;|,p™ < p~. On en
déduit que le terme général de la série Y u; tend vers 0 et I'inégalité triangulaire ultramétrique assure que

N+£ N L+N
’Zuj—Zuj‘ g)Zuj’ gr‘nax|uj|p<]9_N7 N,l e N.
=0 P N P I2N

j=0

donc la série > u; est de CAUCHY et, par conséquent, elle converge vers un certain élément x € Q.

On suppose que a; € [0,p — 1] pour j € N. Alors ag est I'unique entier de [0,p — 1] vérifiant |z —agl, < p~!
De méme, 'entier a; est I'unique entier de [0, p — 1] vérifiant |(z — ag)p™! — a1], < p~!. Et ainsi de suite, on
montre que les entiers a; sont entierement déterminée par x. O
THEOREME 2.9. L’ensemble Z, vérifie les propriétés suivantes.
1. L’ensemble Z, est un sous-anneau de Q et c’est le disque fermé de rayon 1

D, ={recQllz|, <1}.

Plus généralement, pour tout ¢ € N, ’ensemble pKZp est le disque de rayon p—*.
2. Tout élément = € Z, admet une unique écriture sous la forme

+oo
_ § k
r = Z;p
=0

ol (z;)en est une suite de [0,p — 1].
3. Tout élément = € Z,, est la limite d’une unique suite d’entiers positifs Z,,+1 € [0, p™ — 1] tels que

Tpyo = Tpy1 mod p", VYn € N.

Nécessairement, on a
n—1

Ty = Za:jpj, Vn € N.
§=0

4. L’ensemble Z,, est un espace métrique compact homéomorphe a I’ensemble de CANTOR.
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2.3

2.3. THEOREME DE MONSKY

5. L’anneau Z, est principal : tout idéal de Z,, est de la forme pZZp pour un certain entier £ € N. Il existe un
unique idéal maximal Zg = pZ,. Le quotient Z,/pZ, est isomorphe & F, := Z/pZ.

Preuve Montrons le premier point. Soit € Z,. Alors il existe une suite (x;);en de Z telle que z; — z. On a

foly = lim_agl, <1.

Donc Z, C D,. Réciproquement, soit = € Q,, tel que |z|, < 1. Il existe une suite (z;)jen de Q telle que x; — z,
donc |z], < 1, donc ||, < p pour j > J suffisamment grand, donc |z,;|, < 1 pour j > J. Ainsi pour j > J, on
écrit z; sous la forme z; = p™im;/n; ou r; > 0 et m;/n; est premier avec p. Par le lemme, comme n; Ap =1,
les éléments 1/n; sont dans Z,. Donc z est une limite d’entier, donc z € Z = Z,,. D’ott Z,, = D,,. Pour £ € N,
on utilise ensuite "homothétie z — p‘z pour montrer que 1’ensemble pZZp est le disque de rayon p—*.

Esquissons le point 4. On rappel que 'ensemble de CANTOR est un espace métrique non vide, compact, sans
point isolé et totalement discontinue (la composante connexe d’un point est réduite a ce point). On admet que
tout espace topologique avec ces propriétés est homéomorphe a cet ensemble. Il faudrait ensuite vérifier que Z,
vérifie ces propriétés.

Montrons le point 5. Soit I un idéal de Z,. On considere la valuation p-adique sur I qui est bien définie et on
peut ’écrire sous la forme

z el ||, =p @ cp™N.

Soit £ € N tel que p~¢ = sup, ¢ |x|,. Soit y € I tel que |y|, = p~*. On I'crit sous la forme y = p‘yo avec yo € Z,
vérifiant |yo|, = 1. Alors 1/yo € Z,, donc p* € I. On a donc montré que I D pZZp. L’inclusion réciproque étant
évidente car péZp est le disque de rayon p~—*, on a I = pZZp.

Enfin on a Z,/pZ, ~ F, car, si z € Z,, on peut I’écrire sous la forme

x=x0+ p(x1 +x2p+--+) avec zo € [0,p—1]

€pZ,

ce qui permet de conclure. O

REMARQUE. Pour une valeur absolue ultramétrique ||, deux disques quelconques sont soit disjoints soit emboités
I'un dans l’autre. De plus, tout point d’un disque est un centre pour le méme rayon.

THEOREME DE MONSKY

REMARQUE. On considére un carré. On coupe le carré par sa diagonale afin d’avoir deux triangles de méme
aire ou on le coupe en des rectangles de méme aire qu’on coupe ensuite en deux. De méme, on peut couper ces
deux triangles encore en deux de méme aires. Plus général, si k est un entier pair, il existe un découpage du
carré en k triangles de mémes aires.

k=2 k=4 k=6 k=38
FIGURE 2.1 — Des découpages du carré en k triangles de mémes aires pour des entiers pairs k
THEOREME 2.10 (MONSKY). Il n’existe pas de découpage du carré en un nombre impair de triangles de mémes
aires.
Preuve Quitte & le remettre & ’échelle, on suppose que le carré est le carré unité [0, 1] x [0, 1]. On suppose que

les sommets des triangles sont & coordonnées rationnelles. L’aire d’un triangle ayant pour trois sommets (z;, y;)
avec i € {1,2,3} est

1 r1 Y1 1
5[(:61 —x3)(y2 —y3) — (y1 —y3) (22 — 3)] = 3 |%2 ¥ 1| € Q.
3 y3 1

Si le carré se découpe en un nombre impair N > 1 de triangles de mémes aires, cette aire vaut 1/N. En particulier,
la valeur 2-adique de 'aire commune 1/N vaut 1.
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2.3. THEOREME DE MONSKY

Colorions les sommets des triangles. Un triplet (z,y,1) € Q? se voit attribuer une couleur

vert  si|xl|e = |y|2 et x| = 1,
violet si |x]2 < |yl2 et |yl2 = 1,
bleu si|zla <1et |yl2 <1

LEMME 2.11. Si un triangle a ses trois sommets de couleurs différentes, alors la valeur 2-adique de son aire est
supérieure ou égale a 2.

On note (z1,y1), (x2,y2) et (x3,ys) ses trois sommets qu’on suppose respectivement vert, violet et bleu. Alors

X1 Y1 1
d=|xy y2 1l =zyl+...,
z3 y3 1

donc |d|z = |z1y2|2 car la valeur 2-adique de tous les autres termes sont inférieures, donc |d|z > 1. On en déduit
que D'aire du triangle +1d vérifie |£3d|2 > |3]2 > 2.

11 suffit alors de montrer qu’il existe au moins un triangle tricolore : c¢’est 'argument de SPERMER.

LEMME 2.12. Le nombre de triangles tricolores est impair.

Remarquons que, sur chaque droite joignant deux points rationnels, on ne peut avoir que deux couleurs au
plus : c’est une conséquence de la preuve du lemme précédent. En effet, le déterminant de trois points de couleurs
différentes a une valeur 2-adique supérieure ou égale a 1, donc ces trois points ne peuvent pas étre alignés.

Les deux sommets (1,1,1) et (1,0,1) sont bleus, le sommet (0,0, 1) est bleu et le sommet (0,1, 1) est violet.
De plus, le point (1,1/2,1) est violet. On en déduit que points suivants.

(0,1) (1,1)

¢(1,1/2)

(0,0) I (1,0)

— Les points sur le segment joignant (0,0,1) & (1,0, 1) sont verts ou bleus.
— Il y a un nombre impair sur le bord d’arétes vert-bleu, toutes sont sur le segment I.

— Faisons la zoologie des triangles. Un triangle monocolore n’a pas d’aréte vert-bleu, un bicolore a 2 ou o arétes
vert-bleu et un tricolore a une aréte vert-bleu.

— Décomptons les arétes vert-bleu. Comme les arétes a l'intérieur comptent double, le nombre d’aréte vert-bleu
est impair. Donc, sur tous les triangles, modulo 2, le nombre de triangles tricolores est égale au nombre d’arétes
tricolores qui est impair.

Ceci termine la preuve. En effet, il existe un triangle tricolore, donc la valeur 2-adique de son aire est supérieure
a 2 ce qui contredit la remarque préliminaire si le carré se découpe en un nombre impaire de triangles de méme
aire. O

On peut reformuler le lemme de SPERMER avec des triangles comme suivant.

LEMME 2.13 (SPERMER). On se donne une découpe d’'un triangle en triangles. On colorie avec trois couleurs les
sommets de telle sorte que

— les sommets Vi, V5 et V3 du triangles ont des couleurs différentes ;
— sur chaque segment du bord, on ne voit que deux couleurs.

Alors il existe un petit triangle tricolore.

THEOREME 2.14 (du point fite de BROUWER). Si f est une application continue du disque fermé unité D de
R? dans lui-méme, alors f admet un point fixe.

EXERCICE 2.1. Montrer que le lemme implique le théoréme. Pour cela, on pourra montrer que le disque D est
homéomorphe au triangle et colorier le triangle d’une bonne facon.
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2.4

2.4. CORPS VALUES ET THEOREME D’OSTROWSKI

BuUT DE LA SUITE. On veut

— classer les valeurs absolues sur Q ;
— étendre la valeur p-adique de Q est des extensions finies comme Q(v/2).

CORPS VALUES ET THEOREME D’OSTROWSKI

Soit K un corps. Le valeur absolue triviale sur K est 'application |-|: K — R vérifiant

(laj]=1 <= a#0) et |0]=0.

EXEMPLE. Pour P(t) = Y725 axt® € Q[t], on pose
o(P,0) :=min{k € N |a, #0} et |P(t)] :=exp(—o(P,0)).

Pour F:== P/Q € Q(t), on pose |F| = |P|/|Q|. Alors 'application || est une valeur absolue sur Q(t). Le complété
de Q(t) est alors les séries de LAURENT.

LEMME 2.15. Soient |-|; et |-|2 deux valeurs absolues sur K. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) Les deux valeurs absolues sont équivalentes, i. e. il existe a > 0 tel que |z|; = |x|§ pour tout x € K.

(ii) Elles définissent la méme topologie sur K.

(iii) Elle définissent la méme boule unité {|z|; < 1} = {|z|2 < 1}.

Preuve La proposition (i) implique clairement la proposition (ii). Comme
{reK||zh <1} ={zx € K |z" — 0pour |1},
la proposition (ii) implique la proposition (iii). On suppose maintenant (iii). Montrons (i). Par un passage a
Iinverse, on a {|z]; > 1} = {|z|2 > 1}. Par un passage au complémentaire, on a donc {|z|; = 1} = {|z]2 = 1}.
Si I'une des valeurs absolues est triviale, alors autre est nécessairement triviale. On suppose donc que |-|; n’est
pas triviale. Il existe 2o € K tel que |x|; > 1. Soit a > 0 tel que |zg|1 = |zo]$. Montrons que |y|; = |y|$ pour
tout y € K*. Soit y € K*. On note
I(y) ={r e Q| lylt <lzol1}-

Alors

I(y) ={r=m/neQl|y™/zgh <1}.

L’hypothese (iii) permet alors de conclure. O

PROPOSITION 2.16. Soit |-| une valeur absolue sur K. Les propriétés suivante sont équivalentes.
(i) Pour tout n € N, on a |n| < 1.

(ii) 1l existe B > 0 tel que |n| < B pour tout n € N.

(iii) Pour tout = € K tel que || < 1,ona |14+ 2| < 1.

(iv) La valeur absolue |-| est ultramétrique.

(v) La boule unité fermée est un sous-anneau de K.

Preuve En prenant B =1, on a (i) = (ii). On suppose (ii). Alors pour tout = € K tel que |z| < 1, on a

" n
1+a" = |(1+2)" = ‘Z <k>xk1"_k’
k=0
< BZ|x|k < Bn
k=0

et on passe & la racine n-iéme, d’ou (iii). On suppose (iii). Alors pour tous z,y € K tels que |z| > |y, on a
o +yll < lof [t + 2| <lal < max(lal, ly),

d’ott (iv). L’implication (iv) = (v) est évidente. Enfin, si on suppose (v), comme 1 appartient & la boule unité
fermé, un entier n =1+ ---+ 1 € N y appartient aussi, d’ou (i). O

COROLLAIRE 2.17. Si la caractéristique de K est strictement positive, alors || est ultramétrique.

Preuve 11 suffit de montrer le point (ii). O
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2.4. CORPS VALUES ET THEOREME D’OSTROWSKI

THEOREME 2.18 (OSTROWSKI-I). Si || est une valeur absolue ultramétrique sur Q, alors elle est équivalente &
la valeur absolue |-|, pour un unique nombre premier p.

Preuve Comme [-| est ultramétrique, on a |n| < 1 pour tout n € N. Montrons qu’il existe m > 1 tel que
|m| = 1. Sinon, on a |m| = 1 pour tout m > 1, donc |m/n| = 1 pour tout m/n € Q4, donc (+m/n) = 1 pour
tout m/n € Q car |-1| = 1 ce qui est absurde. On note alors

p=min{n >1]|n| <1}.

Par la multiplicativité, c’est un nombre premier.

Par le théoréme de BEZOUT et I'inégalité ultramétrique, si u € N est premier & p, alors |u| = 1. En effet, si
uAp =1, alors il existe r,q € Z tel que ru+ gp = 1, donc |ru| = |1 — ¢gp|. Mais |gp| = |p|lg| < 1 et |1] =1, donc
|1 —gp| =1=|r||ul], donc |u| = 1.

Par conséquent, si u :== p"u’ € N avec v/ Ap = 1, alors |u| = |p|"|v/| = |p|” = 5" avec 8 = |p| < 1. Les valeurs
absolues définissent alors la méme boule unité fermée ce qui montre leur équivalence. O

DEFINITION 2.19. Une valeur absolue approximative est une fonction f: K — R vérifiant
1. pour tout x € K,ona f(z) =0& z=0;

2. pour tous z,y € K, on a f(zy) = f(z)f(y);
3. il existe C' > 0 tel que f(z 4 y) < Cmax(f(x), f(y)).

PROPOSITION 2.20. Toute valeur absolue est approximative avec C = 2.

REMARQUE. Remarquons, sir € N et x1,...,29r € K, 0n a
flxr 4+ +xor) <C" max_ f(x;).
i€[1,27]
Ainsi, sin>1et z1,...,2, € K,o0n a

flag 4 -+ z,) < Ol max, flas) < (2n)P Tax flas) < (2n)° Z fl@s),

oit on a écrit C' = 27. On en déduit que f(n) < (2n)? pour tout n € N.

LEMME 2.21. Soit f une valeur absolue approximative avec C' = 2. Alors f est une valeur absolue.

Preuve Ici,ona C =2et f=1. Alors pour tous a,b € K et n € N, on a

st = 1(3 (o)

k=0
<@n+1) Zf((Z)) fla)" f(o) =
k=0
<4A(n+1)f(a)"f(b)",
donc
fla+0) <4 (n+ 1)V (f(a) + f(0)).
En laissant tendre n vers 400, on obtient que f(a +b) < f(a) + f(b). O

LEMME 2.22. Soit f une valeur absolue approximative bornée sur les entiers. Alors f est une valeur absolue
ultramétrique.

Preuve Soit z € K tel que f(z) < 1. Pour tout n € N*, on a

fA+a)" = f([L+2]") = f(i <Z>$k>

k=0
< @m+1)° S Bf(a)*
k=0

<2 +1)’Bn+1).

En prenant la racine n-iéme et en laissant tendre n vers +o0o, on a f(1 + z) < 1. Cela montre que f est
ultramétrique. 0
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2.5. EXTENSION DE |-|p DE Qp A DES EXTENSIONS DE CORPS

THEOREME 2.23 (OSTROWSKI-IT). Toute valeur absolue f (approximative) non triviale sur Q est équivalente a
une valeur absolue |-|, pour un premier p ou p = co.

Preuve Par le lemme, le théoréme est vrai si f est bornée sur N. On note C' = 2% > 0 la constante associée a f.
e Etape 1. Soit n > 2 un entier. Montrons que, pour tout entier m > 1, on a

f(m) < max(l f(n)logg m/ log, n)

Soit m > 1 un entier. On écrit m = 3_;_m;n* avec my,...,m, € [0,n — 1] et r < log, m/log, n. On pose
A = k).
#(n) Ogrgggf_lf( )
Alors

f(m) < (2(r + 1) max f(min’)
< 20+ 1)) An(f) max f(n)’
< (2(r +1))*An(f) max(1, f(n)")

<log2 m)) An(f) max(1, f(n)os2m/ 1082 )

logyn

N

Pour k € N*, on remplace m par mF et on prend la racime k-iéme ce qui donne

Fm) = fm) 7 < (2

logy m

a/k
A 1/k max(1 n log, m/ logy n
p)) A max(, f(n) )
En laissant tend k vers +o00, comme Ay (n)/k — 1 et k**F — 1, on obtient que I'inégalité voulue.
e Ftape 2. Supposons qu'il existe n > 2 tel que f(n) < 1. D’aprés I’étape 1, pour tout m > 1, on a f(m) < 1.
Par le lemme précédent, le théoréme est vérifié.
e Ltape 3. Supposons que f(n) = 1 pour tout n > 1. Pour tous n,m > 2, on a

f(m)l/ log, m < f(n)l/ logy n
On remarque que les entiers n et m jouent des roles symétriques, donc 'inégalité précédente est en fait une
égalité. On écrit f(2) = 2% avec 8 > 0. En particulier, pour n = 2, pour tout m > 1, on a f(m) = 281082 = 8
ce qui revient & dire f(m) = |m|?. Ensuite, la multiplicativité donne f(—1) =1, donc f(m) = |m|® pour m € Z.
Par la multiplicativité, on montre que 1’égalité est aussi vraie sur Q. (I

EXTENSION DE

» DE Q, A DES EXTENSIONS DE CORPS

Soit K un corps contenant Q,, comme sous-corps. Alors K est un Qy-espace vectoriel. On suppose que celui-ci
est de dimension finie d := dimq, K € N sur Q,.

REMARQUE. Un autre point de vue est le suivant. Soit K un Q,-espace vectoriel de dimension d € N.
On suppose que celui-ci est muni d’une structure de corps telle que I'application o € Q, — alg soit un
homomorphisme (injectif) de corps.

EXERCICE 2.2. Soient ||-|| et ||-]|" deux normes sur le Qp-espace vectoriel K, i. e. vérifiant |ax| = |, ||zl
pour tous z € K et o € Q,. Montrer que les deux normes sont équivalentes, 7. e. il existe ¢, C' > 0 tel que

Ve e K, cllzll <zl < Cllz]l.

EXEMPLE. On se donne une base (z1,...,zq4) du Qp-espace vectoriel K. Soit y € K. On le décompose sous la
forme y = Z?:l a;x; ou (aq,...,qq) € Qg. On pose

lyll = max |ov,.
L’application ||-|| définit alors une norme sur K.

On cherche une valeur absolue ||k sur K étendant |-|,. Si une telle valeur absolue existe, alors c’est une
norme de Q,-espace vectoriel. Si deux telles valeurs absolues ||k et || existent, alors il existe ¢, C' > 0 tel que

Ve e K, clz|k < |z| < COlz|k,

donc
Vke N*, Ve e K, '/*lz|x <|z| < CYF 2|k

et, en laissant tend k vers 400, cela montre que ||k et |-| coincident sur K.
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2.5. EXTENSION DE |-|p DE Qp A DES EXTENSIONS DE CORPS

DEFINITION ET CONSTRUCTION DE |-|g. Soit # € K. Alors la famille (1,z,...,2%) est liée par une relation
linéaire & coefficients dans Q,. Autrement dit, il existe un polynéme P € Q,[t] tel que P(z) = 0 et deg P < d.
On choisit un tel polyndome P de degré minimal et unitaire qu'on note P,., appelé polynéme minimal de x. Il est
unique, il suffit de faire une division euclidienne dans Q,[t]. On pose alors N(z) := P,(0).

LEMME 2.24. Soit Q,(z) C K le corps engendré par x. Soit

Qp(z) — Qy,

ly

1. Le Qp-espace vectoriel Q,(z) est de dimension deg P,.
2. Ona N(z) = det £, = (—1)d P []%, y; ot les éléments y; sont les racines de P, dans Q,,.

Preuve Remarquons d’abord que le sous-corps Qy () est I’ensemble des fonctions rationnelles P(t)/Q(t) évaluées
en x et c’est le plus petit sous-corps de K contenant x.
Montrons le premier point. On écrit P, (t) = ag + - -+ + aq,—1t% = + t%. Si on avait dim Q,(z) < d., alors

la famille (1, ...,2%™ Q@) serait liée ce qui contredirait le choix de P,. Donc dim Q,(z) > d. De plus, on
peut montrer que la famille (1,z,...,2% 1) forme une base de Q,(x) en étudiant le noyau de I'application
P e Q,lt] — P(z) € K. Cela conclut que dim Q,(z) = d.

Montrons le second point. L’opérateur ¢, envoie 1 sur z, ..., b1 gur g% = —qg— -+ — aq,—1xd; — 1, donc
la matrice de ¢, dans la base (1,z,... ,xdw_l) est la matrice compagnon associée au polynéme P,, donc son
déterminant vaut det £, = ag = P, (0) ce qui termine la preuve. O

DEFINITION 2.25. On pose
2|k = |N ()] %

EXEMPLE. On considére p := 3 et P(t) := t?> — 3. Alors les racines réels ++/3 ne sont pas dans Q3. En effet,
supposons le contraire. Alors il existe y € Qg tel que y? = 3, donc |y|2 = 1/3, donc |y|3 = 1/1/3. Cependant, les
valeurs absolue de |-|3 sur Q3 sont les entiers 3™ avec n € Z ce qui est impossible. Donc les racines de P existent
dans Dextension Q,[t]/(P) de Q, qui est de degré 2. Les deux racines £+/3 vérifie I'équation |y|3 = 1/+/3.

REMARQUE. Siz € Qp, alors P,(t) =t —x et |z|x = |z|,. Donc la valeur absolue |-|x coincident avec la valeur
absolue p-adique ||, sur Q,.

LEMME 2.26. Soit x € K. On note d := dimq, K et L,: K — K la multiplication par z. Alors

|z| = |det LI|11,/d.

Preuve L’ensemble Q,(z) C K est un sous-corps de K, donc le corps K est un Q,(z)-espace vectoriel. On
choisit une base (z1,...,2s) du Q,(x)-espace vectoriel K. Alors K = Qp(x)z1 & --- & Qp(x)zs, donc d = dgs.
De plus, 'opérateur L, agit diagonalement, i. e. on peut écrire la matrice de L, dans cette base sous la forme

diag(ly, ..., ls)
ou les blocs sont respectivement de tailles dim Q,(x)z;. On en déduit que det L, = (det ¢,)*®, donc

|det L[ /4 = |det £, ]/ % = |z|k. O

THEOREME 2.27. Cette fonction ||k : K — Ry est bien une valeur absolue et il s’agit de 'unique extension de
la valeur absolue sur ||, sur K.

Preuwve Montrons qu’elle est multiplicative. Pour z,y € K,ona L,oL, = Lg,, donc det(LyoL,) = det L, det L,),
donc |zy|k = |z|k|y|k- Par ailleurs, elle étend |-|, sur K, donc elle est inférieure & 1 sur Z. Pour tout z € K,
on a bien |z|x = 0 < 2 = 0. Enfin, elle est unique par une remarque précédente. Il reste & montrer I'inégalité
triangulaire. Remarquons le résultat suivant. O

REMARQUE. La fonction x — |2|% est continue par rapport a la topologie de Q,-espace vectoriel de dimension
finie (4. e. par rapport a la topologie donnée par n’importe quelle norme ||-|| sur le Qp-espace vectoriel K). En
effet, la fonction  — det L, est polynomiale : si on fixe une base (z1,...,24) et qu'on écrit x = Z?:l o;2;,
alors c’est un polynome en les scalaires ;. On en déduit que la fonction x — |det L,|, est continue ce qui
donne la conclusion.

On peut en déduire le résultat suivant. Soit ||| un norme sur le Q,-espace vectoriel K. Alors la sphére unité
{z € K| ||z|]| =1} de K est un compact, donc il existe a, A > 0 tel que

Vee K, allz] <lzlx < Allz].
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2.6

2.6. UN EXEMPLE DE PHENOMENE DYNAMIQUE

Suite de la preuve Pour tous x,y € K, on a alors

2A
|z +ylx < Alle +yll < 24max(fl]], llyll) < — max(|e|x, [y]x)-

L’application |-|x est donc ultramétrique, donc elle vérifie 'inégalité triangulaire. Finalement, c¢’est une valeur
absolue sur K. O

BiLAN.  Pour toute extension finie K de Q,, il existe une unique extension |-| de la valeur absolue ||, a K.
Dans la suite, on va la noter |-|,. On peut donc I’étendre & la cléture algébrique Q,, de Q,,. Ceci permet d’étendre
le théoreme de MONSKY pour des triangles dont les sommets sont a coordonnées dans Q.

UN EXEMPLE DE PHENOMENE DYNAMIQUE

Soit P € CJ[z] tel que P(0) = 0 de degré supérieur & 2. Ecrivons P(z) = Az 4 a2 + - - - + aqz? avec d > 2.
Soit s € C*. Conjugaisons P par 'application m: z — sz, 4. e. on consideére 'application z — s~ P(s2) qui
envoie ag sur s lay. Quitte & choisir s € C* tel que s~! = 1/a4, on se raméne au cas ag = 1

DEFINITION 2.28. Soit P € C[z]. Un complexe z € C est un point périodique telle que orbite (P™(z))nen+
repasse par z, i. e. il existe n € N* tel que P"(z) = z olt on note P" := P°* = Po.--0 P.

THEOREME 2.29 (CREMER). Si la suite (|]A" — 1//9"),cn admet une sous-suite convergeant vers 0, alors le
polynome P posseéde des orbites périodiques z; # 0 arbitrairement proche de 0.

Preuve Soit n € N. Le polynéme P™(z) — z est de degré d" et unitaire. Son coefficient linéaire vaut \". Alors
légalité P"(z) — z = 0 peut se réécrire sous la forme

d"—1

z H(zfzj):()
j=1

pour des complexes z; € C et ceux-ci vérifie

d"—1

1/(d"-1) n
(T 1=41) = A =1/
j=1

par les relations coeflicients-racines. Ainsi, il existes des complexes z; € C arbitrairement proche de 0 en
choisissant une bonne extraction. (Il
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