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Dans cette introduction, on fixe un corps k et un entier m > 1. Notons A} I'espace affine
de dimension m sur le corps k. Une application f: A" — AJ" est polynomiale s’il existe des
polynémes Pi,..., P, € k[X1,...,z,] tels que

f@1, . yzm) = (Pi(z1, -, Zm)s e o Pr(T1, ooy Tm))s (x1,...,xm) € AP,

Le composée de deux applications polynomiales est encore polynomiale. Les éléments inversibles
pour la composition, appelés des automorphismes polynomiauz de I’espace affine A7*, forment un
groupe Aut(A7").

Exemple. La fonction  — x + 2% est une application polynomiale bijective de l'espace affine Ag,
mais ce n’est pas un automorphisme. En effet, si cette application admettait un inverse g, alors
lidentité fog=go f = idAlll serait également vraie sur C alors que 'application f: C — C n’est
méme pas bijective.

Dans I’exemple précédent, on peut aussi utiliser un argument sur les degrés pour montrer que
I’application f n’admet pas d’inverse, mais cet argument ne fonctionne qu’en dimension une.

Exemple. Soit ¢ € k[y] un polynoéme. Alors 'application polynomiale (z,y) — (z + ¢(y),y) est
un automorphisme d’inverse (x,y) — (z —q(y), y). On remarque ici que le degré des ces polyndémes
est supérieur a 1.

Soit W C AJ" une sous-variété algébrique, c’est-a-dire un sous-ensemble défini par des équations
polynomiales Q;(z1,...,2m) = 0 pour une famille (Q;);er de polynémes. Soient 2 € A un point
et f € Aut(A}") un automorphisme. On définit 'ensemble

Pas¢(z, W) :={neZ| f"(x) € W}.

L’orbite du point = sous l'action de automorphisme f est la suite (f(x))nen et orbite totale est
la suite (f"™(x))nez-

Théoréme 1.1 (Skolem-Malher-Lech, Belle-Glioca-Tucken). Soit k un corps de caractéristique nulle.
Soient W C A} une sous-variété algebrique, € AJ" un point et f € Aut(A}") un automorphisme.
Alors 'ensemble Pasy¢(x, W) est une union finie de progressions arithmétiques.

Probléme du centre

Soit >, <, anz™ une série entiere complexe de rayon de convergence strictement positif R. On
=z
note f sa somme sur le disque centré en l'origine et de rayon R. Notons A := f’(0) = a;. Considérons
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4 1.2. ENSEMBLES INVARIANTS

Phomothétie hy: z € C — Az. Si |A| < 1, alors les orbites de l’application hy tendent vers 0.
Si |[A| > 1, alors elles partent a 'infini sauf celle de I'origine.

On suppose que |A| = 1. Alors les orbites sont confinées dans les cercles centrés en 1'origine.
Soit § € R/Z I'angle vérifiant A = ¢?™?. Si ce dernier appartient & Q/Z, alors I’application hy est
d’ordre fini est toute orbite est périodique. Mais s’il appartient & (R\Q)/Z, alors orbite (A% (z0))nen
pour zg € C est dense dans le cercle centré en l'origine et de rayon |zgl|, ¢’est-a-dire que ’ensemble
des réels nf + m avec n € N et m € Z est dense dans R.

Probléme. Peut-on trouver une série entiere ) _ycn2" de rayon de convergence strictement
positif tel que sa somme ¢ vérifie

(i) ¢(0) =0;
(i) ¢'(0) = 1;
(ili) fop=pohy?
Les conditions (i) et (ii) imposent qu’au voisinage de 1'origine, Papplication ¢ est un difféomorphisme.
La condition (iii) signifie alors que l'application ¢ conjugue localement les applications f et hy. Sion
arrive a construire une telle application ¢, avec le précédent paragraphe, on comprend parfaitement
les orbites de I'application f.

Remarque. Si 'application ¢ vérifie les points

(i) ¢(0) =0;
(it') ¢'(0) # 0;
(il) fop=pohy,
alors 'application ¢ o hg avec 8 € C les vérifie encore. Ainsi en choisissant 5 = 1/¢’(0), on obtient

une application vérifiant les points (i), (ii) et (iii).

Remarque. Lorsque l'angle # est rationnel et A := e*7 alors il existe un entier k& > 1 tel
que h% = id. Par conséquent, si Papplication ¢ existe, alors f*¥ = id sur un voisinage de 'origine.
Par exemple, si f(2) = Az + a22? + - - + agz? est un polyndéme de degré d > 2 avec \ = %™
et 0 € Q/Z, alors une telle application ¢ n’existe pas. En effet, sinon il existe un entier k > 1 tel
que f¥(z) — z = 0 pour tout complexe z suffisamment proche de I'origine ce qui est impossible

puisque le polynéme f¥(z) — z est de degré d*.

Théoréme 1.2 (Siegel). Soit 0 € (R\ Q)/Z un angle vérifiant

1

p
0—~ q2+6

q

pour un réel £ > 0. On suppose que A = > Alors I'application ¢ existe.

=

Si I’application ¢ existe, on dit que l'application f est linéarisable et que I’application ¢ est
linéarisante.

Ensembles invariants

Théoréme 1.3 (lemme de Scharz). Soit h: D — D une application holomorphe telle que h(0) = 0.
Alors

- PO <15
— st [P/(0)]
— st [P/(0)]

=1, alors il existe un nombre 8 € C de module 1 vérifiant h(z) = Sz pour z € D;

< 1, alors |h(z)| < |z| pour z € D.

Démonstration. On peut écrire h(z) = Zn21 anz™ avec rayon de convergence > 1. La fonction g
définie par g(z) = h(z)/z est encore une application holomorphe D — C et elle vérifie g(0) = h'(0).
Pour tout réel r < 1 et tout complexe z tel que |z| = r, on peut écrire

g(x) = PEL T

2l
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Le principe du maximum fournit alors que |g(2)| < 1/r pour |z| < 1. En faisant » — 1, on obtient
Vz €D, lg(2)| < 1.

On obtient alors |h/(0)| < 1. Par ailleurs, si |h'(0)] = 1, alors la fonction |g| atteint son maximum
sur le disque ouvert D, donc elle est constante ce qui montre le deuxieme point. Le troisieme point
se montre de la méme maniere. o

Proposition 1.4. On suppose f(z) = Zn21 a, 2" de rayon de convergence strictement positif avec
X i=a; = f'(0) = e*™. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est linéarisable au voisinage de 0;

(i) il existe un ouvert borné U C D,y contenant 0 tel que f~1(U) =U = f(U).

Démonstration. On suppose le point (i). II suffit de prendre U = ¢~1(D) pour un réel assez petit
s> 0.

Réciproquement, on suppose le point (ii). Soit Uy la composante connexe de U contenant 0. Par
le théoréme d’uniformisation de Riemann, le revétement universel de Uy est un disque Uy ~ D par
une difféomorphisme holomorphe.

U0*>D

| A

U

L’application f induit une application U — U qui permute les composantes connexes et fixe
0, donc on obtient f(Uy) C Uy. De plus, il existe un unique f: D — D qui fasse commuter le

diagramme suivant.
f

UO*}UO

Alors la fonction f est holomorphe et elle vérifie £(0) = f'(0) car ©'(0) # 0, donc |f'(0)| = 1. Par
le lemme de Schwarz, on a donc f(z) = Aid avec A € C. On pose alors ¢ = hy /gy © . o

Phénomeéne de Cremer

Théoréme 1.5 (Cremer). Soit f(2) = Az +a22% + - +ayz¢ un polynéme de degré d avec f(0) =0
et A := f/(0). On suppose que

AT — 1M/
tend vers 0 le long d’une sous-suite ¢; —> +00. Alors la fonction f n’est pas linéarisable.

Remarque. Si A\ = 2™ alors A = 27 et |\ — 1| ~ 27 distr (g0, 0).

Exercice 1. On prend § = 107% +--- +107%» + ... avec k;41/d* — 0. Montrer que A = %™
vérifie le théoreme.

Démonstration. Le cas 0 € Q/Z a déja été vu. On suppose 0 € (R\ Q)/Z. Si la fonction f est
linéarisable sur un voisinage U de l'origine, alors le seul point périodique de la fonction f dans U
est l'origine car ’homothétie hy n’a que ce dernier comme point périodique. Donc s’il existe une
suite z; — 0 de points périodiques deux a deux distincts, alors la fonction f n’est pas linéarisable.
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On cherche donc les points périodiques de période divisant ¢, c’est-a-dire a résoudre 1'équa-
tion f9(z) = z. On suppose tout d’abord que f(z) = Az + a2z + -+ + ag_12971 + 2. L’équa-
tion f9(z) — 2z = 0 est de la forme 2% + .-+ (A7 — 1)z = 0, c’est-a-dire 2(z — 21) -+ (2 — 24a_1) = 0.
Les nombres z; sont les points périodiques de la fonction f de période divisant g et

d—1

=1 =] Izl

=1

Si un nombre z; réalise le minimum des quantités |z;/, alors
1/(d7—1

] < (AT — 1YY,

donc on peut trouver une suite de points périodiques qui tend vers 0 par hypothese. Le cas général
se rameéne ensuite au cas particulier (voir ci-dessous). o

: _ n - )\ — p2iml
Remarque. Soit f =) n>1anZ'" UNe serie de rayon de convergence > 0 avec a; = A =e #0.
Soit ¥ = >, <, a,z" une série de rayon de convergence > 0 avec b; # 0. Alors le théoréme
>

d’inversion locale assure qu'il existe une série entiere 1~ = Y nsq U, 2™ de rayon de convergence > 1
=

telle que ¥ o ~1(2) = 1~ 04h(2) = 2 au voisinage de 0. On pose g :== 1 o fop~L. Alors
0=

— la fonction f est linéarisable si et seulement si la fonction g lest.

Remarque. Dans le groupe des germes de difféomorphismes holomorphes au voisinage de 0
Diff*(C,0) := {Z anz" a1 #0, R > 0},
n>=1
un élément est linéarisable si et seulement sisa classe de conjugaison contient une homothétie.
Application. Soit f(z) = a1z + - -+ + agz? un polyndéme avec ag # 0. Alors sa conjuguée par une
homothétie h,, s’écrit
ph(hz/p) = aja+ -+ %adzd.

Si d > 2, on peut alors choisir le complexe x tel que ag = p4~1. Ainsi le polynoéme f est conjugué a
un polynoéme unitaire. Ceci permet de conclure la preuve du théoréme de Cremer.

Seconde version du théoréme de Cremer

Définition 1.6. Une partie Q@ C R/Z est générique s’il contient une intersection dénombrable
d’ouvert dense de R/Z.

Exemple. Soit (¢(g))q>1 une suite décroissante de réels strictement positifs qui tend vers 0. On
considere ’ensemble

B:={0 €R/Z| |0 —r| < e(q) pour une infinité de rationnel r}
ou, pour un élément 6 € R/Z, on a posé
|0 —r| = oo{|0 —p/q —m||m € Z}.

Alors I'ensemble B est générique puisqu’on peut ’écrire

B = ﬂ B(qo) avec B(qo) := {0 eR/Z | 3q > qo, Ip € Z7,

go>1

<o)

ou les ensembles

B(qo) = U ]p - 5(610)7% +5(Q0){

p/q€qQ
9=4q0

est un ouvert dense.
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Exercice 2. On prend £(q) = 277", Montrer que tout élément § € B vérifie la propriété de Cremer.

Ainsi la propriété de Cremer est satisfait pour des éléments d’un ensemble générique. On dit
que la propriété de Cremer est générique.

Théoréme 1.7 (Baire). Une partie générique 2 C R/Z est dense.
On donne maintenant une seconde version, plus forte, du théoreme de Cremer.

Théoréme 1.8 (Cremer, version 2). 1l existe un ensemble générique C' C R/Z tel que, pour toute
fraction rationnelle f(z) = P(z)/Q(z) € C(z) de degré au moins 2 et pour tout point fixe 2y
vérifiant f/(z9) = e?™ avec 6 € C, la fonction f n’est pas linéarisable au voisinage du point zg.

Explications. On consideére la fonction f comme une application de I’ensemble C := C U {oc} dans
lui-méme. Par ailleurs, lorsque zp # oo, on peut calculer la quantité f/(zp). Mais quand zy = oo,
on fait le changement de variables z — 1/z pour se ramener & zg = 0. Enfin, la fonction f est
linéarisable en un point quelconque zj s’il existe un ouvert U C C contenant ce point zy et un
difffomorphisme ¢: (U, zg) — (C,0) qui est holomorphe sur son image tels que

(pofogpfl(z):)\z, ze€Imyp

avec \ 1= im0

Démonstration. On consideére 'ensemble C := B avec (q) = 277"

o Etape 1. L’équation f(zg) = zy est une équation de degré d > 2 dont le nombre z, est une
racine simple puisque f’(z9) = A # 0. Ainsi elle admet une autre racine z; € C. Maintenant, comme
I'action du groupe PGL(2, C) sur la spheére C est 3-transitive, on peut trouver une homographie

az+b
h =
(2) cz+d
telle que h(zp) = 2o et h(co) = 2z1. Alors la fonction g := h=! o fo fixe l'origine et envoie I'infini sur
cette derniere. De plus, cela reste une fraction rationnelle de degré d et de dérivée A a l'origine.
On écrit g(z) = P1(2)/Q1(z). Comme la fonction g envoie I'infini sur I'origine et comme ¢’(0) = A,
cela permet d’écrire

B ag_12% P Az
z) = .
g bazd + - +1

Quitte a conjuguer par I’homothétie h,, avec pu? = by, on peut supposer que

(2) = ag—12% 14+ 4 Xz _ Pi(2)
J EES Q=)

e Etape 2. Pour chaque entier n > 1, on écrit
() = P, (2) _ sz 144 )\"z.
Qn(2) A
En effet, il suffit de vérifier que la fonction g™ est de cette forme par récurrence. On obtient alors

g"(z) =2z <= P.(z)—2Q.(2)=0

— Ty =0
— x4+ (1=A"))=0

d’”. d'”.
= szO avec H|zi|:|/\”—1|.

i=1 i=1

On conclut alors comme dans la preuve du théoréme de Cremer. o
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Valeurs absolues, corps valués

Définition 2.1. Une valeur absolue sur un corps K est une application |-|: K — R, vérifiant les
points suivants :

(i) pour tout élément x € K, on a |z| =0 < x =0;
(ii) pour tous éléments z,y € K, on a |zy| = |z| |y|;
(iii) pour tous éléments z,y € K, on a |z + y| < |z| + |y|.
Une valeur absolue || est ultramétrique si, pour tous éléments z,y € K, on a |z + y| < max(|z|,|y]).

Exercice 3. Soit || une valeur absolue. Montrer que, pour tous éléments x,y € K tels que |z| # |y|,
on a |z + y| = max(|z|, |y|).

Définition 2.2. Le groupe des valeurs est le sous-groupe multiplicatif
{lz| |z € K*} CRL.
Si le sous-groupe des valeurs est discrets, alors il est de la forme ¢ pour un réel ¢ > 0. Par

ailleurs, pour deux éléments z,y € K, on pose dist(z,y) := |z — y|. Le disque ouvert de centre ¢ € K
et de rayon r > 0 est ’ensemble

D.(c)={zeK||z—c <r}
et le disque fermé est ’ensemble
D.(c)={ze€K||z—c <r}
Enfin, on munit ’ensemble K de la topologie induite par la distance dist.
Exercice 4. Montrer que le groupe des valeurs est discret si et seulement si les disques ouverts

sont fermés et inversement. On suppose que la valeur absolue est ultramétrique. Montrer que tout
point d’un disque en est un centre.

Si l’espace (K, |-|) n’est pas complet, on peut le compléter par la suite de Cauchy.

Exercice 5. Montrer que le complété K’ est un corps dans lequel le corps K est dense et tel que la
valeur absolue s’étend en une valeur absolue K’ — R,. Montrer que, si le groupe des valeurs de
la valeur absolue initiale est discret, alors le groupe des valeurs de ’extension est le méme.

Définition 2.3. Deux valeurs absolues sur le corps K sont équivalentes si elles induisent la méme
topologie.
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Exemples. Soient |-| et |-|" deux valeurs absolues sur le corps K. Montrer que les points suivants
sont équivalents :

(i) elles sont équivalents ;
(ii) pour tout élément ¢ € K et tout réel » > 0, on a D(¢,1) = D'(c, 1);
(iii) il existe une constante a € R* tel que

Vz € K', |z| = |z|'“.

Les valeurs absolues p-adiques sur le corps Q

La valeur absolue usuelle ||, sur Q induit le complété R. Introduisons une autre valeur absolue.
Soit & C N l’ensemble des nombres pemiers. On fixe un nombre premier p € 2. Tout entier a € Z*
s’écrit sous la forme a = p"a’ avec pta’ et on définit

aly =9 =,

Pour un rationnel a/b € Q avec a Ab =1, on pose

= Zt’ et ’up(%) = vp(a) — vp(b).

a

p

q
Enfin, on décrete |0], = 0.

Théoréme 2.4. L’application |-|,: Q — Ry est une valeur absolue ultramétrique sur le corps Q
dont le groupe des valeurs est p%. Par ailleurs, pour tout rationnel € Q*, on a

H |z]p = 1.

pEPU{c0}

Démonstration. On vérifie aisément les axiomes (i) et (ii). Pour 'axiome (iii), il suffit de remarquer
que, si une puissance p” divise deux entiers a et ¢, alors elle divise la somme a + ¢. Autrement dit,
cela implique que
la + c|p < max(lalp, [c[p).

On généralise ensuite aux rationnels. Donc il s’agit d’une valeur absolue ultramétrique. De plus,
son groupe des valeurs est p% puisque |1/p*|, = p*.

Enfin, vérifions la formule du produit. Soit a € Q*. On peut alors I’écrire a = + Hpegzpvp(a) et
la multiplicativité de la valeur absolue || donne

jale = [T @le = TL 0@ = T] o

peEPR peEP peEP |a|p

Topologie sur le corps Q,

On note Q,, le complété du corps Q pour la valeur absolue |-|,. On cherche & comprendre la
topologie du disque unité D := D(0,1) C Q,. On remarque que, pour tout rationnel a/b € Q
avec bAp=1,on a |a/p| <1, donc a/b € D. De plus, on trouve l'inclusion Z C D, et donc Z C D.

Montrons méme que Z = D. Soit (Zn)nen une suite de D qui converge vers une limite z € D.
On pose 7 := v,(z). Comme le groupe des valeurs est discret, il existe un entier ng € N tel que

-

Vn > no, |xn|p =D
Doncr >0et z € Z.

Lemme 2.5. Soit b € Z* un entier premier avec p. Alors ’élément 1/b € Q,, est une limite d’éléments
de N.

Démonstration. Comme b Ap = 1, les entiers b et p* avec k > 1 sont premiers entre eux, donc il
existe deux entiers g, cx € Z tel que bey, = 1+ gxp* et on obtient

——cl<pF—0. o

b
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Théoréme 2.6. Le disque unité fermé Z, de Q,, est

1. un sous-anneau de Q, ;
2. un sous-ensemble compact de Q,, homéomorphe & I'ensemble de Cantor {0,1,...,p — 1
3. 'adhérence de N ou de Z dans Q,.

Démonstration. 1. Cela résulte de I'inégalité ultramétrique et de la multiplicativité de la valeur
absolue.

2. Soit (an)nen une suite entiere. Alors la série Y a,p™ converge dans QP puisque |a,p"| < 1/p™.
Son reste vérifie ‘27@ ~ anp"| <p~V. Cela donne une application

{0,1,....p—1}N — Z,,

pIF =
(an)neN — Z anpn-
n=0
On va voir que c’est un homéomorphisme. Cela conclura puisque 'ensemble {0,1,...,p— 1}

muni de la topologie produit est un ensemble de Cantor.
Remarquons que tout entier positif a s’écrit de maniére unique sous la forme

a=ag+ap+ -+ app”

pour certains entiers a; € {0,1,...,p — 1}. Ainsi tout entier positif est dans l'image de
I’application 2.

Maintenant, pour toutes suites distincts (an)nen €t (bp)nen de {0,1,...,p— 1}, on a

“+oo “+o0
’Z anp"” — Z bup"
n=0 n=0

ou 'entier ng est le premier indice pour lequel a,, # by,,. Cela montre que 'application 3 est
continue et injective.

= p7n0

Par continuité et comme N = Z,,, on sait que I'image de I'application X est égale & Z,.
Enfin, comme une application continue bijective entre deux compacts est un homéomorphisme,
I’application ¥ en est un. o

Théoréme 2.7. L’anneau Z, possede un unique idéal maximal, a savoir I'idéal
Zy = pZ, = {x € Q| |z[ <1/p}
={zeQ,||x| <1}

De plus, anneau Z, est principal : tout idéal est de la forme p*Z,. Enfin, le corps résiduel Z,/ Zg
est isomorphe au corps F, et on a Z,/p*Z, ~ Z/p*Z.

Démonstration. Soit I C Z, un idéal non nul. Soit s € N un entier tel que

sup{|z| |z € I} =p~*.

Cette borne supérieure étant un maximum, on peut trouver un élément zo € I tel que |zg| = p~*.

En posant xg := z9/p®, on trouve |xg| = 1. Ainsi Iidéal I contient I’élément zg = p*xq avec |zo| = 1,
donc I D p°(x0Z,) = p°Z, car I'élément x( est inversible dans ZP puisqu’il est de valeur absolue 1.
Réciproquement, on montre que I C p*Z,. D’ou I = p°Z?

Montrons que Z,/ kap ~ Z/p*Z. Mais cet isomorphisme est donné par I'application

“+o0 k—1
Z anp" —> Z anp”. o
n=0

n=0

2.4. Premier théoreme d’Ostrowski

Définition 2.8. — La wvaleur absolue triviale sur un corps K est la valeur absolue |-| définie par
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I’égalité

— Une valeur absolue |-| est archimédienne si, pour tous éléments y € K et x € K* il existe un
entier n € Z tel que |nz| > |y|.

La valeur absolue triviale induit la topologie discrete sur le corps K.

Exercice 6. Montrer qu’une valeur absolue |-| est archimédienne si et seulement si la partie |N|
n’est pas bornée.

Exercice 7. Montrer qu'une valeur absolue ultramétrique |-| est non archimédienne.

Lemme 2.9. Soit |-| une valeur absolue non archimédienne. Alors elle est ultramétrique.

Démonstration. Soient x,y € K deux éléments tels que |z| > |y|. On souhaite montrer que
|z 4+ y| < |z|. La formule du bindme de Newton donne

(z+y)" = zn: (Z) akyr,

k=0

n
k
Puisque la valeur absolue est non archimédienne, ensemble |N| est borné, donc tout entier positif

est de valeur absolue plus petit que 1 car sinon on aurait un entier a € N tel que |a| > 1 et alors la
suite (|a”|),>1 ne serait pas bornée. Ainsi

donc on obtient

|y

o +y" <Y

k=0

n

n
oy <Yl ly[" T < (n+ 1))
k=0

En prenant la racine n-iéme, on trouve alors
|z + yl

ce qui, en passant & la limite, donne |z + y|

(n+1)"" |z]

<
< |zl o

Corollaire 2.10. Une valeur absolue || est ultramétrique si et seulement si elle n’est pas archimé-
dienne si et seulement si |n| < 1 pour tout entier n € Z.

On en vient au théoreme principal de cette partie.

Théoréme 2.11 (Ostrowski, 1916). Soit |-| une valeur absolue non trivial sur Q.

1. Si elle est ultramétrique, alors elle est équivalente a une valeur absolue p-adique pour p € Z.
2. Si elle est archimédienne, alors elle est équivalente & la valeur absolue |-|o.

Démonstration. 1. Comme elle est ultramétrique, on a |n| < 1 pour tout entier n € Z. Mais
comme elle est non triviale, il existe un entier n # 0 tel que |n| < 1. Ainsi il existe un nombre
premier p tel que |p| < 1. Donc 'ensemble {m € Z | |m| < 1} est un idéal propre de Z et il
contient 'idéal maximal pZ ce qui implique

{m e€Z||m| <1} = pZ.
Notons s > 0 I'unique réel tel que |p| = 1/p®. Maintenant, pour tout entier m € Z, comme
)
PiFP

on a
| = ™" = ;.

La méme égalité est également vraie sur le corps Q puisque ce dernier est le corps des fractions
de 'anneau Z.
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2. Montrons que, pour tous entiers m,n > 2, on a
1/logm __ 1/logn
[m| | :

On développe l'entier m en base n : on écrit
m=ay+an+---+an"

avec 0 < a; < n— 1. Alors rlogn < logm. Par ailleurs, on a

T T
ml < lail [m]' <n)_|nl’
=0 =0

car tout entier positif est plus grand que sa valeur absolue. Mais comme la valeur absolue est
archimédienne, on doit nécessairement avoir [n| > 1 sans quoi la valeur absolue serait bornée
sur les entiers. Ainsi

- 1
‘m‘ < <;|az|)|n|r < (,r,_|_ 1)n|n|r < (1 + 12?2) n‘n|logm/logn.

Cette derniére inégalité vaut aussi pour les puissances m* de I'entier m. En prenant ensuite
la racine k-ieme et en passant a la limite, on obtient 'inégalité
|m|1/logm < |n‘1/logn.
Cela conclut 1’égalité par symétrie.
On prend n = 2. On définit le réel s > 0 tel que |2| = 2%, c’est-a-dire

5. log]?] <1
log 2

Alors pour tout entier m € N, I’égalité du dernier paragraphe donne

|m|1/logm — |2|1/10g27

c’est-a-dire |m| = |m|3,. o
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3.1. Espaces vectoriels normés

On consideére un corps valué complet K.
Définition 3.1. Une norme sur un K-espace vectoriel V' est une application ||-||: V' — R vérifiant
les points suivants :

— |v] =0 si et seulement si v = 0;

= [zol = [zl |lvll;

= o+ wll <ol + [lwll
pour tous vecteurs v,w € V et tout scalaire z € K.
Exemple. Soit (v;);cr une base d'un K-espace vectoriel V. Alors I’application |[|-||sup définie par

l0]|sup = max la;] avec wv= Zaivi eV
icl

est une norme sur V. Ce K-espace vectoriel normé V est complet lorsqu’il est de dimension finie.
Proposition 3.2. Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit (vy,...,v,,) une base

de V. Alors toute norme ||-|| sur V est équivalente & la norme ||-||syp, c’est-a-dire qu’il existe deux
constantes a, A > 0 telles que

Yo eV, al[vllsup < o]l < AfJvllsup-
En particulier, le K-espace vectoriel normé V' est complet et 'application

K" —V,
m
(aty. .. am) — E a;v;
j=1
est un homéomorphisme.

Démonstration. Soit v € V un vecteur qu’on écrit sous la forme v = 2111 a;v;. Alors

m

m m
ol <> laal vl < max a;| x > il = ollsup > il -
Sism i=1 i=1

i=1
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En effectuant une récurrence sur ’entier m, montrer qu’il existe une constante a > 0 tel que

VeV, afvllsp < vll.
Pour m = 1, il suffit de poser a := ||v1||. Soit m > 2 un entier. On suppose que l'inégalité est vérifiée
pour des K-espaces vectoriels normés de dimension < m. Soit j € {1,...,m} un indice. Posons
m
W; = {Zaivi eVia;= O}.
i=1

Alors V = W, @ Kwvj;. Par ailleurs, muni de la norme ||-||, le K-espace vectoriel W; est complet
et donc fermé dans V. Il en va de méme pour I’hyperplan affine W) + v;. Pour la norme ||||sup,
avec ’hypothese de récurrence, 'union F' = U;"Zl(Wj + v;) est donc un fermé qui ne contient pas
lorigine, donc il existe un réel a > 0 tel que la boule centrée en l'origine de rayon a n’intersecte pas
ce fermé F'. Ainsi

Yw € F, lw] > a.

Soit v € V' \ {0} un vecteur non nul qu’on écrit sous la forme v = 37" | a;v;. On choisit un entier j

tel que |a;| = ||v||sup. On écrit alors
a;
v = ay (vj + E ;vi)

itj Y
de telle sorte que
ol = o |os + > 2oi| 2 allvllu
it
ce qui conclut. o

Extension de la valeur absolue : unicité

Soient K un corps valué complet et L : K une extension finie. Supposons que la valeur absolue
sur K s’étende en une valeur absolue |-|, sur L. Alors Papplication ||z, est une norme sur le K-espace
vectoriel L. D’apres ce qui préceéde, le K-espace vectoriel normé (L, |-|;) est donc complet et, si la

famille (vy,...,v,;,) est une K-base de L, alors il existe des constantes a, A > 0 telles que
el  allvlop < o] < Aol
Plus généralement, pour tout norme ||-|| sur L, il existe des constantes a, A > 0 telles que
YvelL, allv|| < |v] < Aljv].

Ainsi la valeur absolue |-|1, est donnée par la limite
lz|p = lim |[jz"|*/", zelL.
n—>-4oo
Remarque. Soit 0: L — L un automorphisme préservant K. L’application z — |lo(z)||L est
encore une extension de la valeur absolue |-|;. Ainsi 'unicité donne
lo(z)|L = lolL, zxeL.

Ainsi le groupe de Galois de l'extension L/K agit par isométries sur L pour la norme |-|.

Norme d’un nombre algébrique

Soit L : K une extension finie. Alors elle est algébrique et tout élément x € L\ {0} admet un
polynéme minimal unitaire P, € K[t]. Notons d le degré de ce dernier. Alors

- K(z) = Klz];
— le corps K(x) est une extension algébrique de K de degré d;

— la famille (1,z,...,2%!) est une base du K-espace vectoriel K (x).
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En effet, les deux premiers points sont clairs et, pour le troisiéme, pour chaque élément y € K[z]\{0},
on montre que I'application
K[z] — Klz],
z—>yz
est bijective.
Remarquons que le polyndme caractéristique de cette derniere application est le polynéme P,

donc son déterminant est le produit des racines du polynomes P, comptées avec multiplicité dans
une cloture algébrique L.

Définition 3.3. La norme de I’élément x est la quantité

Normeg (7). x () = det(£y).

Soit (y1,--.,Ym) une base du K(x)-espace vectoriel L. Alors la famille
(y1, nx,. .. ,ywdil, ey Ymy Ym Ty - - aymxd71)
est une base du K-espace vectoriel L et, dans cette derniere, la matrice de ’application
L— L,
KLL .
z2—>yz

est diagonale par blocs égaux a la matrice compagnon du polynéme P,., donc
det(ly, 1) = det(€,)™.
Définition 3.4. La norme de I'élément x sur L est la quantité
Normey,. g (z) == det(ly 1) = NormeK(m):K(x)[L:KVdeg(w)
ou deg(z) = deg(Py).
Application. Soit || une valeur absolue sur K qui en fait un corps complet K et qui s’étend a
ce dernier. Soient x € K \ {0} un élément et L un corps de rupture du polynéme P,. On adjoint

les racines x; du polynéme P, au corps K. On suppose x1 = x. Pour tout indice 1, il existe un
automorphisme o € Gal(L : K) tel que o(z1) = z;. Alors

|zl = lz|o = lo(2)|L = |l reL
ol |-|1, est la restriction de |-|z a L C K. Ainsi tous les conjugués de & ont la méme valeurs absolue,

c’est-a-dire

Mais alors J
Normey (o ()|, = [ [zl = |27,

Comme Normeg (,)/x (z) = £P,(0) € K, on obtient

7|77 = |N0rmeK(I):K(x)|1/deg(£).

Corps valués complets archimédiens

Théoréme 3.5 (Ostrowski). Soit K un corps valué complet archimédien. Alors K = R ou C et la
valeur absolue |-| est équivalente & la valeur absolue usuelle si K = R et au module sur K = C.

Démonstration. Comme le corps K est archimédien, il est de caractéristique nulle, donc il existe
une injection Q — K. On suppose que Q C K. Alors la valeur absolue sur Q est équivalente a la
valeur absolue usuelle ||, ¢’est-a-dire

Yy € Q, 1yl =yl

pour un réel s > 0. Mais comme le corps K est complet, il contient alors R et on obtient

Vy € R, [yl = lyl5- (*)
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Pour conclure, il suffit de montrer que 'extension K : R est algébrique. Soit x € K \ {0}.

Considérons la fonction
C —R,

2 2%+ (2 + 2)x + 27
Elle est continue. De plus, elle tend vers 400 lorsque |z|oo — +00 en utilisant la relation (x). Par

conséquent, la fonction f atteint son minimum m et Pensemble M, := {z € C| f(x) = m} est un
compact de C. Distinguons alors deux cas.

— Sim =0, alors il existe un élément zy € C tel que f(z9) = 0, donc I’élément z est racine du
polynéme t? — (2 + Zg)x + 20Zo € RJ[t], donc il est algébrique sur R.
— On suppose m > 0. Soit € € ]0, m[ un réel. Considérons I'élément z; € M, de module maximal
dans M, et le polyndéme
P.:=t? — (20 + Zo)x + 20%0 + € € R[t].
Soient z1, 2] € C les racines de ce dernier. Alors
o soit z1 = |21},
o soit 21, 2] € R et on choisit |21]|eo = |2]|00-
Dans les deux cas, on obtient |z1|%, > 20%Zo + €, donc 21 ¢ M, et f(z1) > M.
Pour un entier n > 0, on considere le polyndéme
Q(t) = (P.(t) — )" — (—)" € R[],
Alors Q(z1) = 0 et il est de degré 2n. Ainsi le polynéme ) admet 2n racines z; comptées avec
multiplicités qui sont stable par la conjugaison w —— . Alors

2n 2n 2n
Q) =[1¢ -zt -=z) = [[(#® - (i + 2t + z7) = [ [ f(z0) = fz)m® "
i=1 i=1 i=1
Par ailleurs, on a |Q(z)| < f(z0)™ + |e|™ < m™ 4+ &", donc
PGPS (2) ——=1
m m n—>-+40o00
ce qui est impossible. Donc m = 0 ce qui conclut. o

3.5. Lemmes de Hensel

3.5.1. Norme de Gauss et polynémes primitifs

Soit K un corps muni d’une valeur absolue ultramétrique non triviale. On note R son anneau
de valuation. Il posséde un unique idéal maximal R? := {z € K | |z| < 1}. Son corps résiduel est le
quotient k == R/R°.

Définition §.6. La norme de Gauss d'un polyndme f = ag + - -- + aqt? € K[t] est la quantité

17 = mmax fail.

| Lemme 3.7 (Gauss). Soient f,g € K[t] deux polynoémes. Alors || fgll = || £l l|g]]-

Démonstration. On écrit
f=ag+-+aqt?
g =Dbo+ -+ bet",
fg=co+ -+ cate
Alors |ex| < || ]l lg]l ce qui donne ||fg|l < ||f|l |lg]l- Montrons ’autre inégalité. Soient ig et jo les
plus petits indices tels que |a;,| = ||f]| et |bi,| = ||g||. Alors

Ciotjo = igbjo + D aiby.
i+7=to+jo
1<20,7<Jo

tdte,
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Avec 'ultramétricité, on obtient alors

(Cio+io| = laiobjo| = IIf]l lgll

ce qui conclut. o

Définition §.8. Un polynome f € R[t] est primitif sir || f|| = 1, c’est-a-dire si f Z0 mod R°.

Lemme de Hensel

Théoréme 3.9 (lemme de Hensel). Soit K un corps valué complet ultramétrique dont la valeur
absolue est non triviale. soit f € R[t] un polynéme primitif. Si f(¢) = g(¢)h(t) dans k[t] on g, h € k[t]
sont premiers entre eux, alors il existe g, h € R[t] tel que

- f(t) = g(t)h(t) dans R[t],
— degg = degy,
~g=g mod R’ et h=h mod R°.

Démonstration. Notons d := deg f > deg f et m = degg. Alors degh < d — m. On choisit des
polyndémes gg,ro € R[t] tels que

— go =g mod Ry et deggy =m;
— go =7 mod Ry et deghy = degh < d —m.
Puisque les polynémes g et h sont premiers entre eux, il existe deux polynomes a, b € R[t] tel que
a(t)g(t) + b(t)h(t) =1 mod R°.
Alors
f—goho =0 mod R° et ago +bho —1=0 mod R°.

On choisit alors un élément 7 € R° dans ces formules qui soit de valeur absolue maximale.
Alors |7] < 1 et tous les autres coefficients sont de valeurs absolues < |r|. On va chercher les
polynémes g, h € R[t] de la forme

g=go+mpr+mpr+-- et h=ho+Tq +7g+

avec p; € R[t] de degré < m — 1 et ¢; € R[t] de degré < d —m de sorte que les séries définissant g
et h convergeront dans K[t] de degré respectifs < m et < d — m. On veut que

f=9n-1hpn—1 mod "R, n>1
ou
gn ' =go+ - +7"py et ho=h+- -+ 7"hy,.

A la limite, on aura f = gh. On construit les éléments ¢; et p; en effectuant une récurrence sur n.
Pour n = 1, c’est clair par construction. On suppose avoir fait la construction & ’ordre n — 1. On
cherche p,, et ¢, tels que les polyndémes

gn = Gn—1+ 7" pp et hyp =hp_1 +7"qn
satisfasse la relation demandée. On a
gnhn = gn—lhn—l + Wn(hn—lpn + gn—lqn) Il’lOd 7Tn+1a

donc

f—=9nhn=f — gn—1hn_1 + 7" (hopn + gogn) mod 7"

et on veut que f = g,g, mod 7"t R. Posons alors

fn — f_gnflhnfl

€ R[t].
ﬂ-’I'L
En divisant par I’élément 7™, on veut

frn = hopn + 90¢n mod TR.

Or on a
fn=afngo +bfnho mod .
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Mais les degrés peuvent exploser. Pour pallier ce probleme, on effectue une division euclidienne. On
note
bfn = Sngo+pn avec sp,p, € K|t] et degp, <m —1.

Comme deg gy = degg = deg go, le coefficient dominant du polynéme go appartient & R\ R°, donc
c’est une unité de R. Donc en fait, on a S, p, € R[t]. Alors

Jn = afngo + sngoho + prho = (afn + hosn)go + prho = fn mod .

On prend alors g, le polynoéme af, + hos, auquel on retire tous les mondémes «;t; pour lesquels
a; =0 mod 7. Il suffit alors que montrer que degq, < d —m. Mais degg,, = deg(g, mod ) et
comme deg go = m, deghg < d—m, degp, < m—1 et deg f,, < d, on en déduit det g, < d—m. ¢

Corollaire 3.10. Soit K un corps valué complet ultramétrique dont la valeur absolue est non
triviale. Soit f € R[t] un polynéme primitif tel que
— il admette une racine zg dans le corps résiduel k ;
— la racine zg est simple, c’est-a-dire f’(zp) Z0 mod R°.
Alors il existe une unique racine f € R du polynome f telle que
2=z mod R°.

De plus, elle est simple.

Corollaire 3.11. Soit K un corps valué complet ultramétrique. Soit f = ag + --- + aqt? € K[t] un
polynome irréductible de degré d. Alors

17l = max(laol, [ad]).

En particulier, si ag = 1 et |ag| < 1, alors |a;| < 1 pour i € [0, d].

Démonstration. Choisissons j tel que |a;j| = || f|| # 0 et divisons f par a;. Maintenant, on suppose
donc que | f|| = 1. En particulier, on a f € R[t] et f est primitif. On réduit modulo Ry. Si
Il = 1 > max(|ag|,|ad|), on aurait f(t) = t"(a, + -+ + ag_1t*"""1) ou la polynéme dans le

facteur a un de ses coefficients qui n’est pas nul. Notons
g(t) =" et E(t) =a,+ -+ ad,ltd*“{

D’apres le lemme de Hensel, il existe g de degré r qui divise f ce qui est impossible. o

Critére d’Eisenstein. Supposons que le groupe des valeurs de la valeur absolue || est discret. On

peut alors écrire |K*| = |7|% pour un élément 7 € R. Dans ce cas, 'anneau R admet un unique
idéal maximal R® := 7 R. Soit g(t) := by + - - - + bgt? € R[t] un polynéme de degré d tel que

— by #0 mod 7?;

— b; =0 mod 7 pour j < d;

— by #0 mod 7.

Alors le polynéme g est irréductible.

Extension des valeurs absolues aux extensions algébriques

Théoréme 3.12. Soit K un corps valué complet. Soit L une extension algébrique du corps K. Alors
la valeur absolue sur K s’étend de maniére unique en une valeur absolue sur L. De plus, cette
derniére vérifie

1/ degx
)

2|, = [Normeg (4). k()] el

Enfin, si 'extension L : K est finie, alors le corps valué L est complet et

/1],

|z|, = |[Normer,.x (z) x e L.

Démonstration. Le cas archimédien a déja été traité : dans ce cas, on obtient K = R ou C et on
trouve nécessairement L = R ou C. On suppose désormais que la valeur absolue est ultramétrique.
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On sait que I'extension L est 'union des extensions finies K C L' C L. On peut donc supposer
que [L: K] < +o0.
Notons R le disque unité fermé de K et Ry la cloture intégrale de R dans L, c’est-a-dire

Ry, ={xeL|P, € R[t]}.

Montrons que
Ry, ={xz € L |Normer.x(x) € R}.

Pour tout élément x € Ry, on a
|[Normer,. k()| = | P (0)| < 1

ce qui montre l'inclusion C. Réciproquement, soit z € R un élément tel que Normey,. i (x) = |ag| € R
en notant P, = ag + - - - + agt?. Alors le polyndéme irréductible P, € K|t] vérifie |ag| < 1 et ag = 1.
D’apres le corollaire précédent, on obtient alors || P.|| = 1, c’est-a-dire P, € RJ[t].

On veut montrer que expression |z|y, = |Normepy. g (z)|*/[L+H] définit une valeur absolue sur L.
Si c’est une valeur absolue, alors elle étend bien celle sur K. Il faut donc montrer que c’est une valeur
absolue. La séparation est clair. La multiplicativité vient de la multiplicativité du déterminant. Il
reste a établir 'inégalité triangulaire. Quitte a multiplier par y, il suffit de montrer que

|£L"L<1 - |(L’-|—1|L<].
Mais c’est vrai car la cloture intégrale Ry, de R est un sous-anneau de R. En effet, considérons
I’application
K[t] — KTt],

lip:
H z— (1+x)z

a pour matrice dans la base (1,t,...,t971)
Mat(€14,) = I, + Mat({,),

donc son polynoéme caractéristique est a coefficients dans R. Comme 1 4 x annule le polynome
caractéristique, il annule un polynéme a coefficients dans R, donc le polynéme minimal P;y, est &
coefficients dans R ce qui conclut. o

Remarques. — Le disque unité fermé (respectivement anneau de valuation) de L est la cloture
intégrale dans L du disque unité fermé (respectivement ’anneau de valuation) de K.

— Soit p un nombre premier. Alors la valeur absolue p-adique s’étend a la cloture algébrique Qip
du corps Q,. Mais alors le corps valué (Qy,|-|,) n’est pas complet. On note C,, son complété.
Il est algébriquement clos.
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4.1. Algebre de Tate

Soit K un corps valué complet ultramétrique de caractéristique nulle tel que K D Q, et |p| = 1/p.
Notons que ces deux derniéres hypotheéses peuvent toujours étre vérifiée quitte & modifier légerement
la valeur absolue sur K. On note R son anneau de valuation, qui contient Z,, et k son corps résiduel.

Soit m > 1 un entier. On munit ’espace affine A} des coordonnées z == (x1,...,z,) et de la
norme ||-|/sup. Alors

R™ = {u€ K | Jullap < 1}.
Soit f = cnm arz’ € K[z] un polynéme & m-variable ou, pour I := (iy,...,%,,) € N™, on pose
ol =gl ain € Klz).

Sa norme de Gauss vaut alors

I£l = max|a;].

1l s’agit d’une norme sur K|[z].

Définition 4.1. L’algébre de Tate est la complétion du K-espace vectoriel norme K|z pour la
norme ||-||, qu’on note K(z).

Tout élément g € K {(x) est une limite de polynéme f,, € K[z] pour la norme |-||. En notant
fn = Z an,Igly
1

les suites (an,1)nen sont de Cauchy, donc elle converge vers des limites by € K. Ces derniers éléments
by sont canoniquement associé a 1’élément g. On pose alors

g = E b]&I.
I
la série formelle associée a 1’élément g.

Exemple. On prend f(z) =14 px +--- + p"a™. Alors

1 = faell = lp"Fram Tt e g p o = p= (D — 0,



24 4.1. ALGEBRE DE TATE

donc la suite (f,)nen est de Cauchy dans K[z] pour la norme |[-||, mais elle ne converge pas
dans K[z]. Mais sa limite dans K (z) est I’élément

+oo
S
Jj=0

On remarque que by — 0 dans K lorsque long(I) := iy + -+ - + 4, — +00. En effet, pour un
entier fixé n, on a a, ; = 0 pour long(I) > 1. Réciproquement, si g(z) = Y, biz! est une série
formelle telle que |by| — 0, alors g € K(x) en prenant

fo= ) biz!
long(I)<n

qui forme une suite de Cauchy. On obtient alors la proposition suivante.

Proposition 4.2. L’algebre de Tate est

K(z) = {Z bra' € K[z] ‘ |br| — 0 lorsque long(Il) — +oo}.
T

Théoréme 4.3. 1. Un élément Y, byz! appartient & K(z) si et seulement si [b;| — 0 si et
seulement si la série S b;z! converge uniformément sur le polydisque R™.
2. Sile corps K est infini, alors

Vgi=) b’ € Klz),  maxbr| = gl = max lg(u)l.
I .

3. La norme de Gauss K (z) — R est multiplicative.

Démonstration. 1. Si |by] — 0, alors la série converge uniformément grace a l'inégalité ul-
tramétrique. Réciproquement, si la série converge uniformément, alors la série évaluée en
(1,...,1) converge, donc la série > by converge, donc |by| — 0.

2. D’abord, I'inégalité ultramétrique donne
a <max|bs| < .
églggllg(u)l < max [br| < lg
Réciproquement, on écrit g(z) = Y, byz’ # 0. On choisit un indice J tel que |b;| = [|g||. On
pose alors h := b7 ' g de telle sorte que ||h|| = 1. On écrit h(z) = 3, crz! avec c; € R. On veut
montrer que maxyegm|h(w)| = 1. On réduit P'élément h modulo R° et on note h(x) € k[z] sa

projection. On a h # 0. Comme le corps K est infini, il existe un m-uplet (aq,...,am) € R™
tel que
hlag,...,a,) #0 mod R, clest-a-dire h(aq,...,an) ¢ R
Ceci implique |h(aq,...,am)] =1 ce qui conclut.
3. On écrit

g(z) =Y az’ et hz) =) bz’

Soit Iy le plus petit indice pour l'ordre lexicographique tel que |as| = ||g||. Soit Jy le plus
petit indice pour l'ordre lexicographique tel que |a| = ||2||. On note

gh(z) = ez’
Alors
le1o+50] = gl IR

Cela donne ||g|| ||k]] < ||lgh||. L’autre inégalité se montre grace a 1'ultramétricité. o

Exemple. On prend m = 1. Soit n > 1 un entier. On pose

Bo(z) = <x> _slamelwmntl) o

n!
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Ses coefficients b; sont de la forme k;/n! avec k; € N, donc

1
bi|p<‘n,
“Ip
De plus, on a
1
b ‘, :
p
Or
=[5 e[+
v, (N — — “e J— s
? P Pt
donc
n n
< o(n))  —
L)J p(nh) p—1

En particulier, on trouve
by, = L/

et donc
Bl = pl"/? > 1

lorsque n > 1. Pourtant, on a

max|B, (u)], =1

max| 8, (1),
En effet, les éléments B, (u) avec u € N sont des entiers, la fonction B,, est continue et N = Z,,
donc

VueZ,  |Bu(u)| <1

p

Comme B, (n) =1, on en déduit I’égalité.

Méthode des différences divisées et théoréeme de Mahler

. Le théoréme de Newton

Soit f € KJt] un polynoéme de degré d. On suppose qu’on connait les valeurs f(0), ..., f(d).
Alors on peut retrouver le polynéme f. On pose Ap := f(0). Considérons l'opérateur de différence A
défini par

Ah(t) == h(t+ 1) — h(t).

Alors Af(i) = f(i + 1) — f(4). On pose
M=af0) e A= 800 = Y0 () 6 -0
=0

Théoréme 4.4 (Newton). Si f est un polyndome de degré d & coefficients dans un corps de
caractéristique nulle, alors

d ‘ i
f(z) :]Z:;)Aij(x) avec A; =Af(0) et Bj(z):= (])

Démonstration. Les polynémes B; avec j € [0,d] forment une base de K[z|<q et ils vérifiant
AB; = Bj_;. 1l s’agit ensuite de trouver la valeur des éléments A; en composant successivement
par 'opérateur A. o

Le théoréme de Mahler

Théoréme 4.5 (Mahler, 1956). Soit f: Z, — Q,, une fonction continue. Soit (A, )m>0 la suite
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définie par 1’égalité

Alors [Ap|p — 0 et
—+ oo
flx) = Z Ay B (), x €L,
m=0
ot la série apparaissant converge uniformément sur Z,,.

Remarque. Une série Y a,, By, (¢) converge uniformément sur Z, si et seulement si |a,, |, — 0.

Le théoréme des zéros isolés

Théoréme 4.6. Soit f(x) := ::f) anxz™ € K(x) une application non nulle. Soit N le plus grand
entier tel que |ay| = || f]|. Alors Papplication f a au plus N zéros dans R.

Démonstration. On procede par récurrence sur N. Pour N =0, on a
lao| =[£Il > laz|,  Vji=>1.
Avec l'inégalité ultramétrique, on obtient alors
|f(z)] = lao| #0,Vz € R.
On passe des cas N’ < N au cas N. Soit a un zéro de f sur R. Alors

f(@) = fz) = f(a)
+oo
= Zan(w” —a")

avec

donc

+oo n—1

fl@)=(z—a) Z Z apria" It

n=0 j=0
+oo —+oo

=@-a) ) (3 aam)

j=0 n=j+1

bj
Les coefficients b; vérifient b; € K car |a,| — 0 et on a aussi

bj| < max |an|, donc |bn[ <[ fl| et |bn_1]=lan|=]]]"
nzj+1

Donc lindice pour la série Y bjz7 est N — 1. Par Phypothese de récurrence, elle est donc au
plus N — 1 zéros ce qui conclut. o

Corollaire 4.7. Si a1,...,a; € R sont les zéros de f € K(z) \ {0} dans R, alors
k

f(@) =[x =) x glz) avec gl < fIl-

i=1

Corollaire 4.8. Si f € K(z) a une infinité de racines dans R, alors f = 0.
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Difféomorphismes et flots analytiques

. Difféomorphismes

Définition 4.9. Un endomorphisme analytique de R™ est une application
R™ — R™,
z— (fi(z),. .-, fm(2))
pour des applications f; € R{x)

L’ensemble End(R™) des endomorphismes analytiques est un R-module stable par composition.
Les éléments inversibles forment un groupe Diff (R™).

Lemme 4.10. Soit g € K(z). Montrer que 'application g|gm: R™ — K est ||g||-lipschitzienne.

Démonstration. Pour tous z,y € R, on a
|xi —ji| =|(z — y)(xi_l + xi—2y IS yi—1)|
<z —y)

car '~ ' 4+ 22y 4+ .- - + ¢y~ ! € R. En dimension deux, on utilise ce qui précede. o

Théoréme 4.11. Le groupe End(R™) agit par transformations 1-lipschitziennes sur R™ et le
groupe Diff (R™) agit par isométries sur R™.

Application. On prend K = Q, et R = Z,,. Soit f € Diff(Z}"). Les boules de Z;" de rayon p~* sont
en bijection avec les classes dans (Z,/p°Z,)"™ ~ (Z/p*Z)™. On réduit les coefficients de f modulo
p® : lapplication f est alors polynomiales. De méme, on obtient le réduit f—1! et ce dernier vérifie

fo f~! =Id. En fait, on a
f € Aut(Az),.7).

En particulier, I'application f permute les points de I'espace affine A™(Z/p*Z) qui a (p*)™ éléments.

Finalement, on obtient une action sur les boules de rayon p—*.

Conséquence. On construit ainsi, pour tout entier s > 1, un homomorphisme
. 0,
Diff(Z,") — Aut(Ag’/psZ) — G(A™(Z/p°Z)).
Si f € Ker#,, alors f fixe chaque boule de rayon p~* dans R™. Ainsisi f € ﬂ::of Ker(6;), alors f
est I'identité.
Définition 4.12. Un groupe G est résiduellement fini si, pour tout élément g # 1, il existe un

groupe fini F' et un homomorphisme ©: G — F tels que ©(g) # 1.

Le groupe Diff(Z}") est résiduellement fini. Si G est infini et simple, alors il n’est pas résiduelle-
ment fini.

Notation. Soit f,g € End(R™). On écrit g = f mod p°si ||g — f|| < p~¢ avec ¢ > 0. Par exemple,
on a
px 4 322 + 62° + pr” = 322 + 62 mod p.
Lemme 4.13. Soient g,h € End(x) et f € Diff(z). Alors
L |lgohll < [lgll IRl
2. |lgo (Id+h) — gl < |IAll;

3- llgo fll = llgll;
4 I~ =1d]l = [If —1d].

Démonstration. Les deux premiers points se montrent par le calcul. Les deux derniers s’en
déduiront. o
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Lemme 4.14. Soit ¢ > 0. Alors ’ensemble
{f e Diff(R™) | f =1d mod p°}
est un sous-groupe distingué de Diff(z). De plus, si f =1d mod p°, alors

" =1d  mod ptV.

Idée de la preuve. On écrit f(z) = z + sh(z) avec h € End(R™) et |s| < p~¢. Alors
fof(z) =z + sh(z) + sh(z + sh(z))
=z + sh(z) + sh(z) + s*ha(z) avec hy € End(R™)
= + 2sh(z) + s%ha(z).
Plus généralement, on obtient
¥(z) = 2+ ksh(z) + s2he(z).

Pour k& = p, on gagne un facteur p. o

Flots analytiques

Soit @: R — Diff (R™) un homomorphisme du groupe additif R dans le groupe pour la
composition Diff (R™). Un tel morphisme est un flot paramétré par R. Son action associée est

(t,z) — Py(x).
Si cette action est analytique au sens de Tate, c’est-a-dire si ®;(x) € (R(t,z))™, on dit que le flot
est analytique. Son champ de vecteurs associé est

0% (w)

X(z): 5t

e (R{z))™.

t=0

Théoréme de Bell-Poonen

Théoréme 4.15 (Bell-Poonen, 2006-2010). Soit f € End(R™) avec f =1d mod p®etc>1/(p—1).
Alors il existe un flot analytique ®: R x R™ — R™ tel que

- ®,(z) = f*(z) pour tout n € N;
— || @y — @4 < 1/pc VP~V |t — 5| pour tous t,s € R.
En particulier, on a f € Diff(R™) et f~' = ®_;.

Démonstration. Soit x € R fixé. Posons u —n) := f"(x) € R™. On cherche une bourbe t € R —
D, () telle que

D, (z) = u(n), n € N.
Autrement dit, on cherche & étendre 'application n — u(n) en ¢ — ®4(z). Pour cela, on utilise
la méthode des différences divisées. On a

u(n +1) —u(n) = f**(z) - f*(z)
=f"o f(z)— f"(x).
On introduit I'opérateur

Af:h——hof—h
qui agit sur End(R™). Comme f =Id mod p° en utilisant les lemmes précédents, on a Ayh =0
mod p¢ pour tout A € End(R™). En itérant, on obtient
|AkR| <pFe, k=1
Pour h = Id, on trouve
|AYId| <pFe, k=1 (%)
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Par ailleurs, rappelons que v,(k!) < k/(p — 1). On définit

+oo +oo
Oy(z) = Bp()Akld(z) => t(t—1)---(t—k+ 1)%&; Id(z)
k=0 k=0 ’

qui détermine un élément de (R(t,z))™ car, grace a (%), on a
1

k'Al} Id(z)| < pkle=1/(p=1))

Ht(t—1)~-~(t—kz+1)

La série ®;(x) est en fait une somme finie

viw) = Y- (1) a1 = 1+ AN 1) = (o)

k=0
Montrons que I'application ® est un flot analytique. On a ®,,4,, = f**™ = fo f™ = @, 0 D,,.
Soit = € R. L’application
t— Oy pp(x) — Dy 0 Dy ()

est nulle pour tout ¢ € N, donc le théoreme des zéros isolés donne

vVt € R, Dy () = P o Dy ().
De la méme maniere, on trouve

Vt,s € R, Dy s(x) = Pp o Py(x).
Finalement, on montre que

Vt,s € R, (I)t+s = q)t o q)s'

Donc 'application @ est un flot analytique.
Il reste & montrer le second point. En notant P, = ¢(t — 1)---(t — k + 1) € Z[t] qui est
1-lipschitzien, on a

= A% Td
B By = Y (Pult) = Puls) —
k=0 ’
et on utilise I'estimation trouvée précédemment. o

Exemple. Supposons que le corps K contienne une racine de 'unité £ d’ordre p. Le polynome
minimal de la racine £ sur Q,, avec le critere d’Eisenstein, est le polynome
Pt)=tr" 4.+t 41,

donc le polynéme minimal de I’élément £ — 1 est P(¢t — 1) et ce dernier vérifie P(0+ 1) = p. Ainsi,
I'extension Q, (&) : Qp est de degré p — 1 et on calcul

-2 sip=2,

N o (E—1)= ,
OI‘mer(g).Qp (f ) {p si p 2 3

c’est-a-dire
£ =1 =p~ /@71,

En prenant f(z) =&z, on a f =Id mod p° avec ¢ :=1/(p — 1). Montrons qu’alors le résultat du
théoréme n’est pas vérifié. Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe un flot analytique ®
tel que f = ®1. Alors

Vn € Z, Vx € L, z = fP"(z) = @p(z).

Par le théoreme des zéros isolés, on trouve alors ®; = Id pour tout ¢ € Z,, donc f = Id ce qui est
impossible.

En effet, on vient aussi d’établir le résultat suivant.

Lemme 4.16. Si f = ®; pour un flot analytique ® et f est de torsion, c’est-a-dire qu’il existe £ > 1
tel que ff =1d, alors f = Id.
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Application. On prend K = Q,. Notons

. m 0 m m S
B: Diff(Z") = Aut(Ag),.z) — S(A™(Z/p°Z))
la composée de 0y et de I'inclusion. Alors son noyau Ker 3 est d’indice fini, majorée par (p*™)!.
Pour tout f € Ker 3, on a f(0) = 0 mod p?. De plus, soit f € Ker 3. Alors sa différentielle en 0
est une matrice dfy mod p de GL,,(Z/pZ). On obtient un homomorphisme

Ker f — GL,,(Z/pZ)
Soit Diff° (Z;') le noyau de ce morphisme. Un élément f € Diﬁ’()(Zgl) s’écrit alors sous la forme
f(z) = Ao+ Ai(z) + Az(z) + -

ou chaque fonction A;: A™ — A™ est polynomiale homogene de degré j a coeflicients dans R et
elles vérifient
Ay =0 mod p? et Ay =1d mod p.

En conjuguant par la multiplication par p, on trouve alors
1 A ,
I;f(p@ = ?O +A(@) + o+ T Ay () +
=0+1d(z) mod p.

Ainsi la fonction 1% f(pz) vérifie les hypotheses du théoréme de Bell-Poonen. En particulier, elle est
dans un flot.

Corollaire 4.17. Soit f € Diff()(Z;”) un élément avec torsion. Alors f = Id.
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Objectif. On va énoncer des faits de base sur la structure des sous-groupes de Aut(Ag') et sur
I'orbite d’un élément f € Aut(Ag).

Théoréme de prolongement de Lech

Lemme 5.1. Soit P € Z[t] un polyndme non constant. Alors il existe une infinité de nombre
premier p tel que le polynéme P ait une racine dans F,,.

Démonstration. Sinon il existe des nombres premiers pq, ..., pi tels que
k
Vn € Z, P(n) = :I:pri(n).
i=1
Comptons les valeurs entieres du polyndéme P dans [—M, M] avec M > 1. Si |P(n)| < M, alors
k
9v1(n)+++vp(n) < Hp;h(”) < M,
i=1

donc

k
log M
) < .
; vi(n) log 2

On a donc au plus (log M/log2)* choix possibles, donc les valeurs entiéres du polynéme P
dans [~ M, M] forment un ensemble de cardinal au plus 2(log M/ log 2)*. Par ailleurs, avec d := deg P,
on a P(n) ~ cqn? pour n assez grand, donc les valeurs entiéres du polynéme P dans [—M, M|
forment également un ensemble de cardinal au moins g M/ pour un réel € > 0 ce qui est
impossible. o

Théoréme 5.2 (Lech). Soient K une extension de type fini de Q et .S une partie finie de K \ {0}.
Alors il existe un nombre premier p et un plongement ¢: K «— Q,, tel que ¢(S) C Z,. En effet,
les tels nombres premiers p forment un ensemble de densité positive parmi les nombres premiers,
c’est-a-dire qu’il existe un réel ey > 0 tel que

tH{pe & |p< B, pconvient}

VB> 1,
H{pe £ |p< B}

Z £0.

Démonstration. On traite d’abord un premier cas. On suppose que 'extension K : Q est trans-
cendante, c’est-a-dire qu’on peut écrire K = Q(t1,...,ts) ou les éléments ¢; ne vérifient pas de
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relations algébriques entre eux. Comme l’ensemble Z, n’est pas dénombrable, on peut trouver des
nombres transcendants 71, ...,7s € Z, tels que Q(71,...,7s) ~ Q(t1,...,ts).

Ensuite, on suppose que 'extension K : Q est algébrique (primitive). On Pécrit K = Q(«) avec
un élément algébrique o € K. Soit P, € Z[t] son polynéme minimal (il n’est pas forcément unitaire).
Son discriminant D est alors un entier non nul. Avec le lemme, on choisit un nombre premier p > D
tel que le polynéme P, admette une racine dans F,. Une telle racine est simple car D # 0 mod p.
Avec le lemme de Hensel, le polynéme P, admet donc une racine dans o € Z,. On considére alors
le plongement qui envoie la racine a sur la racine o’'.

Traitons maintenant le cas général. L’extension K est une extension algébrique d’une extension
transcendante pure de Q, c’est-a-dire qu’on peut écrire Q C L = Q(t1,...,ts) C K ou la premieére
extension est transcendante pure et la seconde algébrique. D’apres le théoreme de I’élément primitif,
il existe un élément « € K tel que K = L(«). Notons P, € Z[ty,...,ts][z] son polynéme minimal
sur L qui n’est pas forcément unitaire. Soit D € Z[ty, ..., ts] son discriminant. Tout élément s € S
s’écrit sous la forme s = Gs(a) avec G5 € L[z]. On choisit By € L tel que BsGs € Z[ty, ..., t4][z].
Notons Rg le résultant des polynémes B;Gs et P,. Comme s # 0, on a R; # 0. On choisit
un s-uplet (aq,...,as) € Z° tel que

- D(ay,...,as) #0;

— le polynéme P,(aq,...,as) ne soit pas constant ;

— Rg(ai,...,as) # 0 pour tout s € S;

— Bs(a,...,as) # 0 pour tout s € S.

On choisit un nombre premier p tel que les égalités précédentes restent vraie modulo p (il suffit
de prendre un nombre premier p > |D(aq,...,as)|) et tel que le polyndéme P, (aq,...,as) ait une

racine modulo p. On choisit des éléments 71, ...,7s € Z, tels que extension Q(7,...,7s) C Q, soit
transcendante pure de degré s. On définit le plongement ¢y : L — Q,, par I’égalité

o(t;) = a; + pTi, i€[1,s].
Il envoie le polynéme P, sur le polynéme P, (a1 +p7i,...,as+p7s). Alors modulo p, le discriminant
de ce dernier est non nul, donc disc(P, (a1, ..., as)) # 0 et le polynéme P, (a1, ..., as) a une racine
modulo p, donc le polynéme P, (aq,...,as) a une racine & € Z,. On étend alors le plongement ¢,
en le plongement ¢: L(a) — Q, en posant t(a) = &.
Montrons alors que ¢(S) C Z,. On sait que |Bs(a; + pri)|p = 1 et BsGs(&) # 0 mod p,
donc |Bs;G4(&)|, = 1, donc |Gs(a; + pri)(&)|p = 1 ce qui termine la preuve. o

Théoréme 5.3 (Tits, Brouillard € Gelender). Soit A un anneau intégre de type fini. Soit S C A
une partie infinie. Alors il existe un corps valué complet localement compact K et un plongement
d’anneaux ¢: A — K tels que la partie [¢(S)| ne soit pas bornée.

Résiduellement fini, virtuellement sous torsion

Définition 5.4. Un groupe G vérifie virtuellement une propriété (P) s’il existe un sous-groupe H C G
d’indice fini vérifiant la propriété (P).

Théoréme 5.5 (Bass, Lubotzky). Soient K un corps de caractéristique nulle et I' un sous-groupe
de type fini de Aut(A%). Alors

1. le groupe I' est résiduellement fini;

2. il est virtuellement sans torsion

Démonstration. Soit S C I' une partie finie symétrique engendrant le groupe I". Soit C's I’ensemble
fini des coefficients non nuls des formules de éléments g € S. Alors I' C Aut(A% ) ol le corps Ko
est celui engendré par I'ensemble C's. Grace au théoréme, il existe un plongement ¢: Ko — Q,, qui
envoie I'ensemble Cg sur le boule Z,. On obtient alors un homomorphisme de groupes injectif

I'— Aut(Az))

On peut donc supposer que I' C Aut(Ag;) C Diff(Z}"). Mais on a déja vu que ce dernier groupe
était résiduellement fini et virtuellement sans torsion. o
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Exemple. Le groupe GL,,(Z) est résiduellement fini et virtuellement sans torsion.

Lemme 5.6 (Makowski). Le noyau de la réduction modulo 3 est sans torsion.

Théoréme d’arithméticité des temps de passage

Théoréme 5.7 (Bell, 2006). Soient K un corps de caractéristique nulle et f € Aut(A%) un
automorphisme. Soit W C A} une sous-variété algébrique. Alors I’ensemble Pas;(x, W) est une
union finie de progressions arithmétiques.

Démonstration. Soit C' I’ensemble des coefficients de f, de f~!, des coordonnées de x et les
coefficients d’un systéme fini d’équations P;(x) = 0 avec ¢ € [[1, k] définissant W. Soit Ky le corps
engendré par C. On peut alors trouver un plongement ¢: Ky — Q,, tel que «(C) C Z,. On a

Pas;(x, W) ={n € Z| Vi, P(f"(x)) = 0}.

En appliquant ¢, I'ensemble Pasf(x, W) reste inchangé. On peut donc supposer que tout est a
coefficients dans Z,,.
On conjugue f par T}, : z — z + 2 pour ramener x en 0. Ensuite, on change T, ' o f o T, en un
itéré (T, ' o foT,)N pour que T, o f o T, € D C Diff(Z]") avec
D = {g € Diff(Z;") | g(0) = 0, dgo =1d  mod p}.

On pose g :=h"'o o foT,oh ouh est 'homothétie de rapport p. Alors g est donc un flot
analytique ®;. Le nouvel ensemble algébrique V est définie par les équations @Q;(2) := P;i(pz+x) = 0.
On étudie ainsi ’ensemble

Pasy(0,V) ={n € Z | Vi, Q;(®,(0)) = 0}.

D’aprés le théoreme de Strassner, soit l’ensemble Pasg(0,V) est fini, soit il est égal a Z ce
qui conclut le théoreme pour g. On a donc montré le théoreme pour Pasgw~ (x, W), donc aussi
pour Pasg~ (z, f~/(W)). Mais

Pasg(z, W) = L_J (N Pasyn (z, f 7 (W)) + )

ce qui permet de conclure le cas général. o

Remarque. Les raisons des progressions arithmétique divisent I’indice D de D dans Diff <Z;,”>.

Applications

Existe-t-il un automorphisme f € Aut(A}') qui agit transitivement sur l’ensemble A™(Z)?
Pour m = 1, la réponse est oui : il suffit de prendre f(z) = z 4+ 1. Mais la réponse est non
lorsque m > 2.

Théoréme 5.8 (Bell-Glioca-Satians). Soient K un corps de caractéristique nulle, f € Aut(A7) un

automorphisme, & € K[x1,..., 2] un polynéme et € A™(K) un point. Si ensemble
{neZ|&(f"(x) =a}

est fini pour tout élément a € K, alors leurs cardinaux sont uniformément bornés.

Théoréme 5.9. Soit m > 1 un entier. Alors il existe un entier g(m) € N tel que, pour tout

automorphisme f € Aut(A}') et tout point x € A™(Z), si = est périodique pour f, alors sa période
est < g(m).
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Soit z == [z0 : ... : zm] € P™(Q) un point de 'espace projectif de dimension m. On peut Pécrire

sous la forme z = [Zy : ... : Z,;,] pour des entiers Z; € Z sans facteurs commun et non égaux a +1.
La hauteur du point z est la quantité

h(z) == log(max(|Z1|, ..., |Zml|))-

On va se poser deux questions :

— comment étendre cette définition a 'espace projectif P™(Q) 7

— comment se comporte la quantité h(z) quand on change z en f(z) pour une fonction polyno-
miale f: Pg — Pg?

Places

Définition 6.1. Une place d’un corps K est une classe d’équivalence de valeurs absolues non
triviales sur K. L’ensemble des places est noté M. Pour une place v € M, on note ||, un de ses
représentants

Exemple. L’ensemble Mg est constitué des classes des valeurs absolues |-|, pour un nombre premier
p et de la classe de la valeur absolue |-|oo.

Soient L : K une extension de corps et w € My une place. Alors la restriction de la valeur
absolue ||, & K détermine une valeur absolue sur K et donc une place sur K. On obtient alors une
application v € M, — w € Mk et on note w | v.

Théoréme de I’élément primitif

Soient L : K une extension finie et K une cldture algébrique de K. Un plongement de L dans K
est un morphisme de corps t: L — K qui est I'identité sur K. Comme I’extension L : K est finie,
on peut écrire L = K(aq, ..., a,) pour des éléments «; € L. Le degré séparable de 'extension L : K,
noté [L : Klsep est le nombre de plongements de L dans K : comme le degré, cette notion est
multiplicative.

Proposition 6.2. Si L = K(a) et P € K[t] est le polynéme minimal de «, alors tout plongement
doit envoyer « sur une racine de P dans K et il est uniquement déterminé par ce choix. En
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particulier, on a
[L: Klsep <degP =[L:K].

Avec la multiplicativité, on en déduit 'inégalité
[L: Klsep < [L: K]

pour toute extension finie L : K. L’extension est séparable si on a égalité. Ainsi I'extension L : K
est sépable si et seulement si le polynéome minimal de tout élément « € L est scindé simple sur K.

Théoréme 6.3 (de l’élément primitif). Soient K un corps et L une extension finie de K. Alors il
existe un élément £ € L tel que L = K () si et seulement si le nombre d’extensions intermédiaires
entre K et L est fini. En particulier, la condition est vérifiée lorsque I'extension L : K est séparable.

Un tel élément £ est appelé un élément primaitif.

Démonstration. Si K est fini, alors L 'est aussi, donc L* est un groupe cyclique, donc un
générateur £ de ce dernier convient. On suppose désormais que K est infini.

On suppose qu’il n’existe quun nombre fini d’extensions intermédiaires entre K et L. On veut
que montrer que, si o, € L, le corps K(a, 3) est primitif. Mais si K(a + ¢18) = K(a + ¢23)
avec ¢ # cg, alors K(a 4+ ¢18) = K(a,8) car (¢ — ¢2)B € K(a+ ¢18). Comme il n’y a qu'un
nombre fini d’extension intermédiaire et que K est infini, on peut trouver deux tels éléments c;
et co. On conclut alors par récurrence.

Réciproquement, on suppose que L = K(§). Soit P € K[t] le polynéme minimal de £. Soit K’
une extension intermédiaire. Soit Q € K'[t] le polyndme de & sur K'. Alors Q | P dans K'[t] et donc
dans L[t]. Il n’existe donc qu’un nombre fini de @ possible. Maintenant, un tel polynéme @ étant
donné, on associe I'extension intermédiaire K|, engendré par les coefficients de Q. Alors K|, C K.
De plus, comme @ est irréductible sur K|, donc [L : K| = deg @ = [L : K'], donc K, = K'. Ainsi
le choix de ) détermine le choix de K’ ce qui conclut.

On suppose que U'extension L : K est séparable. Soient ¢;: L — K les plongements. Supposons
que L = K(«, 8). On cherche un £ € K(a, () tel que

[K(§) - K] = [L: K].

On le cherche sous la forme { = a+c¢f. En prenant c évitant les valeurs (¢;(o) —¢j(0))/(vi(8) —¢;(5)),
cela fonctionne. o

Extensions de valeurs absolues aux extensions primitives

Soient v € Mk une place et L = K (€) une extension primitive. Notons K, D K la complété
pour la valeur absolue |-|, et K, D K sa cloture algébrique. On veut étendre |-|, & L. Soit P € K|t]
le polynéme minimal de &.

Remarque. Si:: I — K, est un plongement de L dans K,, alors on peut composer la valeur
absolue ||, avec ¢

2] = |e(2)]o

qui définit une valeur absolue sur L qui coincide avec |-[, sur K.
L’image de ¢ est contenu dans K C K,. L’'image de P(t) par ¢ est P(t), mais vu comme un
polynéme de K, [t], il peut se factoriser. On écrit

P(t) = Pi(t)™ - Py(t)*™

sa factorisation dans K,[t]. De plus, ¢(£) est une racine de P dans K, donc son polynéme minimal
est I'un des P;, donc I'image de L coincide avec I'extension associée & ce P; dans K, qu’on note
K; = K,[t]/(P;). Cette derniére est une extension finie de K, de degré deg P;. Soit L,, le complété
pour |-|y. Alors ¢ s’étend (L, |'|w) — (Ki,|]v) comme un morphisme de corps isométrique.
L’image de L,, contient K, et ¢ mod P;, donc ¢(L,,) = K;

Remarque. Réciproquement, soit ||, une valeur absolue sur L qui étend ||, sur K. On note
L,, le complété de L pour ||,. Alors L,, D K,, donc L, D K,(§) et donc L,, = K,(§) car
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K, (&) D K(§) = L est dense dans L,, et K,(£) est une extension finie, donc fermée et complete
dans K,. Le polynome minimal de £ sur K, est un diviseur irréductible de P dans K, [t], donc c’est
I'un des P;. Donc Ly ~ K, [t]/(F;).

Des deux remarques, on en déduit que toute valeur absolue |-|, sur K s’étend a L. Toute
extension est donnée par image réciproque de la valeur absolue |-|, sur K, par un plongement
t: L — K,. Autrement dit, pour tous v € My et w € My, il existe un plongement ¢: L — K,
tel que |- = [¢(-)]o-

Exemple. On prend L = Q(v/5) C R. On cherche a étendre la valeur absolue usuelle |-|o, sur Q.
Son complété est R. Le polyndome minimal de v/5 est P(t) :==t> — 5. Sur R, on a
P(t) = (t — V5)(t + V5).

Il y a 2 plongements possibles de L dans R : celui qui envoie ¢ sur ++/5, noté 1, et celui qui envoie
t sur —/5, noté to. Alors

ly=1100 avec o(a+bV5)=a—bV5.
Alors
la 4 0V5|w, = |t1(a +bV5)|0 = |a + bV5| o,
la + bV5|w, = |ta(a+bV5) | = |a — V5| a0
Exemple. On prend L = Q(i). Alors Q. = R et le polynéme P(t) := t> + 1 est encore irréductible
sur R. On obtient les deux valeurs absolues
la + ib|oo et |a — b oo

qui se trouvent étre la méme.

Conséquence. Si L : K est une extension finie séparable et si v € Mg, alors

> [Lu:K,)=[L: K]

weEMTp,
wlv

Démonstration. En effet, les k; sont égaux a 1 car I'extension est séparable et on peut donc écrire

> [Lw: K] =) degP;
=deg P
=[L: K]. o

Conséquence. Soient L : K une extension galoisienne de groupe de Galois G et ||, une valeur
absolue sur K. Alors G permute transitive les extensions ||, et ||, : pour toute valeur absolue ||,
et |-|w de ||y, il existe o € G tel que |o(-)|w = |*|w-

Corps cyclotomiques

Soient p > 3 un nombre premier et & une racine de 'unité d’ordre p. Son polynéme minimal sur
le corps Q est
Pt)=tP 4+ tP 2 ... 1.

En effet, il annule bien la racine ( et il est irréductible sur Q en appliquant le critére d’Eisenstein
au polynéme P(t + 1). On écrit P(t) = Py(t)--- P(t) avec r := (p — 1)/2 dans R[X] ou chaque
polynoéme P; est de degré 2.

Exemple. Dans le cas p =5, on a Pi(t) =% — 2cos(25)t + 1 et on calcul de méme Px(t).

Il y a donc r extensions K; de degrés locaux 2. Un élément du groupe de Galois o, est uniquement
déterminé par I'image de ¢ qui est une puissance ¢*.
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Exemple. Par exemple, si p =5 et 09(£) = &2, alors un élément
ap + a1€ + a2€” + az&® + asé?

est envoyé sur 1’élément
ag + a16% + azé” + asé + as&’.

Le deuxieme automorphisme est la conjugaison o4.

De maniere général, le groupe de Galois est d’ordre p — 1 et il existe r valeurs absolues distinctes
qui étendent la valeur absolue triviale de Q a L.

Exemple. On considere la valeur absolue p-adique. Le critére d’Eisenstein s’applique encore dans
I'anneau Z, : le polyndéme P(t) est irréductible dans Qy[t], donc il existe une unique extension de la
valeur absolue p-adique & une extension Q(&) = QJt]/(P) et le groupe de Galois agit par isométries.

Comment étendre la valeur absolue |-|, de Q & L pour ¢ # p? Soient F, le corps fini & ¢ éléments
et Fys une extension de degré s. Alors cette derniere question un élément d’ordre p si et seulement
sip|q®—1, cest-a-dire ¢°* =1 mod p. Les points suivants sont équivalents :

— le corps Fy~ contient un élément d’ordre p;
— Dentier r est 'ordre de 1'élément g dans (Z/pZ)*.

On choisit un entier r comme cela. Considérons I’automorphisme de Frobenius

qu _> FqT,
©: .

Z—>z
Il est d’ordre r = [Fyr : F,] et ses points fixes sont exactement les éléments du corps F,. Donc le
groupe cyclique engendré par I’automorphisme ¢ est d’ordre r et coincide donc avec le groupe de
Galois Gal(Fgr : Fy).

De plus, comme le corps Fg~ contient un élément x d’ordre p, il contient ses puissances x, z2,
..., zP~1 et donc toutes les racines primitives p-iémes de E. Si 27 est une telle racine, son orbites
sous le morphisme ¢ est {z7,... ,qu'j} et, comme ¢ est inversible modulo p, ces puissances sont
deux a deux distinctes et il y en a 7. On obtient alors une factorisation

P(t) = Pu(t) -~ Pi(t)

avec k = (p — 1)/r et chaque polyndéme P; ont pour racine une orbite du morphisme . Ceci est la
décomposition en facteurs irréductibles dans F[t].

Passons a Qq[t]. Comme P € Z[t] C Z4[t], le lemme de Hensel fournit la décomposition en facteurs
irréductible P = Py - - Py dans Z,[t] et donc dans Qg[t]. 1l existe donc k = (p — 1)/r extensions de
la valeurs absolue |-|, au corps L := Q(¢t)/(P). Chaque extension (L, |-|,,) est isomorphe au corps

Qq[t]/(P;) pour un unique indice j.

La formule du produit

Soient K un corps et |-|, une valeur absolue sur K. Soit L une extension finie séparable de K.
On peut I'écrire L = K (&). La valeur absolue |-|,, s’étend en un nombre fini de valeurs absolues ||,
a L. Ces extensions sont construites par le plongement L — K,,.

Si || est une valeur absolue sur L, alors sa restriction & K détermine une valeur absolue
sur K. Notons-la |-|, ot w | v. Alors K,, C L,,. Soit P; le polynéme minimal de § sur K,. Alors
L., = K,[t]/(P;), donc la valeur absolue ||, s’étend de maniére unique & L et 'extension est |-|,, et

|£|u) = |N0rmeLw:Kv (é’) 11)/[Lw5Kv] — |PJ(0)‘111)/ deng.

donc

k
[TIg1Ee 5 = TT1P;(0)lw = [P(0)], = [Normep.k (€)|F51.
j=1

wlv
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De manieére équivalente, on obtient

1

m Z[Lw : Ky]log [€|, = log |Normer,.x (£)], -

wlv
Proposition 6.4. Pour tout élément x € L, on a

[Tl = [Normey. () [[F5).

wlv
Démonstration. On introduit 'extension intermédiaire K C K(z) < L. o

On peut appliquer tout cela aux corps de nombres, c’est-a-dire aux extensions finies de Q.
Proposition 6.5 (formule du produit). Soit L une extension finie de Q. Soit € L\ {0} un élément.

Alors
[T lal =1
weMrp,

Démonstration. La proposition précédente et la formule du produit dans Q donnent
Loy :Qu Lw:Qu
II tete=® =TI ITlets®
weML pEPU{oco} wlp

= H |NormeL:Q(x)\LL:Q] =1. o
pEMq
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Hauteur d’un point de I’espace projectif

Soit z == {29 :...: zm| € P™(Q). On pose
hz) = MUE%;K (K, = Qulog(max([21]u, - | ml.))

pour une extension finie K O Q contenant les éléments z;. Cette définition

(a) ne dépend pas du choix des éléments z; ;
(b) ne dépend pas du choix de ’extension finie K.
Le point (a) est clair puisque multiplier par un nombre A les coordonnées revient & rajouter le terme

1
K, : Qullog|Al, = 0.
woq 2 s e,

Pour le point (b), il faut que, si K est remplacé par une extension finie Q C K C L, alors la quantité
h(z) calculée dans L est la méme que celle calculée dans L car on a la relation

Voe K, Yoe Mg, ][] | e T = S

w

wlv

et la multiplicativité des degrés.
Par ailleurs, la quantité h(z) est une somme finie. En effet, en utilisant le point (a), on peut se
ramener au cas oul les éléments z; sont des entiers algébriques. Dans ce cas, pour toute place v, on

a |zj|, <1 et la somme

PEZ vlp
qui intervient dans h(z) ne porte que sur les nombres premiers p qui divise I'un des nombres

Normeg.q(2;).

Exemple. On consideére le point

L N P ST 200
z._[4.\/5.2}—[3\/5.4.8\/5]6P(Q).

Pour tout nombre premier p et toute valeur absolue |-|, étant la valeur absolue |-|,, on a

13V/510, [4]s, [8V5], < 1



44 7.2. HAUTEUR D’UN POLYNOME

car les trois nombres sont des entiers algébrique. En effet, par exemple, on a [3|, =1 si v | p avec
pA3=1et=1/3sip|3. De méme pour ‘\/5{1} Donc ’3\/5’1; < 1. Ainsi pour tout nombre premier
p, le maximum des trois valeurs absolues est 1 si v | p. Donc la somme est finie. Avec K = Q(v/5),
on calcul ainsi

1
M) = g > (K, : Q] log(max(|3v/5., [4]., [8v/5],)).
’ v|oo
Or il existe deux plongements K — R, donc
1
h(z) =5 2§1X[R : R] log(8V/5).

= log(8v/5)
Ainsi les quantités h(z) définissent une fonction P™(Q) — R, . Elle est invariante par permu-
tation des coordonnées.

Siz=(x1,...,2,) € A™(Q), on pose h(z) = h([1: 21 :...: 2,]). Pour z € Q ~ A(Q), en
notant K un corps de nombres qui contient x, on a
1
h(x) = K, : Q,]log(max(1,|x|,
)= (g 2 o+ Q] oguax(l, o)
vEMK
1
= — K, : Q] log™|xl,.
g O (K s Qe

Lemme 7.1. Soit K/Q une extension galoisienne contenant les éléments z;. Soit o € Gal(K : Q).
Alors h(o(2)) = h(z) avec o(z) = [0(20) : ... : 0(2m)]-

Démonstration. On remarque que 'automorphisme o permute les extensions |-, de la valeur
absolue [-|, pour tout nombre premier p. o

H Théoréme 7.2 (Kronecker). Un nombre algébrique ¢ € Q est une racine de 1'unité si et seulement
si h(§) =0.

Démonstration. On suppose que ¢V = 1. Alors [¢], = 1 pour tout v, donc h(€) = 0. Réciproque-
ment, on suppose que le nombre ¢ est de hauteur nulle. Soit P € Q[t] son polynéme minimal. Soit
& =&, ..., & ses racines dans Q. Le groupe Gal(Q : Q) permute transitivement les nombres &;,
donc h(¢;) = 0 pour tout ¢. Comme

N p—

Ta > Ky Qullog™ (&l

vEMEK

on en déduit que |&;], < 1 pour tout v € Mk. Donc les coefficients du polynéme P = Hle(t —&)
sont des nombres rationnels a; et également des fonctions symétriques en les éléments &; a coefficients
entiers, donc |a;|, < 1 pour toute v € Mg ultramétrique, c’est-a-dire |a;|, < 1 pour tout p premier,
donc a; € Z et P € Z[t]. Ainsi le nombre £ est un entier algébrique. Par ailleurs, on a |¢;|, < 1 pour
tout j et v | 0o, donc |§]N|U < 1 pour tout j, N > 1 et v | co. Alors le polynéme minimal Py de ¢V
appartient & Z[t] de degré < d et ses coefficients sont des fonctions symétriques en les éléments &NV
a coefficients entiers, donc ils sont uniformément majorés indépendamment de N. Donc il n’y a
qu’un nombre fini de Py possibles. Ainsi les éléments ¢V pour N > 1 ne prennent qu’un nombre
fini de valeurs, donc il existe N < N’ tel que &N = §N/ ce qui donne §N_N/ =1. o

La hauteur h est souvent qualifiée de logarithmique ou d’additive.

7.2. Hauteur d’un polynome

Le mesure de Mahler logarithmique d’'un polynéme P € C[t] \ {0} est la quantité

1
m(P) ::/0 log| P(e*™%)| d6.
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Elle est bien définie car la fonction ¢t — logt est intégrable sur chaque intervalle ]0, €] avec € > 0.
Par convention, on pose m(0) := —co. La mesure de Malher est la quantité M (P) = exp(m(P)).

Théoréme 7.3 (formule de Jensen). Si P(t) = aq H?zl(t — z;) est un polyndme non nul, alors

m(P) = log|aq| + leog+ |2:] -

i=1

Démonstration. On écrit
d
log| P(e2™)| = log |aq| + Zlog |e*0 — 2,
j=1

donc il s’agit de montrer que
1
Yw € C, / log |*™ — z;| = log* |w].
0

Si |w| > 1, la fonction
u: w €D+ log|z — w|

est harmonique, donc sa moyenne sur le cercle unité est égale a sa valeur au centre log |w|. Si |w| 1,
on remarque que

2iml w| 72m0|

log|e :log|1—we

et on est ramené au cas précédent, donc la moyenne sur le cercle unité est égale a log 1 = 0 = log™ |w|.
Si |w| = 1, il suffit d’appliquer le théoréme de convergence dominée. o

Théoréme 7.4. Si P € Z[t] est le polynome minimal non unitaire de z € Q, alors

h(z) = Z;g.

Démonstration. Soit K une extension finie galoisienne de Q contenant toutes les racines de P.
Dans cette extension, on note P = aZfZl(t - Z).

D’abord, pour toute place v € ME, on remarque que ||P||, = 1. Mais la norme de Gauss est
multiplicative, on obtient

d
1Plly = lal, ] max(1,]zl.),
i=1

donc
d
0 = loglal, + Zlogﬂzi\v.
i=1

Soit o € G == Gal(K : Q) un élément du groupe de Galois. On sait que h(o(z)) = h(z), que G
permute les racines de P et que |G| = [K : Q]. Ainsi dans la liste (0(x))s,eq, on trouve toutes les
racines z; répétées exactement [K : Q]/d fois. On obtient alors

(K QPh() = Y [Ky: Q] Y log™|o(x)],.
vEMK ceG

Soit v | p avec p € Mgq. Alors

K : d
5 tog* o)l = U3 hog
=1

oelG

Avec ces deux derniéres égalités, on trouve

. d
[K : Q*h(z) = [K: Q] Z (K, : Q] Zlogﬂzﬂv.

d ‘
vEMK =




46 7.3. THEOREME DE FINITUDE DE NORTHCOTT

On prend p = oo. Si v € MF, alors

d d
Zlog+|zi|v = Zlogﬂzﬂ
i=1 i=1

et

> K, :R]=[K:Q].

v|oco
On obtient alors
d d
K:Q K :QJ?
A 5 s ogtlad = B2 S g,
'UEM;’(O i=1 i=1

Par ailleurs, avec la formule du produit, on a

d
Z (Ko Qo) Zlog+ |zi| = — Z (K, = Qu]loglagl.

veEME =1 veM}
= Z [K'u : Qu] 10g|ad|oo
vEME®
= [K : Q]log a4/,
donc )
K : K
Q)
Ceci conclut. o

Corollaire 7.5. Soit z € Q. Alors

1
dog log|Normeq(z).q ()| < h(z).

7.3. Théoréme de finitude de Northcott

7.3.1. Comparaison de normes

La mesure multiplicative de Malher vérifie

/p
) = lim (/ | P(e?m0) Pd@) :
p—0

Pour un polynéme P = Z?:o a;t’, on pose
[Pl¢= = max([aa],. .., |aal)-

On a également la norme L! ou L? sur le cercle unité. Par exemple, la seconde s’écrit

T ( / P(e27) Zdo)

La formule de Poisson donne

/2

1Pl st a0 (Zm)
< TTTIPe

Lemme 7.6. Pour tout polynéme complexe P = Z?:o a;t’, on a

d —1
(147ay) 1Ple= < MP) < 1Plhsssan,
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Démonstration. Montrons d’abord la premiere inégalité. On suppose que aq # 0. On a

< Dz ezl

J1<<jr

ad—r
Qq

ou les z; sont les racines de P de telle sorte que

d
Aq—r d
Tan < (7“) Emax(1,|zi|),

donc

|ag—r| \ad( 14/2) ) HmaX (1, ]z) = (Ld/2J>M(P).

Passons a la seconde. En utilisant la concavité du logarithme et I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
on trouve

1 1
M(P) :exp/ log| P(e*™)| d0 g/ |P(e*™)|d0 < || Pllr2(st,a6)- o
0 0
Définition 7.7. Le degré d'un point z = [2g : --- : 2,,] € P™(Q) est le petit degré [K : Q] d’un
corps de nombres K tel que z = [wq : - - : w,y,] pour des éléments w; € K.

Le théoréme

Théoréme 7.8 (Northcott). Soit B > 0 un réel. Alors I'ensemble des points z € Q (resp. z € P™(Q))
tels que
degz < B et h(z) < B

est fini.

Démonstration. Soit z € Q un point tel que degz < B et h(z) < B. Soit P € Z[t] le polynome
minimal de z qu’on note P = Zg:() a;t*. D’apres le lemme, on a

wl< (g
max |a;
1<i<d | B/2]
Ainsi le degré de P est les coefficients |a;| sont bornées par une fonction de B, donc il y a un nombre
fini d’éléments x possibles.

Donnons l'idée dans le cas projectif. On peut procéder avec les étapes suivantes :

) exp(B x B).

1. on recouvre l'espace projectif P™(Q) par les espaces affines A™(Q) == {z; # 0} ;
2. on utiliser la premiere partie du théoreme pour montrer que ’ensemble

{(z1,...,7m) € A™(Q) | Vi € [1,n], degx; < B et h(z;) < B}

3. et on conclut. o

Remarque. On fixe un corps de nombres K. On cherche a estimer la quantité
H{zeP"(K)|h(z) < B}eN

lorsque n —» +o00.

Exemple. Pour K = Q, soit z = [21 : -+~ : 2,,,] € P™(Q) un point ou les nombres z; sont entiers et
globalement premiers entre eux. Alors h(z) < B si et seulement si maxi<;<m |2i| < exp(B). Dans
le cas n = 1, il s’agit de dénombrer les couples d’entiers (z,y) de taille < exp(B) tel que x Ay = 1.
Lorsque B — 400, on a ’estimation

He € PP(@) | () < B ~ oo™
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Endomorphisme

Définition 8.1. Soit K un corps. Un endomorphisme de P’} est la donnée de m polynoémes
homogenes f; € K[zg : « -+ : Z,] de méme degré d tels

{(ZOa .. 'azm,) S ?’ITH*l | VZ’ fi(z()a .. .,Zm) = 0} = {0}
On pose alors
flzo: i @m] = [fo(Toy. - sTm) i i fr(Toy- oy Tm)]-

Le degré de f est 'entier d.

Remarques. — On adeg(fog)=degf xdegg.
— Soit H C I;% un hyperplan projectif, c’est-a~dire un sous-ensemble d’équation Z;’;O a;x' =0
avec a; € K. L’ensemble f~!(H) est une hypersurface algébrique de degré d. Soit L C pPZ

une droite projective. Alors
8LNfH(H) =deg f

compté avec multiplicité.

— Soit z € P™(K). Alors
8/ 71 (2) = (deg )

compté avec multiplicité.

Exemples. — Les endomorphismes de degré 1 forment un groupe isomorphe & PGL,, 1 (K).

— Les endomorphismes de P}, de degré d sont exactement les fractions rationnelles f € K(z)
de degré d. Par exemple, si
22 -2

&) =50

alors avec z = z/y, on a
flzyl = fle: 1] =[2 —2:2° + 3] = [2%y — 2¢° : 2® + ¢°].
Réciproquement, si
slz:y:z]) =yz: zx: xyl,
alors
sos[x:y:z| = lzaay : xyyz : yzze] = (zyz)x v z].

Ici, la premiére égalité de la remarque ne marche plus car les coordonnées définissant 1’endo-
morphisme s ont des zéros communs.
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Points périodiques

Théoréme 8.2. Soit f: P} — P un endomorphisme de degré d > 2. Soit N > 1 un entier.

Alors I'ensemble des points périodiques de f de période N dans P™(K) est fini.

Démonstration. On prend d’abord m = 1. Montrons que 1’équation fV(z) = z admet un nombre
fini de solutions. L’endomorphisme f est une fraction rationnelle de degré d, donc ’endomor-
phisme fV en est une de degré d¥. On note f¥ = Py/Qn avec Py,Qn € K(z). De la sorte,
I'équation fV(2) = 2 se rééerit Py(2) = 2Qn(2) qui admet au plus dV + 1 racines, donc il y a au
plus dV + 1 points périodique de période N.

Donnons l'idée de la preuve en dimension quelconque. Quitte & remplacer f par f, il s’agit de

montrer que f n’a qu'un nombre fini de points fixes dans P™(K). On note f = [fo:---: fm]. Le
probleme équivaut a résoudre le systeme

fii(z1, .oy 2m) = w1, i€ [1,m]

pour un élément w € K \ {0}. D’une part, ce systéme définit une sous-variété algébrique F C P?H.
D’autre part, il n’a pas de solution tel que w = 0, c’est-a-dire F' N {w = 0} = (). Ensuite, on utilise
le théoréme suivant. o

Théoréme 8.3. Une variété algébrique de P% évitant un hyperplan est un ensemble fini.

Corollaire 8.4. Si f est un endomorphisme de Pg de degré > 2, alors les points de P™(C) qui

sont périodiques pour f sont contenus dans P™(Q)

Hauteur canonique

Théoréme 8.5 (Northcott, Tate). Soit f un endomorphisme de P%L de degré d > 1. Alors

1. il existe une constante c(f) > 0 telle que

|dx h(z) = h(f(z))| <clf), z€P™(Q);

2. pour tout point z € P™(Q), la limite

h(z) = lim —h(f"(2))

n—+oo d"

: P™(Q) vérifie

~

existe. L’application obtenue

(f)
d—1’
3. pour tout point z € P™(Q), on a h(f(z)) = dh(z);
4. un point z € P™(Q) posséde une orbite finie si et seulement si B(z) = 0 si et seulement

si la suite (h(f™(2))n>1) est bornée. Si l'orbite est infinie, alors cette derniére suit croit
exponentiellement vite.

h
Ih(2) = h(2)| < C(f) = z€P™(Q);

Définition 8.6. L’application h est la hauteur canonique associée & 'endomorphisme f-

Corollaire 8.7. Siz € P™(Q) et f est définie sur Q, alors I'image de la suite (f™(z))n>0 n’est pas
Pespace projectif tout entier P™(Q).

Démonstration du théoréme. On écrit f = [fo:---: fi] avec fi = Z\Ilzd a; rz’. Soit K un corps
contenant les z; avec z = [zg : -+ : zp). Soit L D K un corps contenant les a; ;. On a
1
h(z) = 1) GZM [Ly : Qu log(orgnifgyzﬂw).
w L

Si w n’est pas archimédienne, alors

|fi(2’0, . ,Zm)l < HlIaX ’ai,lél‘w
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< Bu(max|zi],)? avee By, = max|a; |
2y

Si w | oo, alors
d+m w
| fi(205 -+ -y 2m)| < < d >Bw max |a; 1|
i,1
On obtient donc

M) = g 3o Vo QulloB( s |G 20 )l)

we M,

! 1 d+m
< dh(z) + Z:q w;ML[Lw : Qu) log(rr}%x lai1l,) + I-q w;\:/[L[Lw £ Q) log( . )
S dhlp)+alf) avee alf)= [LlQ] Z [Lw : Qu) log(rrilz}x |ai,1],,) + log (d—;m>

weM;y,

Montrons 'autre inégalité. On utilise le théoréme suivant.

Théoréme 8.8 (des zéros de Hilbert). Soient K un corps et K une cloture algébrique de K. Soient
9,91, 9k € K[z1,..., 2. On suppose que g s’annule identiquement sur 'ensemble Vi=(g1, . .., gk)-
Alors il existe un entier N > 1 et des polynoémes ¢; € K[z, ...,z tels que

k
= Z 0i(2)g:(z)

De plus, si les g; sont homogenes, alors les ¢; peuvent étre pris homogenes.

Les polynomes fo, ..., fm € L[zg,...,2,] s’annulent simultanément dans L™+ & Porigine
uniquement. Avec les notations du théoreme, on a V' := Vz(go, ..., fm) = {0}. Donc les fonctions
coordonnées x; avec ¢ € [0, m] s’annulent identiquement sur V. En appliquant le théoréme, il existe
un entier NV > 1 et des polynémes homogenes ¢, ; € L{zo, ..., %] de degré N — d tels que

=Y i@ fi@) (*)
=0

On veut majorer dh(z ) h(f(2)) + ca(f). Pour cela, on utilise 1’égalité (x) pour |zz|5 :les
contribuent pour < (N — d)h(z) + e(f) pour une constante e(f) ne dépendant que des ¢; ; et donc
que de f. On trouve alors

Nh(z) < (N = d)h(z) + h(f(2)) + c2(f)

ce qui se simplifie et donne ce qu’on veut.
Montrons le deuxiéme point. Avec le premier point, on peut écrire

Sh(F()) = h(z) + 7(2)

avec |r(2)| < ¢(f)/d. On obtient alors

En itérant, on trouve
n o f”
h(f7(2)) = h(z) + Z
ou la série a droite converge uniformément et sa somme est majoré par
c(f)/dx (14+1/d+1/d*+...) <c(f)/(d—1).

Le troisietme point a déja été fait. Il reste le quatrieme point. Si U'orbite de z est finie, alors la
quantité h(f™(z)) avec n > 1 ne prend qu’un nombre fini de valeurs, donc la suite (A(f™(2))/d™)n>0
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tend vers zéro, donc h(z) = 0. Réciproquement, on suppose h(z) = 0. Alors la suite (h(f™(2)))n>0
est bornée par ¢(f)/(d — 1) et f*(z) € P™(L) pour un corps de nombres L. Par le théoreme de
finitude de Northcott, la suite (f(2))n>0 ne prend qu'un nombre fini de valeurs. o
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Dans cette partie, on souhaite montrer ’alternative de Tits.

Théoréme 9.1 (alternative de Tits). Soient K un corps de caractéristique nulle et m > 1 un entier.
Soit I' C GL,,,(K) un groupe. Alors le groupe I' contient ou bien un groupe abélien non libre ou
bien un sous-groupe d’indice fini résoluble.

Définition

On fixe un corps K. On note V(K) := A™(K) l'espace affine de dimension m et K[V] 'ensemble
des fonctions polynomiales. Pour une partie E C V(K), on pose 'idéal

J(E)={PeK[V]|Vz€E, P(z)=0}.
Pour une partie J C K[V], on pose
Z(J)={z€eV(K)|VPeJ P(z)=0}.

Un fermé de Zariski est une partie de la forme Z°(.J) pour un idéal J C K[V]. Comme 'anneau K[V]
est noethérien, tout fermé est défini par un nombre fini d’équations. Les fermés de Zariski définissent
une topologie sur ’espace affine V(K).

Remarque. Toute application polynomiale A — A% est continue pour la topologie de Zariski.
Attention, la topologie sur A™+m’ (K) n’est pas la topologie produit sur A™(K) x A™ (K). En
effet, on prend m = m’ = 1. Les fermés de A'(K) sont ’ensemble vide, I’espace tout entier et les

parties finis : il y a donc beaucoup plus de fermés dans A™(K) x A™ (K).

Notation. Pour une partie E C V(K), on note E ou Zar(K) son adhérence.

Topologie induite et connexité

Exemple. La partie Z C A'(R) est dense. Plus généralement, toute partie infinie de A'(K) est
dense et connexe.

Irréductibilité

Une partie E C V(K) est irréductible si elle n’est pas la réunion de deux parties fermés non
vides distinctes de E. Une partie irréductible est connexe. La réciproque est fausse : deux droites
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qui se coupent forment un ensemble réductible non connexe.

Exemple. On considére la courbe C' C A?(R) d’équation y? = x(z — 1)(x + 1). Elle a deux compo-
santes connexes pour la topologie usuelle. Mais pour la topologie de Zariski, elle est irréductible.

Proposition g.2. 1. Une partie E C V(K) est irréductible si et seulement si I'intersection de
deux ouverts non vides de I est non vides.

2. Tout ouvert non vide d’une partie irréductible est dense.
3. Une partie est irréductible si et seulement si tout ouvert non vide est connexe.

Exercice 8. 1. Une partie E C V(K) est irréductible si et seulement si l'idéal #(E) est
premier.

2. Une partie E C V(K) admet un nombre fini de composantes irréductibles.
3. Les composantes connexes sont des unions de composantes irréductibles.

Dimension

On suppose que le corps K est algébriquement clos. La dimension d’une sous-variété irréduc-
tible W C V(K), c’est-a-dire un fermé irréductible, est la longueur maximale d’une chaine

QQWOQ"'QWZZW

formées de sous-variétés irréductibles. De maniere équivalente, c’est de longueur maximale d’une
chaine d’idéaux premiers dans 'anneau K[W] := K[V]/ _# (V) des fonctions régulieres sur W ou
c’est le degré de transcendance du corps Frac K[W] sur K.

Groupes linéaires

Soit V un K-espace vectoriel de dimension m. En considérant End(V) ~ A™ (K), le groupe GL(V')
est un ouvert de Zariski et le groupe SL(V) un fermé. Les applications

(9,h) € End(V) x End(V) — gh € End(V) et g €SL(V) — gt € SL(V)

sont polynomiales. On dit alors que le groupe SL(V') est un groupe algébrique linéaire.
Montrons qu’il en est de méme pour le groupe GL(V'). On plonge le groupe GL(V') dans l’espace
vectoriel End(V @ L) pour une droite L par 'application

— (9 0
g 0 1/detg/’

La fonction 1/ det g devient alors polynomiale. Avec cette structure, le groupe GL(V') devient un
groupe algébrique linéaire. En particulier, les applications (g, h) — gh et g — g~ sont continues.

Proposition 9.3. Soit I' C GL(V') un sous-groupe. Soit I'’ la composante irréductible de I" contenant
I’élément neutre Idy . Alors

1. les composantes connexes de I' coincident avec ses composantes irréductibles ;

2. le groupe T agit par conjugaison (respectivement par translation) sur lui-méme et cette action
permute les composantes de I', I'action par conjugaison préserve la composante I'°;

3. la composante I'? est un sous-groupe distingué de T'.

Vocabulaire. La composante I'? est la composante neutre.

Démonstration. Soient I'y,..., Ty C T’ les composantes irréductibles. Le groupe I' agit sur lui-
méme par translation. Pour g € I', 'application L,: h — gh est continue pour la topologie de
Zariski, donc elle permet les composantes irréductibles. Soit © € I'; qui n’appartient a aucune autre
composante. Soit z € ' tel que zz € T';. Alors L.(z) € T'; et L,(x) n’appartient & aucune autre
composante connexe, donc L,(I'1) = I';. Par transitivité de l'action par translation, les composantes
sont donc disjointes. Ainsi les composantes irréductibles sont les composantes connexes.
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Pour le deuxiéme point, pour g € G, application h — ghg™!

donc elle fixe la composante I'°.

Montrons que la composante I'0 est un sous-groupe. L’application g — g~ est continue, donc
elle permute les composantes. Mais comme elle fixe I’identité, elle préserve la composante T'°. De
méme, la composante I' est stable par produit. o

est continue et elle fixe I'identité,

1

Théoréme 9.4. Soient I' C GL(V) un sous-groupe et G son adhérence. Alors
1. 'ensemble G est un sous-groupe de GL(V);
2. le groupe [[,T'] est dense dans [G,G];
3. le groupe T est abélien (respectivement nilpotent ou résoluble) si et seulement si le groupe G
lest;

4. si I'g C T est un sous-groupe distingué, alors Iy est distingue dans G.

Démonstration. 1. L’application ¢ — ¢~ ! envoie I' sur lui-méme et elle est continue, donc

elle envoie G sur lui-méme. Par ailleurs, application (g, h) — gh envoie I'? sur I et elle est
continue. Or I'? est dense dans G2, donc le groupe G est stable par produit.

2. Soit H un groupe. On note Cj(H) 'ensemble des produits de k commutateurs. Alors

k>1

Remarquons que C1(T") est dense dans C(G) : c’est le méme argument qu’au point 1. Une
récurrence immédiate montre alors que Ci(T") est dense dans Cy(G). Ainsi

G,G] = U Ci(G) < U Cy(T') = [T, TT.
k>1 k>1

3. Si T est abélien, alors [[',I'] = {Idy }, donc [G,G] = [I',I'] = {Idy }, donc G est abélien. La
réciproque est claire. o

Exemple. Soit 6 un nombre irrationnel. Soit f € GLy(R) la rotation d’angle 276. Alors adhérence
du groupe fZ est le groupe SO2(R).






10.1.

57

Chapitre 10

Groupes linéaires : propri¢tés élémentaires

10.1 Irréductibilité et théoréme de Burnside . . . ... ... ... ... ... ... 57

10.2 Eléments et groupes unipotents . . . . ... ... L oL oL 58

Irréductibilité et théoréme de Burnside

Soient K un corps et m > 1 un entier. Soient I' C GL,,,(K) un sous-groupe et A C End,, (K)
une sous-algeébre. On dit que le sous-groupe I' (ou la sous-algebre A) agit de maniére réductible
sur K™ s’il existe un sous-espace vectoriel propre et non nul W C K™ qui est invariant par le
groupe I' (ou par lalgebre A).

Exemple. Le groupe SO3(R) agit irréductiblement sur R2.

Théoréme 10.1 (Burnside). Soit K un corps. Soit A C End,,(K) une sous-algebre dont 'action
sur K™ est irréductible. Alors A = End,, (K).

Démonstration. e Préliminaire. L’intersection des noyaux Kera avec a € A est A-invariant, donc
elle est nulle par irréductibilité. Soit x € K* \ {0}. L’ensemble A(x) = {a(z) | a € A} est un
sous-espace vectoriel qui est A-invariant et n’est pas nul, donc A(z) = K™. Soit £ une forme
linéaire non nulle. L’intersection des noyaux Ker(§ oa) avec a € A est également nulle. On en déduit
légalité A*¢ :={foa|aec A} = (K™)*.

e Un cas particulier. D’abord, on suppose que le corps K est algébriquement clos. 11 suffit de
montrer que l'algebre A contient un endomorphisme de rang 1. En effet, si un endomorphisme g € A
est de rang 1, les endomorphismes bo goa et a,b € A décrivent tous les endomorphismes de rang
au plus 1. Soit 7 le minimum des rangs des endomorphismes g € A\ {0}. Si r = 1, c’est fini. On
suppose r > 2 et on va trouver une contradiction. On choisit un endomorphisme g de rang r.
Comme r > 2, il existe deux vecteurs z1,2z2 € K™ tel que la famille (g(x1), g(z2)) soit libre. On
choisit un endomorphisme a € A tel que a o g(x1) = x3. Les vecteurs go ao g(x1) = g(x2) et g(x1)
sont alors linéairement indépendants de telle sorte que

Vo € K, goaog—age A\ {0}.

On consideére le sous-espace vectoriel g(K™) qui est stable par les endomorphismes g — aIdgm
avec a € K. 1l existe un vecteur propre w € g(K™) de I’endomorphisme g o a pour une certaine
valeur propre . Ainsi 'endomorphisme g o a — fIdg= a une image de codimension strictement
positive. Donc 'endomorphisme goaog — g € A\ {0} a une image de dimension strictement plus
petite que le rang r ce qui est contradictoire.

e Le cas général. Comme l'action de A sur K™ est irréductible, la sous-algeébre de End,, (K)
engendrée par A est égale & tout d’apres le cas particulier. Ainsi I’algébre A contient m? linéairement
indépendants, donc elle contient une base de End,,,(K), donc elle est égale a End,, (K). o
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Eléments et groupes unipotents

Un élément f € GL,,(K) est unipotent si sa seule valeur propre dans K est le neutre 1, c’est-
a-dire si son polynéme caractéristique vaut (¢t — 1)™. Il est virtuellement unipotent s’il existe un
entier n > 0 tel que I’élément f™ soit unipotent. Un sous-groupe de GL,,(K) est unipotent si tous
ses éléments le sont. Il est virtuellement unipotent s’il contient un groupe unipotent d’indice fini.

Théoréme 10.2. Soient K un corps de caractéristique nulle et I' C GL,,(K) un sous-groupe de
type fini. Alors

1.

le groupe I" contient un sous-groupe d’indice fini dont les éléments virtuellement unipotents
sont unipotents;

si le groupe T' est unipotent, alors il est conjugué a un groupe de matrices triangulaires
supérieures comportant des 1 sur la diagonale;

si tous les éléments du groupe I' sont virtuellement unipotents, il existe un sous-groupe I'g C T’
d’indice fini nilpotent.

Démonstration. 1. Soit S C I' une partie génératrice et symétrique. Soit R ’anneau engendré

par ’ensemble C' C K des coefficients des matrices s € S. On pose L := Frac R C K. D’apres le
théoreme de plongement de Lech, il existe un nombre premier p et un plongement ¢: L — Q,,
tel que ¢(C) C Z,. Cela donne un morphisme injectif ¢: I' — GL;,,(Z,). On pose

Ip={g9eTl|ug)=1d modp, t(9) =1d+pB, B € End,(Zp)}.

Soit g € T'g un élément. Alors le théoréme de Bell-Poonen assure qu’on peut écrire ¢(g) = ®;
pour un flot analytique ®;. Si I’élément g avait une valeur propre a € K \ {1} qui est une
racine de 1'unité, alors on trouverait une vecteur propre associé w € K™ et un entier £ > 1
tels que

Vo € Kw, g (v) =w.

Dans Kw, tous les vecteurs v # 0 sont périodiques de période 'ordre de o.. D’aprés le théoréme
des zéros isolés, on en déduit que ®; = Id, donc g(v) = v, donc a = 1 ce qui est impossible.
Ainsi tous les éléments de I'g sont unipotents.

On suppose que tout élément de I" est unipotent. On effectue une récurrence sur m. Lorsque
m = 1, c’est terminé. On suppose le résultat vrai en dimension < m — 1. Pour tout élément
feT,onatrf=m=trld, donc tr(f —Id) = 0 et méme tr((f —Id)oh) =0 pour h € T
et donc pour h € KI[I']. Ainsi l'algébre engendrée par I' n’est pas tout. Par le théoréme
de Burnside, la représentation de I' dans GL,,(K) est réductible sur K, donc il existe un
sous-espace vectoriel invariant W C K™ tel que 1 <dim W < m—1. 1l existe donc un élément
w # 0 de W tel que

VgeTl, glw) =w

par I'hypotheése de récurrence, donc I'ensemble F' = {w | Vg € ', g(w) = w} est un
sous-espace vectoriel non nul sur K et donc sur K, donc il existe v £ 0 € K™ tel que

Vg eT, g(v) =v.

Le quotient @) := K™ /Kwv est un espace vectoriel de dimension m — 1. De plus, le groupe I agit
linéairement sur K, donc il existe une base (q1,. .., ¢m—1) de Q dans laquelle les éléments de T’
sont donnés par des matrices triangulaires supérieures. Alors la famille (v, Gy, - .., Gm—1) avec
G; = q; mod Kwv est une base dans laquelle les matrices des éléments de I' sont triangulaires
supérieures. o

Théoréme 10.3. Soit I' C GL,,(K) un sous-groupe qui n’est pas virtuellement résoluble. Alors il
existe un élément de I' ayant une valeur propre qui n’est pas une racine de I'unité.

Cet énoncé est faux en caractéristique positive. Il résulte du lemme suivant.

Lemme 10.4. Soit I' C GL,,(K) un sous-groupe.

— Si tous les sous-groupes de type fini de I' sont virtuellement résolubles, alors I' I’est aussi.

— Si tous les sous-groupes de type fini de I' sont résolubles, alors I' I’est aussi.
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Exemple. Les mémes énoncés ne marchent plus en remplacant « résoluble » par « nilpotent ». On
consideére le groupe affine Aff(R?) = GLy(R) x R2. C’est un sous-groupe de GL3(R). On consideére
le sous-groupe I' engendré par

— les rotations d’angle appartenant a 27Q;
— la translation de vecteur (1,0).

Soit I'g C T" un sous-groupe de type fini. On a la suite existe
R? — Aff(R?) — GLy(R).

Ainsi on a un morphisme I'g — SO(2) dont I'image sont les roations d’angles 27Q, donc la partie
linéaire de I'y est un groupe fini (& indice fini pres, le sous-groupe Iy est abélien). Ainsi tout
sous-groupe de type fini de I" est virtuellement abélien et donc virtuellement nilpotent. Pourtant, le
sous-groupe I' n’est pas virtuellement nilpotent.

Démonstration. Soit G' 'adhérence de Zariski de I' dans GL,,(K). Il suffit de supposer que le
groupe G est irréductible et de montrer qu’il est résoluble.

Soient E C K* une partie et W son adhérence de Zariski. Alors il existe une partie dénombrable
de E dont I’adhérence est W. On considere 'idéal # (E). Il vaut

J(E)= U J(E,d) avec fg(E,d)={f€Kz]|degf<detVxeE, f(x)=0}
deN

Par dimension finie, pour tout entier d > 0, il existe a1, ..., arq) € E tel que
J(E.d)={f € Klz] | deg f < d et Vi < k(d), f(a;) =0}

Alors il suffit de prendre ’ensemble

F = U{al,...,ak(d)}.

deN

Avec cette remarque, il existe un sous-groupe dénombrable I'y C T tel que G = I'y. On écrit
Iy = Uj:f I'; comme une union croissante de sous-groupes de type fini. Les composantes neutres
T',° forment une suite croissante de fermés de Zariski irréductibles dans G. Le nombre de termes
distincts de cette suite est alors bornés par la dimension de G, il existe un entier j tel que I';° = G
car I';% C T; C G. Par hypothese, le sous-groupe I'; est de type fini et donc virtuellement résoluble,
donc il existe un sous-groupe A C I'; d’indice fini résoluble. Ceci implique que A =G car G est
irréductible. Ainsi le groupe G est résouble. o






11.1.

11.2.

61

Chapitre 11

Eléments prorimaux

11.1 Points fixes attractifs . ... ... ... .. o o oo oo 61
11.2 Proximalité . . . . ... . L 61
11.3 Puissances extérieures . . . . ... ... Lo L L L oo 62
11.4 Ping-pong . . . . ... 62

Points fixes attractifs

Soient X un espace topologique et g: X — X une application continue. Un point fixe x € X
de l'application g est attractif s’il existe un voisinage U du point z tel que

Vy € E, g (y) — =
Dans ce cas, le bassin d’attraction du point x est ’ensemble

Bas(z) ={y € X | lim g"(y)=z}.

Exemple. Soit K un corps valué complet. On considere une homothétie de rapport A € K
avec |A| < 1. Alors lorigine est un point fixe attractif et son bassin et le corps K tout entier.

Exemple. Soit f(z) = Az +a12% + -+ + agz? un polynéme complexe tel que f(0) = 0 at |A| < 1.
Alors l'origine est un point fixe attractif de la fonction f. Son bassin est un sous-ensemble borné et
ouvert de C et dont le bord est (typiquement) fractal.

Proximalité

Soit K un corps valué complet. Soit V' un K-espace vectoriel normé de dimension m < +o0 (on
prend la norme associée & une base par exemple). On peut munir ’ensemble P(V ®5 K) d’une
distance définie par 1’égalité

dX,Y)=mf{|z -l | 2,5 e Vex K, |2] =7ll=1, [#] =X, [fl=Y}

Remarque. L’ensemble P(V') devient un espace métrique complet. De plus, si le corps K est local
(c’est-a~dire localement compact), alors espace métrique P (V') est compact.

Soit g € End(V') un endomorphisme et A > 0 un réel. On note V) (g) le plus grand sous-espace
vectoriel g-invariant tel que toute valeur propre o € K de I’endomorphisme g sur le sous-espace
vectoriel V) (g) vérifie |a] = A. Pour exemple, pour A = 0, on retrouve le noyau de ’endomorphisme g.

On classe les valeurs propres «; pour que A1 == |a1| = -+ = A = |ayy|. La valeur propre \;
est alors le rayon spectral de 'endomorphisme g, c’est aussi la limite de la suite (|[¢g"(|"/")nen-.
Posons V*(g) := Vi, (g) et m™(g) = dim V*(g), puis V<(g) == @, ., Va(g) olt la somme est faite
sur les nombres distincts ;.

Définition 11.1. L’endomorphisme g est prozimal sur P(V) si 'une des conditions équivalentes
suivantes est vérifiée :
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(i) A1 > Az;
(i) m*(g) = 1.
Si c’est le cas, alors a; € K et VT (g) C V.

Si g € GL(V), alors 'endomorphisme ¢ agit par transformation linéaire projective sur P(V) et
les conditions (i) et (ii) sont équivalentes au point suivant :

(iii) 'endomorphisme g admet un point fixe attractive 27 (g) € P(V). Alors
x7(9) eP(VT(g) et Bas(a™(g)) =P(V)\P(V=(g)).

Remarque. On suppose g € GL(V). Alors 'endomorphisme g est proximal si et seulement si 'une
des conditions suivantes sont vérifiées :

— pour tout scalaire § € K \ {0}, I'endomorphisme (g est proximal;

— pour tout entier n > 1, ’endomorphisme g™ est proximal ;

— pour toute extension K C L C K, 'endomorphisme g est proximal si P(V @ L).

Proposition 11.2. 1. Pour tout entier m’ < m, 'ensemble {g € End(V) | m™(g) < m'} est un
ouvert de I’espace End(V) muni de la norme subordonnée.

2. L’ensemble des endomorphismes proximaux est un ouvert de ’espace End(V) muni de la
norme subordonnée.

3. Un endomorphisme g € End(V) est proximal si et seulement s’il existe une suite sca-
laire (¢p)nen telle que la suite (¢,9")nen converge dans End(V) vers un projecteur de
rang 1.

Démonstration. 1. On a {g € End(V) | m™(g9) < m'} = {g € End(V) | M (9) > Amr41(9)}-
Par continuité des racines, cet ensemble est un ouvert.

2. On prend m’ = 1.

3. On suppose que I’endomorphisme g est proximal. On prend ¢, = ozl_l. Il suffit ensuite de
remarquer que V = V1 (g) ® V<(g) : la suite (c,g")nen converge alors vers le projecteur
sur la droite V*(g). Réciproquement, on suppose qu’il existe une suite scalaire (c;)nen
telle que la suite (¢,¢™)nen converge dans End(V) vers un projecteur de rang 1. Alors
les endomorphismes c¢,g" avec n > 1 sont proximaux par le point 1. Ceci assure que les
endomorphismes g™ sont proximaux, donc ’endomorphisme g est proximal. o

Puissances extérieures

Soient k € {1,...,dim V} un entier et g € End(V') un endomorphisme. Notons /\k g application
induit sur 'espace vectoriel /\k V. Ses valeurs propres sont les scalaires pr == oy, - - - @;, pour un
multi-indice I = (i, ..., i) avec iy > --- > ig. Si k < m™(g), alors endomorphisme A" g n’est
pas proximal. Si k = m™(g), alors il I'est.

Ping-pong

Il s’agit d’une technique pour produire des groupes libres non abéliens dans I’ensemble des
bijections d’un ensemble donné.

Théoréme 11.3. Soient X un ensemble et f,g € &(X) deux bijections de X. Soient A, B C X
deux parties telles que
i) ANV =0et A#0D;
(ii) f™(A) C B pour tout n € Z*;
(iii) ¢g™(B) C A pour tout n € Z*.

Alors les applications f et g engendrent un groupe libre de rang 2.
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Démonstration. Soit w un mot réduit en les symboles f et g. On peut ’écrire sous la forme

w = fmlgnl .. ,gnk—1fmk

avec tous les entiers m; et n; non nuls sauf peut étre m; ou my. On va montrer que w définie une
bijection de X différente de I'identité. On peut conjuguer le mot w par une puissance de f pour
que mimy # 0. Alors le mot w ne peut étre ’identité car il envoie un élément de A sur un élément
de B et inversement. o

Exemple. On prend f = diag(a,1/a) € SLa(R) et g conjuguée a diag(S,1/3). On suppose
que |al,|5] > 1. On note a(f) et w(f) des vecteurs propres de f associé & « et 1/a. On note A un
petit voisinage compact contenant a(g) et w(g) et B un petit voisinage compact contenant a(f)
et w(f). Par compacité de A, il existe un entier N > 1 tel que

Vin| > N, f"(A) C B.
En particulier, on a
vn € Z\ {0}, (fM™(A) c B.
De méme, il existe un entier M > 1 tel que
vneZ\ {0}, (¢")"(B)C A.

Ainsi le groupe engendré par les matrices fV et g™ est bien un groupe libre de rang 2.

Corollaire 11.4. Soient f,g € GL(V') deux automorphismes tels que

(i) les automorphismes f et f~! soient proximaux;

(i) les automorphismes g et g~ *

) soient proximaux ;
(iii) les quatre éléments xF(f), 2+ (f~1), 27 (g) et 2 (g~!) soient distincts;
(iv) on ait @ = {z(f), 2 (g9)} NP(V=<(g)) UP(V<(g~1)) et de méme si on permute le role des
automorphismes f et g.

Alors ils engendrent un groupe libre de rang 2.

Théoréme 11.5. Soit K un corps local. Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie m > 2.
Soit T' € GL(V') un sous-groupe connexe pour la topologie de Zariski et agissant irréductiblement
sur V. On suppose que ce dernier contient un élément proximal. Alors

1. il contient un élément f qui est proximal et tel que son inverse soit proximal ;

2. il contient un groupe libre de rang 2.

Démonstration. 1. On munit 'espace vectoriel V' d’une base et de la norme associée. Soit g € I'
un élément proximal. Il existe une suite d’entiers n;, une suite d’éléments c,,, et d,, de K*
tels que

— n; est croissante et tend vers 400 ;
— ¢p, g™ tend vers un projecteur w de rang 1;
— €n; g~ " tend vers un projecteur endomorphisme non nul o.

Pour cela, on a déja vu comment avoir les deux premiers points. Pour le troisieme point, on
choisit |d,| = [|g~"|| 7. Par ce choisit, on trouve un élément d,g~" € End(V) de la sphere
unité qui est compact (puisque le corps K est compact), donc on peut extraire une sous-suite
qui converge vers un endomorphisme ¢ qui est donc de norme 1 et donc non nul.

On considére les deux conditions suivantes portant sur un couple (hy,hg) € T x T :
— hi(Im7) ¢ Kero;
— ha(o(h1(Im))) ¢ Ker .

La condition hy(Im ) C Ker o est fermée pour la topologique de Zariski, donc son complé-
mentaire est un ouvert de I' pour la topologie de Zariski induite. De méme, la paire des
conditions précédentes définies un ouvert de Zariski de I' x I'. Cet ouvert est non vide. En
effet, si by (Im7) C Kero, alors le sous-espace vectoriel W = Vect(h(Im 7))per est inclus
dans Ker o, non nul de de dimension < m, invariant par I' ce qui contredirait ’irréductible
de laction de I'. Un tel élément hq étant fixé, le sous-espace vectoriel Ly := o(hi(Im 7)) est
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une droite. La seconde condition se réécrit alors ho(L1) ¢ Ker ¢ et un tel élément hy existe
par le méme argument. Comme le groupe I' est connexe pour la topologie de Zariski, il est
irréductible, donc les deux conditions précédentes définissant un ouvert dense de I" x T'.

On fixe un couple (hy,hs) € T’ x T' vérifiant ces conditions. On pose g, = hag "h1g".
Alors ¢y, dy, gn; — heohim ou 'endomorphisme hoohim est un multiple d’un projecteur
de rang 1, donc c’est proximal. Ainsi comme ’ensemble des endomorphismes proximaux
est un ouvert, pour i > 1, 'endomorphisme g,,, est proximal. Mais g, ! = gf"hl_lg”g;1 et
cndngyt — ohy'whyt. Donc si

~ hiY(Im7) ¢ Kero,

- hy'(o(hy (Im ) ¢ Kerr,
alors pour ¢ > 1, 'endomorphisme g;il est encore proximal. Il reste & montrer qu’il existe
un couple (hq, ho) satisfait les quatre points précédents. Mais les deux derniéres conditions

définissant aussi un ouvert non vide de I' x I'. Par irréductibilité, ces deux ouverts sont denses
et s’intersectent donc. L’élément f = g,, convient alors.

. On veut trouver deux éléments f, g € I qui engendrent un groupe libre de rang 2. D’apres le

premier point, il existe un élément f € I' qui soit proximal sur P(V) et tel que son inverse
le soit aussi. On va le conjuguer par un élément h € I' pour construit I’élément g := hfh~!
qui sera proximal et d’inverse proximal tel que la technique du ping-pong s’applique au
couple (f,g). Les conditions génantes sont

W=t () € {a™ (), 2 ()},
hi( ) e {2 (), 2T (Y

W= (f)) € P(VE(f)) UP(VS(F71),
W@t (7)) € P(VS(H)) UP(VE(FH).

notées (1), (2), (3) et (4). Si (1) est satisfaite pour tout h € T, alors l'orbite de la droite 27 (f)
est fini ce qui contredit I’hypotheése d’irréductibilité forte. De plus, la condition

St () & {at ()2t (Y}
est ouvert en topologie de Zariski, donc elle forme un ouvert dense. De méme pour les
conditions (2), (3) et (4). On peut donc trouver un tel élément h. o

xT
x

Exercice g. 1. Soit I' € GL(V) un sous-groupe tel que son adhérence de Zariski I soit connexe.

Soit Ty C T' un sous-groupe d’indice fini. Montrer que T'y = T.

. On dit que laction de I sur V est fortement irréductible si I'orbite de tout sous-espace W C V'

de dimension entre 1 et m — 1 est infini. Autrement dit, si tout sous-groupe I'g C I d’indice
fini agit irréductiblement sur V. On suppose que le groupe I' est connexe et que son action
est irréductible. Montrer qu’il est fortement irréductible.



12.1.

65

Chapitre 12

L’alternative de Tits

12.1 Premiére étape : variation sur le théoréeme de Kronecker . . . . . ... ... 65
12.2 Deuxieme étape : changement du groupe I' . . . . . ... ... .. ... ... 66
12.3 Troisieme étape . . . . . . .. .. 66
12.4 Application . . . .. ... L 67

Théoréme 12.1 (alternative de Tits). Soient K un corps de caractéristique nulle et m > 1 un
entier. Soit I' C GL,,(K) un groupe. Alors le groupe I' contient ou bien un groupe abélien non libre
ou bien un sous-groupe d’indice fini résoluble.

Ce théoreme est faux en caractéristique positive. On prend le corps E. Soit F' C GL,, (Fp) une
partie finie. Alors F' C GL,,(L) pour une certaine extension finie L = F, de F,,. Alors le groupe
engendré (F) par la partie F' est un élément de GL,,(F,;) qui est fini. Donc il n’existe pas de partie
finie non vide engendrant un groupe libre. Pourtant, le groupe GL,, (FT,) n’est pas virtuellement
résoluble si m > 2.

Par contre, l'alternative de Tits reste valable en caractéristique positive si on ne considére que

des groupes de type fini. On connait aussi une version forte du théoreme.

Théoréme 12.2 (Breuillard). Pour toute dimension m > 1, il existe une constante B(m) € N*
vérifiant la propriété suivante : pour tout corps K et toute partie finie symétrique F' C GL,,,(K), ou
bien le groupe engendré par F est virtuellement résoluble ou bien il existe deux éléments f, g € FB(™),
produit de B(m) éléments de F', qui engendrent un groupe libre de rang 2.

On va montrer I'alternative de Tits grace aux étapes suivantes.

Premiere étape : variation sur le théoreme de Kronecker

Lemme 12.3. Soit L une extension de type fini de Q. Soit @ € L un élément qui n’est pas une racine
de T'unité. Alors il existe un corps local (L, |-|,) et un plongement 7: L — L, tels que |7(a)], # 1.

Démonstration. e Premier cas. On suppose que I'extension est algebre. D’apres le théoreme de
Kronecker, il existe une valeur absolue ||, sur L telle que ||, # 1. On considére le complété L, et
le plongement naturel L — L,,.

e Deuxiéme cas. On ne suppose plus que 'extension L est un corps de nombres, mais on
suppose que I’élément « est algébrique. Posons L' := Q(a). C’est une extension algébrique. D’aprés
le premier cas, il existe une valeur absolue |-, sur L’ tel que |af) # 1. Notons L le complété
de L' pour cette valeur absolue. On se donne une famille maximale ({1, ...,t,) d’éléments de L
définissant une extension transcendante pure L'(t1,...,t,) C L. Alors le corps L est une extension
algébrique finie de L'(¢1,...,t,). Comme le corps L, n’est pas dénombrable, il contient des éléments
algébriquement indépendants si,...,s, € L/ sur L’. Ainsi il existe une extension finie L, de L, et
un plongement ¢: L — L, qui étend le plongementL'(t1,...,t,) — L.

e Troisiéme cas. On suppose que I’élément « est transcendant sur Q. On choisit une famille
maximale (t] = «, ta,. .., t,) d’éléments algébriquement indépendantes sur Q. Il existe s1,...,s, € C
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algébriquement indépendants sur Q tels que |s1|oo 7# 1. On considere l'isomorphisme

Q(tla"'atr) — Q(81>"'587‘>7

On peut I’étendre en un plongement ¢: L — C et on prend alors (L, ||,) = (C, ||0o)- o

Deuxiéme étape : changement du groupe I'

On suppose que le groupe I' n’est pas virtuellement résoluble. 11 existe des sous-groupe de type
fini de T" qui ne sont pas virtuellement résolubles. On remplace le groupe I' par un tel sous-groupe.
Le but est de construire un groupe libre non abélien dans I". Soit S une partie génératrice symétrique
de T". Soit R ’anneau engendré par les coeflicients des éléments de S. Soit L := Frac R. C’est une
extension de type fini de Q. Soit L sa cléture algébrique. Quitte a remplacer le groupe I' par un
sous-groupe d’indice fini, on peut supposer qu’il est connexe pour la topologie de Zariski. Ainsi son
adhérence G C GL, (L) est connexe et donc irréductible pour la topologie de Zariski. Le groupe
dérivé [G, G] est encore connexe. En effet, ensemble C;(G) est 'image d’un connexe par une
application continue, donc il est connexe. Ainsi le groupe C(G)* est connexe, donc C(G) est
connexe. Ceci permet de conclure que le groupe [G,G] = |J;5; Ck(G) est connexe car les éléments
de Dintersection sont connexes et ont un élément commun. De plus, on sait que [[',T'] est dense
dans [G, G] et donc connexe.

Remarque. Attention, le groupe [[',T'] n’est plus nécessairement de type fini.

Remarque. Le groupe [I',T'] n’est pas virtuellement résoluble. En effet, soit A C [I,T'] un sous-
groupe. Alors son adhérence est égale a [G, G]. Si A était résoluble, alors le groupe [G, G| le serait
et donc G aussi et donc I' aussi.

Troisieme étape

Il existe un élément f € [I',T'] ayant une valeur propre « qui n’est pas une racine de l'unité. Par
le lemme précédent, il existe un plongement ¢: L — L, dans un corps local L, tel que |¢(a)], # 1.
Ici 'élément o appartient & L, mais on a étendu le plongement ¢ en un plongement L — L,,. On
note encore I' I'image de I' dans GL,, (L, ). Maintenant, le sous-groupe [I',I'] C GL,,(L,) contient
un élément f qui a une valeur propre a avec |al, > 1 (quitte & remplacer f par f~1).

On considere 'espace vectoriel W = A*(L,)™ on k = m™(f). Alors A" T devient un sous-
groupe de GL(W) et /\’C f devient un élément proximal sur P(WW). Notons a; la valeur propre
de /\k f de valeur absolue maximale. Supposons que la représentation de [I",T'] sur W ne soit pas
irréductible. Alors on peut trouver un sous-espace non nul et propre W’ C W qui est [T, T']-invariant.
On regarde les représentations induites sur W’ et W/W' et on recommence. En un nombre fini
d’étapes, on trouve une suite de sous-espaces vectoriels {0} C Wy C --- C W, C Wy = W tels
que la représentation de T" sur chaque uotient W;,1/W; soit irréductible.

Notons W’ I'unique quotient W, 1 /W, dans lequel 'endomorphisme /\k flwiyi/w, ala valeur
propre a. Montrons que dim W’ > 2. Raisonnons par ’absurde et supposons le contraire. Sinon
dim W’ = 1, donc GL(W’) est commutatif, donc A" f € AF[T,T] serait I'identité ce qui est
impossible car |af, > 1.

Par ailleurs, le groupe /\IC Ty C GL(W’) est connexe et donc irréductible. En effet, 'application

I' ¢ GL,,(L) — GL(W),
k
f— N\t

est un homéomorphisme algébrique. Comme le groupe I' est connexe, il en va de méme du

groupe A" T'. On a également un homéomorphisme algébrique I' — GL(A" L,™). Enfin, la reste de
/\k ' & W1 puis & W’ est donnée par un homéomorphisme algébrique, donc I'image est connexe.
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Soient I' I'image de T" dans GL(W’) et f’ I'image de f dans GL(W’). Alors on a montré les
propriétés suivantes :

— dim W' > 2/;

— [ est proximale sur P(W’);

— I est connexe;

— T agit de maniére irréductible.

Par le théoréme précédent, le groupe I'Vcontient deux éléments ¢’ et ' engendrent un groupe libre
de rang 2. On prend g, h € T tels que A" glw = ¢’ et A" hly = K. Alors g et h engendrent un
groupe libre de rang 2.

Application

Soit I un groupe de type fini. Soit S une partie génératrice finie symétrique. On considere le
graphe de Cayley G de I' dont les sommets sont les éléments de I' et ou deux sommets g, h € T
sont reliés si et seulement s’il existe s € S tel que gs = h.

Pour N € N, on note Vg(N) le cardinal de la boule de centre e et de rayon N. Quel est le
comportement asymptotique de la quantité Vg(N)?

Corollaire 12.4. SiT est un groupe linéaire de type fini, alors ou bien Vg(N) est équivalent & une
expression polynomiale en N ou bien il I'est a une expression exponentielles en N.

Pourtant, il existe des groupes a croissance intermédiaire.
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H Théoréme 13.1 (Baker, de Marco). Soient f,g € C|z] deux polynomes de degré > 2. S’ils ont une
infinité de points périodiques communs, alors ils ont un itéré commun.

H Théoréme 13.2 (de Marco, Krieger, Ye). Si f(z) = 22 + c et g(z) = 2% + d ont 10%? points
périodiques communs, alors f = g.

Le point de départ de ces deux résultats est le fait suivant : si on a une infinité de points
périodiques communs, alors on a exactement les mémes points périodiques et le méme ensemble de
Julia. Pour montrer ce fait, on utilise un théoréme d’équidistribution des points périodiques.

Théoréme 13.3 (d’équidistribution de Bilu). Soit (a,)nen une suite de nombres algébriques tels
que deg a,, — 400 et h(a,) — 0. Alors la suite de mesures de probabilité

1
n = 1)
= degan, zﬂ: ?

ou les 3 sont les conjugués de v, tend vers la mesure df sur le cercle unité S!

13.1. Limites de mesures de probabilité

Soit X un espace métrique compact. Notons Proba(X) ’ensemble des mesures de probabilité
sur X. C’est un ensemble convexe compact pour la topologie faible, c’est-a-dire que, si pu,, est une
suite de mesures de probabilité, alors il existe une sous-suite p,, et une mesure de probabilité telles
que, pour toute fonction continue £: X — R, on ait

| €@ i@ — [ e dua),

Soit P € C[t] un polynéme de degré d. Notons z1,. .., zq € C ses racines. Alors

1 d
up = g Z&zb
i=1

est une mesure de probabilité sur C et donc sur P*(C) = C U {o0}.
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Mesure de Mahler et distance au cercle unité

Soit P = aqt? + --- + ag € C[t] un polynéme. Rappelons que sa mesure de Mahler est

1
m(P):/O log| P(e2™%)| d6.

On pose également
1
m*(P) = / log™ | P(e2™?)| d6.
0

Supposons ag # 0 et utilisons m(P) = m(t?P(1/t)). En notant z; les racines de P, la formule de
Jensen donne

d
m(P) = log |ao| + Z:logJr =

i=1

En combinant avec 1’égalité
d

m(P) = log |ag| + Zlog+ |zi] s
i=1

on trouve

d
1
m(P) = log \/|acaa| + 3 ;log(max(|zi|, 11/2])).
Posons P = P/+/]agaq|. Alors
1 d
=3 > log(max(|z], [1/z])).
=1

Soit p > 1. On note &p(p) la proportion des racines de P en dehors de I'anneau {p~! < |-| < p},
c’est-a-dire

#{i | |zi] > pou |z <1/p
so(p) = HiLlzl> oot sl < 115}

Alors )

5 log(p) x #i | [zi] > pou [zi] <1/p} < m(P),
donc ~
m(P
deg P’

~—

5 108(p)dr(p) <

Proposition 13.4. Soit (P,),en une suite de polynémes complexes telle que m(P,) = o(deg P,).
Alors toute valeur d’adhérence de la suite (pp, Jnen de mesures de probabilité sur P1(C) est une
mesure de probabilité supportée par le cercle St.

Observation de Schur

Soit P € C[t] un polynoéme de degré d ne s’annulant pas en I’origine. On écrit ses racines z; € C
sous la forme z; = |2;| €*™% . Posons

2271'49

le&

Lemme 13.5 (Schur). 1. Pour tout complexe z de module 1, on a |Q(2)| < |P(2)].
2. On a [|Qll=(st) < [[PlLos(st)-
3. On a m(Q) < m(P) et m*(Q) < m*(P).
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Démonstration. Montrons uniquement le premier point. On calcule

d
YO ad 2
|P(2)|* = @ 1:[|z—zj| .
j=1
Or
d
ag H(O —zj) = P(0) = ay,
j=1
donc
aq 1
al|  T7¢
0 [T I2i]
si bien que

d
_ H|Z _ 2imb; |2.
j=1

11 suffit donc de montrer que, pour tout réel r # 0, tout angle 6 et tout complexe z de module 1, on
a l'inégalité

2
z . .
‘7 s L P L
T

ce qui n’est pas trop dur. o

Si mt(P,) = o(deg P,), alors m™(Q,) = o(deg Q).

13.4. Théoreme d’Erdos et Turan pour les angles

Lemme 13.6. 1. Les coefficients de Fourier de la fonction 1-périodique
£: 60— logle?™ — 1

sont

A

Ek)=0 et  E(k)=—2k"Y,  k#£0.

2. Pour tout angle ¢ et tout entier k£ # 0, on a

1
eQm’kgp - _9 ‘k’|/ 6217er9 10g|62z7r0 o eszp| de.
0
On applique le second point avec ¢ = 6 puis on somme sur j si bien qu’on trouve

ZezkaJ _ 2‘]€|/ 2imkd 10g|Q( 21#9)|d9

j=1

Apres division par d du membre de gauche on obtient

d
Zemﬂ-kej = g Z (5 217\'977519 avec fk}( ) 217‘%07

SO
o
—
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donc

IS

d
S = [ dug = fig(-h)
j=1 st

Par ailleurs, la formule de Jensen donne

1
/ log| Q(¢27)| 40 = 0.

0

On en déduit
1

1
’/ e2i7rk9 1Og|Q(62m0)|d9‘ </ |10g|Q(62M9)||d9
0 0

1
<2 [ log"jQe )] db.
0

D’ou . e
. m*(Q) m™(P)
_ — 27 K —_—
|B(=k)l < 41k| deg Q < 4[] deg P

On obtient la proposition suivante.

Proposition 13.7. Soit (P, ),en une suite de polyndomes complexes telle que m™(P,) = o(deg P,,)
et P,(0) # 0. Alors la suite (up, )nen de mesures de probabilité sur S! définie par I’égalité

J dog P, Jz: §ezmej(n),
ou les 6;(n) sont les angles des racines de P,, converge vers la mesure dé.

Démonstration du théoréme d’équidistribution de Bilu. Soit p € Proba(S') une valur d’adhérence
de la suite (pin)nen. On note p,, — p. On veut montrer que u = df. Calculons les coefficients de
Fourier de la mesure u. On a

Alk) = / £(¢3™) du(6) = lim / €(e27) dpay, (6).

71— +o00

Mais pour k # 0, on a

1
[ =) ag, (@\ — liig,, ()

(P,
<app B g
deg P’fl@
On en déduit que fi(k) = 0 pour k # 0 et 2(0) = 1. Ainsi la mesure p a les mémes coefficients de
Fourier que la mesure df, donc ces deux mesures sont les mémes. o

Le théoréme d’Erdos et Turan

Théoréme 13.8. Soit (P,),en une suite de polynémes complexes telle que m*(P,) = o(deg P,,) et
P,(0) # 0. Alors pup, — db.

Démonstration. On prend une valeur d’adhérence pde la suite (pp, )nen dans Proba(P1(C)). Par
la premiére proposition, son support est inclus dans St. On veut montrer que ji(k) = 0 pour k # 0
ce qui conclura. On prend & (z) = 2¥/|z|F. Soit ¢: Ry — [0, 1] une fonction telle que

—@(s)=0sis>pets<l/p;
—p(s)=1s12/(14+p) <s<(1+p)/2.
On pose 71 (2) = &r(2)e(]2]). Alors
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= lim Mie Afn;
1—+00 Pl(C)

= 0(p) si k #0.

Discriminant et inégalité d’Hadamard

Soient P = Z?:o ait’ et Q = Z?;o b;t7 deux polynomes. On considére leur résultant Res(P, Q).
C’est un polynéme & les variables a; et b; a coefficients entiers, de degré d’ par rapport aux
variables a; et homogene de degré d par rapport aux variables ;. Il existe deux polynomes ® et ¥

tels que
P + UQ = Res(P, Q).

Le discriminant du polynéme P est la quantité

; _ 2d—2
Disc(P) = a g — 22 (%)
1<J
ott les nombres z; sont les racines du polynémes P répétées avec multiplicité. Il vérifie

ag Disc(P) = (—1)44=D/2 Res(P, P').

Lemme 13.9. Soit P un polynome de degré d > 1 a coeflicients complexes de discriminant non nul.
Alors
log |Disc(P)| < dlogd + (2d — 2)m(P).

Démonstration. D’apres la formule (x), le discriminant est le carré du déterminant de Vandermonde
des z; fois add 2 Notons V la matrice de Vandermonde. On a

(le ) < (dmax(1, |z])2472)/2,

L’inégalité d’Hadamard donne alorb

d—1
|det V| < H dmax(1, |z])?2)Y/2,

§=0
donc
d—1
Disc P| < |aq**2d* | [ max(1, |=])**>
i=0
< d'M(P)
et on passe ensuite au logarithme. o

Exemple. Lorsque P =t% — 1, on trouve le cas d’égalité.

Energie et analyse de Fourier

Energie potentielle

Soient K C C un compact et 4 une mesure de probabilité supportée par la partie K. L’énergie

de la mesure p est la quantité
— [[ ~togz ~ wlduz) dutu)
KxK

et son énergie restreinte est la quantité

) = / /K e 081 )

ou 'ensemble A C K x K désigne la diagonale.
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Exemple. On prend

d
w= Z m;ds,.
i=1

Alors )
.0
i#] v
13.7.2. Analyse de Fourier

Soient p et v deux probabilités supportés par le cercle S!'. On note p * v leur convolution définie
par 1’égalité

@) = [ [ eew)dne) dviw)
St st Jst

On note fi(k) ses coefficients de Fourier, ¢’est-a-dire

Alk) = / ().

En notant o(z) = z, la mesure image p’ := o, est encore une probabilité supportée par le cercle S!
et ses coefficients de Fourier satisfont i'(k) = fi(—k). Comme 1 * v(k) = ji(k)?(k), on trouve

ol (k) = |a(k)[*.
13.7.3. Application
Proposition 13.10. L’énergie d’une mesure p supportée par le cercle S' vaut

. a(k)|2
ugo = Y Lo

keZx

En particulier, son énergie est nulle si et seulement si u = dé.

Démonstration. Notons ((z) = —log |z — 1|. On écrit

() = [ [ ~1ogls ~ wlduz) duw)
— [[ ~toglut ~ 1]au(e) du(w)
~ [[ e )
- [ awr i)
=" &by (k)

keZ
_ 5l .
2[K]
keZ~

13.7.4. Semi-continuité inférieure

Lemme 13.11.  Soit (i, )nen une suite de mesure supportées par un compact K C C. On suppose
qu’elle tend vers une mesure p pour la convergence faible. Alors

g < liminf F .
En(p) < liminf En(un)

Démonstration. Soit M > 0 un réel. On pose

Lyr:t > 0 — min(M, —log|t]).
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Alors
En(un>>l/’ —trr(|% — w]) dpan (=) dpin (0)

Comme p, — p, on a iy ® p, — 1@ u. Comme la fonction ¢, est continue, on trouve

[ =tttz = w i dpatw) — [ =aa(lz = wl) du) o)
On en déduit que
liminf En(u,) > / —Ly(|z — w]) du(z) dp(w).

n—-4oo

Or £ (t) — —log|t| lorsque M — +o00, donc le théoréme de convergence monotone assure que

/-JMW—wmmwmmw—eEmm

ce qui conclut le lemme. o

Théoreme d’équidistribution de Bilu

Théoréme 13.12. Soit (P,),>1 une suite de polynémes & coefficients complexes de degré respec-
tifs d,,. On note
P (t) = aq, (n)t™ + - 4 ag(n).

Soit {z1(n),..., 24, (n)} Pensemble des racines du polynémes P, répétées avec multiplicité. Suppo-
sons que

1. liminf, o o loglag(n)| = 0 et liminf, ,; o log|aq, (n)| > 0;

2. liminf, 4. d% log |Disc(P,,)| = 0;

3. limsup, d%m(Pn) =0;

4. dp, — Fo00.
Alors la suite (u)n>1 définie par ’égalité

n

1
Hn = df azj(n)

converge vers la mesure dé sur le cercle S'.

Démonstration. Quitte a extraire, on peut supposer que la suite (un)n>1 converge vers une
mesure p dans Proba(@). La compacité de I'espace projectif C conclura.

o Premiére étape. Montrons que la mesure u est portée par le cercle S'. D’apreés la formule de
Jensen, on a

1

d
1 1 &
—mn(Py) = - log lag, ()] + " log*|z(n)].

Avec les hypotheses 2 et 3, on trouve

d
1 1 &
i log|agq, (n)] — 0 et i ;,1 log™ |zi(n)| — 0.
On utilise maintenant m(P,) = m(t% P,(1/t)), on trouve

1

d
1 1 &
= log |ag(n)] — 0 et a ;:1 log™

n

‘—>O.

Ainsi on trouve
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Par le proposition d’Erdés-Turdn, on pose A(p) == {1/p < |-| < p} et dp,(p) la proportion des
racines de P, hors de A(p), on trouve

2
log(p)dp, (p) < A
Donc le support de la mesure p est inclus dans I’ensemble ﬂp>1 A(p) C S
e Deuxieme étape. Montrons que I'énergie restreinte de la mesure ., tend vers zéro. On a
log d,, . 2d,, —2m(P,)
dn dn dn -

(m(P,) — %log lap(n)aq, (n)|) — 0.

z log|D1sc( )| <

Avec la deuxiéme hypothese, on en déduit alors

1
—-log |Disc(P,)| — 0.

dz,

Mais od, —2 1
IOg |DISC(Pn)| = TI IOg |Cld | + 5 Zlog |Z1 —Zj
™ itj

avec 2. —2 1

i d log|ag, (n)] — 0.
D’ou 0

En (i,) — 0.

e Troisiéme étape. Montrons que En(,u) = 0 ce qui conclura. Soit M > 0 un réel. On considere
toujours la fonction ¢j;. Remarquons que

Vz,w € C, log|z — w| < log™ |z| + log™ |w| + log 2.
On peut donc écrire
M > Ly(|z — w]) > —(log™ 2| + log™ |w] + log 2).

Soient 7 > 1 un réel et p: Ry — [0, 1] une fonction continue telle que

—et)=1si0<t<r;

— () =0sit>=2r.
La fonction (z, w) — o(|2])e(|w|)lar (]2 — w|) est continue sur C x C. On peut écrire

() > 5 3 Oa0) = )

" oitj
M

[tz = ) dpae) )~
CxC n
- / /, (ol + 1= () l) + 1 = la)as (1= = 0]) dp(z) d ) — il

n

=Ii(n) + Is(n) + I3(n) — M

n

=8

— [ elizbeuess(lz = wl) din() dpnw)
— [[ a1z~ wh dute) dtw),
n)i=2 [ [ plD)e(uar(lz = w) dia(z) dn(w)
= . [ ox(2) + oz ful dpa2) di )

—241,(C — D) log(2r) — 24, (C \ D,.) /C log™ |w| dp, (w).
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Or 41,(C—D,) < dp,(r) — O et

d
1 & 1 1
[ o8 fuldia0) = 23 tor*au(m] = Zm(Pa) = 7-1og aa, (m)] — 0.

D’ou liminf,, . I2(n) — 0. Enfin, on trouve

Bn) = [ = =)0 = el ar( — w) dpn(z) din ()

et, par le méme argument, Uinégalité liminf,, ., I3(n) > 0. Par passage & la limite, on en déduit

.. -~ 0
liminf En’ () > //31xsl Car (12 — w]) dp(z) dps(w).

n—> 00

En faisant M — o0, on trouve alors En(u) < 0 et donc En(u) = 0. o
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Théorie de potentiel sur C

Soit p une mesure de probabilité sur C & support compact. Son potentiel créé en un point z € C
est la quantité

Pu(z) = [ 1ol = wldp(w)

Il vérifie

() = = [ PuC:)due).

On fixe un compact K C C. Une mesure p € Proba(K) est une mesure équilibre de K si elle réalise le
minimum En(K) des énergies En(u) avec p € Proba(K). Le compact K est polaire si En(K) = +oo0.
Les ensembles polaires jouent le réle des ensembles négligeables dans la théorie du potentiel. Un
ensemble F C C est polaire si tous ses compacts le sont.

Remarque. Un ensemble polaire est de mesure de Lebesgue nulle. Si En(,u) < 400 et E est polaire,
alors u(E) = 0.

Exercice 10. Montrer qu’il existe toujours des mesures d’équilibres.

Théoréme 14.1 (Frostman). Soient K C C un compact et v € Proba(K) une mesure d’équilibre.
Alors

1.
2.

P,(2) > —En(K) pour tout z € C;
P, = —En(K) sur K privé de I’ensemble polaire
E=|J{ze€ K |p(2) > —En(K) + 1/n}
n=1
ou chaque ensemble de cette intersection est un compact polaire contenu dans 0K ;
3. en particulier, on a P, = — En(K) sur K privé d'un ensemble de mesure de Lebesgue nulle ;

4. si K n’est pas polaire, alors la mesure d’équilibre est unique.
Exemple. Si K est le cercle unité, alors v = df. Son potentiel est p, (z) = log™ |2|.

On suppose que K n’est pas polaire. Sa fonction de Green est
95 (2) = Puc(2) + En(K)

et sa capacité est
cap(K) = e~ EnlK),
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Exercice 11. Montrer que

gxc(2) = log - LI o() .

Proposition 14.2. 1. On a cap(K) > 0.
2. On a cap(K) C cap(K') si K C K.
3. On a cap(aK +b) = || cap(K).
4. On a cap(D,.) =r.
5. Si f € C[2], alors cap(f~'(K)) = (cap(K)/|ag|)*/® ol aq est le coefficient dominant de f.

Pour un compact K, on pose

diam™ (K) = sup { (H s — wj|)2/"(”71)

i<j

w1,...,wn€K}.

Théoréme 14.3 (Fekete-Szegs). La suite (diam™(K))pen+ converge vers N(K).

Equidistribution arithémtique

Théoréme 14.4. Soit K C C un compact symétrique par rapport a ’axe réel. Alors cap(K) > 1
si et seulement si, pour tout ouvert U C C tel que K C U et tout entier d > 1, il existe un entier
algébrique o de degré > d dont tous les conjugués galoisiens soient dans U.

Soit K C C un compact non polaire. Soit & € Q un nombre algébrique de degré d. On consideére
son polyndéme minimal P, € Z[t]. On pose

d
ac(a) = 7 (g aal + 3 0x =)

j=1
ou les complexes z; sont les racines du polynémes P,.
Exercice 12. 1. Si L/Q est une extension qui contient «, alors
1
hic(a) = m( 3 [L:Qlogtlal, + S gK(J(a))).
’ q;eMgﬂi o: L—C

2. 1l existe une constante Cx > 0 telle que |h — hx| < Ck sur Q.
Théoréme 14.5 (Bilu-Rumely). Soient K C C un compact et (o, )nen une suite de nombres
algébriques tels que

~ hg(a,) — 0;

— degayy, — 00

— cap(K) = 1.
Alors .
1 eg an
Os(n) —
deg s jz:; zj(n) VK

ou les complexes z;(n) sont les conjugués du nombre a,.

Itération de polynomes

Soit f € CJt] un polynéme de degré d > 2. On pose
Ky :={z € C|la suite (f"(2))nen est bornée}.

Ce compact vérifie f~1(Ky) = Ky. Son ensemble de Fatou est le complémentaire F(f) := C\ 0Kj.
C’est un ensemble ou localement la suite (f™),en forment une famille équicontinue (plus difficile).
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Théoréme 14.6. On suppose que le polynéme f est unitaire. Alors

1. cap(Ky) =1;
2. la fonction de Green gg, vérifie

gk, (2) = lim

logt| ™ .
W Geg 7 08 @

3. la mesure vi, est f-invariante, c’est-a-dire
favk, = v,

Théoréme 14.7 (Brolin-Lyubich-Mané). 1. Pour tout w € C privé d’au plus un point ¢, on a
1
degf" Z 52 — VK,

fr(z)=w

2. On a 1
deg fm fn(z): o = Vi

14.4. Polynomes a coefficients algébriques

Soit f € Q[t] un polynéme unitaire & coefficients algébriques. Alors

hic, (@) = hy(a), VaeQ.

Corollaire 14.8. Soient f,g € Q[t] deux polynoémes de degré > 2 ayant une infinité de points
périodiques communs. Alors v, = v, et Ky = K.
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