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Chapitre 1
INTRODUCTION ET RAPPELS

1.1 Motivations . . . . ... Lo o
1.2 Fonctions a supports compacts . . .. ... .......

1.2.3 Support d’une fonction . ... ... ... ... ...
1.2.4 Régularisation . . . .. ... ... ... .. ...
1.2.5 Retour surlesupport . ................
1.2.6 Densité des fonctions continues & support compact
1.2.7 Fonctions plateaux et partitions de 'unité

1.2.1  Topologies des espaces de fonctions de classe €% .
1.2.2 Formule de TAYLOR avec reste intégrale . . .. ..
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MOTIVATIONS

Soit 0 > 0. On considére une fonction s de masse 1, i. e. d’intégrale égale a 1 sur R, de « hauteur » 1/0 et de
« largeur » 0 comme dans la figure 1.1. En physique, on obtient une masse ponctuelle quand § — 0. Cependant,

1/6

FIGURE 1.1 — Graphe de la fonction ¢s

une telle fonction de masse 1 est impossible. Ainsi, on doit introduire la notion de distribution et, on le verra par
la suite, la forme linéaire f — fR s () f(x) dz ou les fonctions f sont assez réguliéres.

Un autre exemple est le dipdle. On considere deux particules a distances +6 de lorigine et une fonction e
impaire de masse 1 réalisant une bosse positive en —1 et une bosse positive en +1 comme dans la figure 1.2.
Physiquement, on représente le champ magnétique par la fonction es définie par es(x) = 6~ 2e(x/4). Alors

+oo
[es@r@de= [ es(-arfi-a) + es@)f(e) da
R 0

+oo
:/0 es(@)[f(z) — f(—2)]dz

+oo _ _
:/ ye(y)f(éy) f(=0y) 4.
0 Y

+oo
— 2/0 ye(y) dy x f'(0)

par le théoreme de convergence dominée et le théoreme des accroissements finis.

Dernier exemple. Soit ¢: R — R une fonction 1-périodique de classe €’'. Pour n € N, on définit ¢,,: R — R
par ¢, (t) = n~Lp(nt). Alors ||¢nllee < n71|¢llee — 0, donc la suite (p,)nen converge uniformément vers 0.
Cependant, il n’y a pas de convergence de la suite (¢!, ),en. Cependant, si f est & support compact, alors

o f) = / () (1) dt = — / onlt) () dt,

donc
[(h, £ < 07 Hl@llool L f It ) — O

FIGURE 1.2 — Graphe de la fonction e
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1.2. FONCTIONS A SUPPORTS COMPACTS

FONCTIONS A SUPPORTS COMPACTS

Topologies des espaces de fonctions de classe ¢*

NotAaTIONS. Dans tout la suite de ce cours, on adoptera ces notations :

— Q est un ouvert de R¢;
— f: Q — R"™ est une application ;
— f1, ..., fn sont les composantes de f;
— €% (9, R™) désigne I'ensemble des fonctions  — R™ différentiables & 'ordre k > 0 et de différentielle continue ;
— EF(Q) = FF (L R);
- (9, Rn) = mk>1 %k(Q7 Rn) )
— pour tout a = (ay,...,aq) € N¢ tel que |a| == a; + -+ ag < k et toute f € €*(2, R"), on note
o olal f
0= g s

Cette notation n’est pas ambigué par le théoréme de SCHWARZ.

TOPOLOGIE DE ¢*(€2,R"). Soit (K;)een une suite de compacts telle que = | ;e Ke. Une telle suite existe
en prenant

Ki={zeQ||z| <¥ d(z,00) > 1/¢}.
Pour f € €%(2,R") et £ € N, on pose
pE(f) =Y sup [0°f(x)|.

lal<k zeKy

Les applications pf ne sont pas des normes car elles ne vérifient pas 'axiome de séparation, ce sont seulement des
semi-normes. Cependant, on a f = 0 si et seulement si p’g(f) = 0 pour tout ¢ € N. Ainsi, pour f,g € €*(Q,R"),
on pose

d(f,g) = Z min(pf(f -9),1) < 400,

2¢
LeEN

L’application d définit une distance sur €% (2, R").

PROPOSITION 1.1.  Soient (f,,)nen une suite de €% (Q,R") et f € €*(Q,R"). Alors

1. on a d(fn, f) — 0 si et seulement si p%(f, — f) — 0 pour tout £ € N;
2. l'ensemble €% (€2, R™) muni de cette distance est un espace complet, appelée espace de FRECHET.

TOPOLOGIE DE € (Q,R™). Pour f,g € €°°(2,R™), on pose

min(pk(f —
d(f,9)= > (PE(f —9),1)

ok+L
k,LeN

Cela définit une distance sur €°°(Q2, R™).

Formule de TAYLOR avec reste intégrale

NOTATIONS. Soient a = (v, ..., aq),8 = (B1,...,B84) € NY et x := (z1,...,24) € RZ On note
- =aft 2 €R;
— a < [ si et seulement si «; < B; pour tout i € [1,d];
—al=o! gl
— _ !
-G =G () = s

Alors, par récurrence, on peut montrer les résultats suivants.

PROPOSITION 1.2. Soient a € N? tel que |a| < k et f,g € €%(Q,R"). Alors

0%(fg) = Z (g)@ﬁfaaﬁg et ($1+"'+l’d)k = Z z—!!xa.

BLa
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1.2. FONCTIONS A SUPPORTS COMPACTS

NOTATIONS. Pour f € €%(Q) avec k > 1, on note
vf = (alfv"'7adf)'

On a df (z) - h = (Vf(x),h) pour tout x € Q et h € R? tels que = + h € Q. Pour f € €¥(Q,R?), on pose
d

o ofi
div f == ; 0z,

Pour f € €%(Q2) avec k > 2, on pose

d 42
Vf= ; ‘Zm{ = div(Vf)

PROPOSITION 1.3 (formule de TAYLOR avec reste intégrale). Soient f € €*+1(,R"™) et [a,b] C Q. Alors

—a)“ 114k
foy=> %8“]‘(@4— > (b—a)a/o ( k!t) 9% f(ta+ (1 —t)b) dt.

la|<E |a|=k+1

1.2.3 Support d’une fonction

DEFINITION 1.4. Le support d’une fonction f: Q — R est I’ensemble

supp f == {z € Q| f(z) # 0}.
On dit que f est & support compact si son support est compact. Pour k € [1, 0], on note 6*(Q2) 'ensemble des
fonctions de €’*(€2) a support compact. On note Z(Q) = 6§°(Q2).

¢ REMARQUE. La topologie de ces espaces est compliquée.

> EXEMPLES. — Dans R, on consideére la fonction f: R — R définie par
el/? sz <0,
flz) = { .
0 sinon.

C’est une fonction de classe ¥’°. Soient a,b € R tels que a < b. La fonction
R — R,
x+— fla—z)f(x —b)

est de classe ¥°° dont le support [a, b] est compact.

Pab:

— En dimension d, si a = (a1,...,aq) € NY et = (B1,...,Bq) sont tels que o < 3, alors la fonction
R? — R,
Pa¢b3
(1’17 cee 7xd) > Pay b (1'1) T pad’bd(‘/'vd)

est de classe € & support compact. De méme, la fonction §: RY — R définie par 6(z) = f(1 — ||z/|?) en est une
Soient a,b € R tels que a < b. On considere

R — R,
Fop: . f[_oo,z] Pabf(z)de
T )
fR pap(z)dz

Par composition, la fonction G, définie par G, p(x) =1 — F, (1 — ||z||*) est de classe € a support compact.

1.2.4 Régularisation

DEFINITION 1.5. Soient f,g: R? — R deux fonctions mesurables définies presque partout. On dit que f et g
sont conwvolable si, pour presque tout x € R%, application

R? — R,

y— flz—y)g(y)

est dans L'(R?) et on pose alors

fra@) = [ 1= o)y

¢ REMARQUE. Deux fonctions f et g sont convolables si et seulement si les fonctions g et f sont convolables.
Alors fx g = gx* f. De plus, cette notion concerne les classes d’équivalence.

Introduction et rappels — CHAPITRE 1 3



1.2. FONCTIONS A SUPPORTS COMPACTS

NOTATION. On note L (R?) I’ensemble des fonctions f: R? — R intégrables sur tout compact de R?. Il a une

loc
structure d’espace de FRECHET complet par les semi-normes définies par

pu(f) = / o @l

> EXEMPLES. Soient f € €o(R?) et g € LL_(R%). Pour tout x € R%, on a

loc

Yy e R |f(@—y)g@)l < sup ()] l9W)] Lo—supp s (),
z€R
donc la fonction y — f(z — 3)g(y) appartient a L*(R%). Donc les fonctions f et g sont convolables.

PROPOSITION 1.6 (inégalité de YOUNG). Soient f € LP(R?) et g € LI(RY) avec p,q > 1. Alors les fonctions sont
toujours convolables. On suppose que 1/p+1/g > 1. Sir > 1 est tel que 1/p+1/g =1+ 1/r, alors

1f = gHLT(Rd) < ||f||Lp(Rd) ||9||Lq(1Rd) : (%)
De plus, si 1/p+1/q =1, alors f * g € €(R?) tend vers 0 & I'infini.

Preuve Démontrons cette proposition dans deux cas particuliers.
e Cas n°1. On suppose que p = g = 1. Le théoreme de FUBINI donne

/Rd /Rd |f(x—y)g(y)\dydx=/Rd l9(y)| (/Rd |f(33—y)|dy> dz

= [ lo@las [ 1)la.

donc (z,y) — f(x — y)g(y) appartient a L*(R? x R). Alors y — f(z — y)g(y) appartient & L!(R?) pour
presque tout € R%. De plus, I'inégalité triangulaire donne I'inégalité (x).
e Cas n°2. On suppose que ¢ =1 et 7 = p. En notant p’ le conjugué de p, I'inégalité de HOLDER donne

LI L= nawiafas< [ ([ 15 =oriswia) ([ o] e
- (/Rd [f @)l dx) (/Rl |9(y)|dy)1+p/p/

= /115 Nlglly -

Le méme raisonnement que précédemment montre que, pour presque tout € R?, la fonction y — f (r—y)g(y)
appartient & L!(R?) puis 'inégalité (x). H

PROPOSITION 1.7. Soient f € 65 (R?) et g € LL _(RY). Alors f * g € €F(R?).

loc

Preuve On suppose d’abord que kK =1. On a

Vz,y €RY, | f(z —y)g(y)| < s £ 9W)] La—supp £ (),
ZEsupp

La support de f est contenue dans une certaine boule B¢(0, M). Pour tous z,y € R¢ Alors
Ly —supp £ (¥) < Lpgo,0)(Y)s

donc

Fe=yewl< s [f@)l9) Lo ©)-

Le théoréme de convergence dominée conclut alors que f * g est continue sur By(0, M) et donc sur R?. On procéde
de méme si f est de classe €. O

1.2.5 Retour sur le support
o REMARQUE. Si f = 1g, on a supp f = R et pourtant f = 0 dans L{ _(R?).

DEFINITION 1.8.  Soit f: Q — R mesurable. On pose O(f) I'ensemble des ouverts O C € tels que f = 0 presque
partout sur O. On remplace la précédente définition du support par

supp f = (U O)C.

0€O(f)
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1.2. FONCTIONS A SUPPORTS COMPACTS

| PROPOSITION 1.9. L’ensemble (supp f)¢ est le plus grand ouvert tel que f = 0 presque partout sur celui-ci.

Preuve 11 faut montrer que (supp f)¢ € O(f). L’ensemble (supp f)¢ est ouvert comme union d’ouverts. On pose

V= UB(:U, T).
zeQ?NQ
reQ
f=0 pp sur B(z,r)
Alors f = 0 presque partout sur V', donc V' C (supp f)° et V € O(f).

Réciproquement, montrons que V' D (supp f)°. Soit z € (supp f)°. Il existe O € O(f) tel que z € O.
Comme O est un ouvert, il existe r € Q tel que B(z,7) C O. 1l existe 2 € Q? tel que |z — 2| < r/4. Alors
B(%z,7/2) C B(z,r) C O et f = 0 presque partout sur B(z,7/2) avec z € B(Z,7/2). On en déduit que z € V.
Finalement, on a V' = (supp f)° € O(f). O

| PROPOSITION 1.10. Soit f € €°(2). Alors supp f = {z € Q| f(z) # 0}.

Preuve On a

e[ f@) A0} = {zc Q| f(z) £0} = U.

On a f = 0 presque partout sur U, donc U C (supp f)¢. De plus, comme f = 0 presque partout sur (supp f)°¢,
on a f =0 sur (supp f)° par continuité, donc (supp f)° C U ce qui montre I’égalité. ]

| PROPOSITION 1.11.  Soient f,g: R* — R convolables. Alors supp f * g C supp f + supp g.

¢ REMARQUE. On montre facilement que supp f + supp g = supp f + supp g si un des deux supports est compact.

Preuve En choisissant de bons représentants, on prend des fonctions f et g telles que f = 0 sur (supp f)¢ et
g = 0 sur (suppg)°. Soit z € supp f + supp g. Alors pour tout y € R? on a soit z — y ¢ supp f soit y ¢ supp g,
donc soit f(z —y) = 0 soit g(y) = 0, donc f(z — y)g(y) = 0. Donc la fonction y — f(z — y)g(y) est bien
intégrable et f * g(z) = 0. On a ainsi montré que f % g = 0 sur (supp f + supp g)¢ et donc sur supp f + suppg.
ce qui montre 'inclusion. O

1.2.6 Densité des fonctions continues a support compact

DEFINITION 1.12.  On appelle suite régularisante toute famille (p.).~o de €5°(R?) telle que, pour tout & > 0,

— Jpa pe(x)da =1;

— Pe = 0;

— il existe r. > 0 tel que supp p. C Be(0,7¢);
- re » 0 quand € — 0.

> EXEMPLE. Soit 6 € 65°(R%). On consideére la fonction 6: R? — R définie par

b(x) = {eXp[—a ~[lal)1] sur B(0,1),

0 sinon.

Alors une suite régularisante (pc)e>o est donnée par

a Bz/e)

() =gt ) , v € R
pe(x) =¢ o b(2) dz e>0,z€

PROPOSITION 1.13. Soit f € %,(R?). Alors la suite (p. * f)eso est appartient a €5°(RY)YN et elle converge
uniformément vers f.

Preuwve Pour tout z € R?, on a
por 1) = 10) = [ p@)f@ =)y = f(a)
~ [ w9 - Fla)d,
B(0,re)

donc

Ipe * F(z) — f(2)] < / pe(W) |F(z — ) — f(2)|dy

B(0,re)

Introduction et rappels — CHAPITRE 1 5



1.2. FONCTIONS A SUPPORTS COMPACTS

< sup |f(z —y) — f(z)]

[r[<re

ou ce dernier terme converge uniformément vers 0 en = en utilisant le fait que f est uniformément continue.
Soit € > 0. Montrons que p. * f € €5°(R?). Comme p. € 65°(R?), on a p. x f € €>°(R?), donc

supp pe * f C supp pe + supp f C Bg(0,7.) + supp f,

donc le support de p. * f est fermé dans un compact, donc il est compact. (Il

THEOREME 1.14. Soit p € [1, 00[. Alors I'espace %(R?) est dense dans L?(R9).

Preuve Voir le cours d’intégration de LEBESGUE. O

THEOREME 1.15. Soit p € [1,00[. Alors I'espace €5°(R?) est dense dans LP(R?). Plus précisément, soit f €
LP(R9). Alors il existe une suite (f,)nen de €5°(R?) qui converge vers f dans LP(R?). De plus, pour toute suite
régularisante (p:)e0, on a pe * f — f dans LP(RY)

Preuve Soit 7 > 0. D’apres le théoreme précédent, il existe g, € %o(RY) tel que

If = gnllLegay <m0
Soit (pe)e>0 une suite régularisante. Alors ||pe * g, — gnllw®ay — 0 quand ¢ — 0 et, si supp g,, C B(0,r,), alors
supp pe * gy C Be(0, 7, + 1). Alors

1
19 * gn = gnllo ey < ABO 79 + )Y llpe % gy = gullop gay —2> 0-

On a donc
Ilf — pe = f”LP(]Rd) <f - 9n||Lp(]Rd) + Hgn — Pe * gnHLp(Rd) + [ pe * 9n — Pe * fHLp(Rd)
<|If- gnHLp(Rd) + llgn — pe = gnHLp(Rd) + llgn — f”Lp(Rd)
<20+ gy — pe * g7]||LP(Rd) < 3n
en choisissant € assez petit. (]

Fonctions plateaux et partitions de 1’unité

THEOREME 1.16.  Soient K un compact de R? et O un ouvert de R? tels que K C O. Alors il existe x € €§°(R?)
tel que

— x = 1 sur un ouvert U tel que K C U;

— suppyx C O.

Preuve Soit x € K. Il existe 7, > 0 tel que B(x,7,) C O. On considére la fonction p: R? — R définie par

oly) = {exp[('y”Q ~D7Y syl <1

0 sinon.

On pose alors la fonction F,: RY — R définie par

Fuly) = p(xfy) :

Tz

Alors F, € 65°(R?) et supp F,, = B¢(x,7,). On note
O, ={y € Be(z,r2) | Fx(y) > 1/2e}.
Alors K C | ek O Par compacité de K, il existe z1,...,znx € K tel que K C Uf\;1 O,. On considere

N ¢
J" . Loy (a) exp(~1/a(e — 1)) da
. d § . oo
e i=1 Faly) et witeR Jrvsexp(=1/z(z — 1)) dz

Alors ¢ = 0 sur R_ et ¢ = 1 sur [1,4+o00[. On pose alors y = ¢ o g. Cette fonction est de classe € par
composition. Si y € U := |JIX; Ox,, alors g(y) > 1, donc x(y) = ¥(g(y)) = 1. Alors
N

supp x C U Be¢(zi,ry,) C O. O
i=1
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1.2. FONCTIONS A SUPPORTS COMPACTS

THEOREME 1.17.  Soit Q un ouvert de R?. Alors 65°(Q) est dense dans LP().

Preuve Soit f € LP(Q2). On prolonge f en une fonction fe LP(R%) en posant f =0 sur Q°. Soit £ > 0. Par
densité, il existe g. € €5°(R?) telle que

If - gellLrray < €.
Pour n € N*, on pose

K,={ze Q||| <n, dz,00) > 1/n}

et on considere y,, € LP(R?) telle que y,, = 1 sur un voisinage ouvert de K, et supp x,, C 2. Comme |g. x| < |g|
pour n € N, le théoréme de convergence dominée donne g.x,, — g- dans LP(2). Pour n = n. assez grand, on a
alors ||geXn — 9ellLs (o) < €, donc I'inégalité triangulaire assure

‘f - gEHLp(Q) + ng - geXnHLp(Q)

If— geXn”Lp(Q) |
If— gsHLP(Rd) + Ilge — geXnHLp(Q) < 2e. O

<
<

THEOREME 1.18 (partition de 'unité). Soit K un compact de R?. On dispose d’ouverts Oy, ... O, tels que

KCUOi et O;NK #0

i=1
pour tout i € [1,n]. Alors il existe x1,...,Xn € €5°(RY) telles que
— supp x; C O; et Im x; C [0, 1] pour tout ¢ € [1,n];
- X1+ -+ xn = 1 sur un voisinage ouvert de K

Preuve 1l existe des compacts K1, ..., K, telle que

Kc|JKi et K;CO;, Vie[l,n].
=1

En effet, soit z € K. Il existe i, € [1,n] tel que z € O;,. Comme O, est un ouvert, il existe r, > 0 tel que
B(z,r) C O, . Ainsi

K c | B(x,r./2).

zeK

Par compacité, il existe x1,...,xny € K tels que

K
K c | B, 72, /2).
(=1

11 suffit alors de poser K; = J,,c0, Bt(we,72,/2) pour tout i € [1,n]. Cela montre l'existence de tels compacts.
Soit i € [1,n]. Par le théoréme précédent, il existe ¥; € €5°(R?) telle que
— X; = 1 sur un voisinage ouvert Oi de K;;
— supp X; C O; et Imx; C [O, 1]
On note Q =01U---UO,. Alors K C O. Soit ¥ € €5°(R?) telle que ¥ = 1 sur un voisinage ouvert de K et
supp X C O. Soit i € [1,n]. On pose
= Xi
Y+l -x
Le dénominateur ne s’annule bien jamais car sinon on aurait x(z) = 1 et x;(2) = 0 ce qui est impossible, donc

la fonction est bien définie. On a bien supp x; = supp x; C O; et on vérifie qu’une telle fonction yx; vérifient les
hypothéses voulues. 0

PROPOSITION 1.19. Soient {2 un ouvert de RY, f € €1(Q) et ¢ € 64 (Q). Alors pour tout i € [1,d], on a

/ B f(2)p(x)dz = — | f(x)dip(x) da.
Q Q

Preuve o Cas particuliers. On suppose que d =1 et Q =]a,b[ avec a < b. Comme @ est & support compact
dans intervalle ]a, b[, une intégration par parties affirme

[ rwewar=— [ swpear

Introduction et rappels — CHAPITRE 1 7



1.2. FONCTIONS A SUPPORTS COMPACTS

On suppose que d > 1 et Q = Hf 1]ai, b;[. Avec le théoréme de FUBINI, on a

b1 i—1 i+1
/ 6lf($(} dSL‘ = / / / / 8 fz d.’l?l da:i,l d$i+1 R da?n
Q a;y1 an
- [ F@oipta) da.

e (Cas général. On pose K := supp ¢. Par compacité, on peut ’écrire comme

N d
Kc|JP avec Ppi=]]lal,bi[, £ € [1,d].
=1 i=1
D’apres le théoréme précédent, il existe x1, ..., xn € €5°(RY) telles que

— supp x¢ C Py et Im x, C [0, 1] pour tout £ € [1,n];
- X1+ -+ Xxn = 1 sur un voisinage ouvert de K.

Alors comme yyp est a support compact, on a
N
[ out@)o(w)ae = > / 0if (2)xe(2)p(x) da

Z ) (xep) (z) da

= Z 0i(xep) (z) da
=—Z/f i (xep) (z) da

/f ZXE] )
- /Q F(2)050() da. O

o REMARQUE. Pour tout g € 6, () et pour tout i € [1,n], on a alors

d
/Q o) Vola)dr =3 /Q f(@)ig(x) da

d
== [ ot ds
= —/ div f(z)g(z) dz.

Q
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DISTRIBUTIONS ET EXEMPLES

DEFINITION 2.1.  Soit © un ouvert de R%. On dit qu'une forme linéaire 7' sur 2(2) est une distribution si, pour
tout compact K de €, il existe Cx > 0 et px € N tels que, pour toute ¢ € Z(Q) telle que supp ¢ C K, on ait

(T,¢) =T(p) < Cx sup sup|d®p(z)|.
aeN? zeK
la|<px

De plus, on dit que T est d’ordre inférieur ou égal a p € N si pxg < p pour tout compact K de 2

NOTATION. On note 2'(2) I’ensemble des distributions sur (2.

EXEMPLE. Soit f € L _(€2). On considére I'application
2(Q) — R,
Tf .
@ — / f(x)p(z) da.
R

Cette derniére est bien définie et il s’agit d’une forme linéaire sur 2(Q2). De plus, soit K un compact de €. Alors
pour toute v € Z() telle que suppp C K, on a

(T o) < Ck ol avee Ci = / f(z)|da.
K

On en déduit que T est une distribution sur 2 d’ordre 0.

LEMME 2.2. Soit f € Lj,.(Q) telle que [, f(x)p(z) dz = 0 pour toute ¢ € Z(Q). Alors f = 0 presque partout.

loc

Preuve Soient 0 € 2(Q) et (p-)e>o une approximation de I'unité. On prolonge la fonction f@ sur R? par 0 en
dehors de Q. Alors cette derniere appartient & L*(R?) et f6 % p. = 0 pour € > 0 assez petit. Comme 0% p. — f6
dans L'(R9), on en déduit que ff = 0 presque partout.

On écrit Q = |J,en Ky ol les ensembles K, sont des compacts. Soit n € N. On note 6,, € 65°(R?) une
fonction plateau telle que 6, = 1 sur K, et suppfd C . Alors f6,, = 0 presque partout sur €2, donc f =0
presque partout sur K. On en déduit que f = 0 presque partout sur 2. O

Par le lemme précédent, il existe donc un plongement de L (Q) dans 2'(2) par application f — T;. On

loc

s’autorisera alors & noter f pour T et donc a considérer quune fonction f € Li (€2) est un élément de 2'(€).

EXEMPLE. 1. Soit a € 2. On considere I’application
2(Q) — R,

Oa:
Y gp(a).

C’est clairement une distribution. Cependant, montrons qu’elle ne s’identifie pas a une fonction. Par I’absurde,
supposons qu’il existe f € L () telle que §, = T. On note 6 € €5°(R?) une fonction plateau a valeurs dans
[0, 1] telle que

6 =1sur B(0,1) et 6=0sur B(0,3/2)".

Soit n € N*. On note 0,,: x € R — 0,,[n(z — a)]. Alors supp6,, C B(a,3/2n) C Q pour n assez grand et
1= (6,.60,) = / (@) () dz < / (@) dz — 0
Q B(0,3/2n)

ce qui est impossible.
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2.1. DISTRIBUTIONS ET EXEMPLES

2. Soit p une mesure de §2 de masse finie sur les compacts. Alors 'application
2(Q) — R,

Ty:
©— Qsodu

est une distribution sur .
3. Soient zg € Q et a € N, Alors I'application

€ D(Q) > (0009, 0) = (=1)1*10p ()
est une distribution sur £ d’ordre inférieur ou égal & |a|. En effet, supposons que son ordre ¢ soit strictement
inférieur & p := |a|. Soit § € €5°(RY) telle que § = 1 sur un voisinage de 0. Soit n € N*. On pose

x: 2z €RY— 2P0(x) et xn:x € R x[n(z — x0)]

de sorte que

(0%02y, Xn) =nPpl et supp x C supp xn.
Comme la distribution est supposée d’ordre g, il existe C' > 0 tel que

nPp! < C sup sup|d®x,(z)|. (%)
IBl<q e

Or pour tout z € Q et tout 3 € N? tel que |3 < ¢, on a
P xn(x) = n?18°x (n(z — 20)), donc sup|8ﬁx;x)\ < n9)0%x ()| oo-
zeN

En réinjectant dans la relation (x), on obtient une contradiction car ¢ < p.
4. On suppose Q = R. Soit (ay)nen une suite réelle. Alors 'application
T:= Z an0" o,
neN
est une distribution sur R car, pour tout compact K de R, il existe N € N tel que K C [-N, N] et, si ¢ € Z(R)
vérifie suppp C K, on a

N
T,¢) = a0 (n) < max l|a,| su B .
(T, ) ; " (n) < mas o] sup o]

DEFINITION 2.3. La waleur principale de la fonction z € R* — 1/z est la fonction
2(R) — R,

vp(l/): o — (vp(1/x), ¢) == lim x

e—0

o@) [ ela)=ol-a)
lz|ze ¥ ¢ /]R+ z ‘

C’est bien une distribution d’ordre 1.

Preuve En effet, pour tout compact K de R et toute ¢ € Z(R) telle que suppp C K, 'inégalité des
accroissements finis donne

(vp(1/2), ) < 2ME) ¢l -
Par 1’absurde, supposons que vp(1/z) soit d’ordre 0. Soit n € N*. On note 6,, € €5°(R) une fonction a valeurs
dans [0, 1] telle que 6 = 1 sur [1/n,1] et § = 0 sur |—o00,1/2n] U [2, +00]. Alors

(vp(1/2),0,) > / da

1/n T

> Inn.

Mais il existe C' > 0 telle que (vp(1/x),6,) < C||0,]| .- Dans ce cas, on a C' < Inn pour tout n € N* ce qui est
impossible. Donc vp(1/z) est d’ordre 1. O
DEFINITION 2.4. Une distribution 7' € 2'(Q) est positive si, pour toute ¢ € Z(£), on a

=20 = (T,p)>=0.

EXERCICE 2.1. Soit f € L{ (€2). Alors T est positive si et seulement si f est positive.

PROPOSITION 2.5. Soit T € 2'(f2) positive. Alors T est d’ordre 0.

Preuve Soit K un compact de 2. On note 0 € €5°(R?) une fonction plateau telle que 6 = 1 sur un voisinage
ouvert de K et suppd C Q. Alors pour toute ¢ € Z(Q) telle que suppp C K, on a

(T, [l¢lloc O = ) = 0,
donc (T, ) < Ck ||¢ll, avec Ck = (T, 60). Donc T' est d’ordre 0. O
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2.2. DUAL TOPOLOGIQUE DE 2(Q)

2.2 DUAL TOPOLOGIQUE DE Z(f2)

2.3

DEFINITION 2.6.  Soit  un ouvert de R%. On dit qu'une suite (¢, )nen de 2(2) converge vers p € 2(N) si

— pour tout a € N4, on a [|0%(pn — ¢)||ec — 0;
— il existe un compact K de €2 telle que supp ¢,, C K pour tout n € N.

PROPOSITION 2.7. Soit T une forme linéaire sur 2(£2). Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) T une distribution ;
(ii) pour toute suite (pp)neny de Z(£2) et tout p € Z(Q), si v, — ¢ dans Z(Q), alors (T, ¢,) = (T, ) dans R.

Preuve => On suppose que T est une distribution. Soient (@5, )nen une suite de Z(Q) et p € 2(Q) telles que
©n — @ dans Z2(9). Alors il existe un compact K de Q tel que supp ¢,, C K pour tout n € N. Alors supp p C K.
De plus, il existe Cx > 0 et px € N tels que

(T, on — )| < Ck sup sup|0%(pn — ¢)(x)|| ——— 0.

lal<pk z€K notee
<= Par contraposée, on suppose que 7" n’est pas une distribution. Alors il existe un compact K de € tel que,
pour tous n,p € N, il existe ¢, , € Z(Q) telle que

supp@np C K et (T, pnp) > n sup [|[0%¢n pllco-
lal<p

Soient n,p € N et ¢, , € 2(Q) telle que supp ¢ C K. On pose

Pn,p
Yo = 20
b <Ta Sﬁn,p>

Alors

1>n sup [|0%Ynpllo €t suppty, C K.
la|<p

Alors pour tout o € N? tel que |a| < n, on a [|[0%¢,, | < 1/n. Si on avait la proposition (ii), comme 1, , — 0
dans 2(Q), on aurait (T, ¢y, ,) — 0 ce qui impossible. O

CONVERGENCE DE DISTRIBUTIONS

DEFINITION 2.8.  Soit 2 un ouvert de R?. On dit quune suite (T}, )nen de 2'(£2) converge vers T € 2’ () si,
pour toute ¢ € Z(), on a (T,,,p) — (T, p) dans R. On note alors T,, — T dans 2’ ().

EXEMPLES. — Soient (f,)nen une suite de L{ (Q) et f € L{ (Q) telles que f,, — f. Alors Ty, — Ty.
— Soient (ay,)nen une suite de 2 et a € Q tels que a,, — a. Alors §,, — 0,.
— Pour n € N*, on note fr: 2 € R — Lj1/ 1oo((|2])z™t. Alors fr, — vp(1/z).

— Soit n € N*. On note )

x+i/n
Soit ¢ € Z(R). 1l existe R > 0 tel que supp ¢ C [—R, R]. Alors
p(z) " p(z) — (0) / ®p(0)
)= [ 2D _qp = [ P PO 2 da.
(s ) /Rx—I—z/n v /,R x+i/n v _pr+i/n

D’une part, comme ¢ est a support compact, on a |[(¢(z) — ¢(0))/(z +i/n)| < ||¢'||, pour tout z € R et le
théoreme de convergence dominée donne

" o) —9(0) 4 To@) —e0) [T —e(=m)
T PR L ey LR ——

—R $+i/ x

D’autre part, on a
R R .
0 _
/ 90( ) dx = (,0(0) / fil/n dx
_px+i/n _px?+1/n?

_ _ip(0) /R x da

n J_pz?2+1/n?

fnizeR—

nR
. d .
= —w(O)/ o1 +yy2 — —imp(0).

On en déduit que f,, — vp(1/x) — imdy dans Z(R).
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2.4

2.4. DERIVATION DES DISTRIBUTIONS

THEOREME 2.9. Soient Q un ouvert de R? et (T},),en une suite de 2'(2) tels que, pour toute p € 2(1), la
suite ({(T},, ))nen soit convergente. Alors il existe T € 2'(Q) telle que T,, — T dans 2’ ().

Preuve On rappel le théoreme de BANACH-STEINHAUS dans ce cas-ci, appelé le principe de bornitude uniforme :

Soient K un compact de Q et (T, )nen une suite de 9'(Q) telle que, pour toute p € 2(Q) telle que
supp ¢ C K, la suite ({Ty,, ©))nen soit convergente. Alors il existe Cx > 0 et px € N tels que

vneN, Vo € 7(Q), suppp CK = (T,¢) <Ck sup [[0%¢| - (*)
la|<px

Ce théoreme se montre avec le lemme de BAIRE dans l'espace de FRECHET €2°(Q2) = {¢p € 2(Q) | suppp C K}.

On reprend les notations de ce théoréme. Pour toute ¢ € 2(), on pose alors (T, ¢) = lim, o0 {Th, ©)-
Alors Dapplication T est une forme linéaire sur 2(Q2). En laissant tendre n vers +oo dans la relation (x), on
obtient la caractérisation d’une distribution T'. g

THEOREME 2.10.  Soit (T}, )nen une suite de 2'(Q) telle que T, — T € 2'(2). Soit (¢, )nen une suite de 2(Q)
telle que ¢, = ¢ € 2(2). Alors (T),, on) — (T, ).

Preuve Pourn € N, on a (Ty,, 0n) — (T, ) = (Tn, on — ) + (T — T, ¢). Comme T,, — T, on a (T,, — T, ) — 0.
Or ¢, — ¢, donc il existe un compact K de € tel que les fonctions ¢ et ¢, soient a support dans K. Par le
théoréme admis, il existe Cx > 0 et px € N vérifiant la relation (x). Alors

(T, on — @) < Ck sup [|0%(on — ¢)lle — 0.
‘0‘|<p1<

On en déduit alors que (T, ¢n) — (T, ) — 0. O
DERIVATION DES DISTRIBUTIONS

DEFINITION 2.11.  Soient © un ouvert de R? et T € 2'(). Pour j € [1,d], Papplication §;T: 2 — R définie par
Vo e 2(0), (0;T,p) = —(T,0;¢)

est une distribution.

PROPOSITION 2.12. Soient f € ¢*(Q) et j € [1,d]. Alors 9;Tf = Tp,s.
Preuve Pour toute ¢ € 2(R), le formule d’intégration par parties donne

(0iTy, @) = (Ty, 05¢0) = —/Qf(:v)ajw(x) dz = /Qajf(ﬂf)so(év) dz = (Ty, 1, ¢)- O
EXEMPLES. 1. Soit = R. On note H := 1 4 la fonction de HEAVISIDE. Pour toute ¢ € Z(R), on a

+oo
<H#»=%Hw»=—1; o () dz = p(0) = (5o, ).

La dérivée de cette distribution est donc H' = dp. De méme, la dérivée de la masse de DIRAC en 0 est ¢ — ¢’ (0).
2. Pour z € R*, on pose f(x) := In|z|. Pour toute ¢ € Z(R), on a

<ﬂ@=—4mm¢qu

= — lim In |z| ¢’ (z) dz

e—0 lz|>e

—€ +o0
— lim </ In|z| ¢ () dx+/ lnx|<p’(ac)dx)
e—0 o c

o -
=—M{wmmmr;—[ A2 4o+ oty ol - | @<MQ

o X

= —lim[p(—¢)Ine — p(e) Ine] + (vp(1/x), ¥).

e—0

Or le théoreme des accroissements finis assure |p(—¢)Ine — p(e)Ine| < 2¢ ||¢’|| ., — 0 pour tout € > 0. On en
déduit que f' = vp(1/x). Déterminons f”. Pour toute ¢ € Z(R), on a

(0 = (1/a) ) =~y [ ED gy
0 a0 ¥
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2.4. DERIVATION DES DISTRIBUTIONS

= — lim (/_E Ll(x) dz + /+OO L/(x) dx)
e=0\J_ T e x

—  lim < o)™ / o) 4, 1 [2l)] L /+°° o() dx)
e—0 T 1_ — o x? z € z?

— lim p) o (=) +o(e)
- LO</$>E 2 € >
T 2) 4o 4 2200)
—2133)( /z>s 2 T )

ou la derniere égalité vient d’'un développement de TAYLOR.

DEFINITION 2.13. La partie finie de la fonction € R* — 1/22 est la distribution
2(R) — R,

z?): x
pi(1/27) 0 — (pf(1/x?), o) = lim </| N @dz — 2('0(0))

e—0 X €
Elle vérifie vp(1/x)" = — pf(1/2?).

PROPOSITION 2.14 (formule des sauts). Soient I un intervalle ouvert de R et f: I — R. On suppose que f est
de classe €' par morceaux, 4. e. la fonction f est de classe € sur ]a,a;] et sur [ay,b[ et il existe ay,...,ay € I
tels que

vk S [[LN - 1]]7 Elgk S Cgl([akaak-i-l])a f|]ak7ak+1[ =49

Pour k € [1, N — 1], on note f(a) = lim,_,q = f(z). On note {f'} € L} (I) P'unique fonction telle que {f'} = f’
sur |ag, ag+1[ pour tout k € [1, N — 1]. Alors
N

(Ty) =Tepy + > _[f(ay) = f(a;,)]0a,

k=1

Preuve On note I = ]a, b avec a < b. Pour toute ¢ € Z(I), on a

- [ 1@y
_Z/:“f dw/ I )dx/aif(fv)w’(x)dx

k=1
N-1 ans
= [ (r@e@r + [ r@e ) + F@e@)e - [ )o@ de+
> (e [ rwewar) i -[
F@e@)]t, - / f(@)p() da
N— 1 "
- / £ (@)p(x) flar Delarss) — o )plan)] + fa])e(ar) — Flad)p(an)
N k_l
= Ty ) + (U7 ad) ~ 0o 0). .
k=1

THEOREME 2.15. Soient I := ]a,b[ un intervalle ouvert et T € 2'(I) telle que 7" = 0. Alors il existe A € R tel
que T = A.

Preuve Soit p € Z(I) telle que [, ¢(x)dx = 0. Alors Iapplication

¢:x€]»—>/ p(x)dx

est & support compact puisque, si supp ¢ = [¢, d] C |a, b], alors f: p(z)dz = 0 pour tout z > d ou z < ¢, donc
supp ) C [c, d]. Alors (T, @) = (T, /) = (", ) = 0.
Plus généralement, soit ¢ € Z(I). Soit x € Z(I) de masse 1. Alors la fonction

oz el — p(x) —X(x)/lap(z)dz
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2.5. MULTIPLICATION

est de masse nulle et & support compact. Le cas précédent donne (T, ¢) = 0. Comme T est linéaire, on a

T.) = [ el)de (7.0 = [ @0 pla)da
On pose alors A := (T, x) et on obtient que T' = . O

DEFINITION 2.16.  Soient € un ouvert de R? et T € 2'(2). Pour a € N?, Iapplication 90°T':  — R définie par
Yo € 2(Q), (0°T,¢) = (—1)I°NT, 8%y)

est une distribution.

PROPOSITION 2.17. Soient (T},)nen une suite de 2(9) telle que T}, — T € 2'(Q2). Pour tout a € N, on a
o0°T,, — 0°T.

Autrement dit, la dérivation est continue.

MULTIPLICATION
On ne peut pas multiplier des distributions, voici pourquoi.

EXEMPLE. Soit (p.)e>0 une approximation de l'unité. Alors p. — &y dans 2’ (R). Soient I un intervalle ouvert
et p € 2(I) telle que p > 0 et [, p=1. Soit € > 0. On pose

I — R,
Pl s e tpe ).

Alors pour toute ¢ € Z(R), la quantité (p.do, ©) = p:(0)p(0) = e~ 1p(0)p(0) n’admet pas de limite. Si on avait

une multiplication, on devrait avoir p.dy — (dg)2. Il est donc impossible de définir une distribution (dg)?2.

DEFINITION 2.18. Soient 2 un ouvert de R?, T € 2'(Q) et a € €>°(Q). L’application aT: Q — R définie par
Vo e 2(Q), (aT,¢) = (T, ap)

est une distribution.

Prewve 11 suffit d’utiliser la formule de LEIBNIZ pour majorer les normes ||0%(ayp)| . Soit K un compact de 2
et p € P(Q) telle que supp p C K. Comme T est une distribution, il existe Cx > 0 et px € N tels que

Vipe 2(Q), suwppyp CK = (T,¢) <Ck sup [0%Y].
la|<pr
Comme supp ap C supp ¢, on a ap € 2(1) et la formule de LEIBNIZ donne
(aT, ) = (T, ap) < Cx sup [|0%(ap)]|,

lal<px

< Ck sup HZ (g)aﬁaﬁaﬁme

la|<px A<

«
<Cx swp Z@ 107 all . 197 ¢l .

la|<pr B<a
[71|<pr
[v2|<pK

< Ok max [|0%|, avec Ck :=Cg2P¥ max [|07al
lel<pr vISPK

On en conclut que 'application a1 est bien une distribution. ([l

REMARQUE. L’ordre de aT est intérieur ou égal a celui de T'.

EXEMPLES. 1. On note T := dg + 85. Soit a € Z(R) telle que suppa C [—1,1] et a(0) = 1. Pour tout ¢ € Z(R),
on a {(aT, @) = a(0)p(0) + (ap')(2) avec (ap’)(2) = 0. D’ou aT = dy.
2. On a zvp(l/z) =1 et x pf(1/2?) = vp(1/x).

PROPOSITION 2.19.  Soient (7},),en une suite de 2'(2) et (a,,)nen une suite de €°°(2). On suppose que 1), — T'
dans 2'(Q) et 0%a,, — 0“a uniformément sur tout compact pour tout o € N¢. Alors a,, T}, — aT dans 2'(9).
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2.6. LOCALISATION ET RECOLLEMENT

Preuve On suppose que T,, = T pour tout n € N. Soient ¢ € Z(£2) et K un compact tels que suppp C K. Il
existe Cx > 0 et px € N tels que

VneN, (T, (an—a)p) < Ckx sup [|0%(an —a)p)| - (%)

la|<px

Or pour tout a € N? tel que |a| < pg, on a

10 (an — @)l = || D @aﬁ(a" -0 |

BLa
(0% —
<) <ﬂ>|8’3(an — )]0, & 10° ]l
BLa
< 2P% max [|0°(ay — @)oo,k max [|0%¢]|cc-
|81<pK IBI<pK

Alors pour tout n € N, on a

HT, anp) — (T, ap)| < 2PXCk max ||8'8(an — @) |loo,x max [|0%p|lc — 0.
[BI<pK [BI<pr

Revenons au cas général. Soient ¢ € 2(Q2) et K un compact tels que supp ¢ C K. Alors
(anTn,p) — (T, @) = ((an — @) T, @) + {a(T5 = T), @)

Ce second terme tend vers 0 par le cas précédent car T,, — T. D’apres le principe de bornitude uniforme, il
existe Cx > 0 et px € N tels que (*) ce qui conclut : le premier terme tend vers 0. |

REMARQUE. On pourrait utiliser que, si T}, — T dans 2'(Q2) et ¢,, — ¢ dans 2(Q), alors (T}, p,) — (T, )
en montrant que a,p — ap dans 2(Q).

PROPOSITION 2.20. Soient a € (), T € 2'(Q) et a € N. Alors

o°(aT) =Y (g) 8%a°=PT.

BLa
En particulier, pour tout j € [1,d], on a
8j (aT) = (6]‘0,)T + aajT.
Preuve On procede par récurrence en se basant sur le cas particuliers. O

EXEMPLE. Soient T' € Z'(R) et a € €°°(R) tels que T" + aT = 0. Pour toute ¢ € Z(R), on a
0=(T"+aT,p) = —(T,¢' - ap)

—{x. (e~ [ ara]) ][ aan])
(ool [ swar] (ool [“atwa] ) ¢} =0

En prenant ¢ := exp(— fom a(y) dy)e, on obtient que

Vi € D(R), <(exp{/0xa(y)dy} T>/,1/1> =0.

On en déduit qu'il existe A € R tel que

exp(/ja(y)dy)T:)\, i e. T:)\exp(—/owa(y)dy).

e Autre méthode. En multipliant par exp(fom a(y) dy), on obtient que

donc

/

exp(/om a(y) dy) (T"+aT) =0, donc (exp {/Ox a(y) dy} T) =0

ce qui mene a la méme conclusion.

LOCALISATION ET RECOLLEMENT
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2.6. LOCALISATION ET RECOLLEMENT

DEFINITION 2.21.  Soient € un ouvert de R? et w un ouvert de Q. Soit 7' € 2'(2). On définit la distribution
T|, € 2'(w) par
©  sur w,

T|w,o) =(T,¢ D=
(Tw, ) =(T,p) avec ¢ {0 sur 0\ w.

pour toute ¢ € Z(w)

PROPOSITION 2.22 (recollement de distributions). Soit (w;);er une famille d’ouverts de 2 telle que = | J;¢; w;.
Pour i € I, soit T; € 2'(w;). On suppose que T; w;nw; bour tous 4,7 € I. Alors il existe une unique
distribution T' € 2'() telle que

wiNw; — Tj
Viel, Tl,=T.

Preuve o Unicité. Soient Ty et Ty deux telles distributions. On pose S := T — T». Alors S|,, = 0 pour i € I.
Soient ¢ € 2(0) et K un compact tel que suppp C K. Calculons (S, ). Comme K est un compact qui est
inclut dans 2, il existe i1,...,i, € I tels que K = w;; U---Uw; . Soient x1,...,xn € Z(2) des partitions de
I'unité associées, i. e. vérifiant

- X1+ -+ Xn = 1 sur un voisinage de K,

— supp x¢ C w;, pour tout £ € [1,n].

Comme ¢ est a support dans K, on a

(S, xew) = > {8, xep) =
(=1 (=1

Ceci montre que S =0, 7. e. T} = Ts.
e Ezxistence. Soient ¢ € 2(£) et K un compact tels que supp ¢ C K. On reprend les mémes notations que
dans l'unicité. Si une telle distribution T existe, alors

Wz‘l{ » Xep Wi£> =0.

n
€=1

n

<T’ (P> = Z<Tiz7 XZ@)'

£=1
Soit K un compact tel que supp ¢ C K. 1l existe j1,... ,Jp € N tels que K = wj, U---Uwj, . Soient X1,...,Xp €
2() les partitions de l'unité associées. Montrons que

n p

Z queQP Z zkanSO

=1 k=1
ce qui montrera que T est bien définie. On a

n

> (T xep) =

n

Z<Tu7>~<k)(e<ﬁ>

NE

=1 k=1¢=1
PP
=3 (T, o, » XeX0P)
k=1¢=1
p P
= Z Z<Tjk |‘*’J'k Nwiy o XkXZ@)
k=1 =1
p n P
k=1 ¢=1 k=1
Montrons que I'application T est bien une distribution. Soit K un compact de w. Il existe iy,...,4, € I tels

que K = w;, U---Uuw;, . Soient x1,...,xn € Z(N) des partitions de I'unité associées. Pour tout ¢ € [1,n], il
existe Cy > 0 et py € N tel que

Vip € D(wi), supp?y Csuppxe = (Ti,,) < Cy max Ha‘%lloo

al<p

Soit ¢ € 2(9Q) tel que supp ¢ C K. Alors comme dans des preuves precedentes, on a

uzaXé(p

:HM:

|‘\I

< Cy max [|0%Y] o
=1

< Ck x max [|0%p||

|\K
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2.7

2.8

2.7. COMPOSITION

avec
ZCﬂp’f ‘max 10%elloo €t pr = 1riléa<x Do
=1
ce qui montre que c’est une distribution. O
COMPOSITION

REMARQUE PRELIMINAIRE. Soient f € LL_(Q) et y: Q — Q un ¢>°-difféomorphisme. Pour étre cohérent avec
la formule du changement de variables, on voudrait définir la distribution 7 o x par

(Ty 0%, 0) / S w)ldet T, (x " )| dy, ¢ € 2(Q).

DEFINITION 2.23. Soient T' € 2'(Q) et x: Q — Q un ¥>°-difféomorphisme. On définit la distribution T o x par
Vo e 2(Q), (Tox, P o). 2@ = (T 1det Iy (x DT oo x a2

REMARQUE. Cela définit bien une distribution d’aprés la formule de FAA DI BRUNO.

EXEMPLE. On suppose que Q = Q = R%. On considére x: z € R — Az + b avec A € GL4(R) et b € R%.
Alors pour toute ¢ € Z(R?), on a

(Tox,p)=|det A" (T, pox™") avec @ox '(z)=¢[A " (z—Db).

DERIVATION ET INTEGRATION

PROPOSITION 2.24. Soient T' € 2'() et ¢ € €°°(2 x R™). Soit K un compact de (2 tel que suppp C K x R™.
Alors la fonction y — (T, (-, y)) est de classe €°° sur R et vérifie

Vy € Rda Va € NdJrnv 83<Ta 90(7y)> = <T7 5;‘90(,:1/))

Preuve Montrons cette proposition uniquement dans le cas 6! et |a| = 1. Soient x € Q et yo,h € R™. La
formule de TAYLOR donne

‘P(xayO‘f‘h) - .13 Z/o Z h'a o x yo (xayOah)
|a]=1
avec
r(z,yo, h) —22 / (1—1)0;¢(z,yo + th) dt.
|a]=1
Alors
<T7 90(7 Yo + h)> - <T7 <)0(a y0)> = Z ha<T7 8590(3 y0)> + <T, T(‘, Yo, h)>

|a]=1
La somme est linéaire en h. Montrons que le second terme est un o(h). Il existe cx > 0 et px € N tels que

V€ 2(Q), suppy C K (T,9) < Cx max [|079].
SPK

Alors comme suppr(-,yo, h) C K, on a
(T,7(sy0, b)) < max |87 (-, yo, h)]-

[Bl<pK

On suppose que ||h]| < 1. Alors une majoration grossieére de 'intégrale donne

(Tt ) < O o 3 L sup (020700001

1BI<
ez TS
Dans tous les cas, si b = (hi,...,hy) et |a| =2, on a [h*| < ||h]°. Alors
(T,7(-,yo.h)) < ||B]* Cxc max sup 9795 (@, y)| = O(h).

|Bl<px ‘ |=2 reK
““ly—yoll<1

Ceci montre que 'application est différentiable en yg. Ainsi, on montre, par récurrence, qu’il existe des dérivées
partielles & tout ordre. (I
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2.8. DERIVATION ET INTEGRATION

o REMARQUE. On n’a pas vraiment besoin que la fonction ¢ soit de classe ¥°° par rapport & y. On a un résultat
identique si p € € (Q x V), ou V est un ouvert de R™, vérifie suppp C K x V.

PROPOSITION 2.25. Soient T' € 2'(Q) et ¢ € 2(£2 x R™). Alors

/n<T,sD(~>y)>dy = <T/n e(y) dy>.

Preuve e Cas particulier. On suppose que n =1 et f]R o(z,y) dy = 0 pour tout z € Q. Il existe un compact K
de Q et R > 0 tels que suppy C K x [—R, R]. Pour (z,y) € Q x R, on pose

0z, y) = /J oz, ) dz.

— o0

Cette fonction 6 vérifie les hypotheéses du théoréme précédente. Alors pour tout y € R, on a

0y (T, 0 y)) = (T, 9,0, y)) = (T, ¢, ),

donc il existe A € R tel que
y

Yy eR, (T,0(y)) = / (T, (-, 2))dz + A (%)

— 00

Siy < —R, alors (T,0(-,y)) =0 et (T, (-, 2)) = 0 pour tout z € |—00,y], donc A = 0. En laissant tendre y vers
400, on obtient 1'égalité voulue.

On ne suppose plus la seconde hypothese. Il existe un compact K de et R > 0 tels que supp ¢ C K x[—R, R].
Soit x € Z(R) telle que supp x C [-R, R] et [, x(y)dy = 1. Pour (z,y) € Q x R, on pose

Wz, y) = o(@,y) — x) / olx, 2) dz.

R
Alors la fonction v vérifie I’hypothese du cas particulier, donc

/R (T, () dy = 0.
donc

/R<T7<p(-,y)>dyf <T,/Rso('72) d2>/Rx(y) dy = 0. 0
N

1

e Cas général. Tl existe un compact K de 2 et R > 0 tels que suppp C K x Bg(0, R). Comme T est une
distribution, il existe Cx > 0 et px € N tels que

(T, ) =T(p) < Ck sup sup|0p(z)|.
aeNd zeK
|a|<pr

On en déduit que la fonction y — (T, (-, y)) est & support dans B¢(0, R), donc elle appartient a L(R"). Par le
théoreme de FUBINI, on peut alors intégrer une variable a la fois et on se raméne au cas n = 1.
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SUPPORT D’UNE DISTRIBUTION

DEFINITION 3.1, Soit © un ouvert de R%. On note O(T) I’ensemble des ouverts w de € tel que T, = 0. Le
support d'une distribution 7' € 2'(Q) est I'ensemble supp T vérifiant

(suppT)° := U w.
weO(T)

REMARQUE. Soit f € Li _(£2). Montrons que les deux notions de support coincident. Pour tout ouvert w C §2,

loc
on a f =0 presque partout sur w si et seulement si 7|, = 0. On en déduit que supp f = supp 7.

PROPOSITION 3.2. L’ensemble (supp T')¢ est le plus grand ouvert O de 2 tel que T|p = 0.

Preuve Pour tout ouvert O telle que T'|o = 0, on a O C (suppT)®. Soit (T, )weco(r) une famille de distribution
telles que T, € 2'(2) pour tout w € O(T). Alors

YweO(T), T,=0 et Vwi,wa € O(T), Ty lwinws = Tws lwinws-
On peut les recoller, i. e. il existe une unique distribution T € 2'((supp T)°) telle que
Yw e O(T), Tl|, =T, =0.
Alors T (suppye =0 = T. D’ot la proposition. (I

REMARQUES. L’ensemble supp T est le plus petit fermé F' de Q tel que (T, ¢) = 0 pour toute p € Z(Q) telle
que supp p N F = (). Attention : il faut que les supports sont disjoints pour conclure que (T, ¢) = 0. Par exemple,
on prend T' = §(. Alors suppT = {0}. Soit ¢ € Z(R) telle que ¢ = 1 sur [—1,1]. Alors

(T, zp) = (85, wp) = —(z¢" + 9)(0) = 1
et, pourtant, on a x¢ = 0 sur supp 7. La raison est que supp ¢ NsuppT = {0} # 0.

EXEMPLE. On a supp dp = {0}.

PROPOSITION 3.3. Soient T'€ 2'(2) et o € N%. Alors supp 9°T C suppT.

Preuve Soit w un ouvert de 2 tel que T'|, = 0. Pour toute p € (), si supp ¢ C w, alors supp 9%¢ C w et
donc (9T, @) = (—1)I*l(T,9*¢) = 0. D’ott I'inclusion. O

REMARQUE. Pour tous x € suppT et r > 0, on a T|B(z,r) £ 0.
PROPOSITION 3.4. Soient T € 2'(Q) et a € €°°(2). Alors suppal C suppa Nsupp 7.
Preuve Soit ¢ € 2(Q) nulle sur un voisinage ouvert V' de supp a Nsupp 7. Comme a est nulle sur (supp @), la

fonction ap P'est aussi, donc elle I'est sur V' U (supp T')° qui est un voisinage de supp T, donc (aT, ¢) = (T, ap) = 0.
On en déduit l'inclusion. O

PROPOSITION 3.5. Soient S,7 € 2'(€2). Alors supp(S + T) C supp S Usupp 7.

Preuve Soit ¢ € 2(92) nulle sur un voisinage ouvert de supp.S Usupp 7. Alors ¢ est nulle sur un voisinage
ouvert de supp S et sur un voisinage ouvert de supp 7', donc (S, ) =0 et (T,¢) =0, donc (S +T,p) =0. O

DISTRIBUTIONS A SUPPORT COMPACT

DEFINITION 3.6.  On note &”(£2) I'ensemble des distributions de 2’(2) & support compact, 7. e. dont le support
est compact.

Convolution de distributions — CHAPITRE 3 19



3.2. DISTRIBUTIONS A SUPPORT COMPACT

THEOREME 3.7. Une distribution 7' € &’(Q2) est d’ordre fini et il existe un compact K de , ¢ > 0 et p € N tels
que
Vpoe 7(Q), (T,¢) <cmax|[0%¢|loc,k- (%)

lal<p

Preuve On suppose que T # 0. Soit x € 2(Q) telle que x = 1 sur un voisinage ouvert de supp 7. Alors pour
toute p € 2(Q), on a (T, p) = (T, xp) puisque la fonction (1 — x)¢ est nulle sur un voisinage ouvert de supp T
On note K := supp x. Alors il existe Cx > 0 et pg € N tels que

Ve 2(Q), suppy C K = (T,lb)SCK‘max 10%Y]| 0, x5 -

al<px
Pour toute ¢ € Z(Q2), comme supp x C K, on a

(T, ) = (T, xp) < Ck ‘ glggk\lﬁo‘(xw)lloox

= C max[|0%¢|[o, k
la|<p
avec

C =2P%Ck max |0%|lcc,x €t p=Dpk. O
lal<px

REMARQUE. L’espace &(2) := €°°(£2) est muni de la topologie de la convergence uniforme de la fonction et
de toutes ses dérivées sur tout compact. Soit ¢ € &(Q2). Pour n € N*, on note x,, € Z(f2) une fonction plateau
associé & K,, = {z € Q| d(x,00) > 1/n,|z| < n}. Alors x,» — ¢ dans &(Q). En effet, pour tout compact K
de €, il existe ng € N* tel que K C K,,, donc xn¢ = ¢ sur un voisinage ouvert de K pour tout n > ng.

Soit T' € 2'(Q). Avec la relation (*), on montre que la suite ({(T, X»n¢))nen+ est de CAUCHY et on peut poser

(T,¢) = lim (T, xnp).

—+0o0

On vérifie que, si (¢n)nen est une suite de 2(Q) telle que ¢,, — ¢ dans 2(Q), alors (T, ¢,,) — (T, ¢). On a ainsi
prolongé la distribution 7' en une distribution de &”’(2) et elle vérifie la relation (x).

PROPOSITION 3.8. Soient g € Q et T € 2'(Q) telle que supp T = {x¢}. Alors il existe p € N et une famille de
réels (aa)|a|<p tels que

T = Z 6 0%05,.

lal<p

Preuve On note p € N l'ordre de T'. Quitte & considérer la distribution S définie par (S, ¢) = (T, ¢(- — 20)),
on peut supposer que xg = 0. Soit ¢ € €5°(R) une fonction & valeurs dans [0, 1] telle que

1 si |z <1,
Vie) = {0 si|x| > 2.
Soit € > 0. Pour x € R, on pose
X=(z) = ¢(llz/e)-
Alors la fonction y est de classe €°° a support compact et elle vérifie x. = 1 sur B(0,¢) et supp x. C B(0, 2¢).

En prenant € assez petit, on a x. € Z(€2). Soit ¢ € Z(12). Comme 1 — x. = 0 sur un voisinage ouvert de {0}, on
a (T, p) = (T, xep). Soit r > 0 tel que B(0,7) C €. 1l existe ¢ > 0 tel que

Vo€ 2(Q), (T,¢) < cmax 0“9l 50.,-
<p B

o
Alors
(T xe9) < e max 0% (xe9) oo B(0.1)-

lal<p

e Cas particulier. On suppose d’abord que ¢(0) = 9%p(0) = 0 pour tout o € N? tel que |a| < p. Alors pour
tout x € R?, la formule de LEIBNIZ donne

0 (x=9) (@) = Y (g) 0 xe(2)0" P o)

BLa
o, pour tout 3 € N? tel que 3 < a, on a
8%xe(z) = e 1P19%x (2 /e).
Or pour tout z € R?, la formule de TAYLOR assure
B

p@)=(@+1) > %/O (1 —t)P0%p(tz) dt,

|B|=p+1
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3.2. DISTRIBUTIONS A SUPPORT COMPACT

donc
P

(@) < (p+1) > el

1
0%l [ 1=ty at
|8l=p+1 0

Pour tout € B(0, 2¢), on a alors
@) <(+1) > (2P0l
|Bl=p+1

=+ N 0% e
|Bl=p+1

Soit a € N? tel que |aL< p. Alors la fonction 9%p vérifie les mémes hypotheses que ¢ en remplagant p par
p — |a|. Pour tout « € B(0,2¢), on a alors

0% ()] < (p+ D)ertirlelortizlel Y7 1879%| o

|Bl=p+1-|al
=(p+ 1)5p+1—\a|2p+1 Z ||8B<ﬂ|\oo,
|Bl=p+1

donc

!
|0%(xe0) ()] < (p+ 1) Z (ﬁ>5|ﬁ||85><1|oo€p“O"B|2p+1 Z 107 ¢l|oo

Ba [v|=p+1

= e HlC, () avee Cyly) = <p+1>Z<§)”aBX1”°° > 17l

B Ivl=p+1
De plus, on a 9%(xep)(x) = 0 pour tout = € R%\ B(0, 2¢). Avec les hypothese, on obtient donc que

<T7 XSQP> < Ccp(gp) max €p+1—\a| N 0’

la|<p e—0

donc (T, ¢) = 0.
e Cas général. Soit p € 2(Q). Pour x € R, on pose

xk
V(@) = (@) = (D S00(0))xea ().

lal<p

Alors la fonction 1 est de classe €°° a support compact et vérifie les hypotheéses du cas précédent. On en déduit
que (T, ) = 0, donc

_1)lel
(T, ) = Z a,0%0(0) avec aq = %<T7 anr/Q(x»' 0

la|<p

APPLICATION. On suppose que 2 = R. Soient m € N et zg € R. On cherche une distribution 7' € 2'(R)
telle que (z — x9)™T = 0. Soit T' € Z'(R) une telle distribution. Montrons que supp T = {x(}. Par I’absurde,
supposons qu’il existe z1 € R\ {zo} tel que 21 € suppT'. Pour » > 0, on a T'|g(s, ) 7# 0. Il existe o € Z(]—r,7[)
telle que (T, ) # 0. Alors pour tout r < |21 — zg|, on a

(T.9) = (o= 20" o) =0

ce qui est impossible. D’ott supp T = {xo}. D’apres la proposition, la distribution 7" s’écrit sous la forme

T = i 0%,
k=0

Soit ¢ € Z(R). Alors ((z — x¢)™T, ¢) = 0, donc

p k
d m
vz € R, Zaa(—l)k @[(iﬂ — 20)" ] =0.
k=0 T=20o
Or pour tout = € R et tout &k € [0,p], on a
dF e\ dk—ty
(@ —x0)"¢] = ( ) — [z — o)™ 7
dzk o=co T\l dazt oy AT
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3.3. CONVOLUTION 2’ x @

o1, pour tout ¢ € [0, k], le terme d*/ dz’[(z — 20)™|.=z, est non nul si et seulement si m = £ et, dans ce cas, il
vaut m!, donc

M 0 ) si k < m,
—l@—m)"e)| = k! 4 "o i
e e m!(k:fm)!m! dak—m| sinon.
=Zo
Si p > m, alors
p k—m
k! d" e
Yo € 2(R —1)* ! =0
peIR), Y an(-1) ml(k —m)l" dakom |

k=m
et on en déduit que ax = 0 pour tout k£ > m. Finalement, on a
m—1
T=>" a,0"0y,
k=0

Réciproquement, une telle distribution est bien solution de I’équation (x — x¢)™T = 0.

CONVOLUTION 2’ % 9

DEFINITION 3.9. Soient T € 2'(RY) et ¢ € 2(R?). Pour 2 € R?, on pose
T p(x) = (T, p(x —)).

PROPOSITION 3.10. Soient T € 2'(R%) et p € P(R?). Alors T * p € €°°(R?) et, pour tout o € N¢, on a
O(Txp)=T 0% =0T * p.
De plus, on a suppT * ¢ C supp 1 + supp .

Preuve Soient zo € R% et x € 2(1Q) telle que x = 1 sur un voisinage V' de z. Si la fonction x — (T, p(z—-))x ()
est infiniment différentiable en voisinage de g, alors la fonction x — (T, p(z — -)) I'est aussi. Pour y,z € R,
on note Y(y,x) = p(x — y)x(z). Alors supp ¢ C (— supp ¢ + supp x) X supp x. Le théoréme de dérivation donne
alors, pour tout x € V,

O(T x p)(x) = 03(T, p(x —-)) = O (T, p(x — -)x(x))
= (T, 97 [p(x — - )x()])
= (1,02 p(x )
=T % 0%(x).
De plus, pour tout z € R%, on a
0*(T * p)(x) = 05 (T, p(x — ) = (=DI*NT, 0% (a - -))
=(0"T, p(x —)).

Montrons l'inclusion des supports. Comme 7" * ¢ est continue, on peut regarder ’adhérence des points ou la
fonction T * ¢ est non nulle. Soit x € R%\ (supp T + supp ). Alors supp p(z — -) Nsupp T = . En effet, sinon il
existe z € supp p(z — -) Nsupp T, donc il existe y € supp ¢ tel que y = x — z, donc & =y + z € supp ¢ + supp T’
ce qui est impossible. On en déduit que (T, p(z — -)) = 0. On a donc montre que

{z e R [ (T, p(x —)) # 0} C supp T + supp .
Comme supp 1’ + supp ¢ est un fermé, on en déduit que

supp T+ ¢ = {x € R? [ (T’ p(x —-)) # 0} C supp T + supp . O

COROLLAIRE 3.11. Soient T € &'(R%) et ¢ € Z(R?). Alors T * p € 2(R?).

REMARQUE. On peut alors définir la convolé T x ¢ ot T € & (R9) et p € &(R?). On obtient les mémes résultats
que ceux de la proposition 3.10.

THEOREME 3.12. Soient T € 2'(R?) et (p:)e>0 une approximation de I'unité. Alors
Txp. — T dans 2'(R%).
e—0

Preuve  Soit p € 2(R%). Alors

(T * pe, ) = /Rd T * pe(w)p(x) do
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- / (T, pele — () da
Rd

La fonction (x,y) — pe(x — y)p(z) est & support dans (— supp pe + supp ) X supp ¢ qui est bien compact. Le
théoreme d’intégration donne alors

(T pevih = (T [ pelo = Jpla) )

= (T, pe * ¢())
oil p.: © € R+ p_(—x). La suite (p.).>0 est aussi une approximation de I'unité, donc . * ¢ — ¢ dans 2(R?),

donc (T * po, ) = (T, ) ce qui termine la preuve. O

THEOREME 3.13. Soit T' € 2'(). Alors il existe une suite (T,)nen de 2(9) telle que T;, — T dans Z'(Q).

Preuve Soit n € N*. On note
K, ={zxeQ|dx,00)>1/n, |x| <n}.

Soit X, € 2() telle que x,, = 1 au voisinage de K,, et supp x, C K, + B(0,1/2n). On prolonge x,, T & 2'(R%)
en posant (x,T,¢) = (T, x») pour tout ¢ € Z(Q). Soit (pn)nen+ une approximation de I'unité telle que
Vn € N*,  supp p, C B(0,1/4n).
Pour n € N*, on pose Ty, = (xnT) * pn € €= (R?) et cette fonction vérifie
supp T, C (supp xnT}) + supp p, C K, + B(0,1/2n) + B(0,1/4n) C Q,
donc T,, € 2(2). Soit ¢ € Z(2) qu’on prolonge par 0 en dehors de Q. Alors pour tout n € N*, on a
(T, ) = ((XnTn) * pn, )

= (T pn x ©)

= (T, Xn(Pn * ©))-
De plus, on a Xn(pn * @) — ¢ dans 2'(Q2), donc (T}, ) — (T, ¢) ce qui montre que T, — T dans 2'(Q2). O

PROPOSITION 3.14. Soit 7 € &'(R?). Alors I’application
2R — Z(R?),
pr—=Txp

est séquentiellement continue.

Preuve Soit K; un compact de R? voisinage du support de 7. Il existe ¢ > 0 et p € N tels que
Vi e 2(Q), (T,9) < Cﬂl‘E;XH@“solloo,Kl- (%)

lal<p

Soient (¢n)nen € Z(RHN et o € Z(RY) telles que p,, — ¢ dans Z(R?). Alors il existe un compact K> de R? tel
que supp ¢, C Ky pour tout n € N. Alors pour tout n € N et tout € Ks, on a

T x () = T x ()| = (T (on = #)(z =)

< cmax | 0%(pn — ) (@ = *)lloo, x5, — 0.
lal<p

De méme, pour tout 3 € N et n € N, on a

sup (07T * g, (x) = 9°T % p(a)| = sup [T * (87[pn — ¢])(2)]
ze Ko reKo

< c sup sup |8°‘+B(<pn —¢)(z—1y)]
la|<preK>
yeK

<c sup  sup |0%en —@)(2)] — 0. (]
la|<p+|6] z€Ka

PROPOSITION 3.15. Soient (T,)nen une suite de 2'(R?) et T € 2'(R?) telles que T,, — T. Soit ¢ € 2(R?).
Alors pour tout o € N%, 1a suite (9T}, * )nen converge uniformément sur tout compact vers 9T  ¢. De plus,
§’il existe un compact K de R? tel que supp T}, C K pour tout n € N, alors T}, * ¢ — T * ¢ dans .@/(Rd).

Preuve Quitte a remplacer T;, par T,, — T', on peut suppose que T' = 0 et, quitte & remplacer ¢ par 0%y, on
peut supposer que a = 0. Pour tout # € R, comme T, — T et ¢(x —-) € Z(R?%), on a

T * pn(z) = Tx ()| = (Tn = T, p(x —-))| — 0.
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Soit Ky un compact de R, 11 existe R > 0 tel que K; C B(0, R). Soit = € K;. Soit K> un compact de R? tel que
supp ¢ + B(0, R) C K3. On note ¢ > 0 et p € N comme dans le relation (%) pour tout n € N d’apreés le principe
de bornitude. Soit i € [1,d]. Alors

0i(Ty * ) ()| = [Ty % Oip(x)]
= [(Tn, dip(z — )

< csup sup |9 T0ip(z — g)|
YyEK:2 |o|<p

avec 0; = (J;n)i1<ngd. On a

sup [0;(Tn * ¢)(z)| < ¢ sup sup [0%p(2)].
r€EK |a|<p+12€K2

D’apres le théoreme des accroissements finis, il existe L; > 0 tel que
Va,y € Ki, |Tox@(x) = Tx @(y)| < Ly |z -yl

Par I'absurde, supposons que la suite (73, * ¢),en ne converge pas uniformément vers 7' * ¢ = 0 sur K;. Alors il
existe une suite (z,)neny de K7 et > 0 tels que

YneN, |T,xp(z,)| >n.

Quitte & extraire, on peut supposer que la suite (z,,),en converge vers un certain T € K. Dans ce cas, pour tout
n €N ona

Tn o (@) 2 | T+ ()| = | T p(20) — T + (7))
zn—Lilen — [ — 0.

En passant a la limite, on obtient que 0 > 7 ce qui est impossible. D’otu la converge uniforme sur tout compact. [J

CONVOLUTION 2’ % &’

DEFINITION 3.16. Soient T' € 2'(R%) et S € &'(RY). On définit la distribution T x S € 2’ (R?) telle que
Vo € Z(RY), (T*S,¢)=(T,5x¢)
ot (8, ¢) = (S, @) et p(z) = o(—x) pour toute ¢ € Z(R?) et tout = € R

Preuve Montrons qu’il s’agit d’une distribution. Comme S € &”(R?), il existe un compact K; voisinage du
support de S, ¢ > 0 et p € N tels que

Vip € (), (T,¢) < cm‘gXII(?“wlloo,Kl-

la|<
Comme supp S * ¢ C supp S + supp g, on a S * ¢ € Z(R?). Soient K un compact de R? et ¢ € Z(R?) tels que
supp ¢ C K. Comme supp S * ¢ C K — K7, il existe co > 0 et po € N tels que

(T, S %) <ca sup [[0%(S * )| oo, -

|Oc‘\p2
Alors
(T'% S,) = (T,Sx¢) <cy sup sup (c sup sup [0* +%(%*y)\)
la|<p2 zEK2 ~ |BI<pyEKL
=cx sup [0%¢(7) .k,
la|<px
avec cg = ccy et pg = p + po. Cela montre que I'application T * S est une distribution sur R, O

PROPOSITION 3.17. Soient T' € 2'(R%) et S € &'(R?). Alors suppT * S C supp S +supp 7.

Preuve L’ensemble F := supp S + supp 7’ est un ouvert, donc son complémentaire O := R? \ F' est un ouvert.
11 faut montrer que T * S|o = 0. Soit ¢ € @(Rd) telle que supp ¢ C O. Montrons que suppS *pNsuppT =0
ce qui impliquera que (T % S, ) = 0. Si supp S * p Nsupp 1" # 0, alors il existe & € supp S * ¢ NsuppT et on
peut Décrire comme z = y + z avec y € supp S et z € supp @, donc z € suppy et z € suppT + supp S ce qui est
impossible. D’ott O C (supp T * S)¢, donc suppT S C F. O

REMARQUE. On peut définir une convolution &”+2’. Si S € &' (R?) et T € 2'(R%), on pose (S*T, @) = (S, Tx)
pour toute ¢ € Z(R?). On peut montrer que S +*T € 2'(R%) et S*T =T * S.

EXEMPLE. Pour toute 7' € 2'(R%), on a T % g = T. Pour tous a,b € R%, on a 4 * 0y = Ja4p-
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3.4. CONVOLUTION 2’ x &”

PROPOSITION 3.18. Soient T' € 2'(R9) et S € &'(R?). Alors pour tout @ € N¢, on a
0T xS) =0T xS =T x*9“S.

Preuve Soient o € N¢ et p € 2(R?). Alors

—1)'*HT,0%(5 = ¢))
9°T, S * )

De méme, on a

(0°(T % S), 0) = (~1)I*UT, 8 x 8% ) = (—=1)1*NT, 05 * ).
Or pour toute 1 € Z(R%), on a

(0°3,4) = (~1)/*1(3,0)
= (=1)l*l(s,0°0)
= (-1)*(s,0°9)
= (=1)l*lo°5,4)
= (-1)*1(25, ),
donc 9°S = (—1)"’“'5‘;@. On en déduit que
(80‘(T*S),g0>:<T,6°‘A§*@>:<T*8°‘S,gp>. O

EXEMPLE. On souhaite résoudre I’équation aux dérivées partielles — Au = f. On suppose que 1'on connait une
distribution T € 2'(R) telle que — AT = &y. Alors

—AT+f)=(=AT)xf=bdox [ =1,

donc la fonction u = T * f est une solution. On appelle la distribution 7" une solution fondamentale.

PROPOSITION 3.19. Soient (T},)nen une suite de 2'(R?) et T € 2'(R) telles que T, — T. Soient (S,,)nen
une suite de & (R%) et S € &'(R?) telles que S,, — S. On suppose qu’il existe un compact K de R? tel que
supp S, C K pour tout n € N. Alors T}, * S, — T % S dans 2'(R?).

Preuve  Soit ¢ € 2(R?). On a S, x ¢ — S % ¢ dans Z'(R?) et, comme (T}, ¥ Sy, ) = (Tp,, Sy % ) et T, — T,
on a (Ty, * Sy, @) — (T % S,¢), donc T, * S,, — T * S dans Z'(R?). O

THEOREME 3.20. Soient R, S,T € 2'(R?) dont deux sont dans &”(R?). Alors (R* S) *T = R* (S T).

Preuve On fait le cas ou S et T sont dans &’ (R?), les autres se démontrant pareil. Soit (p,, )nen une approximation
de I'unité telle que supp p,, € B(0,1) pour tout n € N. Pour n € N, on pose S, = p, * S et T}, :== p,, * T. Alors
les suites (S )nen et (Th)nen sont des suites de Z(R9) convergeant respectivement vers S et 7. De plus, pour
tout n € N, on a

supp S, C supp S + B(0,1) et supp7, C suppT + B(0,1). (%)

Soient n € N et z € R%. Alors

Le théoréme d’intégration appliqué a la fonction ¢: (y, z) — Sp(z —y — 2)T,(2) qui vérifie
supp ¥ C [x — supp S, — supp Tp,] X supp T,

donne

Rx (S, xT,)(z) = / (R, Sp(x—— 2))Tnh(2)dz

Rd

= / Rx Sp(x — 2)Th(z) dz
Rd
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3.4. CONVOLUTION 2’ x &”

= (R*8S,) * Ty(x).
1 (Rd)

D'ott R* (S, xT,,) = (RxSy,) x T,. Passons & la limite. Cette égalité est vraie dans ¢°°(R?), donc dans L] _
et a fortiori dans 2'(R%). Or S, * T, — S+ T dans 2'(R?) et le support des distributions S,, * T}, est inclus
dans un compact commun d’apres la relation (). On en déduit que R * (S, * T},) — R* (S xT) dans 2'(R?).
Par ailleurs, on a R x S, — R* S dans 2'(R?). De méme, par la relation () et comme T, — T dans 2'(R?),
ona (Rx*S,)+T, — (R+S)*T dans 2'(R?%). Par I'unicité de la limite, on a R* (S*T) = (R*S)+«T. O
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LA CLASSE DE SCHWARZ

Définition et convergence dans cet espace

DEFINITION 4.1.  L’espace de SCHWARTZ de RY, notée . (R?) est 'ensemble des fonctions ¢ € € (R?) vérifiant

Va, B € NY sup [¢290°p(z)| < +oc.
z€R4

ExeEmMpLES. Toutes les fonctions de class2e € a support compact sont dans la classe de SCHWARTZ. Toutes les
fonctions de la forme p(z) = P(z)e~I#I" avec P € R[X1,..., X ] et a > 0 sont dans la classe.

REMARQUE. On veut pouvoir donner une topologie & I'espace . (R%). Pour ¢ € .#(R%) et p € N, on pose
Ny(p) =Y sup [2*0%p(x)|.

. d
la|<p TER

181<p
DEFINITION 4.2. On dit qu'une suite (¢, )nen de .7 (RY) converge vers une fonction ¢ € .7 (R9) dans l'espace
S (R?) si
VpeN, Ny(en—¢)—0.

PROPOSITION 4.3. L’espace €°°(R?) est dense dans I'espace .7 (R9).

Preuve Soit x € 2(R?) & valeurs dans [0, 1] telle que x = 1 sur B(0,1) et suppx C B(0,2). Soit ¢ € .7(R%).
Pour n > 1, on pose x,: z € RY — x(z/n) et ¢, = xnp. Alors la suite (¢,)n>1 est une suite de €>°(R9).
Soient o, 3 € N9 et p € N tels que |a| < p et |3 < p. Soient n > 1 et z € R Alors

0% (pn — ) (@) = (1 = xn (@)’ p(z) = Y <6> ()0 (),

by v n"Y‘
[v|>1
donc
1 _
220% (n — @)()| < 2 (1 = xn(2)) 07 p(x)| + - > <ﬁ> sup [07x(2)| sup [z%0° 7 p())|
~+<B vy z€R4 z€R4
[v|>1
« 5] c
<[22 (1 = xn ()06 (1) + ~ Ny ()
avec

C =2 max sup|dx(2)|
0<|vI<P 2eR4

De plus, on a

o 1 a N +2(‘p)
21— ()0 p(a)| < gla 207 () < “rt2l®)
car 0 < 1 — x(2) < |2]? pour tout z € R%. On en déduit que
ozaﬁ _ < P+ p
félﬂgdlx (on — @)(2)] T T e
Cela montre que ¢, — ¢ dans .7 (R9) O

COROLLAIRE 4.4. Pour tout p € [1, +oo[, 'espace LP(RY) est dense dans 'espace .7 (R%).

Propriétés de la classe
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4.1. LA CLASSE DE SCHWARZ

DEFINITION 4.5. Une fonction continue f € € (R?) est dite & croissance polynomiale s'il existe n € N tel que
(@) = oz s 1oo(llz]™)

PROPOSITION 4.6. Soit ¢ € .7 (R?). Alors

1. pour tout @ € N4, on a 9% € .7(R%);

2. pour toute f € ¥>°(R?) dont les dérivées sont & croissance polynomiale, on a fo € .7 (R%);

3. pour tout ¢q € [1,+00], on a .7 (R%) C LI(R?). De plus, il existe C' > 0 tel que, pour toute f € .#(R?) et pour
tous a, 8 € N tels que |a| < p et |3] < p, on ait

”xaaﬁfHLq(]Rd) < CN(F)' 9N arr (F)H9 5
4. pour toute S € &'(R?), on a S x ¢ € Z(RY).

Preuve 1. Il suffit d’appliquer la définition de ’espace de SCHWARTZ.
2. Soit f € €°°(RY) dont les dérivées sont & croissance polynomiale. Soit p € N. La formule de LEIBN1Z donne

N < S (f) sup [0 £ (£)0° ()],

d
la|<p y<p z€R
[BI<p

Comme les dérivées sont a croissance polynomiale, il existe n, € N et M, > 0 tel que
Ve eRL VY eNY | <p = [07f(2)] < Mp(1+ [[z]*").

Comme la fonction z — 22" est convexe sur R, pour tous ay,...,aq > 0, on a
a+...+a np a+...+a .
(a1+...+ad)”p:d”p<1fd> \dnp%:d”p 1(al+"'+ad)-
Pour tout x = (z1,...,24) € R?, cette égalité de convexité donne alors

||3';H2n1’ _ (x%_’__*_a%)np ngnI,—l(w?np ++x3np)

On en déduit que N,(fp) < CNpyo,,(p) < 400 avec

_ s
C = M,(1 + d**»~1) sup ( .
! B|<P,§g v
Dou fp € Z(RY).
3. Soient f € .7 (R%) et a, B € N? tels que |a| < p et |3] < p. On pose g = 29° f € .7 (R%). Alors
||xaaﬁf||iq(Rd) :/ lg(z)|?dz < sup \g($)|’1*1/ lg(z)| dz
RY R4

zERY

_ dz
< sup Jg(a)|""" sup|(1+ ||1‘Hd+1)9(33)\/ T
h reRd reRY R4 1+ Hm”d+1

= C'No(9)* ' Nas1(9)

avec

dz
C = (14 d@-D/2 / _ dz
1+ ) Jou T 1

On en déduit alors que
10 £l oy < ONp (5T Npraia ().

11 suffit alors de prendre la racine g-iéme.

4. Remarquons que la fonction S * ¢ est bien de classe €°°. Comme S est a support compact, il existe un
compact K de R%, ¢ € N et C > 0 tels que

v € ZRY), (S9) < Cmax||0Yloo. -
a|xp

Il existe R > 0 tel que K C [~R, R]?. De plus, pour tous z € R? et a, 3 € N, on a
|2°0°(S * @) (z)] = [2°(S * 0%p) (x))|

< |z¥|C max  sup |07 (z +y)
[vI<IBl+9 ye K

< C max supl(z+y—y)*0"(z+y)|
[vI<IBl+q ye K

<0271 max  sup([2®] + R0 (2)].
|’Y\<|ﬁ|+quE(| ‘ )| ( )|
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4.2. TRANSFORMATION DE FOURIER SUR . (R”)

On en déduit que
Np(S * @) < 27711+ RP)ONpq(p)

et ceci pour tout p € N. Cela montre que S * ¢ € .7 (R?). O

TRANSFORMATION DE FOURIER SUR .7 (R%)

DEFINITION 4.7. La transformée de FOURIER d'une fonction ¢ € .%(R?) est la fonction
R — R,
Fp: .
4 Er— e & p(z) da
Rd

ott I'application (, ) désigne le produit scalaire canonique sur R

REMARQUE. Cette application linéaire .# est bien définie puisque, pour tous ¢ € .7 (R%) et ¢ € R%, on a

e & ()] = |io(2))]
avec ¢ € L1(R9).

PROPOSITION 4.8. Soit ¢ € .7 (R?). Alors

1. la fonction Fp est de classe € et, pour tout j € [1,d], on a
VEER?, 05 Fp(€) = F(—ixjp)(§) ;

2. pour tout j € [1,d], on a
VEERT,  F(9;9)(€) =i&Tp(€) ;

3. pour tout a € R, on pose 7,0: © € R — p(x —a) et on a

VEERY,  F(1,0)(8) = e oM Fp(€).

Preuve 1. La fonction 9: (z,£) — e~ #&%)p(z) est de classe €' et, pour tout j € [1,d], on a
Vo eR", |0, ¢(x,8)| = |—iz ;e &) o(x)| = |zj0(x)] € LHRY).

Le théoréme de dérivation sous I'intégrale assure alors que .Z ¢ est de classe € et vérifie, pour tout j € [1,d]
et £ € R%, la relation

0,70(6) = [ O vwdo= [ —ije € pla)du = F(izsi)(©)
Rd Rd
2. On suppose que j = 1. Soit £ € R? et 2/ € R?~1. Alors une intégration par parties donnent

[ e oy, at) doy = D @ = [ (e Dol o
R

=i£1/e*“’("’”l@/))@(xl,x’)dxl.
R

En intégrant par rapport a x’ cette derniére inégalité et en appliquant le théoréme de FUBINI, on obtient que

/ e*m""”)algo( )da = i& / & "”><p(x) dz
R R

ce qu’on voulait démontrer.
3. Il suffit de faire un changement de variables z = x — a. O

THEOREME 4.9 (formule d’inversion de FOURIER). La transformation de FOURIER ¢ — F est un isomor-
phisme de C-espaces vectoriels de .7 (R%) dans lui-méme. Son inverse est donné par

Ly = (il:6) dg N
Flue) = [ gt vesmer

Enfin, les isomorphismes .# et .% ~! sont continues sur . (R?), i. e. pour tout p € N, il existe Cp > 0 tel que
Vo€ S(RY),  Np(F ), Np(F0) < CpNprari()- (%)

Pour démontrer ce théoréme, il est utile de montrer préalablement le lemme suivant qui sert beaucoup dans
la théorie des probabilités continues et qui étudie la densité gaussienne.
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4.2. TRANSFORMATION DE FOURIER SUR . (R”)

LEMME 4.10. Soit A € .7 ;;JF(]R) une matrice définie positive. Alors I'application
RY — R,
GA: 67%<A_1:L’,I>
T ——
(2m)d det A

appartient & .7 (R9) et vérifie
FGA(€) = e 3488 e RY

Preuve du théoréme Montrons que .#(R%) est stable par .%. Soient ¢ € .#(R?) et a, 3 € N?. La proposition
précédente donne

40 (Fp) = (=) *HPLZ [0 (2P p)].
Or la formule de LEIBNIZ assure que

%(z"p) = (:) PV e LY(RY).

Yo

Comme ¢ € .7 (R%), on en déduit que £49°(F ) € L=°(R?). D'ott F¢ € 7 (R?).
Montrer I'inégalité (). Soient p € N et «, 8 € N%. Soit ¢ € .#(R%). D’apres le point 3 de la proposition 4.6
pour p = q = 1, il existe C' > 0 tel que

€207 (F ) ()] < 0%(2”9) 1 may < CNas1(8%(279)) < CNprara (),

donc il existe C), > 0 tel que Np(F¢) < CpNptat+1(p)-
Passons a la forme d’inversion de FOURIER. Soient 2 € R? et ¢ > 0. Pour y € R?, on note

; 1 2 df
—_ — 7'<§7m y> 25H§H [
GE(Z‘ y)—/de (2 )d'

Comme la fonction (y,&) — e“f’x_w_%E”f”?(p(y) est intégrable sur R? x R?, le théoréme de FUBINI donne
, N , de
Gz — du— [ eitemre delen (/ —HEW () d )
(T —y)p(y) dy /d e e C o(y) dy (2m)?

R
, 1ope2 d¢
— i(&x)e, ell€ll
/Rde e ﬁg@(ﬁ)@ﬂ_)d.

Un changement de variables z = x — y dans la premiére intégrale assure 1'égalité

[ pla =260 = [ el g p(e) 1
Rd

R4 (27T)d.

Rd

De plus, le changement de variables z = y/ew donne
/ ol — 2)G:(2)dz = / o(x — Vex)Gy(w) dw.
Rd Rd

Pour tout w € R%, comme ¢ € .%(R?) est continue, on a ¢(x — /z2)G1(w) — ¢()G1(w) quand € — 0 et,
pour tout € > 0, on a

ez = Ver)Gr(w)] < [lellocGr(w)

ou Gy € L'(R?). L§e théoréme de convergence dominée assure alors

/]Rd oz —2)G:(2)dz — p(x) G:(z)dz = ¢(x).

e—0 R4
Par ailleurs, pour tout £ € R?, on a ei<5’z>e%5”5”2§<p(f) — 168 FZp(€) quand € — 0 et, pour tout € > 0, on a
e eex=IE FZo(6)] < |Fip(€)]

ot |[Zp| € (R?) C L (RY). De méme, le théoréme de convergence dominée donne

e a¢ . d¢
i(&,x) 5elléll” g i(&,x) g7
/R eI F () s — /R Tl

Finalement, par unicité de la limite, on a

d¢
= F . O
o(z) y ©(£) Gn)
Preuve du lemme On note Aq, ..., A, les valeurs propres de A telles que Ay > -+ > A, > 0. Il existe @ € O4(R)

telle que A = QA'Q avec A = diag(\1, ..., \,). Montrons d’abord que G4 € . (R?). Pour tous # € N, on
montre qu’il existe un polyndme Pz € R[X] telle que, pour tout x € R?, on ait

0°G A(x) = Py(x)e 2A o)
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4.2. TRANSFORMATION DE FOURIER SUR . (R”)

ce qui implique I'inégalité

107G a(e)| < |Ps(z)| el /20,

Cela montre que G 4 € . (R%). Soit ¢ € R?. Procédons au changement de variables y = ‘Qx et on pose 1 = "Q¢.
Comme det A = \1... g et & I'aide du théoréme de FUBINI, on obtient que

d

1 (Y t, 1 —1t t,

FGa(§) :< / o—i('Qe,'Qa) ,— H (A1 'Qx,'Qa) g,
k;r:[1 \/ﬂ) Rd

SH

1 . 1 A1
:( 27r)\k>/Rde “ny) =3 (A7 45y) dy

k=1

d
1 , 1
e~ MY — SR/ Ak dyp
o) 1 /R
1 k=1

e~ MYk eyi/2>\k dyp

V2T '

Avec cette derniere relation, il suffit de faire le calcul pour d = 1. Soit @ > 0. On consideére la fonction

Il
:& ﬁ./\&
_—

k=1

R— R,
L (R) 2 gg: e—@>/2a
r— ——.
2ma
Pour tout € R, cette fonction vérifie
dg, x

x) = ——gq(x).

P (1) = ~Z gu a)

En appliquant la transformée de FOURIER & cette derniére égalité et en intégrant par parties, on obtient que,
pour tout £ € R, on a

1d§ga dj\ga _ ar
g (©, done SN = —atFau(e).

On reconnait une équation différentielle du premiere ordre, il existe C' € R tel que
VEER, Fgu(€) = Ce€/,

En particulier, on a #g,(0) = C, donc C = [; go(x) dz = 1. Revenons au cas général. Soit £ € R?. On pose
toujours 7 := '‘Q¢. Alors

Zfﬁga(f) =

d
FG4(€) = H ARN/2 o= 3 (AN _ o~ 5(AQEQE) _ —3(QA'QEE) _ —3(ALE) m
k=1

COROLLAIRE 4.11 (formule de PLANCHEREL). Soient ¢, € . (R%). Alors
1

(e, 1/J>L2(Rd) = W@w,ﬂ’d}hzwy

Preuve Par le théoreme de FUBINI et la formule d’inversion, on peut écrire les égalités

(0, B ey = / @) (z) dz

R4

— i(x,&) o df

= [ ] e zule) i da
1

= (27T)d /Rd /Rd e—i(m,5>§¢(€)w(x) dgdx
1 7 i) i
(27r)d/Rdf90(f) (/Rd o ))d de
= Gy | Fesue a
= (Qi)d <g@’yw>L2(Rd). _
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