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LE PROBLEME A IN CORPS

Historique
Tycho BRAHE (1540-1603) commenga a faire des observations astronomiques. Il remarqua que la trajectoire
de la Terre est une ellipse. Ensuite, Johannes KEPLER (1571-1630) établit les « lois de KEPLER ».

1. Les planétes du systéme solaire ont une mouvement plan autour du Soleil et 'orbite d’une planéte est une
ellipse dont le Soleil est un foyer.

2. Le rayon vecteur balais des aires égales en des durées égales.
3. Si a est le demi-grand axe et T la période de la trajectoire, alors a®/T? = cte.

On va essayer de vérifier ces lois a partir des lois fondamentales de la dynamique d’Isaac NEWTON (1642-1727)

Résolution du probléeme a deux corps
On se donne un repére et deux objets (z1,m1) et (z2, ma) ol les x; sont les positions (des vecteurs) et les m;
sont les masses. Une masse exerce une force sur 'autre et réciproquement. On note le vecteur unitaire
T2 — X2
U= —
|22 — 21,
Apres application des lois de NEWTON, on obtient le systéme

K1M1M9g o9 — I

myi = —— — 1.1
141 7’2 r ’ ( )
.. RmMimsg 1 — T2 (1 2)
Mofy = —5— ——= :
272 3 -
ou K est la constante de gravitation et r = ||xg — z1||,. Soit « le centre de gravité de (x1,m1) et (z2,m2). En

notant m := my + meo, il vérifie mz = mix1 + maxs. On a
KMmM1mo

mi = mlil -+ meL"Q = 3
r

(1'271'1+1L'17£C2):0.

Alors £ a un mouvement rectiligne de vitesse constante. Pour compléter la description de la dynamique du
systeme, on introduit X = x7; — z2. On a
KMo KMo Km

X:_:i _ _ - _ Mty
L1 — T2 3 (z2 — 71) 3 (z1 — x2) 3

LEMME 1.1. Le mouvement de X régi par I’équation

I{TTL2

mX:fT—gX avec 1= |X]|,

est un mouvement plan. Il s’effectue dans le plan perpendiculaire & ng :== X (0) A X (0) passant par X (0).

Preuve Soit n(t) = X (t) A X (t). Comme le produit vectoriel est bilinéaire, on a

dn(t) _ X AX®E)+X(t)AX(t) = —@X(t) AN X(t) =0.
dt —— r
0
De plus, on a
d

7 X () = X(0),m0) = (X(t),m0) = (X(1), X(t) A X (1)) = 0.

Donc le mouvement est plan. (I
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1.1. LE PROBLEME A N CORPS

On suppose donc désormais que X (t) € R2. Montrons qu’on a deux invariants qui sont

nm2

B(t) = Sml X (@) - ",
G(t) = det(X (t),mX (t)).

LEMME 1.2. Soit X € R? régi par I’équation

IﬁlTTl2

mX = fr—?)X avec 1= |X],.

Alors il existe deux constantes Ey et Ey telles que

Vt>0, E(t)=E, et G(t)=Lo.

Preuve On a
dE(t) dfl1 . . KM
S a0 X0 o Sl

m | (X (1), X (1) + S5 (X @), X ()]

/ﬂn2

= <X,mX+ > X> =(X,0)=0.
r
Donc I'énergie E' est bien constante. De plus, on a

2
%it) = det(X,mX) + det(X,mX) = det(X,—@X) =0.

Donc le moment angulaire est bien constant.

On écrit maintenant le vecteur position sous la forme

X(1) = (r(t) cos 9(t)> .

r(t) sin 6(t)
On a alors
1 ) - 2 .. ; 2 Km? 1 . 242 Km®
E(t) = Em[(rcose —rfsin@)* 4 (7sin 6 + r60 cos 0)“] — = §m[r + 720 — —
Par ailleurs, on a
_ |rcos@ icos® —rfsinf] .
G(t) =m rsing sin®+rfcosd| 0

On a donc § = Lo/mr? et, en réinjectant dans I’équation E(t) = Ey, on obtient
9 L3 _ 26m

2 2Ey
7 =—_.
m2r?2 r m

On paramétrise les équations en 6 (car 8 est bijective puisqu’elle est monotone) et on a
dr drdf dr Lo Lod(l)

TZE_@E_@WZ_ m dé

r
En posant z := 1/r, on trouve

Lodz\* L2 , 2F,
<_E@> +WZ —2mmz:ﬁ.

On introduit u == z — a avec « :== km? /L%, on obtient

du\? 2Eqm
(@> +ut=a?4+8 avec = L%
En dérivant cette derniére équation, on a
d2u

Les solutions s’écrit sous la forme u(0) = ug, cos(d — 0y) avec ug, = £+/a? + 5. Ainsi

p

1_ L \/1+5 4 2oL
r= avec pi= — = et e= == :
1+ tecos(6 — b)) Py T wmd « mdX?
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1.2

1.2.1

1.3

1.2. DYNAMIQUES DES POPULATIONS

DYNAMIQUES DES POPULATIONS

Cas d’une espace

Lor bE MALTHUS. Si N(t) désigne le nombre d’individus d’une populations quelconques, on peut modéliser
son évolution par 1’équation
N(t) =rN(t) (1.5)

ol r désigne 'accroissement naturel. Les solutions sont de la forme N(t) = Npe™ ce qui n’est pas vraiment
convaincant.

MODELE DE VERHULST. Dans ce modéle, le nombre d’individus vérifie
N(t) = N)[n(N (1)) = m(N ()] (1.6)
ou n et m sont deux fonctions affines de telle sorte qu’on peut réécrire I’équation sous la forme
. N
N:N(abe):aN<lf—>
c

ol ¢ := a/b est appelé la capacité d’accueil. Les solutions s’écrit
c

N = 14 (¢/Ng — 1)e—at’

Cas de deux especes

SYSTEME DE LOTKA-VOLTERRA. On considére deux espéces et on note N I'effecteur des proies et No effectif

des prédateurs. Le systeme de LOTKA-VOLTERRA est
{Nl :Nl(afﬂNQ), (1 7)
NQZ—NQ((S—'YNl) '

ou « et B sont respectivement les deux de natalité et de mortalité des proies et § et v ceux des prédateurs. Il
existe deux points d’équilibres qui sont (N7, N3) = (0,0) et (N1, N2) = (6/7, /). On note ce systéme sous la
forme § = f(y). Soit ye un point d’équilibre, i. e. vérifiant f(y.) = 0. On fait un développement de TAYLOR &
lordre 1 et on a

F) = fye) + f’(ye)(y — Ye) + poubelle.
Aprés justification, Péquation se rééerit Y = f'(ye)Y avec Y := y — y,. La jacobienne de f s’écrit

a — BN. —BN-
Jf(Nl’NQ):( 71\672 i —557.17\[1)'

100 =G 5) e 15(55) = (a0

Donc le premier cas, les valeurs propres sont « et —d, donc la position (0,0) est instable. Donc le second cas, les
valeurs propres sont +iv/ad : on ne peut pas conclure sur la stabilité de (6/v,a/B).

On veut établir I'existence de cycles périodique. Pour cela, on exhibe un invariant. En multipliant la premiére
équation par —N3(§ — vN1), la seconde par Ny(a — SN3) et en sommant, on obtient

N1Na(6 —yNy) + Ny Na(a — BN,) = 0.

Alors

En réarrangeant les termes, on trouve

N Ny .
§E—5N1+QE—ﬂN2—O.

En intégrant, on obtient I'invariant

I(Ny, Ng) = dlog Ny — yNy + alog Ny — SNy = cte.

DISCRETISATION D’EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES

On considere I'équation aux dérivées partielles

of of of of _
a(tv‘ra y,z) + a(w,y, Z)%(tv‘ra y,z) + b((E,y, Z)aiy(tvxaya Z) + C((E,y, Z)&vaaya Z) =0 (18)
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1.4

1.4.1

1.4.2

1.4. EXEMPLES DE RESOLUTIONS D’EQUATIONS SIMPLES

d’inconnue f: R* — R. On se donne en plus une condition initiale f(0,z,y, z) = fo(z,y,2). Une méthode de
résolution de ’équation (1.8) est donnée par les caractéristiques : elle consiste a chercher des trajectoires de la
forme (z(t), y(t), 2(t)) telle que f(t,x(t),y(t), 2(t)) soit constante, 7. e.

& 1900, 50) = 2 4 a2y 0T

ot Ox 0-

On est donc conduit a déterminer les solutions du systeme d’équation différentielles
= a(x,y,z2),
g =b(z,y,2),
z=c(z,y,2).

On note ¢ (o, Yo, 20) la solution de ce systéme issue de la condition initiale (zg, yo, 20). Alors f(t, ¢¢(zo, Yo, 20))
est constante égale a fo(xo, Yo, 20)-

EXEMPLES DE RESOLUTIONS D’EQUATIONS SIMPLES

Equation a variables séparées

On consideére I’équation différentielle
y'(z) = f(2)g(y(z)) (1.9)
ou z et y sont scalaires. On cherche des solutions réguliéres, . e. des solutions le desquelles g ne s’annule pas.
On peut récrire ’équation comme

Soient H et F' des primitives de 1/g et f. La fonction H est bijective car la fonction g ne s’annule pas, donc son
inverse 1/g est de signe constant. Alors H(y) = F(x) + K, donc y(z) = H ' (F(z) + K).

APPROCHE RIGOUREUSE. En réarrangeant 1’équation puis en intégrant, on a
y' () © y(o) ’
——— = f(z), donc / do = f(o)do.
9(y(x)) o 9(y(0)) 20
On retombe alors bien sur Péquation H (y(z)) = F(x) + K.

EXEMPLE. Résolvons, sur un intervalle I non vide, I’équation
Y =2z(1+y?). (1.10)
On a alors ,
#yQ =2z, donc Arctany(z) =2°+ K, donc y(z)=tan(z?® + K)

sia? + K €]-m/2,7/2[.

Equation de BERNOULLI

On considere I'équation différentielle
y'(z) + a(z)y(z) = b(z)y™ (2) (1.11)
avec m > 2 et a,b: I — R continue. On suppose que y ne s’annule pas. Alors
"(z a(x
V@ | aln)
y™(x)  ymH(x)
On pose u(z) = y*~™(x). Alors 'équation se réécrit
u'(x)

1—-m

+ a(z)u(z) = b(x).

On note a(z) = (1 — m)a(z) et S(x) = (1 — m)b(x). Les solutions de ’équation homogene ' (x) + a(x)u(x) =0

sont de la forme .
u(x) = ug exp(—/ a(s) ds) .

Zo

La méthode de la variation de la constante donne

u(w) = </:6(0) exp(/r: a(s) ds> do + cte> exp(— /m a(s) ds)

0
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1.4.3

1.4.4

1.4. EXEMPLES DE RESOLUTIONS D’EQUATIONS SIMPLES

Finalement, dans le cas qui nous intéresse, on a
1

y(z) = yo exp(f /Z a(s) ds> {1 + (1 —m)yt /w: B(o) exp(f(m -1) /U a(s) ds) da} o .

Zo Zo

EXEMPLE. On considére ’équation différentielle
/(@) + (cosz)y(a) = —4°(x). (112)
En posant u = 1/y?, I'équation se réécrit
f;u/(:c) + (cosz)u(x) = f%

On trouve alors

Equation de RICATTI
On consideére I’équation différentielle
Y (@) = qo(@) + @1 (2)y(z) + g2(2)y’ (). (113)
L’idée est de déterminer une solution particuliére y; puis de chercher une solution sous la forme y(z) = y1 (z)+u(z).

Soit ¢ une solution particuliere de (1.13). On suppose que y; + u est également solution. En réinjectant, on
trouve

u' = (g1 + 2q231)u + u’.
On est alors ramené a une équation de BERNOULLI. On pose z = 1/u et on a

2+ (g1 + 2¢2y1)z + 2 = 0.

EXEMPLE. On considere ’équation différentielle
y = cosx — (sinx)y + y°.

La fonction y;(x) = sinz est une solution particuliere. On suppose que y(z) = sinz + 1/z(x) est une solution.
Alors
2'(x) = +(sinz)z(x) +1 =0

Equation différentielle homogéne

On appelle équation homogene du premier ordre degré n toute équation de la forme
y' = F(z,y). (114)
ou la fonction F' est homogene de degré n, i. e.
vt € R,Y(z,y) € R,  F(tx,ty) = t"F(x,y).

Alors pour tous y € R et z # 0, on peut écrire F(x,y) = 2" F(1,y/x) = 2™h(y/z). Pour n = 0, le systéme se
réécrit de maniere treés simple
y'(z) = h(y(z) /).

On pose alors u(z) = y(x)/x et on a

w(z) + zu'(z) = h(u(x)), donc hui = l

Théoremes généraux — CHAPITRE 1 5
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PRELIMINAIRE

Cadre général

Soient I un intervalle de R d’intérieur non vide, tg € I, E un espace de BANACH, D un ouvert connexe de F
et yo € E. On considere f: I x D — E continue.

DEFINITION 2.1. On appelle probléme de CAUCHY la recherche d’un intervalle J de R tel que tg € J C I et
d’une application y: J — E dérivable telle que

{Vt ed, yt)=f(ty)),

y(to) = o (22)

REMARQUE. On peut également remplacer la relation (2.1) par la formulation intégrale

vteJ, y(t) —yo+/fsy

DEFINITION 2.2. 1. Le couple (J,y) est appelé solution locale si ty € J C I, la fonction y est de classe €*,
Pintervalle J est un voisinage de to dans I et (2.1) est satisfait.

2. Soient (J1,y1) et (J2,y2) deux solutions locales. On dit que (J1,y1) prolonge (Ja,y2) si Jo C Ji et yy|5, = y2.
3. Une solution locale (J,y) est appelée solution maximale si, pour tout prolongement (j , ), on a J=1.
4. Une solution locale (J,y) est appelée solution globale si J = I.

LEMME 2.3. Si la fonction f est classe €% sur I x D avec k € N, alors toute solution locale (J,y) est telle que
la fonction y est de classe €~

EXEMPLES. — Le probleme
y/ _ —2ty2
y(0) =1,
I=R
admet une solution global (R, ¢ — 1/(1 + t2)).
— Le probleme
y/ — 2ty2
y(0) =1,
I=R

admet une solution locale (]—1,1[,¢ — 1/(1 — t2)).
— On considere le probleme
{ y =y
y(0) = 1.

Soit € € ]0,1/2[. Si I = ]—¢,+o0[, alors une solution global est t — 1/(1 +¢). Si I = R, alors une solution
maximale est t — 1/(1 +¢) sur J :==]—1, +o0[.
— Si le second membre n’est pas assez « régulier », on perd 'unicité. On considere le probléeme

Y =24/lyl(1 +4?)
y(0) =1,
I =10,+o0[.

6 Théorémes généraux — CHAPITRE 2



2.1. PRELIMINAIRE

Alors 0 est solution, mais la fonction

0
te [a,a+§

[H {0 sitel0,al,

tan?(t — 1) sinon.
avec a € R est également solution.

DEFINITION 2.4. Soient (E, || ||) un espace vectoriel normé et K C E. On dit que K est compact 'l satisfait la
propriété de BOREL-LEBESGUE, a savoir que, de tous recouvrements de K par des ouverts, on peut extraire un
recouvrement fini.

Lemme de GRONWALL

LEMME 2.5. Soient tg € I et u, f,g: I — R, continues telles que

viel, wu(t)<f(t)+

/ :f(S)g(S)eXp<

Preuve On suppose que t > tg. L’hypothese se réécrit

Alors
vtel, u(t) < f(t)+

/: g(o)do

I — R,

u(t) < f(t)+y(t) avec Y: PN tu(S)g(S)dS'

)os|

En dérivant, on a

donc

<Y(t>—g<t>Y(t>>exp<— / g(s)ds) <f(t)g(t)eXp<— / g(s)ds),

o {Y(t) exp< / ol ds> < f(Hg(t) exp< / ol ds> ,

En intégrant entre ¢y et ¢, on trouve

Y (1) exp<— /t:g@ds) - Y<to>exp<— /t:g“) ds> < /t:g(S)f(s)exp(— /t:gw) o) s,

0

i< [ :g(s)f(s)exp ( / :g<a> ar— | :g<a> da) ds.

Avec I’hypothese, on a donc

donc

donc

u(t) < £+ | f(S)g(S)exp< / g(a)da> ds.

On procede identiquement dans le cas ou t < tg. O

COROLLAIRE 2.6. Sous les hypothéses précédentes, si f est constante égale a ¢; > 0, alors

t
/ g(o)do > .
S
Preuve En appliquant le lemme de GRONWALL, on a

/tt cr9(s) exp< /Stg(a)da > ds|
u(t) < (1 + /t: —% exp(/:g(a) da) ds)

Théoremes généraux — CHAPITRE 2 7
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.2.1

2.2. LE CAS LIPSCHITZIEN

<o (1— {exp(/:g(a)da)y )
<e eXp(/t:g(U) da>. 0

COROLLAIRE 2.7. Sous les hypotheése du corollaire précédent, si g est constante égale a co > 0, alors

Vte I, wu(t)<cyexplea(t—to)l

LE CAS LIPSCHITZIEN

On se place dans un espace (E, || ||) supposé de BANACH. Soient I un intervalle non vide de R et to € I.

DEFINITION 2.8. Soit f: I x E — E.

1. On dit que f est globalement lipschitzienne par rapport a y s’il existe une constante L > 0 telle que
vt € Ia vylayQ € Ea ||f(t7y2) - f(tayl)H <L ||y2 - yl” .

2. On dit que f est localement lipschitzienne par rapport a y si, pour (¢,y) € I x E, il existe un voisinage U x V
de (t,y) et une constante L(t,y) = 0 tels que

VseU yi,y2 €V, [f(s,92) = f(s,y0)|l < L(t,y) [ly2 — w1ll -

On rappel le théoreme du point fixe de BANACH qui va nous servir dans le prochain théoréme.

THEOREME 2.9. Soient X un fermé de E et f: X — X contractante. Alors f admet un unique point fixe.

Le cas global

THEOREME 2.10 (CAUCHY-LIPSCHITZ). Soit f: I x E — E continue et globalement lipschitzienne par rapport
a y. Alors pour gy € F, il existe une unique solution globale du probléeme de CAUCHY

{y’(t) = f(t,y(t)),
y(to) = vo-

De plus, toute solution locale est une restriction de cette solution globale.

(2.2)

Preuve On suppose tout d’abord que I est un intervalle fermé borné. Soit & := ¥(I, E) muni de la norme
& — Ry,
y > lylly = mae 2200y o))

ot L est la constante de L1PSCHITZ de f. Alors (&, ||¢) est un espace de BANACH. On considére maintenant la
transformation T': & — & définie par

t
Yye &, Vtel, Ty(t)=yo+/f(s,y(8))d8-
to

Soient y1,ys € &. Pour tout t > ¢y, on a
T0a(t) = T ()= [ 17622060) ~ Ts.n (6D s,
0
donc le caractere lipschitzien de la fonction f donne
IToatt) = T 01 < [ Ellonts) = (o)l
0
t

<L lly2 — y1ll 4 e?H(s10) g
to

1 _
< §€2L(t fo) ||y — Yille,
donc

) 1
0| Ty (t) = Ty (B)]] = 1Ty = Tunll o < 5 llve = malls -

8 Théoréemes généraux — CHAPITRE 2



2.

2.2. LE CAS LIPSCHITZIEN

Le méme inégalité est vraie pour t < tg. On a donc montré que l'application T" est %—contractante, donc le

théoréme du point fixe de BANACH affirme qu’elle posséde un unique point fixe y € F et cette fonction y convient.

On revient au cas général. On peut toujours écrit I'intervalle I sous la forme I = | J,,cn In 0Ol la suite (I, )nen
est une suite croissante d’intervalles fermés bornés de R. Pour n € N, on note y,, I'unique solution du probleme
de Cauchy sur I,,. On définit y: I — F telle que y = y,, sur I,, pour tout n € N. Cette fonction y convient. [

PROPOSITION 2.11. Dans le cadre du théoréme précédente, pour toutes solutions y; et ys et tout t € I, on a

vte L, Jy2(t) =y ()l < " lya(to) — yi(to)] -

Preuve On applique le corollaire 2.7. (I

Le cas local

Pour yg € E et 7 > 0, on note
Br(yo) ={y € E | [ly —wol <r}.

THEOREME 2.12. Soient f: I x £ — E continues, yo € E et n,7, M, L > 0. On suppose que
(i) ona [to —m,t0 + 1] X Br(y0) C I X E;

(ii) pour tout (t,y) € [to —n,to + 1] X Br(yo), on a |[f(t,y)|| < M ;

(iii) pour tous t € [to —n,to + 1] et y1,y2 € Br(yo), on a [ f(t,y2) — f(t, 1) < Llly2 — wull.
Alors il existe une solution (J,y) du probléme de Cauchy

y'(t) = f(ty(t),
_ (2:3)
y(to) = yo-
telle que J = [tg — 7}, o + 7] avec 7 := min(n,r/2M).
Preuve  Soit 6 € €' (R, [0,1]) telle que 8(z) =1 si z < 1 et f(z) =0 si £ > 1. On considere
IxE—E,
7. G(Hy—yoll) ty) siyeB, 2.
() —s — ) [(t.y) siy e By, (2.4)
0 sinon.

Alors F est bornée par M. Par ailleurs, pour y1,y2 € B,.(yo) et t € I, on a

o(20) (20 )|

<[o(Peol) st ) = sty + (1220l ) — (B2l e

<[o(Me ) 2 = + ol 0 ) ool o

M
< Lilyz —wll + - [SUI; 10| [ly2 — woll = llyr — wolll -
0,1

IF(t,y2) — F(t,y1)ll = ‘

d’apres I'inégalité des accroissements finis. De méme si y1 € B,.(yo) et y2 ¢ B, (yo). Ainsi la fonction F' est
lipschitzienne dont la constante de LIPSCHITZ est L + % sup |€’|. On applique le théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ
global du probleme et il existe une unique solution globale y définie sur I du probléme

{y’(t) = F(t,y(t)), (25)
y(to) = yo.
Pour tout t € I, on a

t

o) =0 = [ Fls,u(s)) ds,

to

donc r
() — yoll < M [t —to| < M7 < 7

Or pour tout (t,y) € R x B,/2(y0) tels que [t — o] < 7, on a F(t,y) = f(t,y). Donc y est une solution du
probléme de CAUCHY. (]
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2.2.3

2.2. LE CAS LIPSCHITZIEN

Unicité locale

LEMME 2.13. Soient f: I x E — E localement lipschitzienne par rapport a y, J un compact de I et K un
compact de E. Alors f est uniformément lipschitzienne par rapport a y sur J x K.

Preuve  On note M = max ) esxk ||f(t,y)||. Par hypothese, pour tout (,y) € J x K, il existe L(t,y) > 0 et
un voisinage Uy x V,, de (t,y) dans I x E telle que

Vs € Us, Yy1,y2 € Vy,  [1f(s,92) — f(s,y0)ll < Lt y) [ly2 — wall -

Pour y € K, on peut supposer que V, = ]QBT(y) (yo) pour un certain r(y) > 0. Alors 'union
U U; x B'r(y)/Q(yO)
(t,y)eJ XK

recouvre J x K qui est compact. La propriété de BOREL-LEBESGUE nous permet d’extraire un recouvrement
fini : il existe (t1,91),--., (tn,yn) € J X K tels que

Jx K C U Ui, x ]DBT(y,;)/Q(yi)‘

i=1
On pose

L= lrgfgan(ti,yi) et 1= 1r<nz‘1£nr(yi)'

Soient t € J et §1,92 € K. Il existe ig € [1,n] tel que (¢,91) C Uy, X Er(yio)/g(yio). Deux cas se présentent alors :
— si ||gh — 72| < /2, alors g2 € B,(y;,), donc
£t 50) = F(tG)ll < Loy — el

— si |1 — 72| > r/2, alors

. N AMr _ 4M .
If(t 1) — f(t,T2)| <2M = —— < — |loh — %2l -
r 4 r
Ainsi, la fonction f est global lipschitzienne de constante de LIPSCHITZ égale & max (L, 4M/r). O

THEOREME 2.14. Soit f: I x F — F continue et localement lipschitzienne par rapport a y, (J1,y1) et (J2,y3)
deux solutions locales du probleme de CAUCHY

y/(t) = f(tay(t))a
{y(to) = Yo- )
Alors y1)7,n7, = Yolnds-

Preuve Soit J C JyNJe un compact. On considére K = y; (J) Uya(J). D’apres le lemme précédente, la fonction
f est uniformément lipschitzienne sur J x K et on peut appliquer le théoreme d’existence globales. En notant L
la constante de LiPSCHITZ de f, on en déduit que

veed, (lyi(t) —ya(0)]l < e |y (t0) — yalto)]| = 0.

D’ou le résultat. U

Solution maximale

COROLLAIRE 2.15. Sous les hypothéses du théorémes précédent, il existe une solution maximale (J,y) du
probléme de CAUCHY. De plus, l'intervalle J est un ouvert dans I.

Preuve On pose

tt =sup {f el ‘ il existe une solution sur [to, ﬂ} ,

t~ :==sup {t € I | il existe une solution sur [f, 7o)} .
On définit une solution sur J¢~,¢*[ en recollant les morceaux de la maniére suivante. Si ¢t € |t—,¢t+[ avec t > to,
alors il existe # > t tel que la solution soit définie sur [b,#]. On la note (J,§) avec J := [to, 1] et cette solution
convient. Montrons que J est un ouvert dans I. Par I’absurde, supposons que la solution maximale soit définie

sur [tg,tT] avec tT < sup I. Alors on peut définir une solution locale sur [tT,¢T + &[ avec € > 0 ce qui contredit
la définition de ¢t*. Donc J est un ouvert relatif de I. (]

10 Théorémes généraux — CHAPITRE 2



2.3

2.3.1

2.3.2

2.3. LE CAS DES FONCTIONS NON LOCALEMENT LIPSCHITZIENNE EN DIMENSION FINIE

LE CAS DES FONCTIONS NON LOCALEMENT LIPSCHITZIENNE EN DIMEN-
SION FINIE

Théoréme d’ASCOLI

DEFINITION 2.16.  Soit (g, )nen une suite de fonctions de I dans E. On dit que cette suite est équicontinue si

Vtel,Ve>0,30>0,VneN, V' el, |[t—t|<d = |gn(t)—ga(t)] <e.

On rappel le théoréeme suivant, démontré en cours d’analyse.

THEOREME 2.17 (ASCOLI). Soit (gn)nen une suite de fonctions de I dans E. On suppose que
(i) Vintervalle I est compact dans R,
(ii) la suite (gn)nen est équicontinue et uniformément bornée par M > 0.

Alors on peut extraire de la suite (gn)nen une sous-suite (gn, )ren qui converge uniformément sur I vers une
fonction continue sur I.

Solutions approchées
Dans toute cette section, on supposera que E est de dimension finie et méme que E = R

DEFINITION 2.18. Soient € > 0, J C I un intervalle et y.: J — E. On dit que (J,y) est une e-solution approchée
si

— J est d’intérieur non vide et contient tg,

— ye est continue,

= y(to) = Yo,

— pour tout t € J, on a

—m—[fm%@ms

LEMME 2.19. Soient f: I x E — E continue et (tg,y0) € I x E. Soient n,r > 0 tel que I,, == [to — n,to + 1] C I.
On pose

— B A T
Cyo =Ty ¥ By(yo), M= max |f(ty)l et 7=min(n, ).

(t,y)E€Ch,r M
Alors pour tout € > 0, il existe une e-solution approchée y. € ‘K(Iﬁ,ﬁr(yo)). De plus, on a
Vs € I, llye(t) — ye(s)ll < Mt — | (27)

Preuve L’ensemble C}, ;- étant compact, la fonction fic, = est uniformément continue. Donc pour tout € > 0, il
existe 6 > 0 tel que

- _ - _ €
V(t.y), (£,Y) € Cpr, max([ly—7l,[t—t) <éd = |ft.y)—fEYI< 7
Considérons n € N et une suite de points (t )— n<j<n tels que
t_p=tg—N<ti—pn < - <tp<t1 < - <tp, =ty +7 et max |tj+1—tj|<min((5,5/M).
—n<jsn—1
On définit la fonction y. par
Ye(ti) + (t — i) f(ti, ye(ts)) sit€[ti,tit1]eti>0,

vtel,, y(t)= . .
m Bell) {%uwn+wt—u+nﬂm+h%@ﬁn> S EE [tisti] et i < —1.

Montrons que . est définie sur [t_,,,t,] & valeurs dans B, (y). Soient K € [0,n] et t € [t,tx]. Par téléscopage,
on a
K—1

[y () = ye (to) | < llye(t) — ye(tx—1)ll + Z llye(te) — y=(te-1)l
Zf
1 K-1
< (t—tr1) If (b1, ye(tr—)) |+ D (te = te—a) | £ (to—1, ye (te—1))|
=1

K—1
SM(t—tg_1)+ Y M(te—te1) =Mt —to| < Mij=r.
=1
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2.4

2.4. DEPENDANCES CONTINUES

On raisonne de maniére similaire a gauche de ¢o. On conclut alors par récurrence que la solution y. est a valeurs
dans B,.(yp). De méme, on a I'inégalité 2.7. Montrons que y. est une e-solution approchée. Soient ¢ € [0,n — 1]
et t € [ty,te41]- On a

t £—1
Y=(t) — o — ) Fls,ye(s) ds = (t = o) f (Lo, ye(te)) + p_(tir = 1) f(tir e (1)) —
t 1=0 s .
[RICTCILIED Y AR YACILE

t1+1

:/ [f(tfvye(tf))_f(s ye dS+Z/ zaya z))_f(svya(s))] ds.

te
Par construction de la subdivision, pour tout ¢ € [—n,n — 1], on a |t; — t1+1| 4, donc

lve (ti) — ye(tig1)|] < M |t; — tiga] <
On obtient alors

t
5 6
*ZJO*/ f(SaZJs(S)) t*té = Z z+1*t =
to n n
e 517
t—t))= < — = O
= ( )77 7

THEOREME 2.20 (CAUCHY-PEANO ) Avec les hypotheses du lemme précédent, il existe une solution locale y
définie sur I;;. De plus, on a y € €' (I5,B,(yo))-

Preuwve On utilise le lemme précédent avec ¢ = L. Pour n € N, on note y,, € €' (17, B,(y0)) la L_solution
approchée du probleme de CAUCHY. Ce qui est utile ici, c’est que 12 et M de dépendant pas de n. On veut
utiliser le théoréme d’ASCoOLI sur la suite (y,)nen. On sait que

Vt,s €Iy, lye(t) —ye(s)l| < Mt — s,
donc la suite (y,)nen est équicontinue. De plus, elle est uniformément bornée car
VneN, Vit eIy, |yn(®)l <llylto)ll +r

On peut donc extraire de la suite (y,)nen une sous-suite (y,, )ren qui converge uniformément vers une fonction
y continue sur I;.. En particulier, on a

t
el [ foumls) M——%/‘My
to

k—+oo

donc

Ve Iy, y(t) —y(to) — /t f(s,y(s))ds =0. O

DEPENDANCES CONTINUES

On considére une fonction f: I x R — F globalement lipschitzienne par rapport a y. Pour yg € F fixé, on
note t — (¢, yo) la solution du probléme de CAUCHY

"(t) = f(t,y(t
{y (t) = ft.y()), (2.8)
y(to) = Yo-
PROPOSITION 2.21. Pour tout intervalle compact J de I, application
E—%(J,E),
Yo — [t — y(t, yo)]
est continue. De plus, on a
yo, 50 € B, Yt € J, ly(t.yo) —y(t, Go)ll < el |lyo — gol| -
Preuve Soit J C I un compact contenant ty. Alors
t
Jot,0) = . 50)] < o — ol + | [ L 1. 50) — (s Go) ]
to
On conclut avec le lemme de GRONWALL. |
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2.4. DEPENDANCES CONTINUES

On suppose maintenant que la fonction f est localement lipschitzienne.

PROPRIETE 2.22. Alors pour tout yg € E, il existe un voisinage V' de 3o et n > 0 tels que, pour tout gy € V, il
existe une unique solution sur I, := [ty — n,to + n]. De plus, 'application

V—€(J,E),
Yo — [t — y(t,y0)]

est continue

Preuve Onreprend la preuve du théoréme 2.12. On part de ’hypothése que f est lipschitzienne sur [tg — 1, tg + 1] ¥
B, (yo) pour obtenir 'existence d’une unique solution sur [tg — 7, %o + 7] et & valeurs dans B, (yo) avec 7 =
min(r, r/M). De plus, on avait

r
vt € [tO - 77,t0 + 77]) ||y(tvyo) - yOH < 5

de sorte que I'image y ne sorte pas de B, /2(y0). On prend o € B, /4(y0). On peut utiliser a nouveau le théoréme
d’existence d’une unique solution locale et continue sur [tg — p, o + ] avec p = min(n,r/4M) de sorte que

Vt € [tO - /-//7tO + /.L], ||y(t,:ljo) - gO“ g T/47
donc
vt € [to - ILL7tO + IU/]7 ”y(tng) - yO” < T/27

donc I'image de t — y(t,go) ne sort pas de B, /2(yo) sur [to — p,to + p] C [to — 7, to + 7). De plus, les deux
solutions ¢ — y(t,y0) et t — y(t, 7o) sont bien définies sur [ty — p,to + ] et restent dans B, 3(yo). Elles
coincident avec les solutions du probleme de CAUCHY

y'(t) = F(t,y(t))
avec les conditions initiales y(to) = yo et y(to) = Jo ou F est la fonction définie par 'équation 2.4. Comme F' est

globalement lipschitzienne, on peut conclure. (I

PROPOSITION 2.23. Soient f: R x E — FE continue et localement lipschitzienne par rapport a y, yo € E et
to € R. Soit (J,y) la solution maximale du probléme de CAUCHY

{y’(t) = f(t.y(1)),
y(to) = yo.
Alors on peut écrire J sous la forme J =T (yo), T (yo)[. De plus, pour tout € > 0, il existe R, > 0 tel que
T*(go) = T" (yo) +& (vesp. +1/e si T™(yo) = +00),
T (go) 2T (yo) —e (resp. —1/e si T~ (yo) = —00).
En outre, 'application (resp. la méme application avec des bornes ad hoc)
Br.(y0) — €(|T (yo) — &, T (yo) +¢[, E),
Go — y( Jo)

(2.9)

V?]O S BRg (yO)a {

VoWV

est lipschitzienne.

Preuve On pose
TF =min(1/e, T (yo) — &) et T- =min(—1/e, T (yo) + &).

On pose
M= sup |ly(t,y0)ll-
te(Ts T
Soit 6 € CL(R,[0,1]) telle que f(z) = 1si z < 1 et O(z) =0 si 2 > 2. On pose
JxFE —FE,
o oL pe)
) RME )

Il est clair que Yy 1) est solution du probleme de CAaucHY
yL(t) = Fe(t,y(t)),
Ye(to) = yo-

Soit §o € E. On note y(+,Jo) la solution de ce probléme pour valeur initiale y.(to,%0) = fo. Le lemme de
GRONWALL donne

ly= (¢, 50) — = (t o) | < €<= 1 gg — o] (2.10)
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2.5. PRINCIPE DE MAJORATION A PRIORI

ou L. est la constante de L1PscHITZ de F.. On sait que, si

190 — yoll < Re = e~ e max(T —tob T —toD o

alors
vt € [T577T€+]a ||y€(tag0) - ys(t7y0)|| < Ms-

En particulier, on a
Y90 € Br. (o), Vt € [T, TF],  ly(t,5o)|| < 2M-.

Donc y.(+, §o) est bien solution du probléme de CAUCHY (2.9). Ceci montre que, pour tout yo € Bgr_(yo), on a

T (Go) = T- et TT (o) =T

€

De plus, la majoration 2.10 montre bien que la fonction de la proposition est lipschitzienne. (]

o REMARQUE. Si f est classe ', on peut montrer que application o — y(t,yo) est aussi de classe &',

{ y =y,
y(0) = vo-

La solution est ¢ — 0si yo =0 et t — 1/(1/yo —t) sinon. On a alors TF(0) = +oo et TF (yo) = 1/yo si yo > 0.

> EXEMPLE. On considére le probleme

2.5 PRINCIPE DE MAJORATION a priori

Soient I un intervalle de R et f: I x E continue. On va montrer que, si f est localement lipschitzienne, alors
la solution du probléme de CAUCHY
{y’(t) = ft.y(1),

y(to) = Yo
est maximale pour un certain intervalle J C I avec
— soit supJ =sup/,
— soit sup J < sup [ et alors on a « explosion » de la solution au voisinage de sup J.

THEOREME 2.24 (de sortie de tout compact). Soit (JT~,T"|[,y) la solution maximale du probléme de CAUCHY.
Si TF < sup I, alors la trajectoire

{ut) | te )T 77}
sort de tout compact au voisinage de T, 4. e. pour tout compact K de F, il existe tx € |T~, T tel que

Vte [tx, T[], y(t) € E\K.

Preuve Par I'absurde, supposons qu'’il existe un compact K de FE et une suite (t,)nen de ]T~, 7T [ tendant vers
T tels que
YVNeNIn=N, yt, €K.

Soit yT € K une valeur d’adhérence de la suite (y(¢,))nen. Comme f est continue et localement lipschitzienne
par rapport a y, il existe n,r, L, M > 0 tels que

(i) ona [T —n,T" +n] x B,(yo) C I x E;

(if) pour tout (t,y) € [TF —n, TF +n] x B.(y*), on a [|f(t, y)[| < M;

(i) pour tous t € [T+ —n, TF +n] et y1,y2 € Bo(y"), on a [|f(t,y2) — (&, y0)ll < Lly2 — w1 -

On pose alors 7} := min(n, R/2M) et on se donne n € N tel que

5
3
Les propriétés (i), (ii) et (iii) sont encore vraie sur [t, —n/2,t, +n/2] x B, 2(y(t,)). D’aprés le théoreme
d’existence locale, il existe une solution sur un intervalle [t, — a, t, + ] avec « == 7j/2. Or

r
T —ta| <5 et ly(tn) —y"l <5

[\

thta>Tt— 2405 p+
3 2
ce qui est impossible. O

COROLLAIRE 2.25 (explosion en temps fini). Si E est de dimension finie et T+ < sup, alors la solution
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2.5. PRINCIPE DE MAJORATION A PRIORI

maximale y vérifient
li t)|| = +o0.
i, ly(@®)]| e%)

Preuve On prend K = Bg(0) avec R > 0 et on applique le dernier théoréme. O

> EXEMPLE. On consideére I'équation différentielle y/(t) = f(y(t)) ot f: RY — R?%. On suppose qu'il existe une
fonction V: R% — R de classe € telle que
(i) pour tout y € R?, on a (VV(y), f(y)) < 0;
(ii) pour tout M > 0, ensemble {y € R? | V(y) < M} est borné.

Soit (I,y) la solution maximale du probleme de CAUCHY avec y(0) = yo. Alors

wer, YYD _ vy, o) <o

donc
viel, V(yt) < V()

ce qui montre l'existence globale sur R .
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SYSTEME DIFFERENTIEL LINEAIRE

Dans cette section, on considére un K-espace vectoriel E avec K € {R,C} de dimension finie d € N* et I un
intervalle de R. Soient A € €(I,.Z(F)) et b € €(I, E). On va considérer I’équation différentielle

y(t) = A(t)y(t) + B(1). (3-1)
Le théoreme de CAUCHY-LIPSCHITZ donne ’existence d’une unique solution sur I.

Formule intégrale et résultante
Systéme homogéne

THEOREME 3.1. L’ensemble V des solutions de 1’équation (3.1) est un sous-espace vectoriel de ¢* (I,E) de
dimension d. Plus généralement, si y(-,to,yo) désigne la solution de (3.1) avec la condition initiale y(to) = yo,
alors I’application

E—V CcéY(I,E),

Pto*
’ Yo — y('atO,yO)

est un isomorphisme d’espace vectoriel.

DEFINITION 3.2. On appelle systéme fondamental de solution de (3.1) avec b = 0 toute base de V.

PROPOSITION 3.3. Soient yy, ..., yq des solutions de (3.1) avec b = 0. On pose
I — R,
t — det(y1(t),...,ya(t))
le wronskien de la famille (y1,...,yaq). Alors pour tout s,t € I, on a la formule de LIOUVILLE

w(t) = w(s) exp </ Tr A(o) dO’) .

Preuve Pour t € I, on note
Y(t)=((t) -+ walt)) € Aa(R).
On a alors w(t) = det Y(t). Or Y (t) = A(t)Y (t). Si on note A(t) = (a; ;(t)), alors
d
Vi € Hl,dﬂ,éi(t) = Zaw(t)/\j(t)

ol ¢; est la i-itme ligne de Y. Comme w(t) = det(¢1(t),...,44(t)), on a

d
d’lgiiw = Lzzldet(gl(t), ce ,gifl(t%éi(t),gprl(t), .. fd(t))

d d
= Z Z ai,j (t) det(ﬁl (t), e ,gi_l(t),gi(t), €i+1(t), .. Ed(t))

i=1 j=1

d
= Z ai,i(t)w(t) = Tr(A(t))w(t)

D’ou la formule de LIOUVILLE. O
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(ii)

3.1. SYSTEME DIFFERENTIEL LINEAIRE

DEFINITION 3.4. On appelle matrice résolvante du systéme (3.1) avec b = 0 'unique solution du systéme

{ Y(t) =AY (t),

Y (tg) = I . (3-2)

On la note S(-, tg).

PROPOSITION 3.5. Pour tous t,%g,t; € I, la matrice résolvante S vérifie
S(t,to) = S(t, t1)S(t1,t0)-
En outre, pour tous tg,t; € I, on a S(t1,t9) € GL,(K) et S(t1,t0) " = S(to,t1). Enfin, la solution du probléme

de CAUCHY
{ y(t) = AQ)y(t),
y(to) =0

est la fonction t — S(t, to)yo-

Preuve La premiére propriété vient du faire que, si P € .#,(K) et Y (t) = A(t)Y (t), alors
dY () P)

dt
L’inversible vient du cas t = ¢. O

— A()(Y (t)P).

Systéme différentiel non homogéne

On note S la résolvante du systéme (3.1) avec b = 0. Alors la solution du systeme (3.1) avec b quelconque est
donnée par la formule de DUHAMEL
¢

Vel y(t)=S(ttoyo+ | S(ts)y(s)ds. (3-3)

to
En effet, étant donnée S(-, %)y la solution du systéme homogeéne, on cherche la solution du sysétme avec b
quelconque sous la forme y(t) = S(¢,t)z(t). En reportant dans I’équation, on trouve que

S(t,t0)s(t) + S(t,t0)2(t) = A(t)S(E,t0)2(t) + (1),
donc
2(t) = S(t,to) " 1b(t) = S(to,t)b(t).
On obtient alors .
z(t) = 2o +/ S(to,s)b(s)ds

et on en déduit .

Y(t) = S(t,to)z0 + | S(t,t0)S(to,s)b(s)ds
tg ———~——
S(t,s)

avec zg = yo. D’out la formule (3.3)

Systéme a coefficients constants

On va considérer I’équation différentielle

y(t) = A(t)y(t) + B(t). (3-4)
ot A € .#y(K) ne dépend plus du temps et b € K9.

Exponentielle de matrice

DEFINITION 3.6. L’exponentielle d’une matrice A € .#;(K) est la matrice
o0
ATL
A._
%

PROPRIETE 3.7. Soient A, B € #4(K).
(&

A+B A_B

1. Si A et B commutent, alors e e’.

2. Onael =1,
3. Si B est inversible, alors eBAB" = BeAB~1,
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3.1. SYSTEME DIFFERENTIEL LINEAIRE

4. Si A est nilpotente d’indice m < d, alors

A_B C

o REMARQUE. On peut montrer que, si A et B ne commutent pas, alors e“e” = e~ avec

(ii)

3.1.3

Cim A+ B+ 5[4 B]+ (1A (A, B] + [B,[4,B]) + -

avec [A,B] .= AB — BA
Résolvante

Dans le cas constant, la résolvante prend une forme trés simple qui est
VteR, S(tty) =eltt0)4,

Pour tout ¢ € R, on pose
Y(t) = e,

L’application ¥ est un homéomorphisme de (R, +) dans (R, x).

Calcul des solutions homogénes
Si 4o est une vecteur propre de A associé & la valeur propre ), alors la fonction t — e(*=t0) Ay est solution du
probleme de CAUCHY
{ y(t) = A()y(t),

y(to) = yo-

Plus généralement, si A est diagonalisable, . e. il existe P € GL4(K) et D € .#4(K) diagonale telles que
A= PDP~! alors on fait le changement de variable z = P~y et les solutions sont de la forme z(t) = e 2.

(3-5)

PROPOSITION 3.8 (réduction de JORDAN). Soit A € .#4(K) de polynéme caractéristique

L
e | CERVES

Alors il existe P € GLy4(K) telle que

Jﬂl
P'AP =
‘]W
ou les matrices J,, sont des blocs de JORDAN avec pug, € {A1,..., A}

REMARQUE. On peut écrire de fagon unique J, comme J, = pul,, + N ot N est une matrice nilpotente dont on
note m l'indice. Alors pour tout t € R, on a

m—1 .,
tJ, _ _tp Y A
et =e Z n!N .
n=0
PROPOSITION 3.9. Soit A € .#;(C) de polynéme caractéristique

L
xa = (1 T

Alors pour tout j € [1, /], il existe m; solutions indépendantes de I’équation y = Ay et elles s’écrivent
yink(t) = eMpi(t), ke [Llmy]

ot pjr € C¢_,[X]. L’ensemble des solutions constitue un systeme fondamental de solutions.

PROPOSITION 3.10. Soit A € .#;(R) de polyndme caractéristique

4
Xa= (DX =)™ avec N =a; +iB;.
=1
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3.1. SYSTEME DIFFERENTIEL LINEAIRE

Alors il existe un systéme fondamental de solutions de la forme

t— t"e" cos(Bit)a, tr—— t°e' sin(B;t)b avec r,s<m;—1, a,be R

3.1.4 Groupe a un parametre

DEFINITION 3.11.  On appelle groupe & un paramétre tout morphisme de groupes de (R, +) dans (GL4(K), -
différentiable.

On va montrer que les seuls groupes a un parametre sont les solutions de systémes a coefficients constants.
Soit B un groupe a parameétre. On considére A := B’(0). Pour tout ¢t € R, on a

B'(t) = }lllinow = (%li% M) B(t) = AB(t).

Alors B est solution du systéme B'(t) = AB(t) avec B(0) = I4. Ainsi
VtEeR, B(t) =
La matrice A est appelée générateur du groupe.
> EXEMPLES. — Pour A= Ay, on a {4 |t € R} = {e'l; |t € R}.
— Pour A= (97), alors {e4 | t € R} = SO2(R).

3.1.5 Equations différentielles d’ordre supérieur
On s’intéresse aussi aux équations du type
2 (t) + an-1 ()" () + - + ao(t)(t) = b(t) (3.6)
ou les fonctions ay, ..., ap—1 et b sont continues de I dans R.

(i) Transformation en un systéme d’ordre 1

On suppose que b = 0. En posant y(t) :== (2(t),2'(t),..., 2D (t), on obtient le systeme

() = . u(t).
1
—ap —a1 o —ap-1

THEOREME 3.12. Si g = 0, alors 'ensemble V est solution de 1’équation (3.6) est un sous-espace vectoriel de

dimension n de €™ (I,R). On note z(+, 29, ..., 2n—1) la solution au probléme de CAUCHY
2O(E) + a1 (02D @) + -+ ao()=(8) = b(D),
Z(to) : 205

2= (1) - Zn—1.
De plus, ’application
R* — ¢(I,R)
(20, y2n—1) —> 2(*, 20, -, Zn—1)

est une isomorphisme de R™ dans V. Si g n’est pas nulle, alors I’ensemble des solutions est un espace affine Z + V/
de dimension n de €™ (I,R) ou Z est une solution particuli¢re.

(ii) Wronskien
Pour tout ¢t € I, on pose
z1(t) ceo o zp(t)
W(t) = : : et w(t) = det W(t).
ANy oY)

La formule de LIOUVILLE donne ici

Vs,tel, w(t)= w(s)exp(—/ an—1(0) do) .
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(iii)

3.2. COMPORTEMENT QUALITATIF DES SOLUTIONS

Calcul des solutions
CAS DES SYSTEMES A COEFFICIENTS CONSTANTS. On introduit le polynome caractéristique de I’équation
P=X"4a, 1 X" 1+ - +a1X + ao.
PROPOSITION 3.13. Si A est une racine de x4 de multiplicité m, alors les fonctions
tel——teM, rel0,m—1]

sont des solutions indépendantes de I’équation (3.6) avec g = 0.
Preuve Pour t € I, on pose z(t) = Q(t)et* avec Q un polynéme de degré inférieur ou égal & m — 1. Alors pour

tout k € [0,n] et t € I, on a
k
k , A
(k) (+) — () k—j tA
2\t 75 QY () AT,
v =0 (3> "

J
En prenant a,, = 1, on a alors

n n k
Y oaP() =M an) (k) QW (H)AF

k=0 k=0 \/
" 0 n !
o QY k! k—j
= 2 G
Jj=0 k=j
" 0l
_ o Q) 56y
=My i PYD(N) =0 0
7=0
PROPOSITION 3.14. Soient Ay, ..., Ay les racines du polynome caractéristique de multiplicité respective mq, ...,

my. Pour j € [1,£], on a A\j; = o +i5;. Alors il existe un systéeme fondamental de solution de la forme

t—> t"e' cos(Bjt), t—— t°e' sin(Bt) avec r,s <mj— 1.

CAS DES COEFFICIENTS VARIABLES. Soit (21,...,2,) un systéme fondamentale de solutions de 1’équation
homogeéne. On note W (t) la wronskienne. Alors il existe une solution particuliere de 1’équation avec second
membre de la forme

2(t) = cr(®)z1(t) + -+ 4 ealt)2n(t)

ot les fonctions ¢; € €' (I, R) vérifient

¢é1(t) 0
: — Wit :
én(t) g(t)

La résolvante s’écrit alors
Vs,t eI, S(t,s) =W ()W (s).

La formule de DUHAMEL devient alors

y(t) = W(EW(to)yo —l—/t W ()W~ (s)b(s) ds.

COMPORTEMENT QUALITATIF DES SOLUTIONS

Stabilité asymptotique de 1’origine
THEOREME 3.15. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie d et A € Z(E). Alors les propositions
suivantes sont équivalentes :

(i) toute solution de y = Ay tend vers 0 en 400}
(ii) o(A) c {z € C|Rez < 0}.

Preuve Les solution du systéme g = Ay s’écrivent y(t) = e'4yo. D’apres la décomposition de DUNFORD, il
existe P € GL4(C), D € .#,4(C) diagonale et N € .#4(C) nilpotente telle que A = P(D + N)P~!. Alors les
solutions s’écrivent y(t) = Pe!Pe!™N P~1y,, donc

ly@)I < IPIP et et -
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3.2.3

3.2. COMPORTEMENT QUALITATIF DES SOLUTIONS

On suppose (ii). On pose p1 = supy¢, 4y Re A < 0. Ainsi [|e'P[| < Ce et [|e"V]| < C't?=1 avec C,C" > 0. Donc
les solutions tendent vers 0 en +oco. La réciproque est claire. (I

Solutions bornés

THEOREME 3.16. Soit A € .Z(F). Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) toute solution de § = Ay est bornée sur R ;

(ii) o(A) C {z € C| Rez < 0} et la multiplicité géométrique des valeurs propres de parties réelles nulle est égale
a la multiplicité algébrique.

Preuve On reprend la méme preuve que précédemment. O

PROPOSITION 3.17. Soit A € Z(FE). Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) pour toute donnée b € € (R, R?) bornée, il existe une unique solution bornée y € €* (R, R%) de §y = Ay + b.
(ii) o(A) c {z€ C|Rez > 0}.

Preuve On suppose (i). Soient A € o(A) et yo € E un vecteur propre associé a \. Alors ¢ — ey est une
solution pour b = 0. Si Re A < 0, alors la solution est bornée et de méme pour t — pe yo avec p € C ce qui est
impossible par unicité. Donc Re A > 0.

On suppose (ii). La formule de DUHAMEL donne

t t
y(t) = eyo + / =) 4p(s) ds = e {y0+ / e“”‘b(s)ds}
0 0

On considere

11 existe p, C' > 0 tels que

Alors
b oA o]l
/675 b(s)ds|| < ——22(1 — e~ '),
0 2
donc
+oo 1 C
Il = |- [ s < ol O

Solutions périodiques

On suppose ici que les fonctions A € ‘51(1&3(@‘1)) et b e ¢ (R,C9) sont T-périodiques avec T' > 0.
Existe-t-il des solutions périodiques de I’équation g(t) = A(¢)y(t) + b(¢t). On note y(+, to, yo) I'unique solution qui
passe par yg en tg.
EXEMPLE. Les solutions du systéme

0= o)u+ ()

sont de la forme

2
y(t) = bz; + (y2(0) + b1)t + y1(0)
bat + y2(0)
Elles sont périodiques si et seulement si by = 0 et y2(0) = —by.

THEOREME 3.18 (exzistence de solution périodique). Alors les trois propositions suivantes sont équivalentes :
(i) il existe une solution périodique de H(t) = A(¢)y(t) + b(t);

(ii) pour tout ty € R, application yo — y(T =+ to, to, yo) a un point fixe;

(iii) il existe tg € R tel que lapplication yg — y(T + to, to, Yo) ait un point fixe.
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3.2. COMPORTEMENT QUALITATIF DES SOLUTIONS

Preuve Les implications (i) = (ii) et (ii) = (iii) sont triviales. Supposons (iii) et montrons (i). Soit yo € C? un
point fixe de Papplication yg — y(T + to, to, ¥o). On pose y. = y(-, to, yo). On sait que

Uu(t) = A(t)y«(t) + b(t), VteR.
On considére z: t € R — y,(t +T). Comme A et b sont périodiques, il vaut immédiatement que
Z(t) = A(t)z(t) + b(t), VteR.
De plus, on a z(tg) = y«(to + 1) = yo. Le théoréeme de CAUCHY-LIPSCHITZ affirme que z = y, ce qui montre que

la solution y* est T-périodique. O

THEOREME 3.19 (solution périodique et solution bornée). Alors il existe une solution périodique de 1’équation

g(t) = A@)y(t) +b(t)

si et seulement s’il existe une solution bornée.

Preuve Le sens direct est évident. Réciproquement, on suppose qu’il existe une solution bornée. Par ’absurde,
supposons qu'il n’existe aucune solution périodique. D’apres le théoréme précédent, cela signifie que ’équation

T
yo = S(T, 0)yo + / S(T, 5)b(s) ds

n’a pas de solution, c’est-a-dire s ¢ Im(I; — U) ou
T
U:=S5(T,0) et z ::/ S(T, s)b(s) ds.
0

Pour tout n € N, on remarque que
S(t +nT,nT) = A(t)S(t + nT,nT),
S(nT,nT) = 1.

Le théoréeme de CAUCHY-LIPSCHITZ affirme donc que S(t + nT,nT) = S(t,0) pour tout ¢ € R. En particulier,
on a

S((n+1)T,nT)=S(T,0)=U.
En réinjectant dans la formule de DUHAMEL, on obtient que
(n+1)T
y((n+1)T) =Uy(nT) + / S((n+1)T, s)b(s) ds.

nT
En utilisant la périodicité de S((n + 1)T,-) et b, on a

(n+1)T T T
/ S((n+1)T,s)b(s)ds = / S(n+1)T,s+nT)b(s+nT)ds = / S(T, s)b(s)ds = z.
nT 0 0

D’ou
y(n+1)T) = Uy(nT) + z.

On note U* I'adjoint de U pour le produit scalaire canonique de C?. Soient x € Im(Ig — U) et x € Ker(Ig — U*).
1l existe u € C™ tel que x = u — Uu. Alors

(r,2") = (u—Uu,2’) = (u,2') — (Uu,z’) = (u,2’") — (u,U*z') = 0.
On en déduit que Im(Iy — U) = Ker(Ig — U*)*. Ainsi il existe u € C? tel que U*u = u et (u, z) # 0. On obtient
Unt1 = <y((n + 1)T),’LL> = <Uy(TLT), u> + <uu Z>
= a, + {u, 2).

On a alors o411 = ag + (n + 1)(u, 2) avec (u,z) # 0 pour tout n € N, donc a,, — oo ce qui contredit la
bornitude de y. (I
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Chapitre 4
STABILITE DES SYSTEMES NON LINEAIRES

4.1 Introduction . . ... ... L oo 23 4.2.4 Preuve du théoreme de stabilité en premieére ap-

4.2 Différentes notions de stabilité . . ... ......... 23 proximation . . ... ... ... ..o 24
4.2.1 Théoréme de GROBMANN-HARTMAN . .. ... .. 23 4.2.5 Preuve du théoréeme de non stabilité en premiere
4.2.2 Notion de stabilité . . . ... .. ....... ... .. 23 approximation . . .. ... ... Lo o L 25
4.2.3 Produit scalaire adapté & un endomorphisme .. 24

4.1 INTRODUCTION

Soit f: R% — R? de classe €. On considére Péquation différentielle ordinaire autonome
g =f(y)
DEFINITION 4.1. On appelle portrait de phase de cette équation I’ensemble

{y(t707y0) ’ Yo € Rdat S Jyn}

ou Jy, est l'intervalle de définition de la solution maximale passant par yo en ¢t = 0.
DEFINITION 4.2. Un systéme hamiltonien est un systéme du type

i) = JIVHG() avee He@@®RNR) e J= () ).

11 est facile de voir que H est constant le long de toute trajectoire. Soit y une solution de ce systéme. Alors

S O wnate) = (VHO)T T H(0) =0,

4.2 DIFFERENTES NOTIONS DE STABILITE

4.2.1 Théoreme de GROBMANN-HARTMAN

On considere la méme équation différentielle que précédemment.

DEFINITION 4.3 (linéarité). Soit et yo € R%. On appelle systéme linéarisé le systéme

. of

Y= @(yo)(y — o) + f(¥o)-

THEOREME 4.4 (GROBMANN-HARTMAN). On suppose que f(0) = 0 et que la matrice A := 9, f n’a pas de
valeur propre de partie réelle nulle. Il existe existe des voisinages U et V de 0 dans R? et un homéomorphisme
h: U — V qui envoie les trajectoires du systéme non linéaire sur celle du systeme linéaire en préservant le sens
du temps. Plus précisément, si yo € R? est une valeur initiale telle que y(t, o) € U, alors e!4h(y) € V et

y(t,y0) = h™ " (" h(yo)).

© REMARQUE. Ce théoreme est énoncé dans le cas yo = 0. Si yo # 0 avec f(yo) = 0, alors on peut se ramener au
cas yo = 0 en posant § =y —yo et f(7) = f(§+ yo)

4.2.2 Notion de stabilité

DEFINITION 4.5 (équilibre).  On dit que yo € R? est un point d’équilibre de I’équation 3 = f(y = si la fonction
constante t — o est solution.

DEFINITION 4.6 (stabilité). On dit que yo € R? est

1. une équilibre stable si, pour tout voisinage U de yyo, il existe un voisinage V' de yq tel que, pour tout gy € V,

(i) t — y(t, go) est bien définie sur R,
(ii) y(t,90) € U pour tout t > 0.

2. un équilibre asymptotiquement stable si c’est un équilibre stable et s’il existe un voisinage W de yq tel que ,
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4.2.3

4.2.4

4.2. DIFFERENTES NOTIONS DE STABILITE

pour tout gy € W,
(i) t— y(t, do) est bien définie sur Ry,
(ii) y(t,50) — yo quand t — +oo0.

THEOREME 4.7 (stabilité en premiére approzimation). Soit yo € R? un point d’équilibre. Si o est un équilibre
asymptotiquement stable du linéarisé
of

y= afy(yo)(y = %),
alors c’est un équilibre asymptotiquement stable de g = f(y).

COROLLAIRE 4.8 (non stabilité en premiére approximation). Si d,f(yo) a une valeur propre de partie réelle
strictement positive, alors yo n’est pas un équilibre stable de ¢ = f(y).

REMARQUE. On ne peut pas conclure dans le cas ot 9, f(yo) a une valeur propre de partie réelle nulle.

Produit scalaire adapté a un endomorphisme

THEOREME 4.9. Soit g € .Z(R%). On note A sa matrice dans la base canonique et P son polynome caractéristique.
On note P = P, P_ ou Py (resp. P_) a toute ses racines de parties réelles positives (res. strictement négative).
Le lemme des noyaux donnes

E_ =XKer P_(A),

E=E, ¢ E._
* avee {E+ — Ker P, (A).

Alors il existe un produit scalaire { , ) sur R? et a > 0 tels que
— Ker P_(A) et Ker P, (A) soient orthogonaux,

— pour tout z € E_, on ait (g(x),z) < —2a{x, x),

— pour tout z € E, on ait {(g(x),x) > —a(z,x).

Preuve Cf. cours d’algebre. |

Preuve du théoréme de stabilité en premiére approximation

LEMME 4.10 (fonctions de LYAPUNOV et stabilité). On considére le systéme ¢ = f(y) avec f € € (R% R%). On
suppose que 0 est un point d’équilibre et qu’il posséde une fonction de LYAPUNOV stricte, 7. e. il existe une boule
ouverte B centrée en 0, une fonction V: R% — R de classe €' et un réel a > 0 tels que

(i) 0 soit un minimum strict de V' sur B,
(ii) pour tout y € B, on ait dV (y)(f(y)) < —a(V(y) — V(0)).

Alors 0 est asymptotiquement stable.

Preuve Pour simplifier la preuve, on considére le cas ot V: y € R? — (y, 7). L’hypothése (ii) s’écrit simplement

vye B, 2(f(y),y) < —alyls.

Quitte & réduire B, on peut supposer que c’est une boule par la norme || ||2. Soient §o € B et J == |T~,T7]|
I'intervalle de définition de la solution maximal y(-, ). Montrons que T = +o0 et |ly(t,%0)|| < ||Fo]| pour ¢ = 0.
On consideére

X :={re]0,T"[|vtel0,7], y(t go) € B}.

Comme la fonction ¢ — y(¢, §o) est continue et la boule B est ouvert, 'ensemble X est non vide. On considére
la fonction

prt € J— (y(t, 9o), y(t, o))-
Pour tout ¢t > 0, on a
(1) = 2(y(t, §o), f(y(t, 50))) < —2a[ly(t, Go)||* = —ap(t),
donc une intégration donne
p(t) < e p(0) = = |15’
et on en déduit que

—at/2

ly(; Go) | < e (|90l < [ o]l -

Cela montre que 0 est stable. On montre ensuite qu’il est stable. (I
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4.2.5

4.2. DIFFERENTES NOTIONS DE STABILITE

Preuve du théoréme de stabilité Quitte & modifier f, on peut supposer que yo = 0. On pose g := df(0) € Z(R?).
Comme g a ses valeurs propres de parties réelles négatives, d’apres le théoréme précédent, on peut construire un
produit scalaire réel {, ) et a > 0 tel que

vy e R, (g(y),y) < —2allyll3.

La fonction V: y — % ||y\|§ est classe €' et admet 0 pour minimum strict. De plus, au voisinage de 0, on a

fy) = 9(y) +oly),
donc il existe € > 0 tel que
Vy € B ==B(0,2), [If(y) —9@)l < allyll.
Pour tout y € B, on a

dV(y)(f(v) =y, f(v)) = (¥, 9(y)) + (v, f(y) — 9(v)),

donc l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ donne
AV (y)f(y) < —2alyll”* + llylly 1/ () = 9@)lls < —ellyll5 -

Cela montre que V est une fonction de LYAPUNOV du systéme, donc 0 est un asymptotiquement stable. (I

Preuve du théoréme de non stabilité en premiére approximation

THEOREME 4.1 (CETAEV). On considére le systéme § = f(y) avec f € €1 (R?,R?). On suppose que yo € R? est
un point d’équilibre et qu’il existe une boule B centrée en 4o, une fonction V € ¢ (R% R) et un ouvert Q C R?
tels que

(i) o € 09,
(ii) V> 0 sur Q et V =0 sur 99,
(iii) pour tout y € QN B, on ait dV (y)(f(y)) > 0.

Alors gy n’est pas un équilibre stable.

Preuve Par l'absurde, supposons que yg soit un équilibre stable. Il existe un voisinage U, d’adhérence compact

incluses strictement dans B, et un voisinage ouvert W tel que, pour tout go € W, la solution y(-, §o) issue de go

existe sur R et est entierement contenue dans U. L’intersection Q N W est non vide. Soit g € 2N W. On pose
X ={r>0]|Vte|0,7], yt,g0) € Q}.

Cet ensemble est non vide car la fonction y(-, o) est continue et I’ensemble € est ouvert. De plus, ’ensemble X
est un ouvert de R, . Montrons que X est aussi fermé dans R . Soit (7,)nen une suite de X convergeant vers
Too 2 0. On a Y(7eo, Jo) € §2. Pour tous 7 € X et t € [0, 7], on considére p(t = V(y(t, Jo)) et on a

p(t) = dV (y(t, 50))(f(y(t,90))) > 0,

donc ¢(t) > ¢(0) = V(go). En particulier, par passage a la limite, on a ¢(7) > 0, donc V(y(700, o)) > 0, donc
Y(Too, o) & O, donc y(Teo, To) € et 7o € X. Cela montre que X est un fermé. Comme R est connexe, on en
déduit que X = R. Ainsi pour tout ¢ > 0, on a y(t, go) € Q. Considérons
K={yeUnQ|V(y)>V()}
Cet ensemble est compact. De plus, on a K C U C B et K C €. Donc pour tout y € K, on a dV (y)(f(y)) > 0.
Soit
= inf dV 0.
o= Inf dV(y)(/(y) >
Comme y(t,go) € K pour tout ¢t > 0, on a ¢(t) > a pour tout ¢ > 0, donc

> > .

Or

VE =0, o) =V(ytgo)) < sup V(y) < 400
yeK

ce qui est absurde. Donc yg est un équilibre instable. (I
Preuve du théoréme de non stabilité On se rameéne au cas yo = 0. On pose ¢ := df (0). En appliquant le théoréme
& —g, il existe un produit scalaire { , ) sur R? deux sous-espaces vectoriels E et F' de R? en somme directe et un

réel a > 0 tels que ) )
Yy e F, (g(y),y) =2allyl” et VyeF, (g(y),y) <alyll”.

On définit V: R? — R par
Y(y1,12) € E X F, V(g +42) = [wn]* = [lyall*-
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4.2. DIFFERENTES NOTIONS DE STABILITE

On pose
Q:={yecRY|V(y) >0}

Comme f est classe €%, on a f(y) = g(y) + o(y), donc il existe £ > 0 tel que
a
Vo € B(0,¢),  [1f(y) = fWl < 7 llyll-

On veut montrer que
Vy € QN B(0,¢), dV(y)(f(y)) > 0.

Soient h:=h; +hs e E®GFety:=y; +y2 € E®F. Alors
V(y+h)=V(y) =y + hi,y1 + ha) = (Y2 + ha,y2 + ha) — (1, 91) — (42, 92))
= 2(y1, h1) — 2(ya, ha) + || = || 2|,
donc
[dV (y)(h)| = |2(y1, k1) — 2(y2, h2)|

< 2([(yr, ho)l + (w2, ha)l)
<Ayl Al -

En particulier, pour tout y € B(0, ), on obtient que

1AV (y)(f(y) — 9| < 4yl I1f (@) — 9]l < ally))?.

Or F et F sont stable par g, donc
dV (y)(9(v) = 2201, 9(1)) — 2(u2. 9(12))) = 2201 [|* — et [[y2]|*)

2
2a [y ||

VoWV

Finalement, pour tout y € B(0,) N, on a

dV(y)(f(y) = dV(y)(g(y)) +dV(y)(f(y) — 9(y))
> 20 |ly1)|* — o [lyl* > 0.

On conclut ensuite par le théoréeme de CETAEV. O
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DEFINITION DU FLOT

Soit f: R? — R? continue et localement lipschitzienne. On considére le probléme de CAUCHY
{ y(t) = f(y(®)),
y(to) = vo-
Le systéme admet, pour tout (tg, y0) € R x R?, une solution maximale notée (-, to,yo) et définie sur J(tg, o) C R.
L’application
(20, y0) — y(t,t0, Yo)

est définie sur 'ouvert
Q= {(t,t0,50) € R xR x R? | t € J(to,y0)}-

On note plus simplement
Qo == {(t,y0) ERxR¥ | t € J(0,50)}.
DEFINITION 5.1.  On appelle flot de I'équation § = f(y) les applications
Qy — R,

(t,90) = @t(yo) = y(t,0, o).

REMARQUES. 1. On a clairement

de:(yo)
dt

2. Pour tout (¢,%o,y0) € 2, on a (t —to,yo) € Qo et y(t,to,Y0) = Pr—t,(Yo)-

= f(ei(y0)) et vo(yo) = yo-

PROPOSITION 5.2. L’application (t,5) € Qo — ¢¢(y) € R? est continue. En particulier, pour tout (¢,y) € o,
il existe un voisinage V' de y tels ¢, soit définie et continue sur V.

PROPOSITION 5.3. On suppose que f est globalement lipschitzienne. Alors la flot est défini sur R x R? et, en
notant Diff(RY) I’ensemble des difféomorphismes de R? dans lui-méme, 1’application

R — Diff(R?),

t— ¢y

est un morphisme de groupe de (R, +) dans (Diff(R9), o).

DIFFERENTIABILITE PAR RAPPORT A LA CONDITION INITIALE

On s’intéresse a la différentiabilité du flot. On suppose ici que la fonction f est classe %*. On veut montrer
que, pour tout ¢ € R, la différentielle Oy (yo)/Oyo existe et satisfait

a@t(:y()) _ S(t y0)~

9o

THEOREME 5.4. Soit f: R? — R? continue et localement lipschitzienne telle que df /0y existe et soit continue
sur R?. Alors le flot de 1’équation

g=fy)
est une application contintiment différentiable par rapport a y et sa dérivée
0
Uyt — %t(yo)
Yo
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5.2. DIFFERENTIABILITE PAR RAPPORT A LA CONDITION INITIALE

vérifie I’ équation variationnelle

‘I’t(QO):%(%(yo))‘I’t(yo) ot Wo(yo) = I

Preuve Pour montrer l'existence de la différentielle, il suffit d’établir, pour (¢,y9) € o, 'existence d’une
fonction € - Ry — Ry et d'un réel r > 0 tels que

VAyo € B(0,7),  llee(yo + Ayo) = ¢eyo) = S(t,y0) Ayoll < [Ayoll ([ Agoll) et lim () = 0.

Soit 39 € R%. Sachant que
dQDt

ﬁ(yo +Ayo) = f(pi(yo + Ayo)),

on détermine une équation satisfait z(s) = ¢yo) + S(s,50) Ayo. On a
dz(s)
ds

= Qbs(yO) + S(Sv yO) AyO

= Floalo)) + %(%@O»S@,yo) Ay
= f((s)) — b(s)

ou

3(s) = f(ps(yo) + S(t,90) Ayo) — f(@s(v0)) — %(sﬁs(yo))s(s,yo) Ayo.

11 faut majorer ||§(s)||. On note sur la fonction s — S(s,yo) est continue sur [0, ¢], donc elle est majoré par un
certain réel M > 0. Soit p > 0. Maintenant, si r < p/M/, la fonction s € [0,1] — z(s) ne sort pas du cylindre
compact

K, ={yeR?|3se[0,t], ly — @s(vo)ll < p}

et, si p est suffisamment petit, alors K, C €. En utilisant le théoreme des accroissements finis sur K, avec la
fonction

Az — G(Az) = f(z+ Az) — f(2) — ['(2) Az,

on a
IG(A2)| < |Az]| sup |G'(nAz)| avec |G'(Az)| = f(z+ Az) = f'(2).

nelfo,1
Puis on va utiliser I'uniforme continuité de f’ sur K, : on peut écrire
IG"(Az) = |If'(z + Az) = f'(2) || < B([|Az]])

ou [ est une fonction qu’on peut construire en escalier, monotone, de limite 0 en 0. Comme f est localement
lipschitzienne sur K, elle y est globalement lipschitzienne et on note L sa constante de LIPSCHITZ sur K,. Soit
s € [0,¢]. Comme

2(5) — 0a(y0 + Ayo) = / [F(2(0)) — F(po (o + Ayo)) — o(s)] do,
le lemme de GRONWALL donne

I25) = eulwo + Bu0)ll < [ Lla(0) = ealun + Auo)ldo + [ 5(a) o
0 0
En prenant z = ¢s(yo) et As = S(s, o), on a §(s) = G(S(s,y0) Ayo), donc

16(s)Il < BIS (s, 50) Azoll) x [15(s,y0) Azoll
< B(M || Ayol[)M [ Ayol| -

Le lemme de GRONWALL donne alors

[12(s) — s (yo + Ayo)[| < B(M [[Ayol) M [ Ayoll

elt —1

Alors on a bien
elt — 1
L

Il reste & montrer la continuité. Soient (¢,yp) € o et D un voisinage compact de yo tel que [0,1] x D C €.
On définit

e (yo + Ayo) = ¢(yo) = S(t: o) Ayoll < [|Ayoll (| Ayoll) avec  e(z) = S(Mz)M

& = sup || f (ws(wo))]| -
86[071]
yeD
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5-3

5.3.1

5.3.2

5.3. PROPRIETES GEOMETRIQUES DU FLOT

Pour tout gp € D, on a
S(s,90) = S(s:90) = f'(25(50))(S(s,50) — S(s,90)) + A(s) avec  A(s) = (f'(¢s(y0)) — F'(2s(50)))S (s, 0)-

Donc si sup,¢p 4 [|A(s)]| < 9, alors

. B . efft -1
sup |S(s,50) = S(s,90)|| < 0—
s€[0,t]
Par composition de fonctions continues, la fonction S est continue. (I

THEOREME 5.5. Si f est de classe €%, alors la fonction (£, y) — ¢¢(y) est également de classe €% sur .

PROPRIETES GEOMETRIQUES DU FLOT

Conservation du volume

Supposons que f est de classe € et de divergence nulle, 4. e. telle que div(f) = tr(9f/0y) = 0. Soit A un
ensemble mesurable de R? pour la mesure de LEBESGUE. On introduit son volume

Vol(A) = / dy.
A

THEOREME 5.6. Pour le systéme différentielle §y = f(y), pour toute partie mesurable A, on a
Vol(p:(A)) = Vol(A).

Preuve En notant ¥, := dy, /0y, cette fonction est solution de 1’équation variationnelle

d
i(00) = 5 () Wilam) et Walon) = L
Pour M, H € #4(R) avec M € GL4(R), on rappel que
ddet(M)(H) = det(M) tr(M ' H).

On a

d dwv
det Wy (yo)] = ddet ¥y (yo) —" (yo)

i dt .
= (det Wy (yo) tr(¥; " (y0) ¥ (w0))
1 af
= et () (05 00) 2L (10 100 =0

D’apres la formule du changement de variable, on a
Vol(ei(a) = [ ay= [
P (A) A

Conservation de 1’énergie

0py
det —
9

dy = Vol(A). O
Yo

On suppose que le systeme est hamiltonien, 7. e. il s’écrit

y=J 'VH(y) avec J:= < 0 I").
-1, 0

Son flot préserve le volume puisque, en notant f :== J"'VH, on a
div f =tr(J'V2H) = tr(-V2HJ ') = —tr(J'V?H) = —div f.

THEOREME 5.7.  Soit ¢ le flot associé au systeme précédent. Alors pour tout (¢,y) € Qo, on a H(¢:(yo)) = H(yo)-

Preuve On a
Atemn)) O outun) T — S ) H ) = (T (1(00))) T~ (T (1 (00) =0

et H(po(yo)) = H(yo)- U
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5-3-3
(i)

(ii)

(iii)

5.3. PROPRIETES GEOMETRIQUES DU FLOT

Symplecticité et flot hamiltonien
Quelques propriétés géométriques
On considére le probleme hamiltonien
y=J 'VH.
Si on écrit y = (p, q), alors on peut réécrire ce systéme comme
p=-VeH(p,q) et ¢=V,H(pq).

On considére le parallélogramme P de R?? engendré par les vecteurs ¢ = (£P,€9) et n == (nP,n9). Le
parallélogramme P s’écrit alors
P={t&+sn]s,tel01]}.

Si d =1, laire orienté de P est

¢p

€1 nq
En dimension d > 1, on remplace cette expression par les sommes w(€,n) des aires orientées des projections sur
les plans (p;,q;) de P, i. e.

Aire. Orientée(P) == =&t =&y

e gp
w(&m) = E 52 q
oS T
ce qui peut se réécrire comme
w(&n) ="¢In.

Transformations symplectiques

DEFINITION 5.8.  Une application linéaire A: R?? — R2?4 est dite symplectique si "AJA = J, i. e. si
Ve € R, w(AE, An) = w(&,n).

DEFINITION 5.9.  Soit U un ouvert de R2¢. Une application g: U — R2? est dite si elle est de classe € et sa
jacobienne est symplectique.

Soient U un ouvert de R?? et M une variété dimensionnelle (surface) de U telle qu'il existe une carte globale
M = ¢(K) ot K est un compact de R? et 1 est un difféomorphisme de K dans M. La somme des aires orientées
des projections sur les plans (p;, ;) de tous ces parallélogramme est donnée par

= //Ko.;(?j’—f(s,t)7 %—f(s,t)) dsdt.

THEOREME 5.10. Soit g: U — R2? de classe €. Si g est symplectique, alors Q(g(M)) = Q(M).

Preuve La surface g(M) est paramétrée par la fonction g o ¢ définie sur K, donc

// gow (5,1, 8gaiw(s,t)> dsdt
- J.+(s (7< 0,900, 1) B (5,1) ) s
://( St))Jg(w(s,t))%(s,t)dsdt
// (aj >t9 )Jg' (1(s,t ))%f(st)dsdt
8y
ds

(e P

ot
- o g—f(s,t)7%(s,t)> dsdt = Q(M). .

Symplecticité d’un flot d’un systéme hamiltonien

On considére une fonction f(y) = J-'VH(y) ott H: R** — R est de classe €.
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5.3. PROPRIETES GEOMETRIQUES DU FLOT

THEOREME 5.1 (POINCARE). Soit H: U — R de classe €. Alors pour tout (t,y) € Qo, I'application ¢, est
une transformation symplectique.

Preuve La matrice U, := 9f /0y o ¢, satisfait I’équation variationnelle

Wy (y) = g—iwt(y)mt(y) = TP H (o) V().

Wo(y) = Ia.
On veut montrer que ¢; est symplectique, i. e. que t(\I/t(y))J\Il,g(y) =J.0Ona
d . .
3 (W) TT(y) = "Ti (1) T4 (y) + ()T V()
= Wi(y) VP H (pe(y)) T TWu(y) + Wily)J T V2 H (1 (y)) Wi (y) = 0.
De plus, on a (W (y))JWo(y) = J ce qui conclut. O

THEOREME 5.12. Soit f: R?¢ — R?? de classe %'. On suppose qu’il existe t > 0 et un ouvert étoilé U de R2?
tels que [0,t] x U C Qq et, pour tout s € [0,¢], Papplication ¢, est symplectique. Alors le systéme ¢ = f(y) est
un systeme hamiltonien.

Preuve L’équation variationnelle s’écrit ici

Wy (y) = %‘@t@»wt@,
Uo(y) = L2a.

Pour tout s € [0, t], Papplication ¢ est symplectique, donc
VyeU, “(Wy(y)J¥(y)=.J.
Soient y € U et s € [0,t]. En dérivant par rapport & s, on a
0

= (T ()W (y) + (La(y)) T Ts(y)

=0 0)) (G 0)) 0 0) + 00T B (5 )

= (2,(y) { (Gteaton) + J?ZJC(sos(y))} 0, ()
En particulier, pour s =0, on a

(Sheu)s+ 75w =0,

i. e. la matrice J g—i(y) est symétrique. En utilisant le lemme suivant, il existe une fonction H sur U de classe
€? telle que
Jf(y) =V, H(y)

ce qui conclut. (Il

LEMME 5.13 (d’intégrabilité). Soient U un ouvert de R™ et f: U — R™ de classe € telle que f'(y) soit
symétrique pour tout y € U. Alors pour tout yo € U, il existe un voisinage ¥ (yo) dans U et V: ¥ (yo) — R tels
que

Yy € ¥ (yo), [fly)=VV(y).

Preuve Soit By une boule de centre gy contenant U. On considére la fonction
By — Rn,
V: 1 .
v [ wfo+ ey - o).
0
Pour j € [1,n], on a
oV

5= [ 5o+ = )+ = ) 5 o+ = o)

y;
- / 5o + £y — 90)) + £y — o)V (g0 + £y — wo)) dt
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5.4. FLOT ET DERIVEES DE LIE

1
d
= [ G0+ = e = 0
ce qui termine la preuve. O

o REMARQUE. Dans le cas général, ce théoréme est faux. Un contre-exemple est donné par le systéme

=t
P> +q?

I ——
P? + ¢?

défini sur R? — {(0,0)} qui n’est pas étoilé.

5.4 FLOT ET DERIVEES DE LIE

5.4.1 Représentation exponentielle du flot

DEFINITION 5.14. Soit f € %1(Rd,Rd). On appelle opérateur dérivée de LIE 'opérateur Ly définie par
¢ (R, R") — ¢ (R",RY),

Lft ’H@

Si f et g sont de classe ¥°°, alors on peut itérer L f de telle sorte que

Vk e N*, LIt g) = Ly [L}[g]]

> EXEMPLE. On a

Lilgl =Lsld'fl= ') f=d"(f£.f)+df'].

On considere deux équations différentielles y' = f1(y) et ¥’ = f2(y). On note ¢} et p? les flots de ces équations.
Alors

o7 - 02 (y) = exp(sLy,) o exp(t Ly,)[1d](y).
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