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1.1 Le problème à N corps

1.1.1 Historique
Tycho Brahé (1540-1603) commença à faire des observations astronomiques. Il remarqua que la trajectoire

de la Terre est une ellipse. Ensuite, Johannes Kepler (1571-1630) établit les « lois de Kepler ».
1. Les planètes du système solaire ont une mouvement plan autour du Soleil et l’orbite d’une planète est une
ellipse dont le Soleil est un foyer.
2. Le rayon vecteur balais des aires égales en des durées égales.
3. Si a est le demi-grand axe et T la période de la trajectoire, alors a3/T 2 = cte.
On va essayer de vérifier ces lois à partir des lois fondamentales de la dynamique d’Isaac Newton (1642-1727)

1.1.2 Résolution du problème à deux corps
On se donne un repère et deux objets (x1,m1) et (x2,m2) où les xi sont les positions (des vecteurs) et les mi

sont les masses. Une masse exerce une force sur l’autre et réciproquement. On note le vecteur unitaire

u := x2 − x2

‖x2 − x1‖2
.

Après application des lois de Newton, on obtient le système

m1ẍ1 = κm1m2

r2
x2 − x1

r
, (1.1)

m2ẍ2 = κm1m2

r2
x1 − x2

r
(1.2)

où κ est la constante de gravitation et r := ‖x2 − x1‖2. Soit x le centre de gravité de (x1,m1) et (x2,m2). En
notant m := m1 +m2, il vérifie mx = m1x1 +m2x2. On a

mẍ = m1ẍ1 +m2ẍ2 = κm1m2

r3 (x2 − x1 + x1 − x2) = 0.

Alors x a un mouvement rectiligne de vitesse constante. Pour compléter la description de la dynamique du
système, on introduit X := x1 − x2. On a

Ẍ = ẍ1 − ẍ2 = κm2

r3 (x2 − x1)− κm2

r3 (x1 − x2) = −κm
r3 X.

Lemme 1.1. Le mouvement de X régi par l’équation

mẌ = −κm
2

r3 X avec r := ‖X‖2

est un mouvement plan. Il s’effectue dans le plan perpendiculaire à n0 := Ẋ(0) ∧X(0) passant par X(0).

Preuve Soit n(t) := Ẋ(t) ∧X(t). Comme le produit vectoriel est bilinéaire, on a
dn(t)

dt = Ẍ(t) ∧X(t) + Ẋ(t) ∧ Ẋ(t)︸ ︷︷ ︸
0

= −κm
r3 X(t) ∧X(t) = 0.

De plus, on a
d
dt 〈X(t)−X(0), n0〉 = 〈Ẋ(t), n0〉 = 〈Ẋ(t), Ẋ(t) ∧X(t)〉 = 0.

Donc le mouvement est plan. �
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1.1. LE PROBLÈME À N CORPS

On suppose donc désormais que X(t) ∈ R2. Montrons qu’on a deux invariants qui sont

E(t) = 1
2m‖Ẋ(t)‖2

2 −
κm2

r
, (1.3)

G(t) = det(X(t),mẊ(t)). (1.4)

Lemme 1.2. Soit X ∈ R2 régi par l’équation

mẌ = −κm
2

r3 X avec r := ‖X‖2 .

Alors il existe deux constantes E0 et E0 telles que
∀t > 0, E(t) = E0 et G(t) = L0.

Preuve On a
dE(t)

dt = m
d
dt

ï1
2 〈Ẋ(t), Ẋ(t)〉 − κm

〈X(t), X(t)〉1/2

ò
= m

[
〈Ẍ(t), Ẋ(t)〉+ κm

r3 〈Ẋ(t), X(t)〉
]

=
≠
Ẋ,mẌ + κm2

r2 Ẋ

∑
= 〈Ẋ, 0〉 = 0.

Donc l’énergie E est bien constante. De plus, on a
dG(t)

dt = det(Ẋ,mẊ) + det(X,mẌ) = det
Å
X,−κm

2

r3 X

ã
= 0.

Donc le moment angulaire est bien constant. �

On écrit maintenant le vecteur position sous la forme

X(t) =
Å
r(t) cos θ(t)
r(t) sin θ(t)

ã
.

On a alors

E(t) = 1
2m[(ṙ cos θ − rθ̇ sin θ)2 + (ṙ sin θ + rθ̇ cos θ)2]− κm2

r
= 1

2m[ṙ2 + r2θ̇2]− κm2

r
.

Par ailleurs, on a

G(t) = m

∣∣∣∣r cos θ ṙ cos θ − rθ̇ sin θ
r sin θ ṙ sin θ + rθ̇ cos θ

∣∣∣∣ = mr2θ̇.

On a donc θ̇ = L0/mr
2 et, en réinjectant dans l’équation E(t) = E0, on obtient

ṙ2 + L2
0

m2r2 −
2κm
r

= 2E0

m
.

On paramétrise les équations en θ (car θ est bijective puisqu’elle est monotone) et on a

ṙ = dr
dt = dr

dθ
dθ
dt = dr

dθ
L0

mr2 = −L0

m

d
dθ

Å1
r

ã
.

En posant z := 1/r, on trouve Å
−L0

m

dz
dθ

ã2
+ L2

0
m2 z

2 − 2κmz = 2E0

m
.

On introduit u := z − α avec α := κm2/L2
0, on obtientÅdu

dθ

ã2
+ u2 = α2 + β avec β := 2E0m

L2
0
.

En dérivant cette dernière équation, on a
d2u

dθ2 + u = 0.

Les solutions s’écrit sous la forme u(θ) = uθ0 cos(θ − θ0) avec uθ0 = ±
√
α2 + β. Ainsi

r = p

1 +±e cos(θ − θ0) avec p := 1
α

= L2
0

κm3 et e =
…

1 + β

α
=

 
1 + 2E0L2

0
m5X2 .
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1.2. DYNAMIQUES DES POPULATIONS

1.2 Dynamiques des populations

1.2.1 Cas d’une espace
Loi de Malthus. Si N(t) désigne le nombre d’individus d’une populations quelconques, on peut modéliser
son évolution par l’équation

Ṅ(t) = rN(t) (1.5)

où r désigne l’accroissement naturel. Les solutions sont de la forme N(t) = N0e
rt ce qui n’est pas vraiment

convaincant.

Modèle de Verhulst. Dans ce modèle, le nombre d’individus vérifie

Ṅ(t) = N(t)[n(N(t))−m(N(t))] (1.6)

où n et m sont deux fonctions affines de telle sorte qu’on peut réécrire l’équation sous la forme

Ṅ = N(a− bN) = aN

Å
1− N

c

ã
où c := a/b est appelé la capacité d’accueil. Les solutions s’écrit

N(t) = c

1 + (c/N0 − 1)e−at .

1.2.2 Cas de deux espèces
Système de Lotka-Volterra. On considère deux espèces et on note N1 l’effecteur des proies et N2 l’effectif
des prédateurs. Le système de Lotka-Volterra est®

Ṅ1 = N1(α− βN2),
Ṅ2 = −N2(δ − γN1)

(1.7)

où α et β sont respectivement les deux de natalité et de mortalité des proies et δ et γ ceux des prédateurs. Il
existe deux points d’équilibres qui sont (N1, N2) = (0, 0) et (N1, N2) = (δ/γ, α/β). On note ce système sous la
forme ẏ = f(y). Soit ye un point d’équilibre, i. e. vérifiant f(ye) = 0. On fait un développement de Taylor à
l’ordre 1 et on a

f(y) = f(ye) + f ′(ye)(y − ye) + poubelle.

Après justification, l’équation se réécrit Ẏ = f ′(ye)Y avec Y := y − ye. La jacobienne de f s’écrit

Jf (N1, N2) =
Å
α− βN2 −βN1
γN2 −δ + γN1

ã
.

Alors
Jf (0, 0) =

Å
α 0
0 −δ

ã
et Jf

Å
δ

γ
,
α

β

ã
=
Å

0 −βδ/γ
αγ/β 0

ã
.

Donc le premier cas, les valeurs propres sont α et −δ, donc la position (0, 0) est instable. Donc le second cas, les
valeurs propres sont ±i

√
αδ : on ne peut pas conclure sur la stabilité de (δ/γ, α/β).

On veut établir l’existence de cycles périodique. Pour cela, on exhibe un invariant. En multipliant la première
équation par −N2(δ − γN1), la seconde par N1(α− βN2) et en sommant, on obtient

Ṅ1N2(δ − γN1) +N1Ṅ2(α− βN2) = 0.

En réarrangeant les termes, on trouve

δ
Ṅ1

N1
− δṄ1 + α

Ṅ2

N2
− βṄ2 = 0.

En intégrant, on obtient l’invariant

I(N1, N2) = δ logN1 − γN1 + α logN2 − βN2 = cte.

1.3 Discrétisation d’équation aux dérivées partielles

On considère l’équation aux dérivées partielles
∂f

∂t
(t, x, y, z) + a(x, y, z)∂f

∂x
(t, x, y, z) + b(x, y, z)∂f

∂y
(t, x, y, z) + c(x, y, z)∂f

∂z
(t, x, y, z) = 0 (1.8)
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1.4. EXEMPLES DE RÉSOLUTIONS D’ÉQUATIONS SIMPLES

d’inconnue f : R4 → R. On se donne en plus une condition initiale f(0, x, y, z) = f0(x, y, z). Une méthode de
résolution de l’équation (1.8) est donnée par les caractéristiques : elle consiste à chercher des trajectoires de la
forme (x(t), y(t), z(t)) telle que f(t, x(t), y(t), z(t)) soit constante, i. e.

d
dtf(t, x(t), y(t), z(t)) = ∂f

∂t
+ ẋ

∂f

∂x
+ ẏ

∂f

∂y
+ ż

∂f

∂z
= 0.

On est donc conduit à déterminer les solutions du système d’équation différentielles
ẋ = a(x, y, z),
ẏ = b(x, y, z),
ż = c(x, y, z).

On note ϕt(x0, y0, z0) la solution de ce système issue de la condition initiale (x0, y0, z0). Alors f(t, ϕt(x0, y0, z0))
est constante égale à f0(x0, y0, z0).

1.4 Exemples de résolutions d’équations simples

1.4.1 Équation à variables séparées
On considère l’équation différentielle

y′(x) = f(x)g(y(x)) (1.9)

où x et y sont scalaires. On cherche des solutions régulières, i. e. des solutions le desquelles g ne s’annule pas.
On peut récrire l’équation comme

1
g(y)

dy
dx = f(x), donc dx

g(y) = f(x) dx.

Soient H et F des primitives de 1/g et f . La fonction H est bijective car la fonction g ne s’annule pas, donc son
inverse 1/g est de signe constant. Alors H(y) = F (x) +K, donc y(x) = H−1(F (x) +K).

Approche rigoureuse. En réarrangeant l’équation puis en intégrant, on a
y′(x)
g(y(x)) = f(x), donc

ˆ x

x0

y′(σ)
g(y(σ)) dσ =

ˆ x

x0

f(σ) dσ.

On retombe alors bien sur l’équation H(y(x)) = F (x) +K.

. Exemple. Résolvons, sur un intervalle I non vide, l’équation
y′ = 2x(1 + y2). (1.10)

On a alors
y′

1 + y2 = 2x, donc Arctan y(x) = x2 +K, donc y(x) = tan(x2 +K)

si x2 +K ∈ ]−π/2, π/2[.

1.4.2 Équation de Bernoulli
On considère l’équation différentielle

y′(x) + a(x)y(x) = b(x)ym(x) (1.11)
avec m > 2 et a, b : I → R continue. On suppose que y ne s’annule pas. Alors

y′(x)
ym(x) + a(x)

ym−1(x) = b(x).

On pose u(x) = y1−m(x). Alors l’équation se réécrit
u′(x)
1−m + a(x)u(x) = b(x).

On note α(x) = (1−m)a(x) et β(x) = (1−m)b(x). Les solutions de l’équation homogène u′(x) + α(x)u(x) = 0
sont de la forme

u(x) = u0 exp
Å
−
ˆ x

x0

α(s) ds
ã
.

La méthode de la variation de la constante donne

u(x) =
Åˆ x

x0

β(σ) exp
Åˆ σ

x0

α(s) ds
ã

dσ + cte
ã

exp
Å
−
ˆ x

x0

α(s) ds
ã
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1.4. EXEMPLES DE RÉSOLUTIONS D’ÉQUATIONS SIMPLES

Finalement, dans le cas qui nous intéresse, on a

y(x) = y0 exp
Å
−
ˆ x

x0

a(s) ds
ãï

1 + (1−m)ym−1
0

ˆ x

x0

β(σ) exp
Å
−(m− 1)

ˆ σ

x0

α(s) ds
ã

dσ
ò 1

1−m

.

. Exemple. On considère l’équation différentielle

y′(x) + (cosx)y(x) = −1
2y

3(x). (1.12)

En posant u = 1/y2, l’équation se réécrit

−1
2u
′(x) + (cosx)u(x) = −1

2 .

On trouve alors
u(x) = e2 sin x

Å
c+
ˆ x

0
e−2 sinσ dσ

ã
.

1.4.3 Équation de Ricatti
On considère l’équation différentielle

y′(x) = q0(x) + q1(x)y(x) + q2(x)y2(x). (1.13)
L’idée est de déterminer une solution particulière y1 puis de chercher une solution sous la forme y(x) = y1(x)+u(x).
Soit y1 une solution particulière de (1.13). On suppose que y1 + u est également solution. En réinjectant, on
trouve

u′ = (q1 + 2q2y1)u+ u2.

On est alors ramené à une équation de Bernoulli. On pose z = 1/u et on a
z′ + (q1 + 2q2y1)z + q2 = 0.

. Exemple. On considère l’équation différentielle
y′ = cosx− (sin x)y + y2.

La fonction y1(x) = sin x est une solution particulière. On suppose que y(x) := sin x+ 1/z(x) est une solution.
Alors

z′(x) = +(sin x)z(x) + 1 = 0

1.4.4 Équation différentielle homogène
On appelle équation homogène du premier ordre degré n toute équation de la forme

y′ = F (x, y). (1.14)
où la fonction F est homogène de degré n, i. e.

∀t ∈ R,∀(x, y) ∈ R2, F (tx, ty) = tnF (x, y).
Alors pour tous y ∈ R et x 6= 0, on peut écrire F (x, y) = xnF (1, y/x) = xnh(y/x). Pour n = 0, le système se
réécrit de manière très simple

y′(x) = h(y(x)/x).

On pose alors u(x) = y(x)/x et on a

u(x) + xu′(x) = h(u(x)), donc u′

h(u)− u = 1
x
.
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2.1 Préliminaire

2.1.1 Cadre général
Soient I un intervalle de R d’intérieur non vide, t0 ∈ I, E un espace de Banach, D un ouvert connexe de E

et y0 ∈ E. On considère f : I ×D → E continue.

Définition 2.1. On appelle problème de Cauchy la recherche d’un intervalle J de R tel que t0 ∈ J ⊂ I et
d’une application y : J → E dérivable telle que®

∀t ∈ J, y′(t) = f(t, y(t)),
y(t0) = y0.

(2.1)

� Remarque. On peut également remplacer la relation (2.1) par la formulation intégrale

∀t ∈ J, y(t) = y0 +
ˆ t

t0

f(s, y(s)) ds.

Définition 2.2. 1. Le couple (J, y) est appelé solution locale si t0 ∈ J ⊂ I, la fonction y est de classe C 1,
l’intervalle J est un voisinage de t0 dans I et (2.1) est satisfait.
2. Soient (J1, y1) et (J2, y2) deux solutions locales. On dit que (J1, y1) prolonge (J2, y2) si J2 ⊂ J1 et y1|J2 = y2.
3. Une solution locale (J, y) est appelée solution maximale si, pour tout prolongement (J̃ , ỹ), on a J̃ = J .
4. Une solution locale (J, y) est appelée solution globale si J = I.

Lemme 2.3. Si la fonction f est classe C k sur I ×D avec k ∈ N, alors toute solution locale (J, y) est telle que
la fonction y est de classe C k+1.

. Exemples. – Le problème 
y′ = −2ty2

y(0) = 1,
I = R

admet une solution global (R, t 7−→ 1/(1 + t2)).
– Le problème 

y′ = 2ty2

y(0) = 1,
I = R

admet une solution locale (]−1, 1[, t 7−→ 1/(1− t2)).
– On considère le problème ®

y′ = −y2

y(0) = 1.
Soit ε ∈ ]0, 1/2[. Si I = ]−ε,+∞[, alors une solution global est t 7−→ 1/(1 + t). Si I = R, alors une solution
maximale est t 7−→ 1/(1 + t) sur J := ]−1,+∞[.
– Si le second membre n’est pas assez « régulier », on perd l’unicité. On considère le problème

y′ = 2
»
|y|(1 + y2)

y(0) = 1,
I = [0,+∞[.
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2.1. PRÉLIMINAIRE

Alors 0 est solution, mais la fonction

t ∈
[
a, a+ π

2

[
7−→
®

0 si t ∈ [0, a],
tan2(t− 1) sinon.

avec a ∈ R est également solution.

Définition 2.4. Soient (E, ‖ ‖) un espace vectoriel normé et K ⊂ E. On dit que K est compact s’il satisfait la
propriété de Borel-Lebesgue, à savoir que, de tous recouvrements de K par des ouverts, on peut extraire un
recouvrement fini.

2.1.2 Lemme de Grönwall

Lemme 2.5. Soient t0 ∈ I et u, f, g : I → R+ continues telles que

∀t ∈ I, u(t) 6 f(t) +
∣∣∣∣∣
ˆ t

t0

u(s)g(s) ds
∣∣∣∣∣ .

Alors

∀t ∈ I, u(t) 6 f(t) +
∣∣∣∣∣
ˆ t

t0

f(s)g(s) exp
Ç∣∣∣∣∣ˆ t

s

g(σ) dσ
∣∣∣∣∣
å

ds
∣∣∣∣∣ .

Preuve On suppose que t > t0. L’hypothèse se réécrit

u(t) 6 f(t) + y(t) avec Y :

∣∣∣∣∣∣∣
I −→ R,

t 7−→
ˆ t

t0

u(s)g(s) ds.

En dérivant, on a
Ẏ (t) = g(t)u(t) 6 f(t)g(t) + g(t)Y (t),

donc
(Ẏ (t)− g(t)Y (t)) exp

Ç
−
ˆ t

t0

g(s) ds
å
6 f(t)g(t) exp

Ç
−
ˆ t

t0

g(s) ds
å
,

donc
d
dt

ñ
Y (t) exp

Ç
−
ˆ t

t0

g(s) ds
åô
6 f(t)g(t) exp

Ç
−
ˆ t

t0

g(s) ds
å
,

En intégrant entre t0 et t, on trouve

Y (t) exp
Ç
−
ˆ t

t0

g(s) ds
å
− Y (t0) exp

Ç
−
ˆ t

t0

g(s) ds
å

︸ ︷︷ ︸
0

6
ˆ t

t0

g(s)f(s) exp
Å
−
ˆ s

t0

g(σ) dσ
ã

ds,

donc
Y (t) 6

ˆ t

t0

g(s)f(s) exp
Çˆ t

t0

g(σ) dσ −
ˆ s

t0

g(σ) dσ
å

ds.

Avec l’hypothèse, on a donc

u(t) 6 f(t) +
ˆ t

t0

f(s)g(s) exp
Çˆ t

s

g(σ) dσ
å

ds.

On procède identiquement dans le cas où t 6 t0. �

Corollaire 2.6. Sous les hypothèses précédentes, si f est constante égale à c1 > 0, alors

∀t ∈ I, u(t) 6 c1 exp
Ç∣∣∣∣∣ˆ t

s

g(σ) dσ
∣∣∣∣∣
å
.

Preuve En appliquant le lemme de Grönwall, on a

∀t ∈ I, u(t) 6 c1 +
∣∣∣∣∣
ˆ t

t0

c1g(s) exp
Ç∣∣∣∣∣ˆ t

s

g(σ) dσ
∣∣∣∣∣
å

ds
∣∣∣∣∣ .

Soit t > t0. On a alors donc

u(t) 6 c1

Ç
1 +
ˆ t

t0

− d
ds exp

Çˆ t

s

g(σ) dσ
å

ds
å
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2.2. LE CAS LIPSCHITZIEN

6 c1

(
1−
ñ

exp
Çˆ t

s

g(σ) dσ
åôt

t0

)

6 c1 exp
Çˆ t

t0

g(σ) dσ
å
. �

Corollaire 2.7. Sous les hypothèse du corollaire précédent, si g est constante égale à c2 > 0, alors
∀t ∈ I, u(t) 6 c1 exp[c2(t− t0)].

2.2 Le cas lipschitzien

On se place dans un espace (E, ‖ ‖) supposé de Banach. Soient I un intervalle non vide de R et t0 ∈ I.

Définition 2.8. Soit f : I × E → E.
1. On dit que f est globalement lipschitzienne par rapport à y s’il existe une constante L > 0 telle que

∀t ∈ I, ∀y1, y2 ∈ E, ‖f(t, y2)− f(t, y1)‖ 6 L ‖y2 − y1‖ .

2. On dit que f est localement lipschitzienne par rapport à y si, pour (t, y) ∈ I ×E, il existe un voisinage U × V
de (t, y) et une constante L(t, y) > 0 tels que

∀s ∈ U, y1, y2 ∈ V, ‖f(s, y2)− f(s, y1)‖ 6 L(t, y) ‖y2 − y1‖ .

On rappel le théorème du point fixe de Banach qui va nous servir dans le prochain théorème.

Théorème 2.9. Soient X un fermé de E et f : X → X contractante. Alors f admet un unique point fixe.

2.2.1 Le cas global
Théorème 2.10 (Cauchy-Lipschitz). Soit f : I × E → E continue et globalement lipschitzienne par rapport
à y. Alors pour y0 ∈ E, il existe une unique solution globale du problème de Cauchy®

y′(t) = f(t, y(t)),
y(t0) = y0.

(2.2)

De plus, toute solution locale est une restriction de cette solution globale.

Preuve On suppose tout d’abord que I est un intervalle fermé borné. Soit E := C (I, E) muni de la norme∣∣∣∣∣∣
E −→ R+,

y 7−→ ‖y‖E := max
t∈I

e−2L|t−t0| ‖y(t)‖

où L est la constante de Lipschitz de f . Alors (E , ‖ ‖E ) est un espace de Banach. On considère maintenant la
transformation T : E → E définie par

∀y ∈ E , ∀t ∈ I, Ty(t) = y0 +
ˆ t

t0

f(s, y(s)) ds.

Soient y1, y2 ∈ E . Pour tout t > t0, on a

Ty2(t)− Ty1(t) =
ˆ t

t0

[f(s, y2(s))− f(s, y1(s))] ds,

donc le caractère lipschitzien de la fonction f donne

‖Ty2(t)− Ty1(t)‖ 6
ˆ t

t0

L ‖y2(s)− y1(s)‖ ds

6 L
ˆ t

t0

‖y2 − y1‖E e
2L(s−t0) ds

6
1
2e

2L(t−t0) ‖y2 − y1‖E ,

donc
e2L(t−t0) ‖Ty2(t)− Ty1(t)‖ = ‖Ty2 − Ty1‖E 6

1
2 ‖y2 − y1‖E .
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2.2. LE CAS LIPSCHITZIEN

Le même inégalité est vraie pour t 6 t0. On a donc montré que l’application T est 1
2 -contractante, donc le

théorème du point fixe de Banach affirme qu’elle possède un unique point fixe y ∈ E et cette fonction y convient.
On revient au cas général. On peut toujours écrit l’intervalle I sous la forme I =

⋃
n∈N In où la suite (In)n∈N

est une suite croissante d’intervalles fermés bornés de R. Pour n ∈ N, on note yn l’unique solution du problème
de Cauchy sur In. On définit y : I → E telle que y = yn sur In pour tout n ∈ N. Cette fonction y convient. �

Proposition 2.11. Dans le cadre du théorème précédente, pour toutes solutions y1 et y2 et tout t ∈ I, on a
∀t ∈ I, ‖y2(t)− y1(t)‖ 6 eL(t−t0) ‖y2(t0)− y1(t0)‖ .

Preuve On applique le corollaire 2.7. �

2.2.2 Le cas local
Pour y0 ∈ E et r > 0, on note

Br(y0) := {y ∈ E | ‖y − y0‖ 6 r}.

Théorème 2.12. Soient f : I × E → E continues, y0 ∈ E et η, r,M,L > 0. On suppose que
(i) on a [t0 − η, t0 + η]× Br(y0) ⊂ I × E ;
(ii) pour tout (t, y) ∈ [t0 − η, t0 + η]× Br(y0), on a ‖f(t, y)‖ 6M ;
(iii) pour tous t ∈ [t0 − η, t0 + η] et y1, y2 ∈ Br(y0), on a ‖f(t, y2)− f(t, y1)‖ 6 L ‖y2 − y1‖.
Alors il existe une solution (J, y) du problème de Cauchy®

y′(t) = f(t, y(t)),
y(t0) = y0.

(2.3)

telle que J = [t0 − η̃, t0 + η̃] avec η̃ := min(η, r/2M).

Preuve Soit θ ∈ C 1(R+, [0, 1]) telle que θ(x) = 1 si x 6 1 et θ(x) = 0 si x > 1. On considère

F :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
I × E −→ E,

(t, y) 7−→

θ
Å‖y − y0‖

r

ã
f(t, y) si y ∈ Br(y0),

0 sinon.

(2.4)

Alors F est bornée par M . Par ailleurs, pour y1, y2 ∈ Br(y0) et t ∈ I, on a

‖F (t, y2)− F (t, y1)‖ =
∥∥∥∥∥θ
Å‖y2 − y0‖

r

ã
f(t, y2)− θ

Å‖y2 − y0‖
r

ã
f(t, y1) +

θ

Å‖y2 − y0‖
r

ã
f(t, y1)− θ

Å‖y1 − y0‖
r

ã
f(t, y1)

∥∥∥∥∥
6

∣∣∣∣θÅ‖y2 − y0‖
r

ã∣∣∣∣ ‖f(t, y2)− f(t, y1)‖+
∣∣∣∣θÅ‖y2 − y0‖

r

ã
− θ
Å‖y1 − y0‖

r

ã∣∣∣∣ ‖f(t, y1)‖

6

∣∣∣∣θÅ‖y2 − y0‖
r

ã∣∣∣∣L ‖y2 − y1‖+
∣∣∣∣θÅ‖y2 − y0‖

r

ã
− θ
Å‖y1 − y0‖

r

ã∣∣∣∣M
6 L ‖y2 − y1‖+ M

r
sup
[0,1]
|θ′| |‖y2 − y0‖ − ‖y1 − y0‖| .

d’après l’inégalité des accroissements finis. De même si y1 ∈ Br(y0) et y2 /∈ Br(y0). Ainsi la fonction F est
lipschitzienne dont la constante de Lipschitz est L+ M

r sup |θ′|. On applique le théorème de Cauchy-Lipschitz
global du problème et il existe une unique solution globale y définie sur I du problème®

y′(t) = F (t, y(t)),
y(t0) = y0.

(2.5)

Pour tout t ∈ I, on a

y(t)− y0 =
ˆ t

t0

F (s, y(s)) ds,

donc
‖y(t)− y0‖ 6M |t− t0| 6Mη̃ 6

r

2 .

Or pour tout (t, y) ∈ R × Br/2(y0) tels que |t− t0| 6 η̃, on a F (t, y) = f(t, y). Donc y est une solution du
problème de Cauchy. �
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2.2. LE CAS LIPSCHITZIEN

2.2.3 Unicité locale
Lemme 2.13. Soient f : I × E → E localement lipschitzienne par rapport à y, J un compact de I et K un
compact de E. Alors f est uniformément lipschitzienne par rapport à y sur J ×K.

Preuve On note M = max(t,y)∈J×K ‖f(t, y)‖. Par hypothèse, pour tout (t, y) ∈ J ×K, il existe L(t, y) > 0 et
un voisinage Ut × Vy de (t, y) dans I × E telle que

∀s ∈ Ut, ∀y1, y2 ∈ Vy, ‖f(s, y2)− f(s, y1)‖ 6 L(t, y) ‖y2 − y1‖ .

Pour y ∈ K, on peut supposer que Vy = B̊r(y)(y0) pour un certain r(y) > 0. Alors l’union⋃
(t,y)∈J×K

Ut × B̊r(y)/2(y0)

recouvre J ×K qui est compact. La propriété de Borel-Lebesgue nous permet d’extraire un recouvrement
fini : il existe (t1, y1), . . . , (tn, yn) ∈ J ×K tels que

J ×K ⊂
n⋃
i=1

Uti × B̊r(yi)/2(yi).

On pose
L̃ := max

16i6n
L(ti, yi) et r := min

16i6n
r(yi).

Soient t ∈ J et ỹ1, ỹ2 ∈ K. Il existe i0 ∈ J1, nK tel que (t, ỹ1) ⊂ Ut0 × B̊r(yi0 )/2(yi0). Deux cas se présentent alors :
– si ‖ỹ1 − r̃2‖ 6 r/2, alors ỹ2 ∈ Br(yi0), donc

‖f(t, ỹ1)− f(t, ỹ2)‖ 6 L̃ ‖ỹ1 − ỹ2‖ ;

– si ‖ỹ1 − r̃2‖ > r/2, alors

‖f(t, ỹ1)− f(t, ỹ2)‖ 6 2M = 4M
r

r

4 6
4M
r
‖ỹ1 − ỹ2‖ .

Ainsi, la fonction f est global lipschitzienne de constante de Lipschitz égale à max(L̃, 4M/r). �

Théorème 2.14. Soit f : I ×E → E continue et localement lipschitzienne par rapport à y, (J1, y1) et (J2, y3)
deux solutions locales du problème de Cauchy®

y′(t) = f(t, y(t)),
y(t0) = y0.

(2.6)

Alors y1|J1∩J2 = y2|J1∩J2 .

Preuve Soit J ⊂ J1∩J2 un compact. On considère K := y1(J)∪y2(J). D’après le lemme précédente, la fonction
f est uniformément lipschitzienne sur J ×K et on peut appliquer le théorème d’existence globales. En notant L
la constante de Lipschitz de f , on en déduit que

∀t ∈ J, ‖y1(t)− y2(t)‖ 6 eL|t−t0| ‖y1(t0)− y2(t0)‖ = 0.

D’où le résultat. �

2.2.4 Solution maximale
Corollaire 2.15. Sous les hypothèses du théorèmes précédent, il existe une solution maximale (J, y) du
problème de Cauchy. De plus, l’intervalle J est un ouvert dans I.

Preuve On pose

t+ := sup
{
t̃ ∈ I

∣∣ il existe une solution sur [t0, t̃]
}
,

t− := sup
{
t̃ ∈ I

∣∣ il existe une solution sur [t̃, t0]
}
.

On définit une solution sur ]t−, t+[ en recollant les morceaux de la manière suivante. Si t ∈ ]t−, t+[ avec t > t0,
alors il existe t̃ > t tel que la solution soit définie sur [b, t̃]. On la note (J, ỹ) avec J := [t0, t̃] et cette solution
convient. Montrons que J est un ouvert dans I. Par l’absurde, supposons que la solution maximale soit définie
sur [t0, t+] avec t+ < sup I. Alors on peut définir une solution locale sur [t+, t+ + ε[ avec ε > 0 ce qui contredit
la définition de t+. Donc J est un ouvert relatif de I. �
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2.3. LE CAS DES FONCTIONS NON LOCALEMENT LIPSCHITZIENNE EN DIMENSION FINIE

2.3 Le cas des fonctions non localement lipschitzienne en dimen-
sion finie

2.3.1 Théorème d’Ascoli

Définition 2.16. Soit (gn)n∈N une suite de fonctions de I dans E. On dit que cette suite est équicontinue si
∀t ∈ I, ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀n ∈ N, ∀t′ ∈ I, |t− t′| < δ =⇒ ‖gn(t)− gn(t′)‖ < ε.

On rappel le théorème suivant, démontré en cours d’analyse.

Théorème 2.17 (Ascoli). Soit (gn)n∈N une suite de fonctions de I dans E. On suppose que
(i) l’intervalle I est compact dans R,
(ii) la suite (gn)n∈N est équicontinue et uniformément bornée par M > 0.
Alors on peut extraire de la suite (gn)n∈N une sous-suite (gnk)k∈N qui converge uniformément sur I vers une
fonction continue sur I.

2.3.2 Solutions approchées
Dans toute cette section, on supposera que E est de dimension finie et même que E = Rd.

Définition 2.18. Soient ε > 0, J ⊂ I un intervalle et yε : J → E. On dit que (J, y) est une ε-solution approchée
si
– J est d’intérieur non vide et contient t0,
– yε est continue,
– y(t0) = y0,
– pour tout t ∈ J , on a ∥∥∥∥∥yε(t)− y0 −

ˆ t

t0

f(s, yε(s)) ds
∥∥∥∥∥ 6 ε.

Lemme 2.19. Soient f : I ×E → E continue et (t0, y0) ∈ I ×E. Soient η, r > 0 tel que Iη := [t0 − η, t0 + η] ⊂ I.
On pose

Cη,r := Iη × Br(y0), M := max
(t,y)∈Cη,r

‖f(t, y)‖ et η̃ = min
(
η,

r

M

)
.

Alors pour tout ε > 0, il existe une ε-solution approchée yε ∈ C (Iη̃,Br(y0)). De plus, on a
∀t, s ∈ Iη̃, ‖yε(t)− yε(s)‖ 6M |t− s| . (2.7)

Preuve L’ensemble Cη,r étant compact, la fonction f|Cη,r est uniformément continue. Donc pour tout ε > 0, il
existe δ > 0 tel que

∀(t, y), (t, y) ∈ Cη,r, max(‖y − y‖ , |t− t|) < δ =⇒ ‖f(t, y)− f(t, y)‖ 6 ε

η̃
.

Considérons n ∈ N et une suite de points (tj)−n6j6n tels que
t−n = t0 − η̃ < t1−n < · · · < t0 < t1 < · · · < tn = t0 + η̃ et max

−n6j6n−1
|tj+1 − tj | 6 min(δ, δ/M).

On définit la fonction yε par

∀t ∈ Iη, yε(t) =
®
yε(ti) + (t− ti)f(ti, yε(ti)) si t ∈ [ti, ti+1] et i > 0,
yε(ti+1) + (t− ti+1)f(ti+1, yε(ti+1)) si t ∈ [ti, ti+1] et i 6 −1.

Montrons que yε est définie sur [t−n, tn] à valeurs dans Br(y0). Soient K ∈ J0, nK et t ∈ [t0, tK ]. Par téléscopage,
on a

‖yε(t)− yε(t0)‖ 6 ‖yε(t)− yε(tK−1)‖+
K−1∑
`=1

‖yε(t`)− yε(t`−1)‖

6 (t− tK−1) ‖f(tK−1, yε(tK−1))‖+
K−1∑
`=1

(t` − t`−1) ‖f(t`−1, yε(t`−1))‖

6M(t− tK−1) +
K−1∑
`=1

M(t` − t`−1) = M |t− t0| 6Mη̃ = r.
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On raisonne de manière similaire à gauche de t0. On conclut alors par récurrence que la solution yε est à valeurs
dans Br(y0). De même, on a l’inégalité 2.7. Montrons que yε est une ε-solution approchée. Soient ` ∈ J0, n− 1K
et t ∈ [t`, t`+1]. On a

yε(t)− y0 −
ˆ t

t0

f(s, yε(s)) ds = (t− t`)f(t`, yε(t`)) +
`−1∑
i=0

(ti+1 − ti)f(ti, yε(ti))−

ˆ t

t`

f(s, yε(s)) ds−
`−1∑
i=0

ˆ ti+1

ti

f(s, yε(s)) ds

=
ˆ t

t`

[f(t`, yε(t`))− f(s, yε(s))] ds+
`−1∑
i=0

ˆ ti+1

ti

[f(ti, yε(ti))− f(s, yε(s))] ds.

Par construction de la subdivision, pour tout i ∈ J−n, n− 1K, on a |ti − ti+1| 6 δ, donc
‖yε(ti)− yε(ti+1)‖ 6M |ti − ti+1| 6 δ.

On obtient alors ∥∥∥∥∥yε(t)− y0 −
ˆ t

t0

f(s, yε(s)) ds
∥∥∥∥∥ 6 (t− t`)

ε

η̃
+
`−1∑
i=0

(ti+1 − ti)
ε

η̃

= (t− t0) ε
η̃
6
εη̃

η̃
= ε. �

Théorème 2.20 (Cauchy-Peano). Avec les hypothèses du lemme précédent, il existe une solution locale y
définie sur Iη̃. De plus, on a y ∈ C 1(Iη̃,Br(y0)).

Preuve On utilise le lemme précédent avec ε = 1
n . Pour n ∈ N, on note yn ∈ C 1(Iη̃,Br(y0)) la 1

n -solution
approchée du problème de Cauchy. Ce qui est utile ici, c’est que ñ et M de dépendant pas de n. On veut
utiliser le théorème d’Ascoli sur la suite (yn)n∈N. On sait que

∀t, s ∈ Iη̃, ‖yε(t)− yε(s)‖ 6M |t− s| ,
donc la suite (yn)n∈N est équicontinue. De plus, elle est uniformément bornée car

∀n ∈ N, ∀t ∈ Iη̃, ‖yn(t)‖ 6 ‖y(t0)‖+ r.

On peut donc extraire de la suite (yn)n∈N une sous-suite (ynk)k∈N qui converge uniformément vers une fonction
y continue sur Iη̃.. En particulier, on a

∀t ∈ Iη̃,
ˆ t

t0

f(s, ynk(s)) ds −−−−−→
k→+∞

ˆ t0

t

f(s, y(s)) ds,

donc
∀t ∈ Iη̃, y(t)− y(t0)−

ˆ t

t0

f(s, y(s)) ds = 0. �

2.4 Dépendances continues

On considère une fonction f : I ×R→ E globalement lipschitzienne par rapport à y. Pour y0 ∈ E fixé, on
note t 7−→ y(t, y0) la solution du problème de Cauchy®

y′(t) = f(t, y(t)),
y(t0) = y0.

(2.8)

Proposition 2.21. Pour tout intervalle compact J de I, l’application∣∣∣∣∣E −→ C (J,E),
y0 7−→ [t 7−→ y(t, y0)]

est continue. De plus, on a
∀y0, ỹ0 ∈ E, ∀t ∈ J, ‖y(t, y0)− y(t, ỹ0)‖ 6 eL|t−t0| ‖y0 − ỹ0‖ .

Preuve Soit J ⊂ I un compact contenant t0. Alors

‖y(t, y0)− y(t, ỹ0)‖ 6 ‖y0 − ỹ0‖+
∣∣∣∣∣
ˆ t

t0

L ‖y(s, y0)− y(s, ỹ0)‖ ds
∣∣∣∣∣ .

On conclut avec le lemme de Grönwall. �
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2.4. DÉPENDANCES CONTINUES

On suppose maintenant que la fonction f est localement lipschitzienne.

Propriété 2.22. Alors pour tout y0 ∈ E, il existe un voisinage V de y0 et η > 0 tels que, pour tout ỹ0 ∈ V , il
existe une unique solution sur Iη := [t0 − η, t0 + η]. De plus, l’application∣∣∣∣∣V −→ C (J,E),

y0 7−→ [t 7−→ y(t, y0)]

est continue

Preuve On reprend la preuve du théorème 2.12. On part de l’hypothèse que f est lipschitzienne sur [t0 − η, t0 + η]×
Br(y0) pour obtenir l’existence d’une unique solution sur [t0 − η̃, t0 + η̃] et à valeurs dans Br(y0) avec η̃ :=
min(r, r/M). De plus, on avait

∀t ∈ [t0 − η, t0 + η], ‖y(t, y0)− y0‖ 6
r

2
de sorte que l’image y ne sorte pas de Br/2(y0). On prend ỹ0 ∈ Br/4(y0). On peut utiliser à nouveau le théorème
d’existence d’une unique solution locale et continue sur [t0 − µ, t0 + µ] avec µ := min(η, r/4M) de sorte que

∀t ∈ [t0 − µ, t0 + µ], ‖y(t, ỹ0)− ỹ0‖ 6 r/4,
donc

∀t ∈ [t0 − µ, t0 + µ], ‖y(t, ỹ0)− y0‖ 6 r/2,

donc l’image de t 7−→ y(t, ỹ0) ne sort pas de Br/2(y0) sur [t0 − µ, t0 + µ] ⊂ [t0 − η̃, t0 + η̃]. De plus, les deux
solutions t 7−→ y(t, y0) et t 7−→ y(t, ỹ0) sont bien définies sur [t0 − µ, t0 + µ] et restent dans Br/2(y0). Elles
coïncident avec les solutions du problème de Cauchy

y′(t) = F (t, y(t))
avec les conditions initiales y(t0) = y0 et y(t0) = ỹ0 où F est la fonction définie par l’équation 2.4. Comme F est
globalement lipschitzienne, on peut conclure. �

Proposition 2.23. Soient f : R × E → E continue et localement lipschitzienne par rapport à y, y0 ∈ E et
t0 ∈ R. Soit (J, y) la solution maximale du problème de Cauchy®

y′(t) = f(t, y(t)),
y(t0) = y0.

(2.9)

Alors on peut écrire J sous la forme J = ]T−(y0), T+(y0)[. De plus, pour tout ε > 0, il existe Rε > 0 tel que

∀ỹ0 ∈ BRε(y0),
®
T+(ỹ0) > T+(y0) + ε (resp. +1/ε si T+(y0) = +∞),
T−(ỹ0) > T−(y0)− ε (resp. −1/ε si T−(y0) = −∞).

En outre, l’application (resp. la même application avec des bornes ad hoc)∣∣∣∣∣BRε(y0) −→ C (
]
T−(y0)− ε, T−(y0) + ε

[
, E),

ỹ0 7−→ y(·, ỹ0)

est lipschitzienne.

Preuve On pose
T+
ε := min(1/ε, T+(y0)− ε) et T−ε := min(−1/ε, T−(y0) + ε).

On pose
M := sup

t∈[T−
ε ,T

+
ε ]
‖y(t, y0)‖ .

Soit θ ∈ C1(R, [0, 1]) telle que θ(x) = 1 si x 6 1 et θ(x) = 0 si x > 2. On pose

Fε :

∣∣∣∣∣∣∣
J × E −→ E,

(t, y) 7−→ θ

Å ‖y‖
RMε

ã
f(t, y).

Il est clair que y|[T−
ε ,T

+
ε ] est solution du problème de Cauchy®

y′ε(t) = Fε(t, y(t)),
yε(t0) = y0.

Soit ỹ0 ∈ E. On note yε(·, ỹ0) la solution de ce problème pour valeur initiale yε(t0, ỹ0) = ỹ0. Le lemme de
Grönwall donne

‖yε(t, ỹ0)− yε(t, y0)‖ 6 eLε|t−t0| ‖ỹ0 − y0‖ (2.10)
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où Lε est la constante de Lipschitz de Fε. On sait que, si

‖ỹ0 − y0‖ 6 Rε := e−Lε max(|T+
ε −t0|,|T

−
ε −t0|)Mε,

alors
∀t ∈ [T−ε , T+

ε ], ‖yε(t, ỹ0)− yε(t, y0)‖ 6Mε.

En particulier, on a
∀ỹ0 ∈ BRε(y0),∀t ∈ [T−ε , T+

ε ], ‖y(t, ỹ0)‖ 6 2Mε.

Donc yε(·, ỹ0) est bien solution du problème de Cauchy (2.9). Ceci montre que, pour tout y0 ∈ BRε(y0), on a
T−(ỹ0) > T−ε et T+(ỹ0) > T+

ε .

De plus, la majoration 2.10 montre bien que la fonction de la proposition est lipschitzienne. �

� Remarque. Si f est classe C 1, on peut montrer que l’application y0 7−→ y(t, y0) est aussi de classe C 1.

. Exemple. On considère le problème ®
y′ = y2,

y(0) = y0.

La solution est t 7−→ 0 si y0 = 0 et t 7−→ 1/(1/y0− t) sinon. On a alors T+(0) = +∞ et T+(y0) = 1/y0 si y0 > 0.

2.5 Principe de majoration a priori

Soient I un intervalle de R et f : I ×E continue. On va montrer que, si f est localement lipschitzienne, alors
la solution du problème de Cauchy ®

y′(t) = f(t, y(t)),
y(t0) = y0.

est maximale pour un certain intervalle J ⊂ I avec
– soit sup J = sup I,
– soit sup J < sup I et alors on a « explosion » de la solution au voisinage de sup J .

Théorème 2.24 (de sortie de tout compact). Soit (]T−, T+[, y) la solution maximale du problème de Cauchy.
Si T+ < sup I, alors la trajectoire {

y(t)
∣∣ t ∈ ]T−, T+[

}
sort de tout compact au voisinage de T+, i. e. pour tout compact K de E, il existe tK ∈ ]T−, T+[ tel que

∀t ∈ [tK , T+[, y(t) ∈ E \K.

Preuve Par l’absurde, supposons qu’il existe un compact K de E et une suite (tn)n∈N de ]T−, T+[ tendant vers
T+ tels que

∀N ∈ N,∃n > N, y(tn) ∈ K.

Soit y+ ∈ K une valeur d’adhérence de la suite (y(tn))n∈N. Comme f est continue et localement lipschitzienne
par rapport à y, il existe η, r, L,M > 0 tels que
(i) on a [T+ − η, T+ + η]× Br(y0) ⊂ I × E ;
(ii) pour tout (t, y) ∈ [T+ − η, T+ + η]× Br(y+), on a ‖f(t, y)‖ 6M ;
(iii) pour tous t ∈ [T+ − η, T+ + η] et y1, y2 ∈ Br(y+), on a ‖f(t, y2)− f(t, y1)‖ 6 L ‖y2 − y1‖.
On pose alors η̃ := min(η,R/2M) et on se donne n ∈ N tel que

|T+ − tn| <
ε̃

3 et ‖y(tn)− y+‖ 6 r

2 .

Les propriétés (i), (ii) et (iii) sont encore vraie sur [tn − η/2, tn + η/2] × Br/2(y(tn)). D’après le théorème
d’existence locale, il existe une solution sur un intervalle [tn − α, tn + α] avec α := η̃/2. Or

tn + α > T+ − η̃

3 + η̃

2 > T+

ce qui est impossible. �

Corollaire 2.25 (explosion en temps fini). Si E est de dimension finie et T+ < sup I, alors la solution
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maximale y vérifient
lim
t→T+

‖y(t)‖ = +∞.

Preuve On prend K = BR(0) avec R > 0 et on applique le dernier théorème. �

. Exemple. On considère l’équation différentielle y′(t) = f(y(t)) où f : Rd → Rd. On suppose qu’il existe une
fonction V : Rd → R de classe C 1 telle que
(i) pour tout y ∈ Rd, on a 〈∇V (y), f(y)〉 6 0 ;
(ii) pour tout M > 0, l’ensemble {y ∈ Rd | V (y) 6M} est borné.
Soit (I, y) la solution maximale du problème de Cauchy avec y(0) = y0. Alors

∀t ∈ I, dV (y(t))
dt = 〈∇V (y(t)), f(y(t))〉 6 0,

donc
∀t ∈ I, V (y(t)) 6 V (y0)

ce qui montre l’existence globale sur R+.
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3.1 Système différentiel linéaire

Dans cette section, on considère un K-espace vectoriel E avec K ∈ {R,C} de dimension finie d ∈ N∗ et I un
intervalle de R. Soient A ∈ C (I,L (E)) et b ∈ C (I, E). On va considérer l’équation différentielle

ẏ(t) = A(t)y(t) +B(t). (3.1)
Le théorème de Cauchy-Lipschitz donne l’existence d’une unique solution sur I.

3.1.1 Formule intégrale et résultante
(i) Système homogène

Théorème 3.1. L’ensemble V des solutions de l’équation (3.1) est un sous-espace vectoriel de C 1(I, E) de
dimension d. Plus généralement, si y(·, t0, y0) désigne la solution de (3.1) avec la condition initiale y(t0) = y0,
alors l’application

ϕt0 :
∣∣∣∣∣E −→ V ⊂ C 1(I, E),
y0 7−→ y(·, t0, y0)

est un isomorphisme d’espace vectoriel.

Définition 3.2. On appelle système fondamental de solution de (3.1) avec b = 0 toute base de V .

Proposition 3.3. Soient y1, . . ., yd des solutions de (3.1) avec b = 0. On pose

w :
∣∣∣∣∣I −→ R,
t 7−→ det(y1(t), . . . , yd(t))

le wronskien de la famille (y1, . . . , yd). Alors pour tout s, t ∈ I, on a la formule de Liouville

w(t) = w(s) exp
Çˆ t

s

TrA(σ) dσ
å
.

Preuve Pour t ∈ I, on note
Y (t) = (y1(t) · · · yd(t)) ∈Md(R).

On a alors w(t) = detY (t). Or Ẏ (t) = A(t)Y (t). Si on note A(t) = (ai,j(t)), alors

∀i ∈ J1, dK, ˙̀
i(t) =

d∑
j=1

ai,j(t)λj(t)

où `i est la i-ième ligne de Y . Comme w(t) = det(`1(t), . . . , `d(t)), on a

dw(t)
dt =

d∑
i=1

det(`1(t), . . . , `i−1(t), ˙̀
i(t), `i+1(t), . . . `d(t))

=
d∑
i=1

d∑
j=1

ai,j(t) det(`1(t), . . . , `i−1(t), `i(t), `i+1(t), . . . `d(t))

=
d∑
i=1

ai,i(t)w(t) = Tr(A(t))w(t).

D’où la formule de Liouville. �
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Définition 3.4. On appelle matrice résolvante du système (3.1) avec b = 0 l’unique solution du système®
Ẏ (t) = A(t)Y (t),
Y (t0) = Id.

(3.2)

On la note S(·, t0).

Proposition 3.5. Pour tous t, t0, t1 ∈ I, la matrice résolvante S vérifie
S(t, t0) = S(t, t1)S(t1, t0).

En outre, pour tous t0, t1 ∈ I, on a S(t1, t0) ∈ GLn(K) et S(t1, t0)−1 = S(t0, t1). Enfin, la solution du problème
de Cauchy ®

ẏ(t) = A(t)y(t),
y(t0) = 0

est la fonction t 7−→ S(t, t0)y0.

Preuve La première propriété vient du faire que, si P ∈Md(K) et Ẏ (t) = A(t)Y (t), alors
d(Y (t)P )

dt = A(t)(Y (t)P ).

L’inversible vient du cas t = t0. �

(ii) Système différentiel non homogène

On note S la résolvante du système (3.1) avec b = 0. Alors la solution du système (3.1) avec b quelconque est
donnée par la formule de Duhamel

∀t ∈ I, y(t) = S(t, t0)y0 +
ˆ t

t0

S(t, s)y(s) ds. (3.3)

En effet, étant donnée S(·, t0)y0 la solution du système homogène, on cherche la solution du sysètme avec b
quelconque sous la forme y(t) = S(t, t0)z(t). En reportant dans l’équation, on trouve que

Ṡ(t, t0)s(t) + S(t, t0)ż(t) = A(t)S(t, t0)z(t) + b(t),
donc

ż(t) = S(t, t0)−1b(t) = S(t0, t)b(t).
On obtient alors

z(t) = z0 +
ˆ t

t0

S(t0, s)b(s) ds

et on en déduit
Y (t) = S(t, t0)z0 +

ˆ t

t0

S(t, t0)S(t0, s)︸ ︷︷ ︸
S(t,s)

b(s) ds

avec z0 = y0. D’où la formule (3.3)

3.1.2 Système à coefficients constants
On va considérer l’équation différentielle

ẏ(t) = A(t)y(t) +B(t). (3.4)
où A ∈Md(K) ne dépend plus du temps et b ∈ Kd.

(i) Exponentielle de matrice

Définition 3.6. L’exponentielle d’une matrice A ∈Md(K) est la matrice

eA :=
∞∑
n=0

An

n! .

Propriété 3.7. Soient A,B ∈Md(K).
1. Si A et B commutent, alors eA+B = eAeB .
2. On a e0 = Id.
3. Si B est inversible, alors eBAB−1 = BeAB−1.
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4. Si A est nilpotente d’indice m 6 d, alors

eA =
m−1∑
n=0

An

n! .

� Remarque. On peut montrer que, si A et B ne commutent pas, alors eAeB = eC avec

C := A+B + 1
2[A,B] + 1

12([A, [A,B]] + [B, [A,B]]) + · · ·

avec [A,B] := AB −BA

(ii) Résolvante

Dans le cas constant, la résolvante prend une forme très simple qui est
∀t ∈ R, S(t, t0) = e(t−t0)A.

Pour tout t ∈ R, on pose
Σ(t) = etA.

L’application Σ est un homéomorphisme de (R,+) dans (R,×).

3.1.3 Calcul des solutions homogènes
Si y0 est une vecteur propre de A associé à la valeur propre λ, alors la fonction t 7→ e(t−t0)λy0 est solution du

problème de Cauchy ®
ẏ(t) = A(t)y(t),
y(t0) = y0.

(3.5)

Plus généralement, si A est diagonalisable, i. e. il existe P ∈ GLd(K) et D ∈ Md(K) diagonale telles que
A = PDP−1, alors on fait le changement de variable z = P−1y et les solutions sont de la forme z(t) = etDz0.

Proposition 3.8 (réduction de Jordan). Soit A ∈Md(K) de polynôme caractéristique

χA = (−1)d
∏̀
i=1

(X − λj)mj .

Alors il existe P ∈ GLd(K) telle que

P−1AP =

Ö
Jµ1

. . .
Jµ`

è
où les matrices Jµk sont des blocs de Jordan avec µk ∈ {λ1, . . . , λ`}.

� Remarque. On peut écrire de façon unique Jµ comme Jµ = µIn +N où N est une matrice nilpotente dont on
note m l’indice. Alors pour tout t ∈ R, on a

etJµ = etµ
m−1∑
n=0

tn

n!N
n.

Proposition 3.9. Soit A ∈Md(C) de polynôme caractéristique

χA = (−1)d
∏̀
i=1

(X − λj)mj .

Alors pour tout j ∈ J1, `K, il existe mj solutions indépendantes de l’équation ẏ = Ay et elles s’écrivent
yj,k(t) = etλjpj,k(t), k ∈ J1,mjK

où pj,k ∈ Cdk−1[X]. L’ensemble des solutions constitue un système fondamental de solutions.

Proposition 3.10. Soit A ∈Md(R) de polynôme caractéristique

χA = (−1)d
∏̀
i=1

(X − λj)mj avec λj = αj + iβj .

18 Solution des équations différentielles linéaires – Chapitre 3



3.1. SYSTÈME DIFFÉRENTIEL LINÉAIRE

Alors il existe un système fondamental de solutions de la forme
t 7−→ tretαj cos(βjt)a, t 7−→ tsetαj sin(βjt)b avec r, s 6 mj − 1, a, b ∈ Rd.

3.1.4 Groupe à un paramètre
Définition 3.11. On appelle groupe à un paramètre tout morphisme de groupes de (R,+) dans (GLd(K), ·)
différentiable.

On va montrer que les seuls groupes à un paramètre sont les solutions de systèmes à coefficients constants.
Soit B un groupe à paramètre. On considère A := B′(0). Pour tout t ∈ R, on a

B′(t) = lim
h→0

B(t+ h)−B(t)
h

=
Å

lim
h→0

B(h)−B(0)
h

ã
B(t) = AB(t).

Alors B est solution du système B′(t) = AB(t) avec B(0) = Id. Ainsi
∀t ∈ R, B(t) = etA.

La matrice A est appelée générateur du groupe.

. Exemples. – Pour A = λId, on a {etA | t ∈ R} = {etId | t ∈ R}.
– Pour A =

( 0 −1
1 0

)
, alors {etA | t ∈ R} = SO2(R).

3.1.5 Équations différentielles d’ordre supérieur
On s’intéresse aussi aux équations du type

z(n)(t) + an−1(t)z(n−1)(t) + · · ·+ a0(t)z(t) = b(t) (3.6)
où les fonctions a0, . . ., an−1 et b sont continues de I dans R.

(i) Transformation en un système d’ordre 1

On suppose que b = 0. En posant y(t) := (z(t), z′(t), . . . , z(n−1)(t), on obtient le système

ẏ(t) =


1

. . .
. . .

1
−a0 −a1 · · · −an−1

 y(t).

Théorème 3.12. Si g = 0, alors l’ensemble V est solution de l’équation (3.6) est un sous-espace vectoriel de
dimension n de C n(I,R). On note z(·, z0, . . . , zn−1) la solution au problème de Cauchy

z(n)(t) + an−1(t)z(n−1)(t) + · · ·+ a0(t)z(t) = b(t),
z(t0) = z0,...

z(n−1)(t) = zn−1.

De plus, l’application ∣∣∣∣∣ Rn −→ C (I,R)
(z0, . . . , zn−1) 7−→ z(·, z0, . . . , zn−1)

est une isomorphisme de Rn dans V . Si g n’est pas nulle, alors l’ensemble des solutions est un espace affine z̃ + V
de dimension n de C n(I,R) où z̃ est une solution particulière.

(ii) Wronskien

Pour tout t ∈ I, on pose

W (t) :=

Ö
z1(t) . . . zn(t)
...

. . .
...

z
(n−1)
1 (t) . . . z

(n−1)
n (t)

è
et w(t) := detW (t).

La formule de Liouville donne ici

∀s, t ∈ I, w(t) = w(s) exp
Ç
−
ˆ t

s

an−1(σ) dσ
å
.
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(iii) Calcul des solutions

Cas des systèmes à coefficients constants. On introduit le polynôme caractéristique de l’équation
P := Xn + an−1X

n−1 + · · ·+ a1X + a0.

Proposition 3.13. Si λ est une racine de χA de multiplicité m, alors les fonctions
t ∈ I 7−→ treλt, r ∈ J0,m− 1K

sont des solutions indépendantes de l’équation (3.6) avec g = 0.

Preuve Pour t ∈ I, on pose z(t) = Q(t)etλ avec Q un polynôme de degré inférieur ou égal à m− 1. Alors pour
tout k ∈ J0, nK et t ∈ I, on a

z(k)(t) =
k∑
j=0

Ç
k

j

å
Q(j)(t)λk−jetλ.

En prenant an = 1, on a alors
n∑
k=0

akz
(k)(t) = eλt

n∑
k=0

ak

k∑
k=0

Ç
k

j

å
Q(j)(t)λk−j

= eλt
n∑
j=0

Q(j)(t)
j!

n∑
k=j

k!
(k − j)!akλ

k−j

= eλt
n∑
j=0

Q(j)(t)
j! P (j)(λ) = 0. �

Proposition 3.14. Soient λ1, . . ., λ` les racines du polynôme caractéristique de multiplicité respective m1, . . .,
m`. Pour j ∈ J1, `K, on a λj = αj + iβj . Alors il existe un système fondamental de solution de la forme

t 7−→ tretαj cos(βjt), t 7−→ tsetαj sin(βjt) avec r, s 6 mj − 1.

Cas des coefficients variables. Soit (z1, . . . , zn) un système fondamentale de solutions de l’équation
homogène. On note W (t) la wronskienne. Alors il existe une solution particulière de l’équation avec second
membre de la forme

z(t) = c1(t)z1(t) + · · ·+ cn(t)zn(t)
où les fonctions ci ∈ C 1(I,R) vérifientá

ċ1(t)
...

ċn−1(t)
ċn(t)

ë
= W (t)

á
0
...
0
g(t)

ë
.

La résolvante s’écrit alors
∀s, t ∈ I, S(t, s) = W (t)W−1(s).

La formule de Duhamel devient alors

y(t) = W (t)W−1(t0)y0 +
ˆ t

t0

W (t)W−1(s)b(s) ds.

3.2 Comportement qualitatif des solutions

3.2.1 Stabilité asymptotique de l’origine
Théorème 3.15. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie d et A ∈ L (E). Alors les propositions
suivantes sont équivalentes :
(i) toute solution de ẏ = Ay tend vers 0 en +∞ ;
(ii) σ(A) ⊂ {z ∈ C | Re z < 0}.

Preuve Les solution du système ẏ = Ay s’écrivent y(t) = etAy0. D’après la décomposition de Dunford, il
existe P ∈ GLd(C), D ∈ Md(C) diagonale et N ∈ Md(C) nilpotente telle que A = P (D + N)P−1. Alors les
solutions s’écrivent y(t) = PetDetNP−1y0, donc

‖y(t)‖ 6 ‖P‖ ‖P−1‖
∥∥etA∥∥∥∥etN∥∥ .
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On suppose (ii). On pose µ := supλ∈σ(A) Reλ < 0. Ainsi ‖etD‖ 6 Ceµt et ‖etN‖ 6 C ′td−1 avec C,C ′ > 0. Donc
les solutions tendent vers 0 en +∞. La réciproque est claire. �

3.2.2 Solutions bornés
Théorème 3.16. Soit A ∈ L (E). Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) toute solution de ẏ = Ay est bornée sur R+ ;
(ii) σ(A) ⊂ {z ∈ C | Re z 6 0} et la multiplicité géométrique des valeurs propres de parties réelles nulle est égale
à la multiplicité algébrique.

Preuve On reprend la même preuve que précédemment. �

Proposition 3.17. Soit A ∈ L (E). Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) pour toute donnée b ∈ C (R+,Rd) bornée, il existe une unique solution bornée y ∈ C 1(R+,Rd) de ẏ = Ay + b.
(ii) σ(A) ⊂ {z ∈ C | Re z > 0}.

Preuve On suppose (i). Soient λ ∈ σ(A) et y0 ∈ E un vecteur propre associé à λ. Alors t 7−→ etλy0 est une
solution pour b = 0. Si Reλ 6 0, alors la solution est bornée et de même pour t 7−→ µetλy0 avec µ ∈ C ce qui est
impossible par unicité. Donc Reλ > 0.

On suppose (ii). La formule de Duhamel donne

y(t) = etAy0 +
ˆ t

0
e(t−s)Ab(s) ds = etA

ñ
y0 +

ˆ t

0
e−sAb(s) ds

ô
.

On considère

y0 := − lim
t→+∞

ˆ s

0
e−sAb(s) ds.

Il existe µ,C > 0 tels que
∀s > 0,

∥∥e−sA∥∥ 6 Ce−µs.
Alors ∥∥∥∥∥

ˆ t

0
e−sAb(s) ds

∥∥∥∥∥ 6 ‖b‖∞µ (1− e−tµ),

donc

‖y(t)‖ =
∥∥∥∥∥−
ˆ +∞

t

e(t−s)A(s) ds
∥∥∥∥∥ 6 ‖b‖∞ C

µ
. �

3.2.3 Solutions périodiques

On suppose ici que les fonctions A ∈ C 1(R,L (Cd)) et b ∈ C 1(R,Cd) sont T -périodiques avec T > 0.
Existe-t-il des solutions périodiques de l’équation ẏ(t) = A(t)y(t) + b(t). On note y(·, t0, y0) l’unique solution qui
passe par y0 en t0.

. Exemple. Les solutions du système

ẏ(t) =
Å

0 1
0 0

ã
y(t) +

Å
b1
b2

ã
sont de la forme

y(t) =

Ñ
b2
t2

2 + (y2(0) + b1)t+ y1(0)
b2t+ y2(0)

é
.

Elles sont périodiques si et seulement si b2 = 0 et y2(0) = −b1.

Théorème 3.18 (existence de solution périodique). Alors les trois propositions suivantes sont équivalentes :
(i) il existe une solution périodique de ẏ(t) = A(t)y(t) + b(t) ;
(ii) pour tout t0 ∈ R, l’application y0 7−→ y(T + t0, t0, y0) a un point fixe ;
(iii) il existe t0 ∈ R tel que l’application y0 7−→ y(T + t0, t0, y0) ait un point fixe.
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Preuve Les implications (i)⇒ (ii) et (ii)⇒ (iii) sont triviales. Supposons (iii) et montrons (i). Soit y0 ∈ Cd un
point fixe de l’application y0 7−→ y(T + t0, t0, y0). On pose y∗ = y(·, t0, y0). On sait que

ẏ∗(t) = A(t)y∗(t) + b(t), ∀t ∈ R.

On considère z : t ∈ R 7−→ y∗(t+ T ). Comme A et b sont périodiques, il vaut immédiatement que
ż(t) = A(t)z(t) + b(t), ∀t ∈ R.

De plus, on a z(t0) = y∗(t0 + T ) = y0. Le théorème de Cauchy-Lipschitz affirme que z = y∗ ce qui montre que
la solution y∗ est T -périodique. �

Théorème 3.19 (solution périodique et solution bornée). Alors il existe une solution périodique de l’équation
ẏ(t) = A(t)y(t) + b(t)

si et seulement s’il existe une solution bornée.

Preuve Le sens direct est évident. Réciproquement, on suppose qu’il existe une solution bornée. Par l’absurde,
supposons qu’il n’existe aucune solution périodique. D’après le théorème précédent, cela signifie que l’équation

y0 = S(T, 0)y0 +
ˆ T

0
S(T, s)b(s) ds

n’a pas de solution, c’est-à-dire s /∈ Im(Id − U) où

U := S(T, 0) et z :=
ˆ T

0
S(T, s)b(s) ds.

Pour tout n ∈ N, on remarque que ®
Ṡ(t+ nT, nT ) = A(t)S(t+ nT, nT ),

S(nT, nT ) = Id.

Le théorème de Cauchy-Lipschitz affirme donc que S(t+ nT, nT ) = S(t, 0) pour tout t ∈ R. En particulier,
on a

S((n+ 1)T, nT ) = S(T, 0) = U.

En réinjectant dans la formule de Duhamel, on obtient que

y((n+ 1)T ) = Uy(nT ) +
ˆ (n+1)T

nT

S((n+ 1)T, s)b(s) ds.

En utilisant la périodicité de S((n+ 1)T, ·) et b, on a
ˆ (n+1)T

nT

S((n+ 1)T, s)b(s) ds =
ˆ T

0
S((n+ 1)T, s+ nT )b(s+ nT ) ds =

ˆ T

0
S(T, s)b(s) ds = z.

D’où
y((n+ 1)T ) = Uy(nT ) + z.

On note U∗ l’adjoint de U pour le produit scalaire canonique de Cd. Soient x ∈ Im(Id −U) et x ∈ Ker(Id −U∗).
Il existe u ∈ Cn tel que x = u− Uu. Alors

〈x, x′〉 = 〈u− Uu, x′〉 = 〈u, x′〉 − 〈Uu, x′〉 = 〈u, x′〉 − 〈u, U∗x′〉 = 0.
On en déduit que Im(Id − U) = Ker(Id − U∗)⊥. Ainsi il existe u ∈ Cd tel que U∗u = u et 〈u, z〉 6= 0. On obtient

αn+1 = 〈y((n+ 1)T ), u〉 = 〈Uy(nT ), u〉+ 〈u, z〉
= 〈y(nT ), U∗u〉+ 〈u, z〉
= αn + 〈u, z〉.

On a alors αn+1 = α0 + (n + 1)〈u, z〉 avec 〈u, z〉 6= 0 pour tout n ∈ N, donc αn → ±∞ ce qui contredit la
bornitude de y. �
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4.1 Introduction

Soit f : Rd → Rd de classe C 1. On considère l’équation différentielle ordinaire autonome
ẏ = f(y).

Définition 4.1. On appelle portrait de phase de cette équation l’ensemble{
y(t, 0, y0)

∣∣∣ y0 ∈ Rd, t ∈ Jy0

}
où Jy0 est l’intervalle de définition de la solution maximale passant par y0 en t = 0.

Définition 4.2. Un système hamiltonien est un système du type

ẏ(t) = J−1∇H(y(t)) avec H ∈ C 2(R2n,R) et J :=
Å

0 In
In 0

ã
.

Il est facile de voir que H est constant le long de toute trajectoire. Soit y une solution de ce système. Alors
dH(y(t))

dt = ∂H

∂y
(y(t))ẏ(t) = t(∇H(y(t)))J−1∇H(y(t)) = 0.

4.2 Différentes notions de stabilité

4.2.1 Théorème de Grobmann-Hartman
On considère la même équation différentielle que précédemment.

Définition 4.3 (linéarité). Soit et y0 ∈ Rd. On appelle système linéarisé le système

ẏ = ∂f

∂y
(y0)(y − y0) + f(y0).

Théorème 4.4 (Grobmann-Hartman). On suppose que f(0) = 0 et que la matrice A := ∂yf n’a pas de
valeur propre de partie réelle nulle. Il existe existe des voisinages U et V de 0 dans Rd et un homéomorphisme
h : U → V qui envoie les trajectoires du système non linéaire sur celle du système linéaire en préservant le sens
du temps. Plus précisément, si y0 ∈ Rd est une valeur initiale telle que y(t, y0) ∈ U , alors etAh(y0) ∈ V et

y(t, y0) = h−1(etAh(y0)).

� Remarque. Ce théorème est énoncé dans le cas y0 = 0. Si y0 6= 0 avec f(y0) = 0, alors on peut se ramener au
cas y0 = 0 en posant ỹ = y − y0 et f̃(ỹ) = f(ỹ + y0)

4.2.2 Notion de stabilité
Définition 4.5 (équilibre). On dit que y0 ∈ Rd est un point d’équilibre de l’équation ẏ = f(y = si la fonction
constante t 7−→ y0 est solution.

Définition 4.6 (stabilité). On dit que y0 ∈ Rd est
1. une équilibre stable si, pour tout voisinage U de y0, il existe un voisinage V de y0 tel que, pour tout ỹ0 ∈ V ,
(i) t 7−→ y(t, ỹ0) est bien définie sur R+,
(ii) y(t, ỹ0) ∈ U pour tout t > 0.

2. un équilibre asymptotiquement stable si c’est un équilibre stable et s’il existe un voisinage W de y0 tel que ,
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pour tout ỹ0 ∈W ,
(i) t 7−→ y(t, ỹ0) est bien définie sur R+,
(ii) y(t, ỹ0)→ y0 quand t→ +∞.

Théorème 4.7 (stabilité en première approximation). Soit y0 ∈ Rd un point d’équilibre. Si y0 est un équilibre
asymptotiquement stable du linéarisé

ẏ = ∂f

∂y
(y0)(y − y0),

alors c’est un équilibre asymptotiquement stable de ẏ = f(y).

Corollaire 4.8 (non stabilité en première approximation). Si ∂yf(y0) a une valeur propre de partie réelle
strictement positive, alors y0 n’est pas un équilibre stable de ẏ = f(y).

� Remarque. On ne peut pas conclure dans le cas où ∂yf(y0) a une valeur propre de partie réelle nulle.

4.2.3 Produit scalaire adapté à un endomorphisme
Théorème 4.9. Soit g ∈ L (Rd). On note A sa matrice dans la base canonique et P son polynôme caractéristique.
On note P = P+P− où P+ (resp. P−) a toute ses racines de parties réelles positives (res. strictement négative).
Le lemme des noyaux donnes

E = E+ ⊕ E− avec
®
E− = KerP−(A),
E+ = KerP+(A).

Alors il existe un produit scalaire 〈 , 〉 sur Rd et α > 0 tels que
– KerP−(A) et KerP+(A) soient orthogonaux,
– pour tout x ∈ E−, on ait 〈g(x), x〉 6 −2α〈x, x〉,
– pour tout x ∈ E+, on ait 〈g(x), x〉 > −α〈x, x〉.

Preuve Cf. cours d’algèbre. �

4.2.4 Preuve du théorème de stabilité en première approximation

Lemme 4.10 (fonctions de Lyapunov et stabilité). On considère le système ẏ = f(y) avec f ∈ C 1(Rd,Rd). On
suppose que 0 est un point d’équilibre et qu’il possède une fonction de Lyapunov stricte, i. e. il existe une boule
ouverte B centrée en 0, une fonction V : Rd → R de classe C 1 et un réel α > 0 tels que
(i) 0 soit un minimum strict de V sur B,
(ii) pour tout y ∈ B, on ait dV (y)(f(y)) 6 −α(V (y)− V (0)).
Alors 0 est asymptotiquement stable.

Preuve Pour simplifier la preuve, on considère le cas où V : y ∈ Rd 7−→ 〈y, y〉. L’hypothèse (ii) s’écrit simplement

∀y ∈ B, 2〈f(y), y〉 6 −α ‖y‖2
2 .

Quitte à réduire B, on peut supposer que c’est une boule par la norme ‖ ‖2. Soient ỹ0 ∈ B et J := ]T−, T+[
l’intervalle de définition de la solution maximal y(·, ỹ0). Montrons que T+ = +∞ et ‖y(t, ỹ0)‖ 6 ‖ỹ0‖ pour t > 0.
On considère

X := {τ ∈
]
0, T+[ | ∀t ∈ [0, τ [, y(t, ỹ0) ∈ B}.

Comme la fonction t 7−→ y(t, ỹ0) est continue et la boule B est ouvert, l’ensemble X est non vide. On considère
la fonction

ϕ : t ∈ J 7−→ 〈y(t, ỹ0), y(t, ỹ0)〉.

Pour tout t > 0, on a
ϕ̇(t) = 2〈y(t, ỹ0), f(y(t, ỹ0))〉 6 −2α ‖y(t, ỹ0)‖2 = −αϕ(t),

donc une intégration donne
ϕ(t) 6 e−αtϕ(0) = e−αt ‖ỹ0‖2

et on en déduit que
‖y(t, ỹ0)‖ 6 e−αt/2 ‖ỹ0‖ 6 ‖ỹ0‖ .

Cela montre que 0 est stable. On montre ensuite qu’il est stable. �
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Preuve du théorème de stabilité Quitte à modifier f , on peut supposer que y0 = 0. On pose g := df(0) ∈ L (Rd).
Comme g a ses valeurs propres de parties réelles négatives, d’après le théorème précédent, on peut construire un
produit scalaire réel 〈 , 〉 et α > 0 tel que

∀y ∈ Rd, 〈g(y), y〉 6 −2α ‖y‖2
2 .

La fonction V : y 7−→ 1
2 ‖y‖

2
2 est classe C 1 et admet 0 pour minimum strict. De plus, au voisinage de 0, on a

f(y) = g(y) + o(y),
donc il existe ε > 0 tel que

∀y ∈ Bε := Bf(0, ε), ‖f(y)− g(y)‖ 6 α ‖y‖ .

Pour tout y ∈ Bε, on a
dV (y)(f(y)) = 〈y, f(y)〉 = 〈y, g(y)〉+ 〈y, f(y)− g(y)〉,

donc l’inégalité de Cauchy-Schwarz donne
dV (y)f(y) 6 −2α ‖y‖2 + ‖y‖2 ‖f(y)− g(y)‖2 6 −α ‖y‖

2
2 .

Cela montre que V est une fonction de Lyapunov du système, donc 0 est un asymptotiquement stable. �

4.2.5 Preuve du théorème de non stabilité en première approximation
Théorème 4.11 (Cetaev). On considère le système ẏ = f(y) avec f ∈ C 1(Rd,Rd). On suppose que y0 ∈ Rd est
un point d’équilibre et qu’il existe une boule B centrée en y0, une fonction V ∈ C 1(Rd,R) et un ouvert Ω ⊂ Rd
tels que
(i) y0 ∈ ∂Ω,
(ii) V > 0 sur Ω et V = 0 sur ∂Ω,
(iii) pour tout y ∈ Ω ∩B, on ait dV (y)(f(y)) > 0.
Alors y0 n’est pas un équilibre stable.

Preuve Par l’absurde, supposons que y0 soit un équilibre stable. Il existe un voisinage U , d’adhérence compact
incluses strictement dans B, et un voisinage ouvert W tel que, pour tout ỹ0 ∈W , la solution y(·, ỹ0) issue de ỹ0
existe sur R+ et est entièrement contenue dans U . L’intersection Ω ∩W est non vide. Soit ỹ0 ∈ Ω ∩W . On pose

X := {τ > 0 | ∀t ∈ [0, τ ], y(t, ỹ0) ∈ Ω} .
Cet ensemble est non vide car la fonction y(·, ỹ0) est continue et l’ensemble Ω est ouvert. De plus, l’ensemble X
est un ouvert de R+. Montrons que X est aussi fermé dans R+. Soit (τn)n∈N une suite de X convergeant vers
τ∞ > 0. On a y(τ∞, ỹ0) ∈ Ω. Pour tous τ ∈ X et t ∈ [0, τ ], on considère ϕ(t = V (y(t, ỹ0)) et on a

ϕ̇(t) = dV (y(t, ỹ0))(f(y(t, ỹ0))) > 0,
donc ϕ(t) > ϕ(0) = V (ỹ0). En particulier, par passage à la limite, on a ϕ(τ∞) > 0, donc V (y(τ∞, ỹ0)) > 0, donc
y(τ∞, ỹ0) /∈ ∂Ω, donc y(τ∞, ỹ0) ∈ Ω et τ∞ ∈ X. Cela montre que X est un fermé. Comme R+ est connexe, on en
déduit que X = R+. Ainsi pour tout t > 0, on a y(t, ỹ0) ∈ Ω. Considérons

K := {y ∈ U ∩ Ω | V (y) > V (ỹ0)}.
Cet ensemble est compact. De plus, on a K ⊂ U ⊂ B et K ⊂ Ω. Donc pour tout y ∈ K, on a dV (y)(f(y)) > 0.
Soit

α := inf
y∈K

dV (y)(f(y)) > 0.

Comme y(t, ỹ0) ∈ K pour tout t > 0, on a ϕ̇(t) > α pour tout t > 0, donc
∀t > 0, ϕ(t) > αt+ ϕ(0) −−−−→

t→+∞
+∞.

Or
∀t > 0, ϕ(t) = V (y(t, ỹ0)) 6 sup

y∈K
V (y) < +∞

ce qui est absurde. Donc y0 est un équilibre instable. �

Preuve du théorème de non stabilité On se ramène au cas y0 = 0. On pose g := df(0). En appliquant le théorème
à −g, il existe un produit scalaire 〈 , 〉 sur Rd deux sous-espaces vectoriels E et F de Rd en somme directe et un
réel α > 0 tels que

∀y ∈ F, 〈g(y), y〉 > 2α ‖y‖2 et ∀y ∈ F, 〈g(y), y〉 6 α ‖y‖2
.

On définit V : Rd → R par
∀(y1, y2) ∈ E × F, V (y1 + y2) = ‖y1‖2 − ‖y2‖2

.
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On pose
Ω := {y ∈ Rd | V (y) > 0}.

Comme f est classe C 1, on a f(y) = g(y) + o(y), donc il existe ε > 0 tel que

∀b ∈ B(0, ε), ‖f(y)− f(y)‖ 6 α

4 ‖y‖ .

On veut montrer que
∀y ∈ Ω ∩ B(0, ε), dV (y)(f(y)) > 0.

Soient h := h1 + h2 ∈ E ⊕ F et y := y1 + y2 ∈ E ⊕ F . Alors
V (y + h)− V (y) = 〈y1 + h1, y1 + h1〉 − 〈y2 + h2, y2 + h2〉 − (〈y1, y1〉 − 〈y2, y2〉)

= 2〈y1, h1〉 − 2〈y2, h2〉+ ‖h1‖2 − ‖h2‖2
,

donc
|dV (y)(h)| = |2〈y1, h1〉 − 2〈y2, h2〉|

6 2(|〈y1, h1〉|+ |〈y2, h2〉|)
6 4 ‖y‖ ‖h‖ .

En particulier, pour tout y ∈ B(0, ε), on obtient que

|dV (y)(f(y)− g(y))| 6 4 ‖y‖ ‖f(y)− g(y)‖ 6 α ‖y‖2
.

Or E et F sont stable par g, donc
dV (y)(g(y)) = 2(2〈y1, g(y1)〉 − 2〈y2, g(y2)〉) > 2(2α ‖y1‖2 − α ‖y2‖2)

> 2α ‖y1‖2
.

Finalement, pour tout y ∈ B(0, ε) ∩ Ω, on a
dV (y)(f(y)) = dV (y)(g(y)) + dV (y)(f(y)− g(y))

> 2α ‖y1‖2 − α ‖y‖2
> 0.

On conclut ensuite par le théorème de Cetaev. �
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5.1 Définition du flot

Soit f : Rd → Rd continue et localement lipschitzienne. On considère le problème de Cauchy®
ẏ(t) = f(y(t)),
y(t0) = y0.

Le système admet, pour tout (t0, y0) ∈ R×Rd, une solution maximale notée y(·, t0, y0) et définie sur J(t0, y0) ⊂ R.
L’application

(t, t0, y0) 7−→ y(t, t0, y0)
est définie sur l’ouvert

Ω := {(t, t0, y0) ∈ R× R× Rd | t ∈ J(t0, y0)}.
On note plus simplement

Ω0 := {(t, y0) ∈ R× Rd | t ∈ J(0, y0)}.

Définition 5.1. On appelle flot de l’équation ẏ = f(y) les applications∣∣∣∣∣ Ω0 −→ Rd,
(t, y0) 7−→ ϕt(y0) := y(t, 0, y0).

� Remarques. 1. On a clairement
dϕt(y0)

dt = f(ϕt(y0)) et ϕ0(y0) = y0.

2. Pour tout (t, t0, y0) ∈ Ω, on a (t− t0, y0) ∈ Ω0 et y(t, t0, y0) = ϕt−t0(y0).

Proposition 5.2. L’application (t, y) ∈ Ω0 7−→ ϕt(y) ∈ Rd est continue. En particulier, pour tout (t, y) ∈ Ω0,
il existe un voisinage V de y tels ϕt soit définie et continue sur V .

Proposition 5.3. On suppose que f est globalement lipschitzienne. Alors la flot est défini sur R× Rd et, en
notant Diff(Rd) l’ensemble des difféomorphismes de Rd dans lui-même, l’application∣∣∣∣∣R −→ Diff(Rd),

t 7−→ ϕt

est un morphisme de groupe de (R,+) dans (Diff(Rd), ◦).

5.2 Différentiabilité par rapport à la condition initiale

On s’intéresse à la différentiabilité du flot. On suppose ici que la fonction f est classe C 1. On veut montrer
que, pour tout t ∈ R, la différentielle ∂ϕt(y0)/∂y0 existe et satisfait

∂ϕt(y0)
∂y0

= S(t, y0).

Théorème 5.4. Soit f : Rd → Rd continue et localement lipschitzienne telle que ∂f/∂y existe et soit continue
sur Rd. Alors le flot de l’équation

ẏ = f(y)

est une application continûment différentiable par rapport à y et sa dérivée

Ψt : y0 7−→
∂ϕt(y0)
∂y0
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vérifie l’équation variationnelle

Ψ̇t(y0) = ∂f

∂y
(ϕt(y0))Ψt(y0) et Ψ0(y0) = Id.

Preuve Pour montrer l’existence de la différentielle, il suffit d’établir, pour (t, y0) ∈ Ω0, l’existence d’une
fonction ε→ R+ → R+ et d’un réel r > 0 tels que

∀∆y0 ∈ B(0, r), ‖ϕt(y0 + ∆y0)− ϕt(y0)− S(t, y0) ∆y0‖ 6 ‖∆y0‖ ε(‖∆y0‖) et lim
x→0

ε(x) = 0.

Soit y0 ∈ Rd. Sachant que
dϕt
dt (y0 + ∆y0) = f(ϕt(y0 + ∆y0)),

on détermine une équation satisfait z(s) = ϕ(y0) + S(s, y0) ∆y0. On a

dz(s)
ds = ϕ̇s(y0) + Ṡ(s, y0) ∆y0

= f(ϕs(y0)) + ∂f

∂y
(ϕs(y0))S(s, y0) ∆y0

= f(z(s))− δ(s)

où
δ(s) = f(ϕs(y0) + S(t, y0) ∆y0)− f(ϕs(y0))− ∂f

∂y
(ϕs(y0))S(s, y0) ∆y0.

Il faut majorer ‖δ(s)‖. On note sur la fonction s 7−→ S(s, y0) est continue sur [0, t], donc elle est majoré par un
certain réel M > 0. Soit ρ > 0. Maintenant, si r 6 ρ/M/, la fonction s ∈ [0, 1] 7−→ z(s) ne sort pas du cylindre
compact

Kρ := {y ∈ Rd | ∃s ∈ [0, t], ‖y − ϕs(y0)‖ 6 ρ}

et, si ρ est suffisamment petit, alors Kρ ⊂ Ω0. En utilisant le théorème des accroissements finis sur Kρ avec la
fonction

∆z 7−→ G(∆z) := f(z + ∆z)− f(z)− f ′(z) ∆z,

on a
‖G(∆z)‖ 6 ‖∆z‖ sup

µ∈[0,1]
‖G′(µ∆z)‖ avec |G′(∆z)| = f ′(z + ∆z)− f ′(z).

Puis on va utiliser l’uniforme continuité de f ′ sur Kρ : on peut écrire

‖G′(∆z)‖ = ‖f ′(z + ∆z)− f ′(z)‖ 6 β(‖∆z‖)

où β est une fonction qu’on peut construire en escalier, monotone, de limite 0 en 0. Comme f est localement
lipschitzienne sur Kρ, elle y est globalement lipschitzienne et on note L sa constante de Lipschitz sur Kρ. Soit
s ∈ [0, t]. Comme

z(s)− ϕs(y0 + ∆y0) =
ˆ s

0
[f(z(σ))− f(ϕσ(y0 + ∆y0))− σ(s)] dσ,

le lemme de Grönwall donne

‖z(s)− ϕs(y0 + ∆y0)‖ 6
ˆ s

0
L ‖z(σ)− ϕσ(y0 + ∆y0)‖ dσ +

ˆ s

0
δ(σ) dσ.

En prenant z = ϕs(y0) et ∆s = S(s, y0), on a δ(s) = G(S(s, y0) ∆y0), donc

‖δ(s)‖ 6 β(‖S(s, y0) ∆z0‖)× ‖S(s, y0) ∆z0‖
6 β(M ‖∆y0‖)M ‖∆y0‖ .

Le lemme de Grönwall donne alors

‖z(s)− ϕs(y0 + ∆y0)‖ 6 β(M ‖∆y0‖)M ‖∆y0‖
eLt − 1
L

.

Alors on a bien

‖ϕt(y0 + ∆y0)− ϕt(y0)− S(t, y0) ∆y0‖ 6 ‖∆y0‖ ε(‖∆y0‖) avec ε(x) := β(Mx)M eLt − 1
L

.

Il reste à montrer la continuité. Soient (t, y0) ∈ Ω0 et D un voisinage compact de y0 tel que [0, 1]×D ⊂ Ω0.
On définit

L := sup
s∈[0,1]
y∈D

‖f ′(ϕs(y0))‖ .
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Pour tout ỹ0 ∈ D, on a

Ṡ(s, ỹ0)− Ṡ(s, y0) = f ′(ϕs(ỹ0))(S(s, ỹ0)− S(s, y0)) + ∆(s) avec ∆(s) = (f ′(ϕs(y0))− f ′(ϕs(ỹ0)))S(s, y0).

Donc si sups∈[0,t] ‖∆(s)‖ 6 δ, alors

sup
s∈[0,t]

∥∥Ṡ(s, ỹ0)− Ṡ(s, y0)
∥∥ 6 δ eL t − 1

L
.

Par composition de fonctions continues, la fonction S est continue. �

Théorème 5.5. Si f est de classe C k, alors la fonction (t, y) 7−→ ϕt(y) est également de classe C k sur Ω0.

5.3 Propriétés géométriques du flot

5.3.1 Conservation du volume

Supposons que f est de classe C 1 et de divergence nulle, i. e. telle que div(f) := tr(∂f/∂y) = 0. Soit A un
ensemble mesurable de Rd pour la mesure de Lebesgue. On introduit son volume

Vol(A) :=
ˆ
A

dy.

Théorème 5.6. Pour le système différentielle ẏ = f(y), pour toute partie mesurable A, on a
Vol(ϕt(A)) = Vol(A).

Preuve En notant Ψt := ∂ϕt/∂y, cette fonction est solution de l’équation variationnelle

Ψ̇t(y0) = ∂f

∂y
(ϕt(y0))Ψt(y0) et Ψ0(y0) = Id.

Pour M,H ∈Md(R) avec M ∈ GLd(R), on rappel que

ddet(M)(H) = det(M) tr(M−1H).

On a
d
dt [det Ψt(y0)] = ddetΨt(y0)dΨt

dt (y0)

= (det Ψt(y0) tr(Ψ−1
t (y0)Ψ̇t(y0))

= (det Ψt(y0) tr
Å

Ψ−1
t (y0)∂f

∂y
(ϕt(y0))Ψt(y0

ã
= 0.

D’après la formule du changement de variable, on a

Vol(ϕt(A)) =
ˆ
ϕt(A)

dy =
ˆ
A

∣∣∣∣det ∂ϕt
∂y0

∣∣∣∣dy = Vol(A). �

5.3.2 Conservation de l’énergie
On suppose que le système est hamiltonien, i. e. il s’écrit

ẏ = J−1∇H(y) avec J :=
Å

0 In
−In 0

ã
.

Son flot préserve le volume puisque, en notant f := J−1∇H, on a

div f = tr(J−1∇2H) = tr(−∇2HJ−1) = − tr(J−1∇2H) = −div f.

Théorème 5.7. Soit ϕt le flot associé au système précédent. Alors pour tout (t, y) ∈ Ω0, on aH(ϕt(y0)) = H(y0).

Preuve On a
dH(ϕt(y0))

dt = ∂H

∂y
(ϕt(y0))dϕt(y0)

dt = ∂H

∂y
(ϕt(y0))J−1∇H(ϕt(y0)) = t(∇H(ϕt(y0)))J−1(∇H(ϕt(y0))) = 0

et H(ϕ0(y0)) = H(y0). �
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5.3.3 Symplecticité et flot hamiltonien
(i) Quelques propriétés géométriques

On considère le problème hamiltonien
ẏ = J−1∇H.

Si on écrit y = (p, q), alors on peut réécrire ce système comme
ṗ = −∇qH(p, q) et q̇ = ∇pH(p, q).

On considère le parallélogramme P de R2d engendré par les vecteurs ξ := (ξp, ξq) et η := (ηp, ηq). Le
parallélogramme P s’écrit alors

P = {tξ + sη | s, t ∈ [0, 1]}.

Si d = 1, l’aire orienté de P est

Aire.Orientée(P ) :=
∣∣∣∣ξp ηp

ξq ηq

∣∣∣∣ = ξpηq − ξqηp.

En dimension d > 1, on remplace cette expression par les sommes ω(ξ, η) des aires orientées des projections sur
les plans (pi, qi) de P , i. e.

ω(ξ, η) =
d∑
i=1

∣∣∣∣ξpi ηpi
ξqi ηqi

∣∣∣∣
ce qui peut se réécrire comme

ω(ξ, η) = tξJη.

(ii) Transformations symplectiques

Définition 5.8. Une application linéaire A : R2d → R2d est dite symplectique si tAJA = J , i. e. si
∀ξ, η ∈ R2d, ω(Aξ,Aη) = ω(ξ, η).

Définition 5.9. Soit U un ouvert de R2d. Une application g : U → R2d est dite si elle est de classe C 1 et sa
jacobienne est symplectique.

Soient U un ouvert de R2d et M une variété dimensionnelle (surface) de U telle qu’il existe une carte globale
M = ψ(K) où K est un compact de R2 et ψ est un difféomorphisme de K dans M . La somme des aires orientées
des projections sur les plans (pi, qi) de tous ces parallélogramme est donnée par

Ω(M) =
¨
K

ω

Å
∂ψ

∂s
(s, t), ∂ψ

∂t
(s, t)

ã
dsdt.

Théorème 5.10. Soit g : U → R2d de classe C 1. Si g est symplectique, alors Ω(g(M)) = Ω(M).

Preuve La surface g(M) est paramétrée par la fonction g ◦ ψ définie sur K, donc

Ω(g(M)) =
¨
K

ω

Å
∂g ◦ ψ
∂s

(s, t), ∂g ◦ ψ
∂t

(s, t)
ã

dsdt

=
¨
K

ω

Å
g′(ψ(s, t))∂ψ

∂s
(s, t), g′(ψ(s, t))∂ψ

∂t
(s, t)

ã
dsdt

=
¨
K

tÅ
g′(ψ(s, t))∂ψ

∂s
(s, t)

ã
Jg′(ψ(s, t))∂ψ

∂t
(s, t) dsdt

=
¨
K

tÅ∂ψ
∂s

(s, t)
ã

t(g′(ψ(s, t)))Jg′(ψ(s, t))∂ψ
∂t

(s, t) dsdt

=
¨
K

tÅ∂ψ
∂s

(s, t)
ã
J
∂ψ

∂t
(s, t) dsdt

=
¨
K

ω

Å
∂ψ

∂s
(s, t), ∂ψ

∂t
(s, t)

ã
dsdt = Ω(M). �

(iii) Symplecticité d’un flot d’un système hamiltonien

On considère une fonction f(y) = J−1∇H(y) où H : R2d → R est de classe C 1.
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Théorème 5.11 (Poincaré). Soit H : U → R de classe C 1. Alors pour tout (t, y) ∈ Ω0, l’application ϕt est
une transformation symplectique.

Preuve La matrice Ψt := ∂f/∂y ◦ ϕt satisfait l’équation variationnelleΨ̇t(y) = ∂f

∂y
(ϕt(y))Ψt(y) = J−1∇2H(ϕt(y))Ψt(y),

Ψ0(y) = Id.

On veut montrer que ϕt est symplectique, i. e. que t(Ψt(y))JΨt(y) = J . On a
d
dt (

t(Ψt(y))JΨt(y)) = tΨ̇t(y)JΨt(y) + tΨt(y)JΨ̇t(y)

= tΨt(y)∇2H(ϕt(y))J−1JΨt(y) + tΨt(y)JJ−1∇2H(ϕt(y))Ψt(y) = 0.

De plus, on a t(Ψ0(y))JΨ0(y) = J ce qui conclut. �

Théorème 5.12. Soit f : R2d → R2d de classe C 1. On suppose qu’il existe t > 0 et un ouvert étoilé U de R2d

tels que [0, t]× U ⊂ Ω0 et, pour tout s ∈ [0, t], l’application ϕs est symplectique. Alors le système ẏ = f(y) est
un système hamiltonien.

Preuve L’équation variationnelle s’écrit iciΨ̇t(y) = ∂f

∂y
(ϕt(y))Ψt(y),

Ψ0(y) = I2d.

Pour tout s ∈ [0, t], l’application ϕs est symplectique, donc

∀y ∈ U, t(Ψs(y))JΨs(y) = J.

Soient y ∈ U et s ∈ [0, t]. En dérivant par rapport à s, on a

0 = t(Ψ̇s(y))JΨs(y) + t(Ψs(y))JΨ̇s(y)

= t(Ψs(y))
tÅ∂f
∂y

(ϕs(y))
ã
JΨs(y) + t(Ψs(y))J ∂f

∂y
(ϕ.s(y))Ψy(y)

= t(Ψs(y))
ñtÅ∂f

∂y
(ϕs(y))

ã
J + J

∂f

∂y
(ϕs(y))

ô
Ψy(y)

En particulier, pour s = 0, on a
tÅ∂f
∂y

(ϕs(y))
ã
J + J

∂f

∂y
(ϕs(y)) = 0,

i. e. la matrice J ∂f∂y (y) est symétrique. En utilisant le lemme suivant, il existe une fonction H sur U de classe
C 2 telle que

Jf(y) = ∇yH(y)

ce qui conclut. �

Lemme 5.13 (d’intégrabilité). Soient U un ouvert de Rn et f : U → Rn de classe C 1 telle que f ′(y) soit
symétrique pour tout y ∈ U . Alors pour tout y0 ∈ U , il existe un voisinage V (y0) dans U et V : V (y0)→ R tels
que

∀y ∈ V (y0), f(y) = ∇V (y).

Preuve Soit B0 une boule de centre y0 contenant U . On considère la fonction

V :

∣∣∣∣∣∣∣
B0 −→ Rn,

y 7−→
ˆ 1

0

t(y − y0)f(y0 + t(y − y0)) dt.

Pour j ∈ J1, nK, on a

∂V

∂yj
(y) =

ˆ 1

0

ï
fj(y0 + t(y − y0)) + t(y − y0) ∂f

∂yj
(y0 + t(y − y0))

ò
dt

=
ˆ 1

0
[fj(y0 + t(y − y0)) + t(y − y0)∇fj(y0 + t(y − y0))] dt
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=
ˆ 1

0

d
dt [t(fj(y0 + t(y − y0)))] dt = fj(y)

ce qui termine la preuve. �

� Remarque. Dans le cas général, ce théorème est faux. Un contre-exemple est donné par le système
ṗ = p

p2 + q2 ,

ṗ = q

p2 + q2

défini sur R2 − {(0, 0)} qui n’est pas étoilé.

5.4 Flot et dérivées de Lie

5.4.1 Représentation exponentielle du flot
Définition 5.14. Soit f ∈ C 1(Rd,Rd). On appelle opérateur dérivée de Lie l’opérateur Lf définie par

Lf :

∣∣∣∣∣∣∣
C 1(Rd,Rn) −→ C 1(Rd,Rd),

g 7−→ ∂g

∂y
f

.

Si f et g sont de classe C∞, alors on peut itérer L f de telle sorte que
∀k ∈ N∗, Lk+1

f [g] = Lf [Lkf [g]]

. Exemple. On a
L2
f [g] = Lf [g′f ] = (g′f)′f = g′′(f, f) + g′f ′f.

On considère deux équations différentielles y′ = f1(y) et y′ = f2(y). On note ϕ1
t et ϕ2

s les flots de ces équations.
Alors

ϕ2
t · ϕ2

s(y) = exp(sLf1) ◦ exp(tLf2)[Id](y).
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