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Dans tout le chapitre, le corps K est R ou C. Soit E un K-espace vectoriel.

Normes

Définitions et exemples

DEFINITION 1.1.1.  Une norme sur E est une application N: E — [0, +o00[ telle que
1. pour tout x € E,ona N(z) =0& 2 =0;

2. pour tous x € Fet A € K, on a N(Ax) = |\ N(x);

3. pour tous z,y € F,on a N(z+y) < N(x) + N(y).

REMARQUE. Une norme N est 1-lipschitzienne sur (E, N).

EXEMPLES. — Sur R", on pose |70 = maxicr<n 75| et [|z], = (S oy [zx|")? pour 1 < p < +o0.
— Sur £>°(N,R), on pose ||z|/c = suppey |Tk|-

~ Sur ##(N,R), on pose [z, = (Zr—y |zx[")'/7.

~ Sur 6°([0, 1), R), on pose || flloe = maxyeioy 17| ot I£], = (fo.y 1 (@) da)177.

Alors ces expressions définissent des normes sur leurs espaces respectifs.

Preuve Montrons que || ||, est une norme sur 7(N,R) pour 1 < p < 4+o00. Les axiomes 1 et 2 sont triviaux.

Montrons le troisieme. Soit p’ € |1, +oo[ tel que 1/p+1/p’ = 1.
e Inégalité de HOLDER. Pour z,y € ]0,400[, la concavité de logarithme donne

1 1 / 1 1
Inzy =-Ina” + - Iny” < ln(fxp + —aP )
p p p p
et la croissance de I'’exponentielle donne
1 1
vy < ¥ + —af .
p p
Soient & = (2, )nen € P(N,R) et y = (Yn)nen € o’ (N,R). D’apres ce qui précede, on a

- |xn| |yn _ I
Z Z ‘x”p Z ”P - ]7 =1,

n=0 Hyn

Ty
[EIN ||y||

donc
oo
> Nenyal < Nzl Iyl
n=0

e Inégalité de MINKOWSKI. Soient & = (Zn)nen, ¥ = (Yn)nen € P(N,R). On obtient alors

oo o0 o0
=+ y||§ = Z |n + yu|” < Z |z + yn|p71 |Zn| + Z |n + yn|p71 7
n=0 n=0 n=0

> RTINS /- e 1/p e 1/p
< (X ten + 3l ) “}:muﬂ + (X k) ]
n=0 n=0 n=0
s 1-1/p
< (Sleatml?) izl + i)
n=0

lz + yll;
Sl +yll,

(lll, + llyll,)-
D’ou l'inégalité et I’axiome 3.
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1.1.2

1.2

1.2. THEOREME DE RIESZ

Normes équivalentes

DEFINITION 1.1.2.  Deux normes N et N sur F sont dites équivalentes s'il existe ¢1,co > 0 tels que
Vz e E, ¢ N(z) < N(z) < caN(x).

THEOREME 1.1.3. Sur un R-espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Preuve Quitte a choisir une base, on peut travailler sur R™. Il suffit de montrer que toute norme N sur R” est
équivalentes a || ||oo. En utilisant le théoréme de BOLZANO-WEIERSTRASS sur R et les produits cartésiens, on
sait que les compacts de (R", ]| ||co) sont les fermés bornés.

e Continuité de N. Montrons que N est continue sur (R", || ||o). Pour z,h € R™, on a

IN(z +h) — N(z)| < N(h) = N(Z hkek) <S Il N(ew) < Il o M avee M =" N(ey).
k=1 k=1 k=1

ou (e1,...,e,) est la base canonique de R™. Ainsi N est lipschitzienne, donc elle est continue sur (R™, || ||c0)

o Argument de compacité. L’ensemble S := {x € R", [|z| = 1} est compact dans (R", || | ). Comme N est
continue et positive sur S, ccon pose ¢; := ming N > 0. Pour z € R™\ {0}, on a N(z)/||z|lcc = N(z/]|2|lec) = c1,
donc ¢4 ||z, < N(z) < M ||z||,. Dot 'équivalence O

COROLLAIRE 1.1.4. Dans un R-espace vectoriel de dimension finie, les compacts sont les fermés bornés.

CONTRE-EXEMPLES. Les normes des espaces suivants ne sont pas toutes équivalentes.

— On a /1(N,R) C ¢°°(N,R). Ainsi les normes || ||; et | ||oo sont-elles équivalentes sur ¢(N,R)? Pour z =
()nen € (*(N,R), comme z,, — 0, il existe ng € N tel que z,,, = ||z||,, donc ||z| < |jz||,. Par 'absurde,
supposons qu’il existe ¢ > 0 tel que ||z||; < ¢||z||,, pour tout z € £*(N,R). En particulier, avec z = (L1o,n7(F))ken,
on doit avoir N + 1 < C pour tout N € N ce qui est impossible. Donc les deux normes ne sont pas équivalentes.

— Sur €°([0,1],R), les normes || ||; et || ||o sont-elles équivalentes? On a clairement || ||; < || ||oc. Par Iabsurde,
supposons qu’il existe ¢ > 0 tel que || f| . < c||f]|,, pour toute f € %°([0,1],R). En particulier, pour fy en
triangle (valant 1 en 1/2, 0 sur [0,1/N]U[1 — 1/N, 1] et affine ailleurs), on obtient N < C/2 pour tout N € N*
ce qui est impossible.

Théoréme de RIESZ

RAPPEL. Le théoréme de BOLZANO-WEIERSTRASS est équivalent a la propriété de BOREL-LEBESGUE qui dit
que, de tout recouvrement par des ouverts, on peut extraire un recouvrement fini.

THEOREME 1.2.1 (RiEsz). Soit (E, | ||) un R-espace vectoriel normé. La boule unité Bg(0,1) = {z € E, ||z| < 1}
est compacte si et seulement si E est de dimension finie.

Preuve Le sens réciproque est triviale. On suppose que By (0,1) est compacte. Du recouvrement
Bz(0,1) C | JB(x, 3),
z€BE(0,1)
on peut en extraire un recouvrement fini, 4. e. il existe N € N et x1,...,xny € EE(O7 1) telss que
N
Bp(0,1) C | Bz, 3).
j=1

On pose F = Vectg {z1,...,z,}. Montrons que E = F. Par I'absurde, supposons que F C E. Soit x € E\ F.

Comme F' est fermé, on a 0 := d(z,F) > 0 et cette distance est atteinte, i. e. il existe y € F tel que
|z —y|| = 9. Alors (x —y)/0 € Bg(0,1), donc il existe j € [1, N] tel que ||(z —y)/d — z;|| < 1/2. Finalement,
ona ||z — (y+dz;)|| < 6/2 avec y + dx; € F ce qui est impossible. Donc E = F' est de dimension finie. O

EXEMPLES. Donnons des suites bornées n’admettant pas de sous-suite convergente dans un espace vectoriel de
dimension finie. On se place dans E = R[X]. Pour P = Y3 ax X* € E, on pose ||P||, = 37, |ax|- La suite
(X™),en est clairement bornée. Supposons qu’il existe une extraction ¢ telle que (X#() converge dans (E, || [|1).
Alors || X#(+D) — X¢(™)||; — 0. Or pour tout n € N, comme ¢(n) < ¢(n+ 1), on a || XM+ — X¢M)||; =2 ce
qui est impossible.
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1.3

1.4

1.3. COMPLETUDE

Complétude

DEFINITION 1.3.1 (suite de CAUCHY). Soient (E, || ||) un espace vectoriel normé et (x,)nen une suite de E. On
dit que (2, )nen est une suite de CAUCHY si

Ve >0, Ing €N, Vp,q = no, ||z, — a4l <e.

PROPRIETE 1.3.2. 1. Une suite convergente est de CAUCHY, donc elle est bornée.
2. Une suite de CAUCHY admettant une valeur d’adhérence converge.
3. L’image d’une suite de CAUCHY par une application uniformément continue est de CAUCHY.

Preuve 2. Soit (z,)nen une suite de CAUCHY admettant une valeur d’adhérence. Il existe une extraction
p telle que (x(p(n))neN converge vers a € E. Par hypothese, il existe ng € N tel que, pour tous p,q > ng,
on a ||z, — x4 < /2 et, pour tout n = ng, on a [T,y — all < /2. Alors pour n > ng, on a ||z, — al <
|2 — Tyl + [ Tpm) —all <e/2+¢/2=¢. D’ou z,, — a.

3. Soient (z,)nen une suite de CAUCHY et f: E — F uniformément continue. Soit e > 0. Par 'uniforme
continuité de f, il existe n > 0 tel que, pour tous z,y € E tels que ||z —y||z < n, on a || f(z) — f(y)|lp < e.
Par le critére de CAUCHY, il existe ng € N tel que, pour tous p,q > ng, on a ||z, — z4]| < n. Alors pour tous
D,q = ng, on a || f(xzp) — f(zg)|l < e, donc la suite (f(zn))nen est de CAUCHY. O

CONTRE-EXEMPLE DU POINT 3. La suite (z, = 1/n),en~ converge dans R, donc elle est de CAUCHY dans
(R,| ). Or f: 2 € R* — 1/ € R est continue, mais (f(z,) = n) n’est pas de CAUCHY car elle n’est pas bornée.

DEFINITION 1.3.3 (complétude). Une partie A de E est dite compléte si toute suite de CAUCHY de A converge
dans A.

PROPRIETE 1.3.4. 1. La complétude est stable par intersection quelconque, union finie et produit cartésien.
2. Un compact est complet, donc fermé.
3. Dans une partie complete A, les sous-ensembles complets sont les sous-ensembles fermés.

Espaces de BANACH
DEFINITION 1.4.1. Un espace de BANACH est un espace vectoriel normé complet.

ExXEMPLES. — L’espace R est un espace de Banach, de méme pour R".
— Les espaces (¢P(N,R), | ||p) sont complets pour p € [1, +].

Preuve Montrons le dernier point si p € [1, +00[. Soit (2¥)g>n une suite de Cauchy de (2(N,R), | ||,). Pour
tout k € N, la suite 2% = (2%),en vérifie S0° )|zF|P < +oo. Soit € > 0. Il existe ko € N tel que, pour tous
k,j > kg, on a ||xk — x]H < €. Montrons qu’il existe y = (yn)nen € P(N,R) telle que ||:v’C — y|| — 0.
e Convergence du terme général. Soit n € N. La suite (2%)ien est de CAUCHY dans R. En effet, pour tous
k,j > ko, on a |z —xd| < ||a* — 27||P < e. Comme R est complet, elle converge. On note vy, == limy_ o0 z¥.
e Convergence de (z%)ren dans (P(N,R). Montrons que ¥ = (y,)nen appartient & /7(N, R). Soient k > kg et
N € N. Pour tous j > kg, on a

N 00
Z k j Z k j
“Tn - Iiz‘p < |xn - x%|p <Eé.
n=0 n=0

En passant a la limite quand j — +oo dans cette somme finie, on obtient ZTJLO |k — y7,|p < €. Ceci est vrai

pour tout NV € N, donc la série ) ‘xfl — yn’p converge et sa somme est finie. Ceci montre que

— (2% — y)pen € P(N,R), donc y = (y — z*) + ¥ € ¢P(N,R) par la structure d’espace vectoriel ;
— pour tout k > ko, on a ||z* — y||, < ¢, donc ||z* — y|| — 0. O

EXEMPLE D’ESPACE VECTORIEL NORME NON COMPLETS. Pour P = $7_;a, X" € R[X], on pose | P|_ =
maxi<i<n |akl- On note €.(N,R) Pespace des suites réels & support fini : on peut lidentifier & R[X] qu’on
munit de || ||o. Montrons que cet espace vectoriel normé n’est pas complet. Pour k& € N, on définit 2% =
(5 10.4(n))nen € €e(N,R). Montrons que (2*)zen est de CaucHY dans (€¢(N,R), || ||« ). Pour k> j, on a

1

- 1
k_ d — - ; —
||z JU|oo—maX{n!,n€[[]+1,k]]}—(j+1)!.

Pour ¢ > 0, on prend ko € N pour que 1/kg < € et alors, pour tous k,j > ko, on a ||z¥F — 27| < e.
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1.5

1.6

1.5. SERIES DANS LES ESPACES NORMES

Montrons que (z¥)gen ne converge pas dans (€(N,R), || [ls). Comme (£°(N,R),|| [|) est complet, la suite
(2%)en converge dans ¢°°(N,R) vers un certain y = (y,)nen. En particulier, pour tout n € N, on a z} — y,
quand k — +o00. Or z} = 1/n! pour k > n, donc y,, = 1/n! pour tout n € N. Mais y ¢ %.(N,R).

Séries dans les espaces normés

DEFINITION 1.5.1.  Soient (E, || ||) un espace vectoriel normé et (z,,)nen une suite de E.
— La série Y z,, converge si la suite (3 ;_ ur)nen converge.

— La série Y z,, converge absolument si la série Y 7 ||z, | < +o0.

— La série Y z,, est de CAUCHY si la suite (3 ;o uk)nen est de CAUCHY.

PROPRIETE 1.5.2. 1. Une série convergente est de CAUCHY, donc son terme général tend vers 0.

2. Un espace vectoriel normé est complet si et seulement si toutes ses séries de CAUCHY convergent.

3. Dans un espace de BANACH, la convergence absolue implique la convergence.

4. Soient (E,|| ||) un espace de BANACH, Yz, une série convergente absolument et o: N — N une bijection.
Alors la série Yz, ) converge et Y 72 o Tok) = D peo Lk qu'on note >, oy Tn.

Prewve 3. Soit (E, || ||) un espace de BANACH. Soit  x, une série convergente absolument. Montrons que
S x, est de CaucHY. Soit € > 0. Comme la série de nombre réel 3 |z, | converge, elle est de CAucCHY,
donc il existe ng € N tel que, pour tout ¢ > p > ng, on ait Y 7 _ |[z,|| < . Pour ¢ > p > ng, on a alors
1> m—p nll < 30—, lznll < e. Donc la série est de CAUCHY.

4. Soit K € N. Comme o est injective, on a

ZHQ’U(HH = an Z:L’n < 400, donc Z\\xg(k)\| < +o0.

n€o([0,K]) neN k=0

On note L == S2° jx, € E. Soit ¢ > 0. Par hypothése, il existe Ny € N tel que ||[L — SN 2,| < ¢ et
Y onsn, llznll < e Notons Ko == min {K € N, ([0, K]) D [0, No]}. Soit K > Ky. On a alors

K N
o= ] = -l < o=+ S w
k=0 nea([0,K])

n=0 n€a([0,K])\[0,No]

9

<5+ 2 laall <= -
n>Ngp

EXEMPLE. Pour tout y € R, il existe o: N — N telle que $7° ((—1)7®) /k = y.

Algébre de BANACH et inversion

DEFINITION 1.6.1.  Une algébre normée est une algébre (X, +,-) munie d’une norme || || sous-multiplicative, i. e.
pour tous z,y € X, on a || - y|| < |||/ |ly]l- Une algebre de BANACH est une algeébre normée compléte.

EXEMPLES. Les espaces R et C munis de | | sont des algébres de BANACH, I’espace .4, (R) muni d’une norme
subornée ou de la norme définie par ||A|| = tr(*AA) en est une, espace € ([0, 1], R) muni de || [l en est une.

PROPRIETE 1.6.2.  Soit (X, +,-, || ||) une algébre de BANACH. L’ensemble Inv(X) des éléments inversibles de X
pour - est un ouvert de (X, || ||).

Preuve On note 1x I’élément unité de I'algebre X.

e Etape 1. Montrons que Bx (1x,1) C Inv(X). Soit h € X tel que ||h|| < 1. Montrons que 1x — h € Inv(X).
On a ||h™|| < ||R||™, donc la série > A™ converge absolument. Comme X est complet, la série Y h™ converge
dans X et Y 07 g h™ est bien défini dans X. Pour tout N € N, on a

(1x — Zh" =1x — AVt
Or [|[RNFY| = ||h|N ! — 0. En passant & la limite quand N — +oo, on obtient que (1x —h) S 02 (A" =1
Ainsi 1x —h € Inv(X) et (Ix —h)~h =322 g h™
e Etape 2. Soit a € Inv(X). Montrons que Bx(a,1/|la™!]|) € Inv(X). Soit h € X tel que ||| < [la™ .
L’élément a + h = a(lx + a~1h) est inversible d’apres I'étape 1 car ||a=th| < [la= || [|h]| < 1. O
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1.7. THEOREME DE POINT FIXE

1.7 Théoréme de point fixe

1.8

THEOREME 1.7.1 (du point fire de BANACH). Soient (E, | ||) un espace vectoriel normé, A C E compléte et
f:+ A — A contractante, . e. il existe k € |0, 1] tel que || f(z) — f(y)|| < k ||z — y|| pour tous x,y € A. Alors

1. il existe un unique a € A tel que f(a) = a,

2. pour tout zg € A, la suite (z,,),en des itérés de zy par f converge vers a.

3. la convergence est géométrique, i. e. pour tout n € N, on a

n

k
1-k

[#n —all < [ = @ol| -

Preuve Commengons par montrer le point 2. Soit (z,)nen une suite de A telle que z,41 = f(z,) pour
tout n € N. Montrons que (z,)nen est de CAUCHY dans (A, || ||). Pour tout n € N*, on a ||zp41 — 2| =
| f(xn) — 2n|| < k||zn — 2pn_1||. Par récurrence, on montre que ||z,+1 — @n|| < k™ |21 — 20||. Pour ¢ > p, on a

- kP
lzg = @pll < llzg = @goall 4+ F llzpea —2p < R+ + B [la1 — 2ol < 7 o —woll = 0. (%)

Comme (A, ]| ||) est compleéte, la suite (z,,)nen converge. On note a sa limite. Montrons le point 1. En passant &
la limite quand n — +oo dans z,41 = f(xy), on obtient a = f(a).

Montrons 'unicité du point fixe. Soient a,a’ € A tels que a = f(a) et @’ = f'(a). Alors ||a—d/| =
||f(a) = f(a")] < klla—d'|| avec k < 1, donc a = d'.

On obtient lestimation d’erreur géométrique (le point 3) en passant & la limite quand ¢ — +oo dans (x). O

CONTRE-EXEMPLE. Sans la complétude de A, c’est faux. On prend A =1]0,1[ et f: z € A z/2 € A. Alors
f est bien contractante, mais elle n’admet pas de point fixe. Sans la contraction stricte, c’est également faux. On
prend A=Ret f: z € R— +/1+ z2. Alors f est contractante, mais n’a pas de point fixe.

Intégrale de RIEMANN

DEFINITION 1.8.1. Soient a,b € R tels que a < b et (E,|| ||) un espace de BANACH. Soit ¢ € €°([a,b], E).
L’intégrale de RIEMANN f; ©(t) dt est définie comme la limite des sommes

N-1

D (@i —z)e(xy),

j=0
dites de RIEMANN, oll a < 2o < - -+ < 2 = b est une subdivision de [a, b] lorsque son pas
k:=max{xj41 —2;,0<j < N -1}
tend vers 0.

Preuve Justifions que la limite existe. Soit € > 0. Trouvons § > 0 tel que, pour toutes subdivisions a = z1 <
e <xzy=beta=y < - <yp=>de pas inférieur strictement & ¢, on a

N-1 P—-1
|3 @i = @) = 3 e — wdelu)| < e.
j=0 k=0

Par le théoréme de HEINE, la fonction ¢ est uniformément continue sur [a, b], donc il existe § > 0 tel que, pour
tous &, € [a,b] vérifiant [€ —n| < §, on ait [|¢(§) — ()| < e.

Soient x et y deux subdivisions de pas inférieur strictement & . On note z la subdivision de [a, b] obtenue
par la réunion de = et y. On la note a = zp < --- < 29 = b. En regroupant ensemble les z appartenant a une
méme intervalle [z;,2;41], on obtient

N—1 Q-1
|3 @i —a)ela;) = Y (s — 2| < (b - a).
§=0 k=0
De méme, on a
P—1 Q-1
‘ (i1 —y)e(y;) — ) (241 — Zk)SD(Zj)’ <e(b—a).
j=0 k=0
Finalement, par I'inégalité triangulaire, on obtient la condition de CAUCHY, donc la suite converge. O
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2.1
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*
Dérivabilité

DEFINITION 2.1.1.  Soient I un intervalle ouvert de R, (E, || ||) un espace vectoriel normé f: I — E et a € I. La
fonction f est dérivable (respectivement dérivable a gauche ou a droite) en a si les taux d’accroissement

flx+h) = fz)
h

ont une limite dans (E, | ||) quand h — 0, . e. il existe L € E tel que | f(z+ h) — f(x) — hL|| = op—o(h)
(respectivement quand i — 0% ou o — 07). On note f'(a) (respectivement f)(a) ou fg(a) cette limite).

EXEMPLE. Soit (z,)nen € £2(N,R). Pour tout ¢ > 0, on a (e "'z, )nen € £2(N,R). Ceci légitime la définition
de 'application
10, +00[ — £*(N, R),

t— T(t) = (e’”txn)nEN_

Montrons que T est dérivable sur ]0, +oo[. Soit ¢ > 0. Pour h € R tel que t + h > 0, on a

_ —nh _
T(t+h) -T(t) _ (e Loy |
h h
neN

Comme t > 0, il existe M € R tel que [ne~"t| < M pour tout n € N, donc y = (—ne "'z, )nen € 2(N,R).
Montrons que les taux d’accroissement convergent vers y quand h — 0 pour || ||2. On a

2
T(t+ h) — T(t) 2 i": <e”h -1 ) o
—_ = —+n e "z,
L’inégalité de TAYLOR-LAGRANGE juste que, pour tout = € R,
T 2
e —1—2a| = / (z—t)e! dt’ < ﬁe‘””‘.
0 2
On obtient ainsi
2 e’}
HT(tJFh) —T(t) < Z ’1n2h nlh] g—nt ‘ W Z 4 -2n(t—|hl)
h 2 =lh 2
Pour |h| < £/2, on a alors
Tt+h)—T(t h
HEDECR LS e g
2 n=0

Donc elle est bien dérivable.

DEFINITION 2.1.2.  On dit que f est de classe €* sur I si f est dérivable en tout point de I et f’ est continue.
En itérant, on définit les fonctions (™) et les classes €.

DEFINITION 2.1.3. Soient a,b € R tels que a < b, (E, || ||) un espace vectoriel normé et n € N. Une fonction
f:]a,b] = E est de classe €™ sur l'intervalle fermé [a, b] si f est la restriction & [a, b] d’une fonction de classe €
sur un intervalle ouvert de la forme |a —,b + €[ avec € > 0.

PROPRIETE 2.1.4. La fonction f est de classe €™ si et seulement si f € €°([a,b], E) N €"(Ja, b, E) et f*)(x)
admet une limite quand = — a* et & — b~ pour k € [[1,n].

Preuve Le sens direct est évident. Réciproquement, on prolonge la fonction a droite de b par

_ o fFR) (p—
fy = 50y + 3 T (o
k=1
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2.2

2.3

2.2. THEOREME SPECIFIQUE AUX FONCTIONS A VALEURS REELLES

et de méme a gauche de a. O

PROPRIETE 2.1.5. 1. Une fonction de classe €' est dérivable, donc continue.

2. Si f:]a,b] — R est dérivable et croissante, alors f’ > 0.

3. Sic€la,b], f est dérivable en c et extrémale en ¢, alors f'(c) = 0.

4. Soient I un intervalle ouvert, a € I, (E, || ||) une algébre normé et f,g: I — E dérivables en a. Alors fg est

dérivable en a et (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

Théoréme spécifique aux fonctions a valeurs réelles

THEOREME 2.2.1 (ROLLE). Soient a,b € R tels que a < b et f: [a,b] — R continue sur [a,b] et dérivable sur
la, b] telle que f(a) = f(b). Alors il existe ¢ € |a, b] tel que f'(c) = 0.

Preuve Si f est constante, alors tout ¢ € ]a, b[ convient. On suppose que f n’est pas constante. Alors min, ) f
et max, ) f différent de f(a) = f(b). On peut considérer que min, y f # f(a). Par continuité sur un compact,
il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) = ming, ) f. Alors ¢ ¢ {a,b} car f(c) = minp f # f(a) = f(b). On a donc
c€la,blet f'(c) =0. O

CONTRE-EXEMPLE. Il faut que la fonction f soit & valeurs réelles. En effet, si on prend f: t € [0,27] — e € C,
alors f(0) = f(27) = 0 mais il n’existe pas ¢ € |0, 2n[ tel que f’(c) = ie? = 0.

THEOREME 2.2.2 (des accroissements finis). Soient a,b € R tel que a < b et f € €°([a,b],R) dérivable sur
Ja, b]. Alors il existe ¢ € |a, b[ tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b — a).

Preuve On pose

=it [o0—®
b—a ' t— f(t) — f(a) — K(t — a).

Alors ¢ est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ et ¢(a) = ¢(b) = 0. Le théoréme de ROLLE donne lexistence
de ¢ € ]a, b] tel que ¢'(c) =0, i. e. K = f/(c). D’ou le théoréme. O
PROPOSITION 2.2.3 (caractérisation des fonctions monotones). Soient a,b € R tels que a <bet f:]a,b[ = R
dérivable.

1. La fonction f est croissante si et seulement si sa dérivée [’ est positive.
2. Si f/ > 0, alors la fonction f est strictement croissante.

PROPOSITION 2.2.4 (formule de TAYLOR-LAGRANGE). Soient a,b € R tels que a < b, n € Net f € ¢€"([a,b],R)
qui est n + 1 fois dérivable sur Ja, b[. Alors il existe ¢ € ]a, b[ tel que

") (g (1) (¢
10 =Y E - ot + Lm0
k=0

Preuve On pose

et
[aa b] — Rv

F(e)
(n+1)!

t—s f(t) — (b—a) - K (b—a)"T.

k=0
Alors ¢ est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ et ¢(a) = ¢(b) = 0. Le théoréeme de ROLLE donne lexistence
de ¢ € ]a, b] tel que ¢'(c) = 0. Par récurrence sur j € [1,n + 1], on construit ¢; € a, b[ tel que ¢\ (¢;) =0 : on

applique le théoréme de ROLLE & ¢U) sur la, ¢;[ pour construire ¢;4q. Alors le réel ¢ == ¢, 11 vérifie

0=¢ ()= fH(c) - K. O

Fonction a valeurs vectorielles

Fonctions de la variable réelle — CHAPITRE 2 7



2.3. FONCTION A VALEURS VECTORIELLES

PROPOSITION 2.3.1 (inégalité des accroissements finis). Soient a,b € R tels que a < b, (E,|| ||) un espace
vectoriel normé, f € €°([a,b], E) et ¢ € €°([a,b],R) dérivables & droite en tout ¢ € Ja, b[ telles que || £ ()| < #(t)
pour tout ¢ € |a, b[. Alors ||f(b) — f(a)|| < ¢(b) — ¢(a).

Preuve Soit € > 0. On pose

A= {z €[a,b],Vt € [a,8], [[f(t) = fa)| < &(t) — ¢(a) +e(t —a) +e}.
Alors cet ensemble A contient un intervalle de la forme [a,a + 6[ avec § > 0 par continuité en a des fonctions f
et ¢. De plus, c’est un intervalle [a, m[ ou [a, m] ot m = sup A € ]a,b]. En fait, on a A = [a, m] par continuité
des fonctions f et ¢. Montrons que m = b.
e Etape 1. Montrons que, si € AN a,b|, alors il existe n > 0 tel que = + 71 € A. Soit z € AN]a,b[. Par
dérivabilité a droite des fonctions f et ¢ en z, il existe > 0 tel que, pour tout ¢ € [0,7], on ait

o+ = @) = th@)| < St et oo +1) > 6(a) + 1) (x)
Alors pour t € [0,7], comme x € A, on a
[f(@+6) = f@ll < |l fa+ 1) = F@)] + @) ~ fo)]
<A@+ 5t +é(x) = dla) + e —a) +e

S
St

<164(x) + 0(x) ~ oa) +< (a2 + L —a) 12
<qb(as—i—t)—qS(x)—l—%t—&-qS(m)—qb(a)—i—a(x—i—%—a)+5
<oplz+t)—pla)+e(x+t—a)+e.

Donc x +n € A.
e Ftape 2. On conclut. Par I’étape 1, on a montré que m = b € A. En particulier, on a

[£(#) = f(a)| < &(b) — p(a) +e(b—a) +¢

qui est vrai pour tout € > 0. On en déduit le résultat en faisant € — 0. (]

COROLLAIRE 2.3.2. Soient a,b € R tels que a < b, (F, | ||) un espace de BANACH et ¢ € €°([a, b], F) de classe
%" par morceaux. Alors

b
o(a) — p(b) = / (1) dt.

Preuve 11 suffit de le montrer pour une fonction ¢ de classe ¢! sur [a,b]. S’1l est n’est pas de classe €*, on
prend une subdivision. Soit ¢ € € ([a, b], F). Soit & > 0. Comme ¢’ est continue sur [a, b], le théoréme de HEINE
donne 'existence de § > 0 tel que

Vo,y € [a,0], -yl <d = ¢ (2) -yl <e.
Soit @ = xg < -+ < xn = b une subdivision de [a,b]. On a

N-1

o®) = p@) = Y- (w01 — )¢ (@) < anﬁl o) = (@1 = )¢ ()]

7=0
Pour j € [0, N — 1], on pose
(25, Tj41] — F,
t— o(t) — (t — z;)¢ ()

;- — [z, Tj41] — R,

t— e(t — ;).

Ces fonctions sont continues sur [z, z;11] et dérivables sur |a;, z;11[ et elles vérifient || f/(¢)|| = [|¢'(t) — o(z;)|| <
e =1'(t) pour t € [xj,x;11]. L'inégalité des accroissements finis donne alors || f(zj41) — f(z;)]| < e(zj41 — xj).
On obtient alors
N-1 _
o ®) = o(@) = 3 (@11 = )/ (@5)|| < S as - 1) = lo- )
=0

J

On passe a la limite sur la pas de la subdivision : on obtient

b
o(b) — p(a) - / (1) dt

Ceci étant vrai pour tout € > 0, en faisant ¢ — 0, on conclut. O

e(b—a).
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2.3. FONCTION A VALEURS VECTORIELLES

PROPOSITION 2.3.3 (formule de TAYLOR-YOUNG). Soient I un intervalle ouvert de R, a € I, n € N, (£, || ||)
un espace vectoriel normé, f € €" (I, F) qui est n + 1 fois dérivable en a. Alors

H n+1

hk
Flath) = fP(a)

k=0

= op_o(h"h). (*)

REMARQUE. Une fonction de classe €™ qui est n + 1 fois dérivable en a € I admet donc un développement
limité a 'ordre n 4+ 1 en a. La réciproque est fausse. En effet, on pose f: R — R définie par

2 2
e V7 gine /%" six #£0,
0 sinon.

fx) =

Alors pour tout n € Ny on a f(z) = o(z™), donc cet fonction admet un développement limité a ordre n. De plus,
elle est dérivable en 0 et f'(0) = 0, mais elle n’est pas de classe ' car, pour z # 0, on a f'(z) -+ 0 quand x — 0.

Preuve  On montre la proposition par récurrence sur n € N. Pour n € N, on pose H(n) la propriété :
Si fe¥"(I,F) est n+ 1 fois dérivable en a, alors ().

Pour n = 0, c’est la définition de la dérivabilité de f en a. Soit n > 1. On suppose H(n — 1). Soit f € €"(I, F).
On applique la propriété H(n — 1) a la fonction f’ : il existe hg > 0 tel que

Vh € [—ho, hol, ||f'(a+h) — Zf (k1) ( elh|".
Soit h € [—hg, ho]. Pour simplifier, on suppose que h > 0. On pose
[a,a +h] — F, [a,a + h] — R,
G: jass et ¢: t—a)"tt
t— f(t) Z 1 k) t—> e%.

n+1

Alors ces fonctions vérifient I'inégalité des accroissements finis, donc ||G(a + h) — G(a)|| < ¢(a + h) — ¢(a). On
en conclut la propriété H(n). O

PROPOSITION 2.3.4 (formule de TAYLOR avec reste intégral). Soient a,b € R tels que a < b, n € N, (E, || ||) un
espace de BANACH et f € €™ ([a,b], F). Alors

n b n
=3 Lo [ e
k= a ’

Preuve Par récurrence sur n € N. O

APPLICATION. Soit f € €% (R,R) telle que f(0) = 0. On pose
R — R,
g: . {(J)”(ac)/x six #0,

sinon.

Alors la fonction g est de classe €°°. Pour montrer cela, on utilise le fait que f(z)/z = fo f(xt) dt et on applique
le théoréme de dérivation sous l'intégrale.

PROPOSITION 2.3.5. Soient a,b € R tels que a,b, (E,| ||) un espace vectoriel normé et f € ‘50([a, b, E)
dérivable sur Ja, b[. Si f/(x) admet une limite L quand x — at (resp. * — a™), alors f est dérivable a droite en a
et fi(a) =lim, .+ f'(x) (resp. dérivable & gauche en a).

Preuve Soit € > 0. Par hypothese, il existe hg > 0 tel que, pour tout h € [0, hg], on ait ||f(a+ h) — L| < e.
Soit h € [0, ho]. On applique I'inégalité des accroissements finis & la fonction
[a,a + h] — R,
t— f(t) — L(t —a)
Ces fonctions vérifient les hypotheses de I'inégalité des accroissements finis, donc
If(a+h) = f(a) = Lh|| = |G(a + h) = G(a)|| < ¢(a + h) — ¢(a) = eh.

[a,a + h] — R,
t— et —a).

¢:

Ainsi, on a
Hf(a+ h) — f(a)
h
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2.5

2.5.1

2.4. DERIVABILITE ET SUITE/SERIE DE FONCTIONS

Dérivabilité et suite/série de fonctions

PROPOSITION 2.4.1. Soient a,b € R tels que a < b, (E,|| ||) un espace de BANACH et (f)nen une suite de
%" ([a,b], E). Si

— il existe zg € Ja, b tel que la suite (fy,(zo))nen converge dans (E, || ||),

— la suite (f,,(z))nen converge dans (E, || ||), vers g(x), uniformément par rapport & x € |a, b,

alors

— la suite (fy,(2))nen converge dans (E, || ||) uniformément par rapport a x € Ja, b[ vers f(x),
~ la fonction f est de classe € sur ]a, b|.

Preuve Notons
]av b[ — Ev

= li n S t : z
@ n~l>rJIrloof (o) ¢ / xr—>a+/ g(t) dt.

0

La fonction f est continue sur [a,b] car elle est limite uniforme d’une suite de fonctions continues, donc la
fonction f est de classe €' sur Ja, b[. Soit € > 0. 1l existe ng € N tel que, pour tout n > ng, on ait
€

(o) = all <

g
et Ifs = glle < S(0—a).

Pour tous n > ng et « € Ja,b[, on a

(nffw»:nuwfa+/7ﬂfw@ma

Zo

donc
xr

1(fn = D@ < [[fn(0) -l +/ I(fn = 9)@®)]l dt <

Zo

—&—(b—a)ﬁga O

N ™

REMARQUE. La convergence uniforme de la suite (f,,)nen vers la fonction f ne préserve pas la régularité € L
En effet, il suffit de prendre (f,,)nen définie par f,,(z) = /22 + 1/n. Alors les fonctions f,, sont de classe € et
| fn = flloo = 1/+/n — 0, donc la suite (fy)nen converge vers la fonction | | qui n’est pas de classe €.

Fonctions convexes

Définitions et inégalité des pentes

DEFINITION 2.5.1.  Soit I un intervalle de R. Une fonction f: I — R est convexe si
Vo,ye I, VA€0,1],  f((1 =Nz +dy) < Af(x) + (1= A)f(y).
Une fonction f: I — R est strictement convexe si

Ve,y € I, VA €]0,1,  f((1 =Nz + Ay) < Af(x)+ (1= X)f(y).

2

ExXEMPLES. Les applications affines sont convexes mais pas strictement convexe. La fonction x — z° est

strictement convexe sur R.

REMARQUE. Par récurrence sur n > 2, on en déduit qu'une fonction f: I — R est convexe si et seulement si
Vai,...,xn, €1, V/\l,...,/\nE]O,l[, M+, =1 — f()\1.1‘1—|—+/\n$n)<)\1f(l‘1)++/\nf($n)

PROPOSITION 2.5.2 (inégalité des pentes). Soit f: I — R convexe. Si x,y,z € I vérifient x < y < z, alors

) = @) _ ()= @) _ ()= )

~ ~
y—x z—x z—y

Preuve On peut écrire y sous la forme de la combinaison convexe

Z—yx_’_y—l'

y = z.
z—x z—x
Par convexité de f, on a
z—y y—z
<27 2T f(2).
f) < =L gy + =2 )
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2.5.2

2.5. FONCTIONS CONVEXES

Montrons la premiére inégalité. On a alors

1) - 1@ < (22220 )+ L2 0) = L2 ) - s

Z—T Z—T Z—X Z—T

D’oti la premiere inégalité. Montrons la seconde. On a alors

2V b @) < 1)+ L2 1(2),

z—x z—x
donc
z—y y—r  z2-y
— < _ _ N
256 @) < Y224 228 56) - f) = £ - 1)
D’ou la seconde inégalité. |
REMARQUE. Si f est strictement convexe, alors les inégalités sont strictes.

Régularité des fonctions convexes

PrOPOSITION 2.5.3. Soient I un intervalle ouvert de R et f: I — R convexe. Alors

1. la fonction f est localement lipschitzienne, i. e. pour tous a,b € I tels que a < b, il existe L > 0 tel que

Va,y € la,b], [f(z) = fy)l <Lz -yl
En particulier, elle est continue sur I ;
2. la fonction f admet une dérivée a gauche fq(z) et a droite fj(z) en tout point = € I;
3. pour tous z,y € I tel que z <y, on a fy(r) < fi(z) < fo(y) < fi(y) et I'inégalité du milieu est stricte si la
fonction f est strictement convexe;

4. Pensemble D des points x € I ou la fonction f n’est pas dérivable est fini ou dénombrable et la fonction f est
continue sur I\ D.

Preuve 1. Soient a,b,a’,b’ € I tels que o/ < a < b < b. Soient z,y € [a,b]. En appliquant I'inégalité des trois
pentes aux points (a’, a, ), (a,z,y), (x,y,b) et (y,b,b'), on obtient en particulier

f@)— 1) _ f@)— @) _ 1)~ )
a—a y—x = b=0b
donc
fly) = fz) _ fla) = f(a)] | £(b) = F(¥)
‘y_x < p=mas {| FO =00 =5

2. Soient x, 2’ € I tels que z < z’. Pour 0 < t; < t9, on a

f(z) = [z —ts) < fla) = fla—t1) _ fla’) — flz)

to t1 = -

Les taux d’accroissements [f(z) — f(x — )]/t croissent quand ¢ décroit vers 0 et sont majorés, donc ils admettent
une limite. Donc la fonction f admet une dérivée a gauche et a droite en x.

3. Soient z,y € I tels que x < y. Pour h € I assez petit, les réels x — h et y — h sont dans I et ils vérifient
I'inégalité  + h < y — h, donc
@)~ f@—h) _ fath) — (@) _ f@) ~f—h) _ f+h) -~ @)
h = h = h = h '
En passant a la limite quand h — 0, on montre I'inégalité.

On suppose que [ est strictement convexe. Soient z,2",2” € [ telsque x + h <z < z' <z’ <y—h.Ona

fleth) = f@) _ f) = 1E) _ JEIE) _ f@) - Ty b
h P> 2! —z = h '
En passant a la limite quand A — 0, on obtient 'inégalité stricte.
4. En fait, on a D = {z € I, fi(x) < fi(x)} C D ot 'ensemble D est I'ensemble des points de discontinuité de
la fonction monotone f; qui est fini ou dénombrable. En effet, pour tout = € D, on a fy(z7) < fé(x*), donc il

existe ¢, € QU [fy(x7), fg(z1)]. Alors I'application

D — Q,
x’—>qz

o

est injective car, si x < y, alors fy(z7) < ¢z < fg(z) < faly™) < gy < faly™), donc o(z) < o(y). Or Q est
dénombrable, donc D V'est, donc D l'est. O
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2.5. FONCTIONS CONVEXES

o REMARQUES. 1. La fonction z + x2 est convexe sur R mais pas globalement lipschitzienne, elle est seulement

2.5.3

2,54

localement lipschitzienne.
2. Si f: [a,b] — R est convexe, alors elle est continue sur |a, b[ mais pas forcément sur [a, b].

Caractérisation de la convexité

PROPOSITION 2.5.4. Soient a,b € R tels que a < b et f:]a,b] — R.
1. Si f est dérivable sur ]a, b[, alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(a) la fonction f est convexe;
(b) la fonction f’ est croissante;
(c) la courbe de f est au-dessus de ses tangentes, i. e.

Va,y €la, b, f(y) = f(z) + f(2)(y — o). (%)
2. Si f est deux fois dérivables sur ]a, b, alors les propositions suivantes sont équivalentes :
(a) la fonction f est convexe;
(b) la fonction f” est positive sur ]a, b|.

3. Si f est deux fois dérivable et f” est strictement positive, alors f est strictement convexe.

Preuve Montrons uniquement le premier point. Si f est convexe, alors f' = f; est croissante.

Supposons (b) et montrons (c¢). Soient x, y € ]a, b[. Dans un premier cas, on suppose que y € |z, b[. La fonction
f est continue sur [z, y] et dérivable sur |z, y[, donc le théoréme des accroissements finis donne 1’existence de
¢ € |z, y[ tel que

JOTW _ pg > i@, done 1) > 1)+ 7)),
Dans un second cas, on suppose que y € Ja, z[. De méme, il existe ¢ € ]y, z[ tel que

f(y)_f(x)if/( < f! d > ’ -

I c) < f'(z), donc f(y) = f(z)+ f(z)(y — ).

Supposons (c) et montrons (a). Soient =,y € Ja,b[ et A € [0,1]. En appliquant la relation (*), on obtient
F(@) > FOa + (1= ) + [ — O + (1= V)] O+ (1= A)y)
=fQz+ (1 =Ny)+ (1 =A@ -y fAz+(1-Ny)
et
fy) = fOz+ (1= Ny) + [y — Az + (1= N2)]f'(Az + (1 = N)y)
=fAz+ (1 =Ny) + Xz —y)f Oz + (1= Na).
En multipliant par A la premiere inégalité, par 1 — X\ la seconde et en les sommants, on obtient

Af(@)+ A=) fy) = fQz + (1= Ny). O

EXEMPLE (inégalités de convexité). — L’inégalité de HOLDER se déduit a partir de la convexité de — In.
— Pour z € [0,7/2], on a sinz > 2/7 x x.

Convexité et optimisation

PROPOSITION 2.5.5. Soient a,b € R tels que a < bet f:]a,b] = R.
1. Si f est convexe et dérivable sur ]a,b] et ¢ € ]a, b], alors les propositions suivant sont équivalentes :
(a) cest un minimum, 4. e. f(c) = minyg f;

(b) ¢ est un point critique, i. e. f'(¢) = 0.

2. Si f est strictement convexe sur ]a, b, alors elle admet au plus un minimum sur ]a, b|.

Preuve 1. Si ¢ est minimum, alors ¢ est un point critique (vrai méme sans convexité). Réciproquement, si ¢ est
un point critiques, alors f(z) > f(c) + f'(¢)(z — a) = f(c) pour tout = € ]a,b[, donc ¢ est un minimum.

2. On suppose que f est strictement convexe sur ]a, b[. Soient 1,73 € Ja,b[ tels que f(z1) = f(w2) = minjq [ f.
Si x1 # x9, alors la stricte convexité de f donne

1 1
F(P52) < (@) + 5 faa) =min f

ce qui est impossible.
|
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Chapitre 3
Applications linéaires entre espaces vectoriels normés

3.1 Norme subordonnée . . . . ... ... ... ........ 13 3.2 Généralisation aux applications multilinéaires . . . . . 14
-

Norme subordonnée

PROPOSITION 3.1.1.  Soient (E, | ||g) et (F,| ||r) deux espaces vectoriels normés et f: E — F linéaire. Alors
les propositions suivantes sont équivalentes :

1. la fonction f est continue;
2. la fonction f est continue en 0;

3. il existe M > 0, appelé réel de continuité, tel que || f(z)| r < M ||z|  pour tout = € E. En particulier, si £
est de dimension finie, alors toute application linéaire sur F est continue.

Preuve L’implication 1 = 2 est triviale. On suppose 2. Montrons 3. Il existe » > 0 tel que

Vo € Bp(0,7), [If(@)llp=lf(z) - fO)I <1.

||$|\Ef( re )
r O\ zllg
donc M = 1/r convient.

On suppose 3. Montrons 1. Soit € E. Pour h € F, on a

1z +h) = f(@)lp = 1 f(@)llp < MAllg =0

quand ||kl — 0. On peut supposer que E = R™. Soit f: R” — F linéaire. Montrons qu’il existe un réel de
continuité M. Pour z = Z?:l zje; ou (eq,...,e,) est une base de R”, on a

Pour z € E'\ {0}, on a

’]" )

If @) r=

F

n n
1@l =[S @is e < X lasl el < Cllally < CC ol
j=1 j=1
ou C = maxig;<n ||f(ej)||p et C" > 0 est tel que || [, < || [|&- O
CONTRE-EXEMPLE. Donnons un exemple d’application linéaire sur un espace de dimension infinie qui n’est pas
continue. Soit F = R[X] = R®™ muni de || ||oo. On pose

EFE— F,

(xn)nEN — (nxn)nEN-

f:

Alors application f est linéaire mais pas continue car, si on note e, := (0,...,0,1,0,...), on a

1/ (en)lloo

> =n — +o0.
llenlloo

EXEMPLES. 1. On munit €°([0, 1], R) de || |lso. On considére ’application linéaire
¢°((0,1,R) — R,

fro /01(1 — 2t f(t) dt.

Montrons qu’elle est continue, 4. e. il existe un réel de continuité. Soit f € €°([0,1],R). On a

L:

1
LU <M Sl avee 2= [ |1 2tar
0

2. On pose l'application linéaire

£°([0,27],R) — (=(N, C), 1 (2 ,
F: ((0,2n], R) (N, C) avec c¢n(f) = — f)e ™ dt, neN.
fr—= (en(f))nen 21 Jo
On munit €°([0,27],R) de || || et £*°(N,C) de || ||o. Montrons qu’elle est continue. Soit f € €°([0, 27, R).
Pour tout n € N, on a |c,(f)| < M || f|; avec M := 1/27. Donc la fonction F' est bien & valeurs dans £*°(N, C)

et [|F(f)ll. < M| f|l, pour tout f € €°([0,27],R), donc elle est continue
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3.2

3.2. GENERALISATION AUX APPLICATIONS MULTILINEAIRES
DEFINITION 3.1.2. Soient (E,|| ||g) et (F,]|| ||r) deux espaces vectoriels normés. On note Z(FE, F) (resp.
Z.(E,F)) l'ensemble des applications linéaires de F dans F' (resp. continue).

PROPOSITION 3.1.3. Soient (E,|| [|g) et (F,| ||r) deux espaces vectoriels normés. Alors

1. si f € Z.(E,F), alors les quatre réels suivants sont égaux :

b {f (@)l € B el 5 < 1}, sup {1 @)l € B, lallp = 1)
inf {M > 0,z € B, /(@) < M ol ) sup { e 2 € 21 (0}

On note alors || f|| . (g,F) leur valeur commune.

2. le couple (Z(E,F), || || #.(g,F)) est un espace normé;

3. si (F,| ||r) est un espace de BANACH, alors (Z.(E, F), || || #,(g,F)) est une algébre de BANACH;
4. si f: E— F et g: F'— G sont linéaires, alors [|g o f|l .« (e,q) < ll9ll2.r.a) | fll.2.2,7)

Preuve Montrons uniquement le point 3. Soit (f,)nen une suite de CAUCHY dans Z.(E, F'). Pour tout n € N,
I’application f,,: E — F est linéaire et continue. De plus, pour tout € > 0, il existe ng € N tel que

Vp, q = no, pr_fq||$c(E’F)<€7 i.e Vrck, ||fp($)_fq(z)||E<5”$HE (*)

e Etape 1. On fait une convergence ponctuelle. Soit = € E \ {0}. La suite (f,,())nen est de CAUCHY dans
(F, | |) grice a la relation précédente (x). Comme (F, || ||) est complet, cette suite converge : on note g(x) sa
limite. On a construit une application g: £ — F linéaire comme limite simple d’une suite de fonctions linéaires.

e Etape 2. Montrons que g est continue et que |g — Inllz.(e,7y — 0. Soient € > 0, ng € N comme
dans (*) et p > ng. Soit x € E. Pour tout ¢ € N tel que ¢ > p, on a ||fp(z) = fo(z)||p < €|z p, donc
Ifo(x) —g(x)|| < e|z| 5 en faisant ¢ — +o0, donc la fonction f, — g est continue et || f, — gl 2. (g,F) <e. En
particulier, la fonction g = (g — f) + fn est continue et ||g — full «.(5,F) — 0.

COROLLAIRE 3.1.4. Si E est un espace de BANACH, alors le groupe des isomorphismes bicontinus, 4. e. continus
de réciproque continue, de E, noté 9. (E), est un ouvert de (Z(E),|| ||« (r))-

Généralisation aux applications multilinéaires

PROPOSITION 3.2.1.  Soient (En, || ||y, - - - (En, || |&,) des espaces vectoriels normés. On munit F := Ey x---x E,
de la norme || || g définie par
[Gons sl = o s,

Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

1. la fonction f est continue,
2. la fonction f est continue en 0,
3. il existe M > 0 tel que, pour tout (z1,...,2,) € E, on ait || f(z1,...,20)|lp < M |21, - |70l g, -

Si les espaces E; sont de dimension finie, toute application n-linéaire sur £y x --- x E,, est continue.

Preuve Si f est continue, alors f l'est en 0. On suppose que f est continue en 0. Il existe § > 0 tel que, pour
tout x € E, on ait ||z||z < d = || f(2)||p < 1. Pour z = (x1,...,2,) € (E1 \ {0}) x --- x (E, \ {0}), on a

n
x1 T
f( o ) <5 T] sl
21l g, ENa J[[l T
On suppose qu'il existe un tel réel de continuité M > 0. On montre le résultat pour n = 2. Soit ¢ = (z1,z2) € E.
Pour h = (h1,h2) € E, on a

[ f (1 + ha, w2 + ha) — f(21,22) || p = | f (21, ho) + f(h1,22) + f(h1, ho)l|p
< M([|zallg, P2l g, + 1Pl g, lz2llg, + NP1l g, (1Rl z,)

1@ = lzillg, -zl g,

~X
S M|l g 2zl g + [[2ll g] —— 0. O
Il g—0
NOTATION. On note % (E1,...,E,;F) l'ensemble des applications n-linéaires et continues de Ey x -+ x E,

dans F. On le muni de la norme définie par

1l 2.y = 0 {M > 0,¥2 = (21, 2n) € By X -+ X En, [f(@)]|p < M |1l g, -+ ll2nllp, } -
Si I'espace (F, || ||r) est de BANACH, alors (Z(E1,...,En; F), | |25, ,....B.;r)) est également.
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3.2. GENERALISATION AUX APPLICATIONS MULTILINEAIRES

> EXEMPLE. Soit A € .#,(R). On pose
R" x R" — R,
(X,Y) — X AY.

Alors I'application B est bilinéaire et continue et on montre que [|B| o gn gn.z) = sup {|A|, A € Sp A}.
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-

But. On veut généraliser la notion de dérivée des fonctions a une variables aux fonctions a plusieurs variables
tout en préservant certaine propriété comme « dérivable implique continue ».

EXEMPLE. Il existe des fonctions R? — R dérivables par rapport aux deux variables en (0,0) mais qui ne sont
pas continues. Pour (z,y) € R?, on pose
T
——— i (J?,y) 7é (070)3
fla,y)=q 2*+y?
0 sinon.

Alors elle est dérivable par rapport aux deux variables en (0,0), mais elle n’est pas continue. En effet, soit
(a,b) € R?\ {0}. Pour t € R, I'expression f(at,bt) = f(a,b) n’admet pas la méme limite quand ¢ — 0 selon (a, b).

Par ailleurs, il existe des fonctions R? — R admettant une dérivée dans toutes les directions mais qui ne sont
pas continues. Pour (z,y) € R2, on pose

5
x
— 3 Si(z,y)#(0,0),
o) = Gy ras T EVFOO
0 sinon.
Soit (a,b) € R?\ {0}. Pour tout ¢ # 0, on a
g(at,bt) — g(0,0) a’t? 0 sib#0,
t (bt — a2t)? + aBt6 —a  sinon.

Mais g(z,2?) = 1/23 -+ 0 = ¢(0,0) quand x — 0.

Différentiabilité

Définition

DEFINITION 4.1.1.  Soient (E, || ||z) et (F, || ||#) deux espaces vectoriels normés, © un ouvert de (E, || ||g), a € Q

et f: Q — F. On dit que la fonction f est différentiable en a s’il existe L € £.(F, F) tel que

If(a+h) = fa) = L(M)l g = opn) ,—o (IRl ) (%)
Alors L est unique, appelée différentielle de f en a et noté df (a). Pour h € E, on notera L(h) = df(a) - h.

Preuve Montrons 1'unicité de L. Soient Ly, Ly € Z.(E, F) vérifiant le relation (x). Soit € > 0. Pour ¢ € {1, 2},
il existe d; > 0 tel que

Vhe E, |hllg<d = |fla+h)—f(a)—Li(h)]| <elhlg-
Pour h € E tel que ||h||z < min{di,d2}, on a
(L1 = L2) (W)l p < f(a+h) = fla) = La(h)|| p + [ f(a + h) = f(a) = L2(R)[|p < 2e||A]l;, -
Par la linéarité de Ly — Lo, on obtient || Ly — La|| &, (g, r) < 2¢. En faisait ¢ — 0, on a Ly = Lo. O
DEFINITION 4.1.2. On dit que la fonction f est différentiable sur Q si elle est différentiable en tout = € Q. La

différentielle de f est I’application
Q— ZL(B,F),

af: x — df ().

On dit que la fonction f est de classe " sur Q si df est continue de (Q, | ||z) dans (Z.(E, F),|| | .2.(B,F)) sur Q.
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4.1.2

4.1. DIFFERENTIABILITE

On itére ce procédé pour définir les fonctions de classe €% sur Q. La différentielle seconde de f est 'application
d*f = d(df): Q@ — Z.(E, Z.(E,F)).
REMARQUE. Soient f: R™ — R différentiable et a € R™. Alors 'application linéaire et continue df(a): R™ — R

s’identifie & Papplication V f(a) définie par df (a) - h = (V f(a), h) pour tout h € R™. La différentielle seconde
d’f(a): R® — R" s’identifie & une matrice

R" — ,(R),
x +— d?f(z) :== Hess(f)(x)

ot Hess(f) est la matrice hessienne de f (définie plus tard).

d*f:

Exemples

Exemples classiques

— Si f est constante sur €2, alors df = 0.
— Si f est linéaire et continue, alors df (a) = f pour tout a € .

Différentielle d’un application n-linéaire continue

Soient (E1,|| |lg,), (Ea, || |£,) et (F,]|| ||F) des espaces vectoriels normées et f: Ey x Es — F bilinéaire et
continue. Soit a = (a1,a2) € E1 x Ey. Alors Papplication f est de classe €' sur Fy x E5 et sa différentielle vérifie

df (a1, az) - (h1, ha) = f(a1, ha) + f(h1, a2).
En effet, ’application
El X EQ — F,

(hi, ha) — f(a1, ho) + f(h1, a2)
est linéaire et continue car, pour tout h = (hq, he) € E1 X Es, on a
IL)p < M(laxllg, 1h2llg, + [Pl g, llazllg,) < 2M [lallg [[kllp  avec M = |fll g g, yr)-
Montrons que f est différentiable en a. Pour tout h = (hy, hs) € E1 X F3, on a
IL(ay + ha, as + ha) — L(ay, a2) | p = || £ (k1 h2) | p < M |[hallg, [h2ll s, < M |[B]% = oy ,—o(lk] )-
Donc la fonction f est différentiable en a et df (a) = L. Montrons que la différentielle est continue, i. e.

1df (a) — df (@)l 2B, x B2, P

lla—all g—0

La formule explicite montre que df (a + Ab) = df (a) + A df(b), donc 'application df est linéaire. Or on a montré
que ||df (a)||l.z. (g, x B2, Fy < 2M ||a|| 5. Donc I'application df est continue, donc la fonction f est de classe €.

CONSEQUENCE.  On peut montrer de méme qu’une application n-linéaire continue est de classe €. Si (E, || || z)
est une algebre normé, alors ’application

E" — F,

P:
(ml,...,xn)}—>$1'-'$n

est de classe €*. De méme, si (E, (, )) est un espace préhilbertien, alors ’application
ExE —R,

7 @) — (2y)

e . 1
est bilinéaire et continue, donc de classe €.

Différentielle de ’inverse

Soit (E, || ||) une algebre de BANACH. On pose

InvE — Inv E,

x— z L.

Montrons que f est classe €. Soient 2 € Inv E et h € E tels que ||| < 1/[lz=|]. On a
(@+h) " =@l+z'h) =0+ h) e =Y (=) @ )

n=0
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4.1. DIFFERENTIABILITE

(cf. preuve de la propriété 1.6.2 pour l'inverse de 1 + 2~ 'h). L’application
EFE— F,

h— —z tha™!

est continue car, pour tout h € E, on a ||L(R)|| < |[[z71||?||h||. Montrons que 'application f est différentiable.
Pour h € E tel que ||h]| < 1/2||z71||, on a

|f@+h) = f() = LR)| = HZ (= h)a |

< Z:II»’C_llV”rl 1n]"
n=2

= Ih 3 _
< U ZHIAD® |ty ol g2

1— [zt [|A]
Donc f est différentiable en x et df (z) = L. Montrons que la différentielle est continue. Pour tous y,h € F, on a
I(df (z) = df (y)) - bl = [|=2 " ha ™ +y~ hy ™!

=@~ y‘l)hff‘1 +y that =y
<z =y M I+ =D AL
donc
lldf () = df ()]l .y < ll2™t =y Il + IIy_1||)

—y|—0

par continuité de l'inverse, donc la différentielle est continue.

Autre exemple
Soit p € ¢* (R,R). On pose
(€°(10,1,R), || [loo) — R,

O: 1
— o d
f /0 po f(t)dt

Montrons que © est différentiable. Soit f € €°([0,1], R). L’application
¢°(0,1,R) —

L:
h»—)/ dt

est linéaire et continue car, pour tout h € €°([0,1],R), on a

L) < 1A, /Iw )| dt.

/O e(f(@) +h(t) —o(f(1) — ' (F(E)AB) dt| < ellhll - (%)

Soit € > 0. Trouvons § > 0 tel que

vh € €°([0,1,R), |hl, <6 =

Notons R := || f|| ... L’application ¢’ est continue sur [—(R + 1), R + 1], donc le théoréme de HEINE affirme que
la fonction ¢’ est continfiment uniforme sur ce segment, donc il existe ¢ € |0, 1] tel que

Veye[-R-1LR+1], |z—yl<d = |¢(z)-¢')l<e
Alors pour tous x € [-R, R] et h € [-6,0], on a

oo+ h) — o) — ¢ ()] = / (4 th) — ()] dt x h.

Soit h € €°([0,1],R) telle que ||h|, < &. Alors pour tout ¢ € [0,1], on a f(t) € [~R, R] et h(t) € [~J,4], donc
la relation précédente s’applique et

e (f () + 1)) = o(F(£)) — " (F(EDAB)] < Il

En intégrant par rapport a ¢ sur [0, 1], on obtient la relation (x). Ceci montre que O est différentiable en f et
que sa différentielle vérifie dO(f) = L.
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4.1.3

4.1.4

4.1. DIFFERENTIABILITE

Propriétés

PRrROPOSITION 4.1.3. 1. Une fonction différentiable en un point est continue en ce point.

2. Si f et g sont deux fonctions différentiables et A € R, alors Af + g est différentiable et d(A\f +g) = Adf + g.
L’ensemble des fonctions différentiables a donc une structure d’espace vectoriel.

3.5 f: E— Fy x---x F, ou F, ..., F, sont des espaces vectoriels, alors la fonction f est différentiable en a si
et seulement si les fonctions f; sont différentiables en a. Dans ce cas, sa différentielle vérifie

N 1
De méme avec la classe €.

DEFINITION 4.1.4. Soient  un ouvert de E, f: Q@ — F, a € Q et v € E. On dit que f admet une dérivée en a
dans la direction v si le rapport
fla+tv) — f(a)

t
admet une limite dans (F, || ||r) quand ¢t — 0.

PROPOSITION 4.1.5. Si f est différentiable en a, alors elle admet une dérivée dans la direction v pour tout
v € F. La réciproque est fausse.

Preuve On suppose que f est différentiable en a. Soit v € E. Alors

f(CL—FtU)—f(CL) —df(a)~v

= 1).
P 0t—>0( )

E
Donc f admet une dérivée dans la direction v. O

Théoreme des fonctions composées

THEOREME 4.1.6. Soient (E,|| |g), (F, || |F) et (G,] ||¢) des espaces vectoriels normés, g un ouvert de E,
Qp un ouvert de F, f: Qp — F telle que f(Qg) C Qp, g: Qr - G et a € Q.

1. Si f est différentiable en a et g est différentiable en f(a), alors g o f est différentiable en a et
d(g o f)(a) = dg(f(a)) o df (a).
2. Si f et g sont de classe €, alors g o f est classe €.

Preuve Montrons le point 1. Soit r > 0 tel que B(0,7) C Q. Il existe une fonction 1: Bg(0,7) — F telle que

Vh € Bg(0,7), fla+h)= f(a)+df(a) -h+|hlgei(h) et le1(h)]l g e

Tl existe une fonction e5: Bp(0,7) — G telle que
Vk € Bp(0,7), g(f(a)+k) =g(f(a)) +dg(f(a)) - h+ |klpea(k) et [lea(k)lq TS

Soit h € BE(0,7) \ {0}. Appliquons cela a k = k(h) = f(a + h) — f(a) = df(a) - h+ ||h| g €1(h). On a donc
go fla+h)=go f(a)+dg(f(a)) - (df(a) - h+[h]gei(h)) + [[k(h)[| e2(k(h)),

donc

70 fla+1) = 9o f(a) = do( (@) - df(e) -h) < il I F(e) -1 ()l + T oeathth)].

Comme dg(f(a)) est continue, quand h — 0, on a ||dg(f(a)) - €1(h)||s — 0. De plus, pour ||h||; assez petit,
quitte a réduire r, on a

1k(m)|l 7 < 1]l 5 [lldf ()]

s + e M) < 20df (@) g gm 12l
donc

k) .
H : h”Esz(km))HH < 2 @), Iea Dl

Finalement, on a

llgo fla+h)—go f(a) = dg(f(a)) - (df(a)-h)llp = ony,—o(llhllg)-

D’ou le résultat. O

Différentielle — CHAPITRE 4 19



4.1. DIFFERENTIABILITE

COROLLAIRE 4.1.7. Soient (E, || ||g) et (F, || ||F) deux espaces vectoriels normés, 2 un ouvert de E, f: Q — F
et z,y € Q tels que [z,y] C 2. On pose

[0,1] — R,
t— f(z+t(y — 2)).

1. Si f est différentiable (resp. de classe ') sur Q, alors u est dérivable sur ]0,1[ (resp. de classe €*) et
vtel]o 1], u'(t) =df(x+tly—=))- (y—a)
2. Si (F, || ||r) est complet et f est de classe €', alors

1
fly) - f(z) = /0 Ao+ ty— ) - (y — 2) dt.

4.1.5 Différentielle et inversion

4.1.6

THEOREME 4.1.8. Soient (E, || ||g) et (F, || ||r) des espaces de BANACH, Qg un ouvert de E, Qp un ouvert de
F, f: Qg — Qp un homéomorphisme (i. e. une fonction bicontinue) et a € E. Si f est différentiable en a et df (a)
est bijective, alors f~! est différentiable en b := f(a) et df ~*(b) = df (a) L.

Preuve On suppose que f est différentiable en a et que df (a) est bijective. On admet le théoréme d’isomorphisme
de BANACH : pour une application linéaire continue et bijective entre deux espaces de BANACH, son inverse est
aussi continu. Notons M := ||df (a)~! | #.(&,F)- On veut montrer que, pour y proche de b, on a

U = 710 —df@)™ - (y=b) = ly = bllpey) avec [e(w)llp

llyll g—0

On sait que, pour x proche de a, on a

f(@) = fla) = df(a) - (v —a) = [l —al g &(x) avec |[|E(y)l|r

lyll z—0
Pour y proche de a, on applique — df(a)~! & Iégalité précédente avec x = f~1(y) qui est proche de a par
continuité de f~!. On obtient alors
df(@)™ (y=b)+ (W) —a=lf"(v) —alepdf(a)™" - &(F 7 (v))-
Pour y # b proche de b, on a

cl) = e b ) (7 )

Or df(a)~' - &(f~*(y)) tend vers 0 dans (E, || |g) quand ||y — b||; — 0 par continuité de f~* et de df(a)~*. Il

existe § > 0 tel que
1 oy 1
vy € Bp(b,6), |ldf(a)™"-&(f (w))llp < 3

par continuité de f~! en b et de df (a)~!. Comme
i) —a=—df()™  (y=b) + If () —allp df (a)~" - &(F " (1),
un passage a la norme donne
1@ —alle _
ly —bllr
Ceci montre que ||e(y)|| z — 0 quand ||y — b||, — 0. Donc la fonction f~! est différentiable en b. O

- 1.
If~ ) —als < Mlly = bllp+51f 7 (@) —allp <2Mly = by, done

DEFINITION 4.1.9. Soient (E,|| ||g) et (F, || ||r) des espaces vectoriels normées, Qg un ouvert de E, Qp un
ouvert de F. Une fonction f: Qr — Qp est un ¥ -difféomorphisme de Qg sur Qg si

— la fonction f est bijective de Qg dans Qp,
~ la fonction f et sa réciproque sont de classe €.

COROLLAIRE 4.1.10. Si E et F sont des espaces de BANACH, alors les propositions suivant sont équivalentes :
1. la fonction f est un € '-difféomorphisme ;

2. la fonction f est un homéomorphisme de classe €' et, pour tout z € Qp, on a df (x) € U.(E, F).

Inégalité des accroissements finis
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4.1.7

4.1. DIFFERENTIABILITE

PROPOSITION 4.1.11.  Soient (E, | ||g) et (F,|| ||r) des espaces vectoriels normées, Q un ouvert de E, z,y € Q
tel que [z,y] C Q, f: Q — F différentiable sur .

1. Alors
1) = F@)l 7 < lly = zll g sup {[|df (2)|| 2. (m,7) 2 € [2,9]} -

2. Si E est de dimension finie et la fonction f est de classe €, alors la fonction f est localement lipschitzienne,
i. e. pour toute boule B C (2, on a

AM >0, Ve,y € B, |[|f(2) = f(W)llp < Mz —yllg

Preuve 1. On note M < +o0o cette borne supérieure. On applique I'inégalité des accroissements finis pour les
fonctions de la variables réelles. On note

0,1 — F, 0,1 — F,
b fatt-o) | e Myl
Alors la fonction u est dérivable sur [0, 1] et, pour tout ¢ € [0,1], on a
[/ ()]l g = lldf (z + t(y — 2))(y — 2)|p < M ly — ]l 5 = &' (1)
L’inégalité des accroissements finis donne alors ||u(1) — u(0)|| < ¢(1) — ¢(0). D’out I'inégalité voulue.

2. Soit B C § une boule. Comme E est de dimension finie, la partie B est compacte. Par continuité de df,
I’élément M := sup { ldf ()| 2B, F), 2 € B} est fini et donc le point 1 permet de conclure. O

PROPOSITION 4.1.12.  Soient (E, || ||) et (F, || ||r) des espaces vectoriels normées, g un ouvert connexe de E
et f: Qg — F différentiable sur Qg. Alors les propositions suivant sont équivalentes :

1. la fonction f est constante sur Qg ;
2. sa différentielle df est nulle sur Qp.

Preuve Le sens direct est évident. Réciproquement, on suppose que df = 0 sur Q. Soit a € Q. On pose
b:= f(a). L’ensemble f~1({b}) est non vide, fermé et ouvert (d’apres 'inégalité des accroissements finis) dans
Qp, donc f~1({b}) = Q par connexité de €2, donc la fonction f est constante sur Q. O

Différentiabilité et suite/série de fonctions
THEOREME 4.1.13.  Soient (E, || ||g) et (F,|| ||r) des espaces vectoriels normées,  un ouvert de F et (f,)nen
une suite d’applications différentiable sur  telle que

1. la suite (f,(x))nen converge dans (F, || ||r) vers une limite g(x) € F pour tout = € Q;

2. la suite (df,,(z))nen converge dans (Z.(E, F), || ||z (z,r)) vers une limite L(z) € £, (E, F') uniformément par
rapport a x € Q.

Alors Papplication g est différentiable sur € et, pour tout € €, on a dg(z) = L(z). En particulier, si les
applications f, sont de classe €, alors g est de classe €.

Preuve Soient x € Q et € > 0. Trouvons § > 0 tel que
VheE, |hlp<é = lg(z+h)—g(x)—Lx) hllp <elhlg.

Soit h € E. L’inégalité triangulaire donne

lg(z +h) = f(z) = L(z) - bl < l(g = fa)(z +h) = (9 = fa) (@)l p +
[fn(z 4+ h) = fo(x) — df (z) - 2l p + [(dfn(z) = L(2)) - bl -
Par 'hypothese 1, il existe ng € N tel que
Vn = mng, V2 € Q,  |ldfp,(2) — L(2)| 2. (2,F) <e&.
Alors pour p = ng, on a ||dfy, () — dfp(z)|| < 2e. D’aprés I'inégalité des accroissements finis, on a
[(fro = fp)(@ + 1) = (fro = fp)@)llp <[[Pllg sup Nd(fno = Fp) ()]l () < 2 1l -

z€[x,x+h

En faisait p — +00, on trouve

1(fro = 9)(@ 4+ 1) = (fno — 9)(@)l|p < 2 [|A]l g -
De plus, il existe § > 0 tel que

Vh € B(0,6), || fno(z + h) = fno(x) = dfny () - 2l p <[]l -
Finalement, si h € B(0,4) et p > ng, on a
lg(z +h) — f(x) = L(z) - bl p < 4e.
Donc g est différentiable en z et dg(z) = L(x). O
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4.2

4.2.1

4.2. DIFFERENTIELLES PARTIELLES

APPLICATION. Soit (E, | ||) une algebre de BANACH sur R. On pose

EF— FE,
X ,.n
x
Pour tout n € N, on note f,,: v € E—— %5 " ¢ E. Alors pour tout n > 2, on a

n—1
Ve, h € E, dfn(x)- |Zxkh:v" 1=k donc ldf (@) 2.5,y < [kl — 0.

S (n—-1)!

Soit R > 0. La série " df,(x) converge dans Z.(F) uniformément par rapport a « € Q := Bg(0, R). Donc le
théoreme précédent affirme que 'application exp est de classe €' sur B(0, R). Ceci est valable pour tout R > 0,
donc elle est de classe € sur E.

Différentielles partielles

Dans toute la suite, les espaces (E1, || [|lg,), - -+ (En, |l l|E,) et (F,|| ||7) sont des espaces vectoriels normés.
On pose FE := Fy X --- x E,. Soient Q un ouvert de E, a = (ay,...,a,) € Qet f: Q — F.

Différentielles partielles d’ordre 1

DEFINITION 4.2.1.  On dit que la fonction f admet une différentielle partielle par rapport & la variable z; au
point a si application
Ej — F,

Zj — (f(&l, e A1, g1 7an)

est différentiable en a;. On note sa différentielle

of

Z(E;, F
5 @) € LB, ).
PROPOSITION 4.2.2. Si f est différentiable en a, alors elle admet une différentielle par rapport a x; en a et
0 - -
th S Ej, %(a) . hj = df(a)(h]) avec h]’ = (O, ..., 0 hj,O ceey O)
J

pour tout j € [1,n]. Dans ce cas, pour tout h = (hq, ..., hn) € E,ona
-h=
Z 92,

THEOREME 4.2.3. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. la fonction f est de classe € sur €,
2. la fonction f admet une différentielle partielle en x; et la fonction 0f/0x; est continue pour tout j € [1,n].

Preuve Le sens direct est évident. Réciproquement, on suppose 2. On se place uniquement dans le cas n = 2.
Montrons que f est différentiable sur Q. Soit a := (a1, a2) € Q. L’application

EFE—F,
0 0
(hl,hg)%a—fl( ). h1+8£2( ) ho

est bien linéaire et continue. Soit € > 0. On cherche § > 0 tel que
Vh € Bg(0,6), |[fla+h)—f(a) = L)y <ellhlg-
Par hypothese, il existe 6 > 0 tel que Bg(a, 5) C Q et, pour tout b € Bg(a,d), on ait

<>H <e Wie{L2).
H 3333 83:] Z(E;,F)

Soit h = (I’Ll,hg) S BE(O,5) On a
fla+h) = f(a) = L(h) = A1 (h) + Az(h)
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4.2.2

4.2. DIFFERENTIELLES PARTIELLES

avec
0
Al(h) = f(a1 + hy,a0 + hg) — f(al,ag + hg) - a—xfl(a) - hq,
of
Az(h) = flar, a2 + h2) — fla1,a2) = 5-=(a) - ha.
)
On peut écrire
0\ Cc B — F,
Ai1(h) =G1(h1) — G1(0) avec Gi: o
1(h) 1(h1) 1(0) ! h’l»—>f(a1+h/1702+h2)_87£1(a)'h/1
et
QQ C By — F,
As(h) = Ga(he) — G2(0) avec Ga:
o) = ol =l 2 By flas,aa + 1) = 2L (@) 1,
8.1'2
Pour j € {1,2}, 'inégalité des accroissements finis donne
185 (P < Nljll s, sup {11dG(R)) || 2,7y, 7 € 10, hy] -
Pour R} € [0, k1], le théoréme des fonctions composées donne
of of
dG. (R = ||=—(ay + h|,as + ho) — =—(a1,a <e.
1dG 1 ( 1)||$C(E1,F) 3:51( 1 1, @2 2) 8561( 1,02) £.(BLF)
De méme, pour hj € [0, hg], on a
of of
dGo(h =||l== hb) — =—— .
1dG2(ho)|| 2.5y, F) H@;@ (a1,as + hb) Dg (a1,a2) - <e

On a montré que ||f(a + h) — f(a) — L(h)| p < 2¢||h| 5. Donc la fonction f est différentiable et

of of
dj +h=——(a) -h1+ =—(a) - ho.
f(@)-h = 5 (@) b+ (@) by
Cette derniére formule montre que la fonction f est de classe €. (]
EXEMPLE. On pose
R? — R,
a(@® —y?)
0 sinon.

Montrons que cette fonction est continue en 0 et qu’elle admet des dérivées partielles en 0, mais qu’elle n’est pas
différentiable en 0. Pour tout (z,y) # (0,0), on a

2|(z,9)l5
— 3 =2l y)ll, ———— 0,

x, < =
Hf( y)H H(m7y)H§ (z,y)—(0,0)

donc elle est continue en 0. Pour tout z € R, on a f(z,0) = z, donc elle admet une dérivée partielle en 0 par
rapport & x et df/0x(0,0) = 1. De méme, pour tout y € R, on a f(0,y) = 0, donc elle admet une dérivée
partielle en 0 par rapport & y et 9f/9y(0,0) = 0. Par 'absurde, supposons qu’elle soit différentiable en 0. Alors
pour tout (hy,hs) € R? on a df(0,0)(h1,ha) = hy. Soit (z,y) € R?\ {0}. Alors

flx,y) — £(0,0) — x 222
e(z,y) = = 0
) Eol, @+ Goooo)
Or pour tous a,b,t # 0, on a
2
clat,bt) = — 22040y

(a® + b2)3/2

ce qui est impossible. Donc elle n’est pas différentiable en 0.

Différentielles partielles d’ordre 2
LEMME 4.2.4 (SCHWARZ). Soient j,k € [1,n]. Si les fonctions
o*f ot 0% f
Ox0x; O0x;0xy,
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4.2. DIFFERENTIELLES PARTIELLES

existent et sont continues sur €, alors elles sont égales.

REMARQUE. On suppose que n = 2. On a

of 0% f
7QCE—>$C(E1,F), donc m

:QCFE —>$c(E27$C(E1ﬂF))'
8331

De méme, on a
0% f
01'18.’[2

Il faut alors identifier ces deux espaces d’arrivé.

:QCE— Z(E, %.(Ey, F)).

PROPOSITION 4.2.5. L’application
LBy, By F) — Z(Ey, Z(E2, F)),

J: ( E, — zC(EQ,F),>
o —

x1 — a(x, )
est une isométrie bijective. Elle permet d’identifier les espaces

(B, L (B, F)), Zo(Ez, Ze(E1F)) et L (Ey,Ey; F).

Preuve Vérifions que Papplication J est & valeurs dans %, (F1, %.(Es, F)). Soit a: Ey X E; — E bilinéaire
continue. Montrons que J(a) C Z.(E1,%.(E2, F)). Pour z1 € Fy et 29 € Ey, on a
(@1, 22)llp < llallz gy myir) 121116, [22]lE,
donc
a(z1, ')H_st(EQ,F) < Ha||$c(E1,E2;F) ||9171||E1 )
donc
HJ(CY)||_%C(E1,$C(E2,F)) < HaHzC(El,EQ;F)'

Montrons que l'application J est une isométrie. Soit a € Z.(E1, Eq; F'). Il suffit de montrer que ||J ()| = ||l
Soit & > 0. Il existe z] € Ey et 23 € Es tels que |27/ 5, = [|23]|p, = 1 et

(@1, 23) | p = ol 4 (5, pair) — €
Alors

1T (5, 2.(5s.7)) Z 1T @) (@) 2,55, 7) = (@] ) 2 (5, 7y 2 (@], 23)]| 2 || — &

On obtient I'inégalité en faisant ¢ — 0. Ceci montre que |J(«)|| = ||a||. Montrons que 1’application J est
bijective. Il suffit de montrer qu’elle est surjective. Soit p € Z.(E1, . %.(E2, F)). On montre que Papplication
FE— F,

(67
(w1, 22) = @(71) - T2

convient, 7. e. son image par J vaut ¢. (]

Preuve du lemme On suppose toujours que n = 2. Soient a := (a1, as) € © et € > 0. Montrons que
0% f 0% f
Ox1024 @)= O0x2011
On pourra supposer que a = (0,0). Il existe § > 0 tel que Bg(0,d) C £ et, pour tout b € Bg(0,4), on ait

H f 4 *f

dx;0xy, _8xj3$k H_zc(El,Ez;F)

< E.
Le(Er1,E2;F)

<e,  Vike{1,2}, {jk}={12}.

Soit u := (u1,u2) € BE(0,0). On a
0 f
61‘18332

A(u) = fur,ug) = f(u1,0) = £(0,u2) + £(0,0) —

= uy (u2) — ¢u, (0)

(0) - (u1,u2)

ou on a noté
QQ C By — F,
Puy - 0% f
t— f(ulat) - f(Ovt) - 8$18$2 (0) : (ulvt)‘

ot Qs est un ouvert de E5 contenant [0, us]. D’apres 'inégalité des accroissements finis, on a

1AW 5 < luzllg, sup {lldpu, (t)l.2.(E..F), t € [0, u2]} -
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4.3

4.3. DIFFERENTIELLE SECONDE

Soient ¢ € [0,uz] et T € E3. Le théoreme des fonctions composées donne

2
dpy, (t) - 7 ng (ug,t) -7 — 5—3{2(0 t)-T 6‘518{62 (0,0) - (uy, 7).
Alors
ldpu, (8) - Tl = 10t,7 (u1) = 6,2 (0) |
ol on a noté
0y C By — F,
0 2
" 51— %(s t)1 83?1(;;2 (0,0) - (s, 7).

L’inégalité des accroissements finis donne alors

ldsou, (8) - 71l o < [luall g, sup {[1d6s, ()] 2. (121 ), 5 € [0, ual}-

Pour o € F1, on a

f Of
by - 0= ,t) - (o, - ; *\G,T),
6) 0= 50 (5.0) ()~ 52 0.0) (07
donc
1d0¢7(s) - ollp < llollg, ITllg, e, done  [|dOir(s)l 4, (i, 7y < ENTIlE, -

En remontant les inégalités, on a ||dpy, (t) - 7|z < € ||u1HE1 ||T||E2 donc ||A(ur, u2)||p <€ ||ul||E1 Hu2\|E2 D’ou

0% f

’f(ulaUQ) — f(u1,0) = f(0,u2) + £(0,0) — 10 (0) - (w1, u2) B <ellullg, luzllg, -
De méme, en échangeant les deux variables, on en déduit que
0% f

f(ur,ug) — f(u1,0) — f(0,u2) + £(0,0) — Badts (0) - (u1,u2) . <elluillg, luzllg, -

Par différence, on obtient que

T (0,0)(ur, 1) — =2 3—(0,0)(urwz)|| < 2l g, uall B
8z18$2 ’ 1, U2 6$261‘1 ) 1, U2 F\ 1l gy 2 2
ce qui permet de conclure. (I
EXEMPLE. On pose
R? — R,
f: 2 _ .2
(z,y) —> M

22 1 42
Montrons que ses dérivées croisées secondes existent et qu’elle n’est pas de classe €. Pour (z,y) # (0,0), on a
9 (4y) = oty + dx?yd — P

Ox (22 +y?)?

En remarquant que f(z,y) = —f(y, ), on en déduit df/dy(z,y). Pour (x,y) # (0,0), on a

2
1f (@9 < 2([(z,9)ll; = o(l[(z, y)ll,),
donc la fonction f est différentiable en 0 et df (0) = 0. De plus, pour tout y € R, on a

0 f 0% f _
D’apres la remarque, on a
1 (0,y) = -1
Oxdy Y=

Dong, le lemme de SCHWARZ donne qu’une de ses deux dérivées partielles secondes n’est continue. Comme il y a
invariance en échangeant z et gy, aucune de ses deux dérivées partielles seconde n’est continue..

Différentielle seconde
DEFINITION 4.3.1. On dit qu'une fonction f: Qp — F admet une différentielle seconde en a si elle est

différentielle sur un voisinage ouvert U de A dans (Qg,|| ||g) et Dapplication df: U C E — Z.(E,F) est
différentiable en a. On note alors d?f(a) € Z.(E, %4.(E,F)) ~ Z.(E, E; F) la différentielle de df.
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4.4. FORMULES DE TAYLOR

PROPOSITION 4.3.2. L’application df?(a) est symétrique, i. e.
Vh,h' € E, d*f(a)- (h,h') = d*f(a)- (W, h).

4.4 Formules de TAYLOR

PROPOSITION 4.4.1 (formule de TAYLOR-YOUNG). Soient (E, | ||g) et (F,|| ||r) deux espaces vectoriels normés,
Q un ouvert de F, a € Qet f: Q — F. Si f est n fois différentiable, alors

et m) = (s@ + @bt @) o) | = oA

Preuve On montre cette formule par récurrence sur n et en utilisant 'inégalité des accroissements finis. O

PROPOSITION 4.4.2 (formule de TAYLOR avec reste intégrale). Soient (E,|| |g) un espace vectoriel normé,
(F, || ||) un espace de BANACH, Q un ouvert de E, a,b € Q tels que [a,b] C Q et f: Q — F de classe """, Alors

FO) = fla) +df(a)-(b—a) + - + %d"f(a)(b 4y b—a)+ Ruan(f)
ou
1 n
Roap(f) = /0 Md”+1f(a+ 0(b—a))-(b—a,...,b—a)dd.

n! N———
n + 1 fois
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5.1

Chapitre 5
Théorémes d’inversion locale et des fonctions implicites

5.1 Théoreme d’inversion locale . . . ... ... ... .... 27 5.2 Théoréme des fonctions implicites . . . ... ... ... 28
-

Théoréme d’inversion locale

THEOREME 5.1.1 (d’inversion locale). Soient (E.,| ||g) et (F,|| ||r) deux espaces de BANACH, © un ouvert de E,
aeQ, fee! (Q, F) telle que df (a) soit une bijection de E sur F. Alors la fonction f est un ¢ -difféomorphisme
local, i. e. il existe

— un voisinage ouvert V' de a dans (2, ||g),
— un voisinage ouvert W de f(a) dans (F, | ||r)

tels que la fonction f soit un €*-difféomorphisme de V sur W. De plus, si f est de classe ¢* de Q sur F, alors
sa réciproque ’est également de W sur V.

Preuve Quitte a translater, on peut supposer que a = 0 et f(a) = 0. Par le théoréme d’isomorphisme de
BANACH, l'application df (0)~* est continue, donc on note

C = |ldf (0) |l . (p.r) < +oc.
11 existe § > 0 tel que Bg(0,0) C Q et

Ve € Bp(0,0), [/(x) ~ F0) ~df(0) 2] < g ol et ) ~ Ol < 55

On pose W := Bg(0,/2C). Soit y € W. Montrons qu’il existe un unique z € Bg(0,d) tel que f(z) = y. On pose
EE'(Oa 5) — Ea

@z —df(0)™" - (f(z) —y) = df(0)"" - [f(z) = f(0) — df (0) -= — y].
La partie Bg(0,0) est compléte car elle est fermée dans un espace de BANACH. On a ¢(Bg(0,6)) C Bg(0,6) car
pour = € Bg(0,6), on a
)
o)l = CllA() — 0) ~ df(©) -2l + ) < 0 [0 4 D) <6 (%

De plus, la fonction ¢ est 1/2-contractante car le théoréme des fonctions composées donne

ldo(@)l| 4, ) = 4 (0) ™" o [df () — dF (O]l 2oy < € x % _c

D’apres le théoréme du point fixe de BANACH, il existe un unique z € EE(O, 9) tel que p(x) ==z, i. e. f(x)=y.
L’argument de point fixe marcherait encore sur Bg(0,8’) avec &' :== 2C ||y||» < & (cf. I'inégalité (x)).

On note V := Bg(0,0) N f~1(W). Alors la partie V est un voisinage de 0 dans (Q, | ||g) et la fonction f est
une bijection de V sur W d’aprés ce qui précéde. Montrons que f~': W — V est continue. Soient y1,72 € W.
On note 21 == f~(y1) et 29 :== f~(y2) qui sont dans Bg(0,d), donc dans V. On a

|

17 ) = £ )l = 1df(0) ™" - [f (1) — f(2) = df(0) - (21 — @2) — 91 + e]lle
En passant ce dernier membre a gauche de I'inégalité, on a [|z1 — z2||; < 2C ||ly1 — y2| . Ainsi la fonction f~!

1
ly1 — w2l +
est 2C-lipschitzienne sur W, donc il y est continue. O

; (df (xg + t(x1 — x2)) — df (0)) - (21 — o) dt

C I~ wall g + 55 a1 — wallg]

EXEMPLES. — On pose
R? — R?,

(Iay) — (x2 - y2,2xy).

Au voisinage de quels points la fonction f est un €' -difféomorphisme ? Pour (z,y) € R?, la matrice de df (z,y)
dans la base canonique de R?, i. e. sa jacobienne, est

(2:10 —2y)
2y 2z
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5.2

5.2. THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES

de déterminant 2(x? + y?) qui est nul si et seulement si = y = 0. D’aprés le théoréme d’inversion locale, la
fonction f est un ¢*-difféomorphisme local de R? au voisinage de tout point (z,y) € R?\ {(0,0)}. Mais ce n’est
pas un ¢'-difféomorphisme global de R? dans lui-méme car elle n’est pas injective.

— Soit Ap € .7, (R) N GL, (R). Montrons qu’il existe un voisinage ouvert W de Ay dans ., (R) tel que
VA€W, 3P € GL,(R), A ="PAyP.

Pour cela, on pose

My (R) — S (R),
Ar— tMAQM.

C’est une application symétrique, de classe €' car elle est bilinéaire. Pour tout H € ., (R), on a
do(I,) - H = "HAg + AgH.
En particulier, on a
Ker[do(I,)] = {H € #,(R), AgH € o/ ,(R)} = Ay' o ,,(R)
qui est de dimension n(n — 1)/2. Prenons E = A;'.%,(R) et F := .7, (R). Alors I'application
E—F,

U s A M

est de classe €' et la différentielle dp g (I,) est bijective de E sur F. En effet, elle est injective car Ker[d¢ g (1,,)] =
Ker[d¢(I,)] N E = {0} et I'égalité des dimensions de E et F permet de conclure qu’elle est bijective. D’apres
le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert V de I,, dans E et un voisinage ouvert W de
Ao = ¢|p(I,) dans F tels que la fonction ¢ soit un %! -difféomorphisme de V sur W. Soit A € W. En particulier,
la matrice

My = ¢E(A) € Ayt 70 (R)

satisfait *M 4 AgM 4 = A. Pour conclure, on doit justifier que, pour A assez proche de Ay dans .#,, (R), la matrice
M4 est inversible. Comme GL,,(R) est un ouvert et d)l_El(Ao) = I, € GL,(R), il existe § > 0 tel que

VA€ WNB(Ao,0), ¢,(A) € GL(R).

car la fonction (b‘_El est continue. Ce qui permet de conclure.

Théoréme des fonctions implicites

THEOREME 5.2.1. Soient (E, || |g), (F, || ||r) et (G,]| ||g) trois espaces de BANACH, Q un ouvert de F x F,
f:Q — G de classe €" et (a,b) € Q tel que f(a,b) =0 et g—i(a, b) soit bijective. Alors il existe
— un voisinage ouvert V de a dans (E, || ||g),
— un voisinage ouvert W de b dans (F, || ||r),
— une fonction ¢: V — W de classe €,
tels que
{(z,y) € VX W, f(z,y) =0} = {(z, p(x)),xz € V}.
De plus, si f est de classe €* de Q sur G, alors @ lest également du €2 sur G et

0 0
dp(a) = —%(a,b)_l o a—i(a, b).

Preuve L’application
QCExF— ExG,

7 (@) — (2, f(x,))

est de classe €. Pour tout (h1,he) € Ex F,ona

dg(a,b) - (hi,he) = (hl, g—i(mb) ~hi + %(mb) . h2> )
Pour (uj,us) € E x G, on a
hy = uq,
[V(hl,hg) e ExF, dg(a,b)-(hi,he) = (uhuQ)] = B g o

b= ()" fur = P (at) ]
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5.2. THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES

donc l'application dg(a,b) est une bijection de E x F' sur E x G. D’aprés le théoréme d’inversion locale, il existe
un voisinage ouvert Qg r de (a,b) dans (9, || ||[Exr) et un voisinage ouvert Qpy« g de (a,0) dans (F X G, || [|[Fx¢a)
tels que la fonction g soit un %l-difféomorphisme de Qpxp sur Qpyg. Soient V un voisinage ouvert de a dans
(E,|| llg) et W un voisinage ouvert de b dans (F, || ||r) tels que V. x W C Qg p. Alors
{(z,9) e VX W, f(z,y) =0} = {(z,y) € V x W,g(z,y) = (2,0)}
= {97 (2,0),z € V}N(V xW)
={(z,p(x)),z €V} O

> EXEMPLE. On note

€ = {(x,y) € R?, 2> +y* — 3vy = 0}.

Cette courbe s’appelle le folium de DESCARTES. En quels points (z,y) € R? 'ensemble % est-il localement le

tangente en (a,b) = (21/3,2%/3)

FIGURE 5.1 — Représentation de la courbe %

graphe d’une fonction ¢ ? On applique le théoreme des fonctions implicites a la fonction
R? — R,

i (z,y) — 2* +y° — 3zy

qui est de classe €. Pour tout (z,7) € R2, on a

%(w, y) =3(y° — ),

donc
(z,y) €C et %(:ﬂ,y):o} —  (z,y) € I:={(0,0),(2"3,22/3)}.

Pour (a,b) € €\ I, il existe deux voisinages ouverts U et V resp. de a et b dans R et ¢ € €' (V, W) tels que

ENW = {(z,0(x),z € V}.

Déterminons la tangente & 4 aux points (a,b) € I. Celle-ci a pour équation y = b + ¢'(a)(z — a). Pour tout
x € R proche de a, on a 2° + p3(z) — 3zp(z) = 0, donc 22 + ¢ (z)[p(x) — x] — p(z) = 0, donc

o(z) — 22 B b—a?

' o '
(p(x)_ch(x)—x’ donc  ¢'(a) g
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