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1.1

Chapitre 1
RAPPELS TOPOLOGIQUES DANS LES ESPACES
METRIQUES

1.1 Suites de CAUCHY . ... ... ... ... ......... 1 1.3 Théoréme d’ASCOLI . . . . ... ... ... . ....... 2
1.2 Prolongement des fonctions uniformément continues . 1

SUITES DE CAUCHY

DEFINITION 1.1.  Soit (E,d) un espace métrique. Une suite (x,,)nen de F est de CAUCHY si

Ve >0, Ing €N, Vp,q = ng, d(zp,z4) <e.

PROPOSITION 1.2. Soient (E,dg) et (F,dp) deux espaces métriques. Soient f: F — F uniformément continue
et (zn)nen une suite de CAUCHY dans (E,dg). Alors (f(z,))nen est de CAUCHY dans (F,dp).

REMARQUE. La continuité de f ne suffit pas. Par exemple, il suffit de prendre f: 2 € R* — 1/z € R* et de
considérer la suite (1/n),en+. En effet, la suite (f(1/n) = n)nen n’est pas de CAUCHY.

Preuve Soit € > 0. Par continuité uniforme de f, il existe § > 0 tel que
Vy,z € E, dg(y,z)<d = dr(fly),f(?)) <e.
Comme (2, )nen est de CAUCHY, il existe ng € N tel que
Vp,q = ng, d(zp,zq) < 0.

Alors on obtient que
VP, no; d(f(l'p), f(xq)) <e. O

PROLONGEMENT DES FONCTIONS UNIFORMEMENT CONTINUES

THEOREME 1.3. Soient (E,dg) un espace métrique, D C E dense dans (E,dg), (F,dr) un espace métrique
complet et f: D — F uniformément continue. Alors f admet un unique prolongement par continuité f: £ — F
qui coincide avec f sur D. De plus, 'application f est uniformément continue.

Preuve Soient x € E\ D et (x,)nen une suite de D telle que dg(x,, ) — 0. Cette suite (z,,)nen est de CAUCHY
dans D, donc la suite (f(x,))nen est de CAUCHY dans F. Comme (F,dp) est complet, cette derniére converge.
Pour définir £, montrons que la limite de la suite (f(,))nen ne dépend pas de la suite (z,)nen considérée. Soit
(Yn)nen une suite de D telle que dg(yn,x) — 0. Soit € > 0. Il suffit de montrer que

dp(lim (2 ), lim £(yn)) <
Par continuité uniforme de f, il existe 0 > 0 tel que
Vy,z€ B, drp(y,z)<d = dr(f(y),f(2)) <e. (%)
De plus, par convergence des suites, il existe ng € N tel que
VY > ng, d(zn,x) < g et dp(yn,z) < g

Alors pour tout n > ng, 'inégalité triangulaire assure dg(zn,yn) < 0, on a dp(f(2n), f(yn)) < €. On passe
ensuite a la limite n — 400 pour obtenir I'inégalité. Cela légitime la deﬁnltlon f( ) i=lim, 100 f(zy). Siz € D,
on pose f(z) = f(x). On a alors définit Papplication f: E — F qui prolonge f.

Montrons que f est uniformément continue. Soient € > 0 et § > 0 comme dans la proposition (). Soient
y,z € E tels que dg(y, z) < /3. Par densité de D, il existe 3/, 2’ € D tels que dg(y,y') < §/3 et dp(z,2") < /3.
Alors dr(f(y), f(y)) < € et dp(f(2), f(2')) < e. Par I'inégalité triangulaire, on a alors dg(y’,2’) < &, donc
de(f(y'), f(2")) <e. On a ainsi

de(f(y), f(2)) <dr(f(v), F(Y) + dr(f(y), F(2) + dr(f(2), f(2)) < 3¢

ce qui montre P'uniforme continuité de f. (I
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1.3

1.3. THEOREME D’ASCOLI

APPLICATION. Soient o € 10,1 et © un ouvert de R™. Une fonction f: Q@ — R est dite a-holdérienne s’il existe
C > 0 tel que

Vo,y € Q, |f(x) = fy)l < Clz—y[”.

On note €**(Q,R) 'ensemble des fonctions a-holdérienne. Alors le théoréme précédent avec D = Q et E = Q
donne ¢%*(Q,R) = €% (Q, R).

THEOREME D’ASCOLI

Soient (E,dg) un espace métrique compact et (F,dr) un espace métrique. Pour f,g € €°(E, F), on définit
doo(f, 9) = maxdr(f(x), g(z)).
rclE
L’application d, est une distance sur ¢°(E, F).
QUESTION. Quelles sont les parties compactes de €°(E, F)?

DEFINITION-PROPOSITION 1.4. Soient (E, dg) un espace métrique et B C E. Alors les propositions suivantes
sont équivalentes :

(i) B est compacte dans (E,dg);
(ii) de toute suite de B, on peut extraire une sous-suite convergente dans (F,dg).

On dit alors que B est relativement compacte.

Preuve Comme B C B, le sens direct est clair. Réciproquement, on suppose (ii). Soit (2, )nen+ une suite de B.
Pour tout n € N*, il existe y, € B tel que d(xn,y,) < 1/n. Alors il existe une extraction 1 telle que (yy(n))nen=
converge vers une certain yo, € E. Alors

dE(Tpmn), Yso) < dE(Tyn), Yo(n)) + AE(YUn, Yoo) — 0

ce qui montre la compacité de B. O

REMARQUE. On suppose que F' = R"™. Alors les parties relativement compactes de R™ sont celles bornées.

THEOREME 1.5 (AScoLI). Soient (E,dg) un espace métrique compact, (F,dr) un espace métrique complet et
A C €°(E, F). Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) A est relativement compacte dans (6¢°(E, F), dw) ;
(ii) A est équicontinue, i. e.

Ve>0,30>0,Vfe A Ve,ye E, dpg(z,y)<d = dr(f(x),f(y)) <e,
et la partie A, = {f(x) | f € A} est relativement compacte dans (F,dr) pour tout x € E.

Preuve On suppose (i). Soit € E. Montrons que la partie A, est relativement compacte. Soit (y,)nen une
suite de A,. Pour tout n € N, il existe f,, € A tel que y, = f,(z). Alors il existe une extraction v telle que la
suite (fyp(n))nen converge dans (¢°(E, F),ds). En particulier, la suite (yy,)nen converge.

Montrons que A est équicontinue. Soit € > 0. Par la propriété de BOREL-LEBESGUE, on peut extraire du

recouvrement A C Usea Boo(f,€) un sous-recouvrement fini, i. e. il existe N € N* et f,..., fx € A tels que
N
AcC UBoo(fj75)' (*)
j=1

Par le théoréme de HEINE ', il existe 6 > 0 tel que
Vje[l,N], Ve,y e E, dg(z,y)<d = dr(f;(z),fi(y)) <e.

Soient f € Aet x,y € E tels que dg(z,y) < J. Par le recouvrement (x), il existe j € [1, N] tel que d(f, f;) < €.
Alors 'inégalité triangulaire donne

dr(f(2), f(y)) < dp(f(2), f;(2)) + dp(f;(2), £i(y)) + dr(f;(y), f(y)) < 3¢

ce qui montre ’équicontinuité de A.

Réciproquement, on suppose (ii). Montrons d’abord que (E,dg) est séparable, i. e. qu'il existe une partie
D C FE dénombrable et dense dans (E,dg). Par la propriété de BOREL-LEBESGUE, pour tout n € N* on

§1. Il suffit d’appliquer ce théoréme a chaque fonction f; et de prendre le minimum des réels J; adaptées a chaque f;.
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1.3. THEOREME D’ASCOLI

peut extraire du recouvrement E C |J,cpB(z,1/n) un sous-recouvrement fini, i. e. il existe K, € N et
Tp,1,--+,Tn,K, € F tels que
K,

Ec |JB(@n;1/n).

j=1

Alors la partie D := | J,en{@n,1,- -, ZTn K, } est clairement dénombrable et dense.

Montrons que la partie A est relativement compacte. Soit (fy,)nen une suite de A. Notons D = {d,, | n € N}.
La suite (fn(do))nen une suite de de A4, qui est compacte, donc il existe une extraction ¢q telle que (f,(n)(do))nen
converge dans (F,dr). De méme, il existe une extraction ¢y telle que (f, 04, (n))nen converge dans (F,dr). Par
récurrence, on construit alors, pour tout k € N, une extraction ¢y, telle que ug = (fy0.-.00, (n) (dk))nen converge
dans (F,dp). Alors Papplication

N — N,
N o o0 pn(n)

définit une extraction et la suite (fy(n)(dr))nen converge pour tout k& € N car c’est une sous-suite de wuy.

Pour tout d € D, on a montré qu'il existe une extraction 1 telle que la suite (fyn)(d))nen converge
dans (F,dp). Notons f(d) sa limite. Cela définit Papplication f: D — F. On veut appliquer le théoréme de
prolongement. Pour cela, montrons que f: D — F' est uniformément continue. Soit € > 0. Par équicontinuité de
A, il existe d > 0 tel que

VneN, Vo,y e E, dp(z,y) <0 = dr(fym) (@), fom)(y) <e.

En passant a la limite quand n — 400, on obtient 'uniforme continuité. Par le théoréeme de prolongement, on
dispose d’une application f: E — F uniformément continue prolongeant f.

Montrons que doo (fy(n), f) = 0. Soit £ > 0. On cherche ny € N tel que doo(fip(n) f) < e pour tout n > ny.
Par équicontinuité de A et uniforme continuité de f, il existe § > 0 tel que

vn N’ d n)\T), n ;
Vo,y € B, dplz,y) <6 = { €N, dr(fy );F)(f{i‘() ﬁ;iiz

Par la propriété de BOREL-LEBESGUE et la densité de D, on peut extraire du recouvrement E C | Jzep B(d, 9)
une sous-recouvrement fini, ¢. e. il existe N € Net d},...,d, € N tels que

N
Ec | JB(d},9).
j=1

Il existe ng € N tel que .
V‘] € [[]-aN]]a Vn}no, dF(fw(n)(d;),f(d;)) <E.

Soit x € E. 1l existe j € [1, N] tel que dg(z,d;) < 0. Alors pour tout n > ng, on a

Donc (f,)nen admet une sous-suite convergente dans 6°(E, F') ce qui montre la relative compacité de A. [

APPLICATION. Soit « € ]0,1[. Pour M, C > 0, le théoréme d’ASCOLI assure que la partie
Apo = 1{f € > (0.1, R) | | fll., < M}

est relativement compacte dans (¢°([0, 1], R), || [~ ). Alors toute suite (f,)nen de Aprc admet une suite-suite
qui converge uniformément vers une fonction de ¢°([0, 1], R).

CONTRE-EXEMPLE. On prend F = F = R. L’ensemble F n’est pas compact. Soit f € €>°(R,R) \ {0}. Pour
tout n € N, en notant 7, la translation par n, on pose f, = 7,f. Alors (f,)nen est une suite bornéee de
% (R, R) et équicontinue car la fonction f est uniformément continue. Cependant, elle n’admet aucune sous-suite
convergeant uniformément. En effet, si ¢ est une extraction telle que (fyn))nen converge, alors cette suite
converge simplement vers 0 et elle ne converge pas uniformément vers 0 puisque f # 0.
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Chapitre 2
SERIES DE FOURIER

2.1 Coefficients de FOURIER . . . . . ... .......... 4  2.1.3 Noyau de FEJER de de DIRICHLET . . . . . ... .. 6
2.1.1  Définition et régles de calculs . . ... ....... 4 2.2 Théoréme de FREJER . . . . ... ... .......... 7
2.1.2 Décroissance et régularité . . . . .. ... ... ... 5 2.3 Théoréme de DIRICHLET . ... ... ........... 7

CONVENTIONS. Toutes les fonctions R — C considérées dans ce chapitre seront 2m-périodique, il sera implicite
qu’'une fonction R — C le sera. On définit les normes 1 et 2 d’une fonction f: R — C par

2m 2
=52 [ If@lae e 7l = (2;/ |f<t>|2dt>

de sorte que |lex||; = |lex]l, =1 on

1/2

R—C,

ikt
t—e",

e k € Z.

Pour f,g € L2(]0,2x[,C), on définit
1 2m -

(f,9) = 5= f()g(t) dt.

:277 0

L’application (, ) est un produit scalaire sur L2(]0, 27, C).

COEFFICIENTS DE FOURIER

Définition et regles de calculs

DEFINITION 2.1.  Soit f € L (R, C). Pour n € Z, on pose
1

2m
Cn(f) = % o f(t)eimt dt = <f7 en> eC

le n-iéme coefficients de FOURIER de f.

EXEMPLES. — Soit k €€ Z. Alors pour tout n € Z, on a

n = — U=t At = 6, .
cnlek) 5 /0 e k,
— Soit P = Zgzo arX"* € R[X]. On pose f:t € R — P(e'). Une telle fonction f est appelé un polynome
trigonométrique. Alors pour tout n € N, on a ¢, (f) = a,. Donc (¢,,(f))nez appartient & C?),

— Soit € € ]0,7[. On note f: R — R I'unique fonction 27-périodique telle que f = o, == 1|_  sur [, 7]. Alors

pour tout n € N, on a
€

1 e — sin=0,
i T
cn(f)z—/ e Mtdt = .
21 J e 7sm(n€) sinon.
™

PROPOSITION 2.2. Soit f € Li (R, C). Alors
1. pour tout a € R et n € Z, on a ¢, (7of) = e~ "%, (f);
2. pour tout k,n € Z, on a ¢y (fer) = cn—r(f);
3. pour g € Ll (R,C), la relation

1 27

frgx) = Py fWg(xz —t)de
T Jo

définit une fonction f * g € L1(]0,27[,C) et on a ¢, (f * g) = cu(f)cn(g) pour tout n € Z;
4. si f € €' NE,(R,C), alors ¢, (f') = inc,(f) pour tout n € Z

Preuve Les deux premiers points sont triviaux : I'un par un changement de variables affines et 'autre en
écrivant ¢, (fek).
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2.1. COEFFICIENTS DE FOURIER

3. Soit n € Z. Comme les fonctions sont 1'intégrale sont positives, le théoréme de FUBINI-TONELLI donne

27 27
1
> / (z —t)[dtdz = [|f]]; llgll; < +oo. (%)
™ Jo

Donc pour presque tout x € |0, 27[, on a
1 27

o | (g —pldt < e,

donc la quantité f x g(x) est bien définie et on a f * g € L1(]0, 27[,C). Pour tout n € Z, grace a la relation (),

le méme théoreme donne
27 1 27

cn(f*g) = o . f@) Ye M@t qt da
= 217r i <27r/0 glx —t)e —in(z—t) dx) f(t)e ™t dt
27
= 5r [ @) et = clg)ea(h).

4. Pour tout n € Z, une intégration par parties donne

1 27 .
) =g | St
27
- %[f(t)e_”'t]%r Tos o f(t)ine™ ™ dt = inc, (f). =

> EXEMPLE. Soit € € |0, 7[. On consideére la fonction A, : R — R définie par A.(z) = (1 — |z| /e)* pour x € R.
Alors Age = Zo. * .. On en déduit que, pour tout n € Z, on a

_ z 2 g T
cn(Bee) = EC"(UE) N (sin(na) 2
= S11011
€ ™
Décroissance et régularité
PROPOSITION 2.3. 1. Soit f € Li (R, C). Alors ¢, (f) = 0pn|—+4oo(1)- (lemme de RIEMANN-LEBESGUE)

2. Soit f € €° NE),(R,C). Alors ¢, (f) = 0jn|—+oo(1/7).
3. Soit f € €F(R,C). Alors ¢,,(f) = 0pn|—+00(1/nF).
4. Soit f € L2(]0,27[,C). Alors (¢, (f))nez € £*(Z,C) et

S len(HP < I£13 -

neZ

5. Soit f € €° NG, (R,C). Alors (¢u(f))nez € €'(Z,C).

Preuve 1. e Premier cas. On suppose que f € €*(R,C). Alors pour tout n € N, on a

|Cn(f)‘: C( ) ”le1

in

e Cas général. Soit € > 0 Par densité des fonctions continues a support compact, il existe g € €2(]0, 27|, C)
telle que || f — g||; < &/2. Soit ng € N*, tel que ||¢'||; /no < €/2. Pour n € Z tel que |n| > ng, on a

len ()] < len(f = 9) +len(@)] < | f =gl + % <e

2. On a directement

_alf) _ (1>
Cn(f) - in = O|n|—+occ n)
3. On itére la relation de la propriété 2.
4. Soit N € N*. Alors ’égalité
+N +N
F=(r=3 clPen) = 3 enlhen
n=—N n=—N

Séries de FOURIER — CHAPITRE 2 5



2.1. COEFFICIENTS DE FOURIER

est une décomposition orthogonale dans L2(]0, 27[, C). En effet, pour tout k € [N, N], on a
+N

(F= X ealPemer) = (fewh = tealhensen) = 0.

n=—N

Le théoreme de PYTHAGORE assure alors

+N
1A= |7 = > enlhen

2 N 2
2 + Hn_Z_:N C"(f)enHz

n=—N
avec
+N 9 +N
| Y calea], = D2 leal)P
n=—N n=—N
donc
+N
> lealHIF < I£1I5-
n=—N

On a ainsi trouvé un majorant uniforme pour toutes les sommes partielles ce qui implique la convergence de la
série >, <z len (F)]? et la majoration annoncée.
5. En utilisant le fait que ab < a® + b? pour tous a,b € R, pour tout n € N, on a

ea(f)] = | 2] < 1

n < ﬁ+|cn(fl)‘2
ce qui assure que (¢, (f))nez € (1(Z,C). O

REMARQUES. 1. On note co(Z, C) 'ensemble des suites de CZ qui tendent vers 0 en #o0. L’application
(L0, 27, ), || [1) — (co(Z, C), || [|oo),
f = (en(f))nez

est linéaire et continue. En effet, sa norme subordonnée est majorée par 1 et elle est méme atteinte par les
fonctions ey, avec k € Z.
2. Le point 4 de la proposition précédente donne % (L%(]0, 2x[, C)) C ¢*(Z,C).

Noyau de FEJER de de DIRICHLET

DEFINITION 2.4. Soit N € N. Le N-iéme noyau de DIRICHLET est la fonction Dy : R — R définie par

+N .
— pint _ SI[(N +1/2)1]
Dn(t) = n:z_:N sin(t/2)

et le N-iéme noyau de FEJER est la fonction K,,: R — R définie par

= sin?
n=0

PROPOSITION 2.5. 1. Pour tout N € N, on a
1 27

1 27
— Dny(@)dt=1 et — Ky(t)|dt = 1.
5 [ Dx@ar=1 @ o [

2. La suite (Ky)nen est une approximation de I'unité.
3. On a ||Dyl|1 = +oo.

DEFINITION 2.6. Pour f € LL (R, C), la série de FOURIER associée & f est la série de fonctions 3 ¢, (f)e™™.
Ses sommes partielles vérifient
+N

Z cn(fle™ = fxDy(t), NeN,teR.
n=—N

Leurs moyennes de CESARO sont

N-1

1

~ > f#Dn(t)=fxKn(t), NeN, teR
n=0
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2.3

2.2. THEOREME DE FREJER

Preuve 11 suffit d’échanger I'intégrale et la somme pour montrer les deux égalités. O

Preuve de g de la propriété 2.5 Pour N € N, la parité de Dy et le changement de variables uw = (N 4 1/2)¢

donnent
1 [ 1 (™ |sin[(N + 1/2)]]
D = — Dpy(t)|dt = — —_—— dt
1Dl 271'/0 [Dn (D)l 71'/0 sin(t/2)

2 (7 [sin[(N +1/2)1)|
> /O ISV + 17201

o t

9 [IN+L/2)m |
_ 7/ |sin u| gt
0 u

T
N-1 k4+1)m |.:
) (
2 Z/ |sin u) du
s =0 k u

\%

™

9 N-1

T 1
Z — si d) —— — +o00. O
7r2(/(;|1nu|u ];)k+1 00

COROLLAIRE 2.7. Soit f € €° N %€, (R,C). Alors sa série de FOURIER converge normalement sur R, donc elle
converge uniformément sur R.

THEOREME DE FREJER

THEOREME 2.8 (FREJER). Soit f € €°(R,C). Alors
If *Kn = flloo — 0

Preuve Soit € > 0. Par le théoreme de HEINE, il existe § > 0 tel que
Vo € R, Vte€]-6,0], |f(z)— f(z—1t)|< g

Soit Ny € N tel que
2|/l

Nosin2(6/2)

€
5"
Pour tous N > Ny et x € R, on a

|f(z) = f* Kn(z)| =

- [ @)~ fla - oirn o

2 J_x
1 U
<o [ @)~ fla— )| Kn(t)dt
7T —TT
1 € 1 1
< — fKN(t)dt—i——/ 2 flly = —=dt <e. O
27 Ji1<6 2 27 Js<jtj<n N sin?(5/2)

COROLLAIRE 2.9. 1. Soit f € ¥°(R,C). Si sa série de FOURIER converge simplement sur R, alors sa limite est
nécessairement f.

2. Soit f € €°NE*(R,C). Alors sa série de FOURIER converge uniformément vers f

REMARQUE. 1l existe des fonctions continues dont la série de FOURIER ne converge pas simplement sur R (cf.
chapitre 4).

THEOREME DE DIRICHLET

THEOREME 2.10 (DIRICHLET). Soient f € Li (R, C) et = € [0, 27] tel que f admette une limite & gauche, notée
f(xz —0), et & droite, notée f(x + 0), en = et que les fonctions

fa—H—fa=0) ., fatt)-f@+0)
4 4

t—

soient bornées au voisinage de 07. Alors
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2.3. THEOREME DE DIRICHLET

Preuve Comme Dy est paire, on a

e Dyta) - LEZOLIEED _ L (50 0) - flo - 0) 4 (ot 0) - Slo + )| Dx (Bt
e a0
“5 / i) (N + 1/2)f] dt +
% ; J(@ +si)n(_t/J;()x +0) sin[(N + 1/2)¢] dt.

La premiere intégrable tend vers 0 par le lemme de RIEMANN-LEBESGUE car la fonction sous I'intégrale appartient
a L1(]0,7[,C) (elle est continue sur ]0, 7] et bornée au voisinage de 07). De méme pour la seconde intégrale.
D’ou la limite. O
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Les espaces de HILBERT généralisent a la dimension infinie la notion d’espace euclidien. On verra que la
présence d’une produit scalaire, qui est une hypothese géométrique, n’est pas suffisante et qu’il faut rajouter
une hypotheése de complétude pour étendre les résultats. Dans tout le chapitre, le corps de base sera K = R ou
K=C.

ESPACES PREHILBERTIENS

DEFINITION 3.1.  Soit E un R-espace vectoriel (respectivement un C-espace vectoriel). Un produit scalaire sur
E est une forme (z,y) € E x E+—— (z,y) € K vérifiant

(PS1) (, ) est bilinéaire (respectivement sesquilinéaire) : pour tous z,z’,y,y’' € E et A € K, on a

(x,  y +9) = Ma,y) + (z,92), (linéarité & gauche)
Az 42, y) = Ma,y) + (2, 42) ; ((anti)linéarité a droite)
(PS2) (, ) est symétrique (respectivement hermitienne) : pour tous z,y € E, on a (z,y) = (y, ) ;
(PS3) (, ) est définie : pour tout z € E, on a (z,x) = 0 si et seulement si x = 0;
(PS4) (, ) est positive : pour tout z € E, on a {(z,x) > 0.
Le couple (E, (, )) est alors appelé un espace préhilbertien et 'application

z € Evr— ||z|| = +/(z,7)

est une norme sur E. Un espace euclidien est un espace préhilbertien de dimension finie.

Les résultats des chapitres précédents sur les espaces vectoriels normés et les espaces métriques s’appliquent
donc et, en particulier, aux espaces préhilbertiens.

ExXEMPLES. 1. L’espace R™ muni du produit scalaire euclidien est un R-espace préhilbertien.
2. L’espace C" muni du produit scalaire hermitien est un C-espace préhilbertien ou le produit hermitien est
définie par

n
<Z‘,y>(:n = Z@yj7 T = ('rlv-- -7xn) S (Cna Yy = (yla”'ayn) S (Cn
j=1

et, muni du produit scalaire définie par (x,y) — Re (z,y)cn, ¢’est un R-espace préhilbertien.
3. L’espace £2(N,R) munit du produit scalaire (x,y) — ijog x;y; est un espace préhilbertien.

4. Lespace L2(]0,1[,R) muni du produit scalaire (f, g) — f[ f(t)g(t) dt est un espace préhilbertien.

0,1]

PROPOSITION 3.2. Soient (F,(, )) un espace préhilbertien et x,y € C. Alors
1. [{z,y)| < |lz| [|y|| avec égalité si et seulement si = et y sont colinéaires; (inégalité de CAUCHY-SCHWARZ)

2. ona
lz + I + llz — yll* = 2([=I* + [ly]*) ; (identité du parallélogramme)

3. si K =R, alors les formules de polarisation énoncent

1 2 2 2
(@,y) = Sz +ylI” = llzl” = llyll")

1 2 2
Ul +yll” = llz =yl ;

Espaces de HILBERT — CHAPITRE 3 9



3.1. ESPACES PREHILBERTIENS

si K =C, alors
1 2 2 2 -
{@,y) = gz +yll” = llz —ylI” = lle +al” —illz —iy]").

L’inégalité de CAUCHY-SCHWARZ équivaut & la continuité sur (E, || ||) de la forme bilinéaire (respectivement
bilinéaire) ( , ). L’interprétation géométrique de I'identité du parallélogramme est la suivante : sur le paral-
lélogramme de sommets (0, z, z + y,y), la somme des carrés des diagonales est égale la somme des carrés des
coOtés.

Preuve Montrons l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ. L’inégalité est évidente si = et y sont colinéaires et c’est
alors une égalité. Soient z,y € F non colinéaires. On suppose d’abord que {(z,y) € R. Alors pour tout ¢t € R, on a
0 < (@+ty,x+ty) = ||z + 2t (w,y) + ¢ |y]|”,

donc ce polyndme de degré 2 appartenant a R[¢] n’admet pas de racines dans R. On en déduit que son discriminant
est strictement négatif, 7. e.

2112
(@,)® < lll” llyll”
On suppose que (z,y) € C\ R. Alors il existe § € R tel que (x,y) = |(z,y)| e~ %, donc
(e, = e{a,y) = (2, ey) < el eyl = [l Iyl -

Cela termine la preuve. (I

DEFINITION 3.3. Soit (E, (, )) un espace préhilbertien. On dit qu’une famille (z;),c; de E est orthogonale si
Viked, j#k = (xj,xr)=0

ou orthonormée si
Viked, (zj,zr) =0,k

EXEMPLES. — La base canonique (e,)1<n<n de CN est une famille orthonormée de CVV.

— La base canonique (e, )nen de £2(N, C) est une famille orthonormée de ¢?(N, C).

— La famille (t — e%™), .5 de L1(]0, 1], C) est orthonormée.

— La famille {t — \/2cos 2mnt, t — /2sin 27kt | n € N,k € N*} de L2(]0, 1[,R) est orthonormée.
~ La famille (£ — €™ Ly, ;11]) (n,k)ez2 de L*(R, C) est orthonormée.

PROPOSITION 3.4 (théoréme de PYTHAGORE). Soit (z1,...,z,) une famille finie orthogonale de E. Alors

s+l = |+

Preuve 11 suffit de développer le carré et d’observer que les termes croisés disparaissent par orthogonalité. [J

DEFINITION 3.5. Soit A C E. L’orthogonale de A est I'ensemble
At ={r € E|Vac A, (a,z)=0}.

PROPOSITION 3.6. Soient A, B C E. Alors

1. At est un sous-espace vectoriel fermé de (E, || ||);
2. si AC B, alors B+ Cc At;
3. At = (A)t = (Vect A)*.

Preuve 1. Soit @ € A. On a a* = {a}* = Ker[(a,-)]. Or la forme linéaire x — (a,x) est continue par
I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, donc a est un sous-espace vectoriel fermé de (E, || ||). Donc A+ = N,c4 A+
est un sous-espace vectoriel fermé de (E, || ||).
2. Si A C B, alors

Bt = ﬂaLC ﬂaJ‘:AJ‘.

a€B acA

3. L’inclusion ZL C A* vient du point 2 et de fait que A C A. Réciproquement, montrons que A+ C A+. Soient
xr € At et a € A. On peut écrire a = lim,, 1 o0 @y, OU (ay)nen € AYN. Alors (a, ) = lim, 4 o0 (an, ) = 0. Ceci
est vrai pour tout a € A, donc x € A+. D’ou I'inclusion réciproque et 1’égalité.

L’inclusion (Vect A)+ C A+ vient du point 2 et A C Vect A. Réciproquement, montrons que A+ C (Vect A)*.
Soient © € At et 2 = Zfil Aia; € Vect A. Alors (y,z) = Zfil Ai {a;, x) et ceci pour tout y € Vect 4, donc
x € (Vect A)*. D’ou I'inclusion et la seconde égalité.

O
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3.2. ESPACE DE HILBERT ET THEOREME DE PROJECTION

ESPACE DE HILBERT ET THEOREME DE PROJECTION

3.2.1 Espace de HILBERT

DEFINITION 3.7. Un espace de HILBERT est un espace préhilbertien (E,(, )) complet pour la norme || |
associée a son produit scalaire ( , ).

EXEMPLES. Muni de leurs produits scalaires canoniques, les espaces R, C", /2(N, C) et L2(]0,1[,R) sont des
espaces de HILBERT. Dans un tel espace, tout sous-espace vectoriel fermé est un espace de HILBERT.

CONTRE-EXEMPLES. Dans un espace de HILBERT, un sous-espace vectoriel qui n’est pas fermé n’est pas un
espace de HILBERT. Par exemple, I'espace 4°([0,1],R) muni du produit scalaire de L2(]0, 1[,R) n’est pas un
espace de HILBERT.

Théoréme de projection sur un sous-espace vectoriel de dimension finie

Notre but est de généraliser le résultat élémentaire suivant a la dimension infinie.
PROPOSITION 3.8. Soient (E,(, )) un espace préhilbertien, F' un sous-espace vectoriel de FE de dimension finie
et (by,...,b,) une base orthonormée de F.
1. Pour tout z € E, la quantité d(z, F) .= inf {||z — y|| | y € F'} est atteinte au point Pr(x) = ;_1(z, bk)bi et

d(z, F)? = ||z| Z\ z,bi)|?

2. La projection orthogonale Pr: E — F est linéaire continue de norme 1.
3.0na E=FgF*.

Preuve 1. On vérifie facilement que x — Pp(x) est orthogonal & F', donc le théoréme de PYTHAGORE donne
2 2 2 2
VyeF, |z—y|”=llz—Pr@)|” +[Pr(x) —yl” = llo — Pr(z)|

Ainsi en développant le carré, on a

d(z, F)? = Hx - i(m, bk>bk”2 = |lz|? - zn: Iz, bo) |2
k=1 k=1

2. L’application Pr est clairement linéaire. De plus, pour tout € E, comme d(z, F)? > 0, ce qui précéde donne

2
1Pr (2 Z\ z,b)|* < |z

Ceci montre que Pp est continue et | Pr| < 1. Or Pp(y) = y pour tout y € F, donc ||Pr|| = 1.
3. Grace au caractére défini du produit scalaire, on a F'N F+ = {0}. De plus, tout = € E s’écrit sous la forme

& = Pp(x) + [z — Pp(x)] avec Prp(z)€F et x— Pp(x)c F*.
Dot E=F @ F*t. (I

EXEMPLES. 1. On peut utiliser ce résultat pour montrer I’existence et unicité du polynéme de degré n de
meilleure approximation d’une fonction f € L2(]0,1[,R) pour la norme 2, i. e. un polynéme P € R,[X] qui
minimise || f — P||,. Notons qu’en I’absence du cadre hilbertien, ce polynéme reste défini, mais il n’est pas
forcément unique.

Par exemples, on se place dans E := L*°([0, 1],R) muni de || ||o. La fonction 1p; 5 1) est a distance 1/2 des

fonctions affines (& cause de sa discontinuité en 1/2) et cette distance est atteinte en beaucoup de fonctions
affines (il suffit de faire un dessin pour s’en convaincre).
2. On peut également obtenir 'existence d’une régression linéaire. Soient N > 2 et z,y € RY. Montrons qu’il
existe un unique couple (@, §) € R? qui minimise S>Y_, [@z,, + B — yn|?. On note Z == (1,...,1) € RN. Alors
Pensemble F' := Vectg {X, Z} est un sous-espace vectoriel de RY. Alors il existe un unique couple (@, B) € R?
tel que Pr(Y) =aX + (. Alors

_ N\1/2
IY — Pe(Y)], = (Zo\yg (@ +H)F) " =d(v,F)
qui vaut bien I'infimum recherché.
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3.2. ESPACE DE HILBERT ET THEOREME DE PROJECTION

3.2.3 Théoreme de projection sur un convexe fermé
THEOREME 3.9 (de projection sur un convexe fermé). Soient (H,(, )) un espace de HILBERT et C C H un
convexe fermé non vide.
1. Pour tout « € H, il existe un unique point Po(z) € C tel que d(z,C) = Po(x).
2. Ce dernier est caractérisé par

Po(z)e C et VzeC, Re(z— Pe(z),z — Po(zx)) <O0.

3. L’application Po: H — C est 1-lipschitzienne.
4. En particulier, si F' est un sous-espace vectoriel fermé non vide de H, alors Pr(x) est caractérisé par
Prp(z)€e F et [x— Pp(x)] L F

pour tout z € F. De plus, 'application Pr: H — F est linéaire, continue et de norme 1.

> EXEMPLES. 1. On munit H := L2(]0, 1[,R) de son produit scalaire canonique. L’ensemble F := [% 1/2) €st un
S

sous-espace vectoriel fermé de H. D’apres ce dernier théoréme, pour toute f € H, il existe Pr(f) € F tel que

do(f, F) = |lz = Pr(f)ll;-
D’apres sa caractérisation, on en déduit que
Pr(f) = f = {£,V2L0,1/2)V 200,12

2. On considere
F = {2 = (zn)nen € A(N,R) | Vn € N, 29, = 0}.

Montrons que F est un fermé de (£2(N,R),|| ||2). L’application

|P(N,R) — (N, R),

(xn)nGN FVﬁ'(l‘Qn)nGN
est linéaire et continue car |L(z)|, < ||z||, pour toute z € £2(N,R). Par conséquent, le sous-espace vectoriel
F =Ker L est fermé comme une image réciproque du fermé {0} par une application continue. Déterminons la
projection Pp(z) pour = (z,,)nen € £2(N,R). On définit y = (y,)nen par y, = 0 si n est pair et y,, = z,, sinon.
Alors y € F. Montrons que Pr(x) = y par la caractérisation du projeté. Soit (2, )nen € F. Alors
+oo

(@=y,2) =Y (Tn—Yn)2n =0

n=0

par définition de la suite y,,. D’ott Pr(z) = y. De plus, on a

d(z, F) = o = Pr@)l, = (Y Izl

ne2N

1/2

CONTRE-EXEMPLE. Notons que, pour généraliser la proposition 3.8 & la dimension infinie, on a utilisé un
hypothése de complétude sur I'espace préhilbertien E et le caractére fermé du sous-espace vectoriel F'. Les deux
contres-exemples suivant montrent que ces deux hypotheses sont nécessaires.

— On munit H; = %°([0, 1], R) muni du produit scalaire défini par (f, g) = f[O,l] fg. C’est un espace préhilbertien
qui n’est pas complet. Avec les notations de ’exemple précédent, 'ensemble F; :== F'N H; est un sous-espace
vectoriel fermé de (Hy, || ||2). En effet, si (fn)nen est une suite de Fy convergeant simplement vers un élément
f € Hy, alors f € Fy. Cependant, la distance dz(f, F1) n’est atteinte pour aucune fonction f € Hy \ Fi. En
effet, pour f € Hy \ F}, en approximant Pgr(f) pour la norme || |2 par des fonctions continues, on voit que
do(f, F1) = dao(f, F). Or cette distance n’est atteinte que par la fonction Pr(f) qui n’est pas continue. Ainsi
|f = glly > da(f, F) pour toute g € Fi.

— On note H :=L12(]0,1[,R). Alors F := %([0,1],R) est un sous-espace vectoriel non fermé. Pour f € H \ F,
on a d(f, F) = 0 par densité. Cependant, il n’existe pas g € F telle que ||f — g||, = 0. Idem avec F := R[X].

Preuve L’outil clef de cette preuve est I'égalité du parallélogramme. La preuve de caractérisation/lipschitzianité
de courte mais subtiles. Soit « € H \ C. On note d := d(z,C) € |0, +o0].

1. Montrons existence. Soit (y,)nen une suite de C telle que ||z — y,| — d. Pour m,n € N, I'inégalité du
parallélogramme donne

Y = yall” = 1@ = ym) — (@ — yn)|?
Ynt |

2 2
= 2o = yul* + 1 = g |*) — 4 .

X
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3.2. ESPACE DE HILBERT ET THEOREME DE PROJECTION

<2(le = yall* + & = yu*) — 4d?.

Soit € > 0. Il existe ng € N tel que

2

€
Vo= ng, d2 <l —yn|® <d®+ 1

On en déduit alors que
Vm,n}n(h ||y’m_yn|| <5~

Ceci montre que la suite (y,)nen est donc de CAucHY dans (H, || ||). Comme (H, || ||) est complet, elle converge

vers un vecteur ¢ € H. Comme C est fermé, on a ¢ € C et ||z — z¢| = d.
Montrons I'unicité. Soient z}, 22 € C vérifiant ||z — 2t || = ||z — 24 || = d. Alors
lzt; = 2 l* = ll(z - 2¢) = (= — 22)|?
B xé + 5”20 ?

e e R

<4d? —4d® = 0.
Donc z¢, = z2.
Ces deux étapes 1égitiment la définition de Pp(x) comme 'unique point de C vérifiant || — Po(z)|| = d(z, C).
2. = Soient z € C et t € [0, 1]. Le vecteur (1 — t)Po(z) + tz appartient a C' par convexité, donc
0 < o= [(1 = t)Po(z) + ta]||* = [l& — Po(a)|.
En écrivant « — [(1 — t)Po(z) 4 tz] = [x — Po(z)] — t[z — Pc(z)] et en développant le premier carré, on a
0 < —2tRe (z — Po(x),z — Po(z)) + 12 ||z — Po(z)|*.
On suppose que t # 0. En divisant cette derniére relation par ¢, on a
0< —2Re(z — Po(z),z — Po(z)) + ||z — Po(a)|?.
En laissant tendre ¢ vers 0, on obtient que Re (x — Po(z), 2z — Po(z)) < 0.
< Réciproquement, suppose que Z¢ € C vérifie

VzeC, Re(x—Zc,z—Zc) <0<0.

Alors pour tout z € C, on a
o — 21 = ll(z — &c) — (= — 3O

= ||z — &c|* + ||z — Fcl” — 2Re (& — &0, 2 — &0)

> [|lz — Fc|,
donc ||z — Z¢|| = d(z, C).
3. Pour tous z,y € H, on a

o =y = (Pe(a) — Po(y) + (fz — Pe(@)] ~ [y — Pe@))I?
= [|Pe () = Po()|* + [z = Pe()] = [y — Po@)]|?
—2Re(Pc(y) — Po(x),x — Po(x)) — 2Re(Po(y) — Po(x),y — Pe(y))
> ||Pe(z) - Po(y)|*

d’apres la caractérisation précédente. On en déduit que Po: H — C' est 1-lipschitzienne.

4. La structure de sous-espace vectoriel implique {z — Pp(z) € F | z € F} = F. Ainsi le vecteur Pp(z) est
I'unique point de F' vérifiant Re (x — Pr(z),2) < 0 pour tout z € F. En remplagant z par —z, on en déduit que
Re (x — Pp(z),z) = 0 pour tout z € F. O

REMARQUE. Seule la complétude de (C, || ||) est utilise dans la preuve, celle de H n’est donc pas vraiment
nécessaire. L’énoncé reste donc vrai lorsque H est un préhilbertien et C une partie convexe et complete de H.

QUESTION PRATIQUE. Soient F' un sous-espace vectoriel fermé de H et € H. Comment déterminer Pr(x) et

d(z,F)? Si F est de dimension finie, on cherche une base orthonormée (by,...,b,) et F et on sait que
2
Pp(x) =Y (x,b)b; et d(w,F)” = |lz[* = > (x,0)".
j=1 =1

Si F' est de dimension infinie, on peut procéder de méme avec une base hilbertienne de F', concept que nous
développerons plus tard.
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3.4.1

3.3. CONSEQUENCE DU THEOREME DE PROJECTION

CONSEQUENCE DU THEOREME DE PROJECTION

Théoreme du supplémentaire orthogonal

THEOREME 3.10 (du supplémentaire orthogonal). Soient H un espace de HILBERT et F' un sous-espace vectoriel
fermé de H. Alors H =F @ F* et (FY)* = F.

Preuve En faisant comme dans la preuve du point 3 de la proposition 3.8 et en utilisant le théoreme de
projection, on montre que H = F @ F*. De plus, il est clair que F' C (F+)*. Réciproquement, montrons que
(FL)+ c F. Soit z € (F4+)1. Alors z et © — Pr(x) sont orthogonaux, donc

lz = Prp(a)|* = (&,2 — Pr()) — (Pr(z),2 — Pr(z)) =0,
donc x = Pr(z) € F. D’ou 'égalité. O
COROLLAIRE 3.11 (critére de densité). Soit F' un sous-espace vectoriel de H. Alors F' est dense dans H si et

seulement si F- = {0}.

Preuve Le sous-espace vectoriel F' est dense dans H si et seulement si F = H si et seulement si F = F si et
seulement si F- = {0}, i. e. F+ = {0}. O

Théoreme de représentation de RIESZ
THEOREME 3.12 (RIESZ). Soient H un espace de HILBERT et ¢ € H’. Alors il existe un unique f € H tel que,
pour tout h € H, on ait ¢(h) = (f, h).
Preuve Comme ¢ est continue, son noyau Ker ¢ est un hyperplan fermé, donc il existe e € H tel que
le =1 et H =ZKer¢® Ke.

Alors pour tout h € H, il existe hg € Ker ¢ tel que h = ho + (e, h)e, donc ¢(h) = (e, h)d(e) = (p(e)e, h). 11 suffit
alors de poser f = ¢(e)e. O

BASE HILBERTIENNE

Définition et existence

DEFINITION 3.13. Soit £ un espace préhilbertien. Une base hilbertienne de E est une famille (f;),c s orthonormée
totale de E, i. e. I'espace vectoriel Vectx {f; | 7 € J} est dense dans E.

EXEMPLE. On se place dans E := ¢*(N,R). Pour n € N, on pose e, := (6, k)ren. Alors (€,)nen est une base
hilbertienne de E. En effet, montrons qu’elle est dense. Soient = := (zx)ren et € > 0. Il existe N € N tel que

>l < €2

k>N

Alors y == Y0 zer, € Vectg {e, | n € N} et ||z —yl|, < e.

THEOREME 3.14. Soit E un espace préhilbertien. Alors F est séparable si et seulement si E admet une base
hilbertienne dénombrable.

Preuve On suppose que E admet une base hilbertienne dénombrable (e, )nen. Comme Q est dénombrable et
dense dans R, la partie Vectgyig {en | n € N} est dénombrable et dense.

Réciproquement, on suppose que E est séparable et de dimension infinie. Il existe une famille libre, dénombrable
et totale (ap)nen. Alors D == {a,, | n € N} est une partie dénombrable et dense. On peut supposer que ag # 0.
On construit par récurrence une suite d’entiers (ny)ren strictement croissante telle que ng = 0 et

Vk €N, ngyr =min{n > ny | an ¢ Vectg {ang,..-,an, }}-
Alors pour tout k € N, on a Vectg {an,,--.,an, } = Vectk {ao,...,an, }. On en déduit que la famille (ay, )kren
est totale et libre. On applique ensuite 'algorithme de GRAM-SCHMIDT a cette famille. (I

EXEMPLE. L’espace L2(]0,1[,R) est séparable car le sous-Q-espace vectoriel engendré par les indicatrices
d’intervalles de [0, 1] dont les extrémités sont rationnelles est dense.
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3.4. BASE HILBERTIENNE

3.4.2 Caractérisation par 1’égalité de BESSEL

3-4-3

THEOREME 3.15. Soit F un espace préhilbertien et (e, )n,en une suite orthonormée. Alors les propositions
suivantes sont équivalentes :

(i) (en)nen est une base hilbertienne de F';

ii) pour tout x € FE, on a ||z 2oyt T, en 2 ; inégalité de BESSEL
n=0

(iif) pour tous z,y € E, on a (z,y) = S 20 (x, €,)(y, en).

Preuve Les propositions (ii) et (iii) sont équivalentes par I'identité de polarisation. Pour montrer ’équivalence
entre les propositions (i) et (ii), il suffit de remarquer que, si N € N et Fiy := Vectk {e,, | 0 < n < N}, alors

Vee E, d(z, E)? = ||z|? Z|men >0. 0

THEOREME 3.16. Soit E un espace préhilbertien et (e,),en une suite orthonormée. Alors

1. pour tout z € E, on a x = Z:i%(:men)en et la série est commutativement convergente, i. e. pour toute
bijection 0: N — N, on a x = Z:f(’ﬁ% Co(n))Co(n)

2. l'application

E — ?(N,K),

T — (<:177 6n>)n€N

est une isométrie ;
3. J est surjective si et seulement si E est complet.

Preuve 1. Soit x € E. Le théoreme de projection sur un sous-espace vectoriel fermé donne

Ha: - i@, en>enH = ||z — Pp, (2)|| = d(z, Fx) — 0.

n=0
2. L’isométrie de J vient de 1’égalité de BESSEL.

3. Si J est surjective, alors E est isométrique a ¢?(N,K), donc E est complet. Réciproquement, on suppose que
E est complet. Soit u := (u,)nen € £2(N,K). Montrons que la série > uney, est de CAUCHY dans E. Pour tous

p,q € N tels que p < ¢, on a
q
Up € U —)O

car u € /2(N,K). La série > une, est donc de CAUCHY, donc elle convergge et le vecteur x = eri% Up €y €St
bien définie. Montrons que J(z) = u. Soit k € N. Par continuité du produit scalaire, on a

N

(x,er) < lim g unen,ek>: lim <E unen,ek>:uk. |
N~>+oo n—+00 0
e

Application aux séries de FOURIER

THEOREME 3.17. 1. La famille (e, : t € R — € € C),en est une base hilbertienne de L2(]0, 27, C).
2. Pour toute f € L?(]0,27[,C), on a f =3,cz ¢n(f)en (série convergente dans L?(]0, 27[, C)).

3. Pour toute f € L2(]0,2n[,C) telle que (Dy * f)nen converge simplement, alors sa limite vaut f presque
partout.

Preuve 11 suffit de montrer le point 1. Soient f € L2(]0,27[,C) et € > 0. Il existe h € €>°(]0, 27[,R) tel que
| f — h|ly, < /2. On identifie h avec sa 2m-périodisée qui est continue sur R. D’apres le théoréme de FEJER, il
existe N € N* tel que ||h — Ky * h||, < /2. Alors I'inégalité triangulaire assure

If = Ky xhlly <|[f = hlly + [|h — Ky b, <e. =
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Chapitre 4
THEORIE DE BAIRE

4.1 Le théoreme de BAIRE . . . . ... ... ......... 16 4.3 Théoremes de 'application ouverte, isomorphisme de
4.2 Théoreme de BANACH-STEINHAUS . . . .. .. ..... 16 BANACH . ... ... 17

LE THEOREME DE BAIRE

THEOREME 4.1 (BAIRE). Soit (E,d) un espace métrique complet.

1. Soit (O, )nen+ une suite d’ouverts denses de E. Alors Q == (1, cy+ On est dense.
2. Soit (F},)nen une suite de fermés d’intérieur vide de E. Alors | J,,cn Fy est d’intérieur vide.

Preuve Les deux points sont équivalentes en passant au complémentaire. Montrons le premier point. Soit w un

ouvert de E. Montrons que w N # (. On construit, par récurrence sur n € N, une suite (x,,),en de F et une

suite (r,)nen de R* telles que

- B(zo,70) C w;

— pour tout n € N, on ait Be(xp41,m+1) Cw N By, ) ;

— pour tout n € N, on ait r,,41 < rp,/2.

Pour n = 0, comme w est un ouvert non vide, il existe xg € w et 19 > 0 tel que B(xg,r) C w. Soit n € N. On

suppose avoir construit de telles suites (x)o<k<n €t (Zk)ogkgn. Comme O, 1, il rencontre B(z,,, 1), 7. e. la

partie O,4+1 N B(zy,,7,) est un ouvert non vide. Soit x,,+1 € Opq1 N B(zy, 7y,). Alors il existe r,41 > 0 tel que

Be(#ni1,mn41) € B(@nt1,2rn+1) C Ong1 NB(2p, 7). Quitte & réduire 7,41, on peut choisir 7,41 < ry, /2.
Montrons que (2, )nen est de CAUCHY. Pour tous n,p € N tels que n < p, on a

To
d(zy, xp) <1y < on — 0.
Comme E est complet, il existe y € E tel que d(z,,y) — 0. Montrons que y € w N . Pour tout n € N, la
suite (2p)p>n est & valeurs dans B(zy,,r,), donc y € Be(xy,r,) C Opt1. Ainsi y € Q. En particulier, on a

yEBf(xl,m) CB(l‘l,Tl) c Q. O

CONTRE-EXEMPLE SANS COMPLETUDE. On se place dans (c.(N,R), || ||oc) qui n’est pas complet. Pour n € N,
on pose

On = {(xk)kEN S CC(N7 R) | Tn 7é 0}

qui est un ouvert dense. Cependant, on a (,,cxy On = 0.

THEOREME DE BANACH-STEINHAUS

THEOREME 4.2 (BANACH-STEINHAUS). Soient E un espace vectoriel normé complet, F' un espace vectoriel
normé et (T});es une famille de Z,(E, F'). On suppose que

Ve e E, sup|Tj()|p < +oc.
JjeJ

Alors
sup |15l o, gy < +00.
jeJ

Preuve Soit n € N. Pour j € J, on pose

Xnj = A{z € E|||T(z)llp <n}
qui est un fermé de E comme I'image réciproque de [—n,n] ou D¢ (0, n) par I'application continue Tj. Le théoréme
de BAIRE assure alors que la partie [, == ();c; Xnj = {z € E|Vj € J,||T;(z)|| <n} est un fermé de E. Par
hypothese, on a | J,,en Fn = F qui n’est pas d’'intérieur vide. Par le théoréme de BAIRE, comme E est complet, il
existe ng € N tel que F,, # 0. Alors il existe zg € F,, et r > 0 tel que Bg(zg,r) C Fy,, i. €.

Vz € Bg(0,1), Vj € J, ||Tj(zo +1r2)| < no.
Alors pour tout z € Bg(0,1) et tout j € J, on a

17302l = |20 2 = Do)

271()
X T

r r
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4.3. THEOREMES DE L’APPLICATION OUVERTE, ISOMORPHISME DE BANACH

donc

27’Lo

COROLLAIRE 4.3. Soient E un espace vectoriel normé complet, F' un espace vectoriel normé et (7},),en une
famille de %, (E, F) qui converge simplement vers T: E — F. Alors

81€1§ 1Tl g, (p,ry < +oo et T € Z(E,F).

De plus, on a
< limi .
”TH.XC(E,F) S 17}_>}rnf ”TRH:ZC(E,F)

APPLICATION AUX SERIES DE FOURIER. Il existe une fonction 27-périodique f € €°(R,C) dont la série de
FOURIER diverge en o, i. e. la suite (Dy * f(0)) yen diverge dans C.

Preuve Soit N € N. On pose
(%per(R, C), || [loo) — C,

per

A’n : 1 27
fr+— Dy f(0)= a /, f(t)Dn(t) dt.

Pour toute f € €. (R,C), on a [An(f)|l < |Ifllo [Dn]l;, donc Papplication Ay est continue et sa normé est

majorée par HDN||1 En approximant Dy convenablement, on peut montrer que

ANl &, (w0 ®.c).c) = 1PN Iy — +o0.

per

D’apres le théoréme de BANACH-STEINHAUS, la suite (Ay)nen ne converge pas simplement ce qui montre le
résultat souhaité. (|

THEOREMES DE L’APPLICATION OUVERTE, ISOMORPHISME DE BANACH

THEOREME 4.4 (de Uapplication ouverte). Soient (E, | ||g) et (F,| ||F) deux espaces de BANACH et T' € Z.(E, F')
une application linéaire surjective. Alors il existe ¢ > 0 tel que Br(0,¢) C T(Bg(0,1)).

Preuve Montrons qu'il existe ¢ > 0 tel que Br(0,2¢) C T(Bg(0,1)). Pour n € N, I'espace F,, :=nT(Bg(0,1))
est un fermé de F'. Comme 1" est surjective, on a F' = | J,,cn+ £- Comme F' est complet, le théoréme de BAIRE
assure qu'il existe ng € N tel que F,, # 0. Nécessairement, I'ensemble T(Bg(0,1)) est d’intérieur non vide, i. e.
il existe yo € F et ¢ > 0 tel que Br(yo,4c) C T(Bg(0,1)). En particulier, on a yo € T(Bg(0,1)) ot ce dernier
ensemble est symétrique par linéarité de T, donc —yo € T(Bg(0,1)). Finalement, un passage a la limite donne

Br(0,4¢) = —yo + Br(yo,4c) C T(Bg(0,1)) + T(Bg(0,1)) = 2T'(Bg(0, 1)),

donc Bp(0,2¢) C T(Bg(0,1)).
Montrons que Bp(0,¢) C T(Bg(0,1)). Soit y € Bp(0,c). On cherche x € Bg(0,1) tel que y = T'(x). Par
récurrence, on construit une suite (z,)nen+ de E tel que, pour tout n € N*| on ait

Hl'n”E < 27" et ||y*T(£L’1 ++xn)”F < 2 " (*)

Pour n =1, on a 2y € Bp(0,2¢) C T(Bg(0,1)), donc il existe 1 € Bg(0,1) tel que |2y — T'(Z1)|| < c. Alors
le vecteur x; := &1/2 satisfait les relations voulues. Soit n € N*. On suppose avoir construit z1, ..., x,. Par
hypothese, on a 2"t [y —T(x1+---+z,)] € Br(0,2¢). D’aprés le paragraphe précédent, il existe Z,,11 € Bg(0,1)
tel que

12" fy = T2 + -+ 2n)] = T(@) || < €

Alors le vecteurs @41 == Tpt1/ 27+ satisfait également les relations. D’ol I'existence d’une telle suite (Tn)nen+-
La série Yz, converge absolument. Comme E est complet, la somme z = Zn 1 T, est bien définie et, en
passant a la limite dans la relation (%) et en utilisant la continuité de T', on a T'(x) = y. De plus, on a

1
]l < Z||:cn||E<Z 51_1/2 =1,

nl

donc z € Bg(0,1). O
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4.3. THEOREMES DE L’APPLICATION OUVERTE, ISOMORPHISME DE BANACH

THEOREME 4.5 (d’isomorphisme de BANACH). Soient (E,|| ||g) et (F,| ||r) deux espaces de BANACH et
T € 4.(E, F) une application linéaire bijective. Alors T~! est continue.

Preuve Le théoreme de Iapplication ouverte affirme qu’il existe ¢ > 0 tel que Br(0,¢) C T(Bg(0,1)). Comme
application 7! est linéaire, il suffit d’exhiber un réel de continuité pour 7-'. Soit y € F'\ {0}. Alors cy/2 ||y||
appartient & Br(0, ¢), donc il existe & € Bg(0,1) tel que

cy N -1 2|yl -
=T(%), donc T " (y) = —%.
2|yl » c

En passant a la norme, on a
- 2|lylle - 2
1T W)l = == Izllz < = Iyl
c c
ce qui montre la continuité de T1. O
APPLICATION AUX SERIES DE FOURIER. L’application linéaire continue et injective

(Ll(]O,ZTr[’(C), H ”1) — (CO(Zv(C)v ” Hoo)a
fr— (en(f))nez

F
n’est pas surjective.

REMARQUE. 1l existe au moins une suite de C tendant vers 0 qui n’est pas la suite des coefficients de FOURIER
d’une fonction L. Par exemple, on peut montrer que (1/In(1+ |n|)),ez est une telle suite, mais c’est calculatoire.

Preuve Par 'absurde, supposons que l'application .# est surjective. Alors c’est une bijection linéaire et continue
entre deux espaces complet. D’apres le théoreme d’isomorphisme de BANACH, il existe M > 0 tel que

Ve L (0,2n[,C),  [Ifll; < M [[(cn(f)nezlls -

En particulier, pour tout N € N*, le noyau de DIRICHLET vérifie ||Dyl|; < M. Or ||[Dn||; — +o0 ce qui est
impossible. (I
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Chapitre 5
TOPOLOGIE FAIBLE DANS LES ESPACES DE HILBERT

5.1 Suites faiblement convergentes . .. ........... 19 5.3 Application en optimisation . . .. ... ... ... ... 20
5.2 Compacité faible . . . . .. ... ... ... ... .. ... 20

SUITES FAIBLEMENT CONVERGENTES

DEFINITION 5.1.  Soit H un espace de HILBERT. On dit qu’une suite (f,)nen de H converge faiblement vers un
élément f € H si
Vge H, (fn.g9)— (f.9).

On note alors f,, — f.

PROPOSITION 5.2 (unicité). Soient (f,)nen une suite de H et f, f' € H. On suppose que f, — f et f, — f'.
Alors f = f'.

Preuve Pour tout g € H, on a

<f - f/ag> = <fv g> - <f/ag> = nll}I—&I-loo<fn7g> - hmoo<fnag> =0.

n—+

Avec g :== f — f’, on obtient que ||f — f'||* = 2, donc f = f'. O

EXEMPLES. — La suite (e,:t € R — €™ € N),,cz de H = L2(]0,27[,C) converge-t-elle faiblement ? Pour
tout g € H, comme (¢, (9))nez € €*(Z,C), on a {g,e,) = ¢,(g) — 0. Donc e, — 0.
— Dans ¢%(N, C), la base canonique converge faiblement vers 0.

— Plus généralement, toute base hilbertienne de H converge faiblement vers 0. Cependant, ces exemples ne
convergent pas pour la norme associée au produit scalaire car ces suites ne sont pas de CAUCHY.

PROPOSITION 5.3. Soient (f,)nen une suite de H et f € H. Alors
1. si f, = f, alors fr, — f;

2. si f, = f, alors (f)nen est bornée et || f|| < liminf, 400 || foll;
3. fn — f siet seulement si f,, = f et || full = | f]];
4
)

- st fr = f et gn — g, alors (fn. gn) = (f.9);
. si fp — f,alors f € C:= Adhy | (Conv {f, | n € N}).

Preuve 1. Le premier point découle de 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ.
2. Pour n € N, I'application

H — K,
est un forme linéaire continue telle que [Ty & 4 x) = [lfall- De plus, pour tout g € H, la suite (T(g))nen-

Comme H est complet, le théoréeme de BANACH-STEINHAUS assure que
sup || Tl gz, (77,70 < +00-
neN

Ceci montre que la suite (f,,)nen est bornée.
Soit ¢: N — N une extraction telle que || fy(n)|| — € = liminf, , ;o || f,||. Alors

112 = (£ = lim (f. Fagmd < lim Ll < 1511

n—-+oo
3. Le sens direct est évident. Réciproquement, on suppose que f, — f et || f.|| = || f]|. Pour tout n € N, on a
2 2 2 2 2
[fn = FI7 = Lfll” + NFIT = 20F fu) — WA+ A7 = 2(f, f) = 0.
4. Pour tout n € N, on a

[(Frrgn) = (F: 901 = [{fn = F,9) + {f: 90 — 9)]
<o = flHllgnll + 1CF, 90 = 9)| — 0

car la suite (g, )nen est bornée par le point 2.
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5.2. COMPACITE FAIBLE

5. La partie C' est un converge fermé de (H, || ||). Pour tout n € N, le théoréme de projection donne

Re (f — Pc(f), fn — Pc(f)) <0.
En laissant tendre n vers +o0o, on obtient que f = Px(f) € C. O

REMARQUE. Soit (fy,)nen une suite de L2(]0, 1) et f € L2(]0,1]). Quel lien y-a-t-il entre

L2(0,1) ..
(@) fo ———f et (i): fo ———f7
Comme €>°(]0, 1[) € L2(]0, 1[), on a I'implication (i) = (ii). Cependant, la réciproque est fausse. En effet, on
consideére la suite (n1l{1/n,2/n])nen+- Elle converge au sens des distribution vers 0 puisque un compact de |0, 1]

contient un nombre fini de réels 1/n avec n € N*. Cependant, on a || f||2 = v/n — 400, donc elle ne converge
pas faiblement dans L2(]0, 1).

701D,

COMPACITE FAIBLE

THEOREME 5.4. Soient H un espace de HILBERT séparable et (f,)nen une suite bornée de H. Alors cette suite
admet une sous-suite qui converge simplement vers un élément de H.

Preuve Soit {hy | k € N} une partie dense dans H. Par une extraction diagonale, il existe une extraction
telle que la suite ((hx, fy(n)))nen converge dans K pour tout k € N.

Montrons que, pour tout g € H, la suite ((g, fy(n)))nen converge. Pour cela, montrons qu’elle est de CAUCHY.
Soient g € H et € > 0. Par la densité, il existe K € N tel que ||g — hi|| < £/4M avec M = sup,,cy || f»|. D’apres
le cas précédent, il existe ng € N tel que

Vp,q =m0, [(hic, Fu) = fu)| <&/2.
Soient p,q > ng. L'inégalité triangulaire donne
9, Fow) = Fu@d| < K9 = e, fu) = Fu@) + e, Fuw) = Fuo)]
€
<l =hellllfow = fowll+5 =<

Donc la suite ((g, fy(n)))nen est de CAUCHY ce qui permet de définir L(g) := lim, 10 (g, fy(n))-
Par I'inégalite de CAUCHY-SCHWARZ, l'application L: H — K est continue. Le théoréeme de représentation
de RIESz affirme qu’il existe f € H tel que
Vge H, L(g) =g, f)

Finalement, cela montre que la suite ((g, fy(n)))nen converge faiblement vers f. (I
REMARQUE. Le théoréme est encore vrai sans ’hypothése de séparabilité. En effet, le sous-espace vectoriel fermé

H = Vectg {fn | n € N} est séparable. Le théoréme du supplémentaire orthogonal assure que H = Ho HL.
Soit ¢ une extraction telle que la suite (fy(,))nen converge faiblement dans H. Pour tout g = g+ g1, on a

<gafw(n)> = <§7f¢(n)> — <§af> - <g7f>'

APPLICATION EN OPTIMISATION

PROPOSITION 5.5. Soient H un espace de HILBERT séparable, J € €1 (H,R) une application convexe coercive
et C' un convexe fermé non vide de H. Alors il existe =, € C tel que J(z.) = min¢ J.

Preuve Soit (2, )nen une suite de C telle que J(z,) — m = infc J. Alors il existe A > 0 tel que J(z,) < A
pour tout n € N. Par la coercivité, il existe R > 0 tel que

Vee H, |z|>R = J(z)>A.

Alors ||z, || < R pour tout n € N. D’apreés le théoréme précédent, il existe une extraction ¢ et z, € H tel que
Ty(n) — T« De plus, on a z, € Conv {f, | n € N} C C. Comme J est de classe ¢! et convexe, pour tout n € N,
on a

m — J(Tyn)) = J(@) + (VI (24), Tp(n) — 2°) — J(24),

donc J(x,) < m. Nécessairement, on a J(z.) = m. O
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Chapitre 6
EXTREMA LIES & SOUS-VARIETES
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THEOREME DES EXTREMA LIES
THEOREME 6.1.  Soit U un ouvert de R™. Soient fi,..., fr € €}(U,R) et 2° € U tels que (df1(2°),...,dfr(z?))

soit libre. On pose
N ={zeU| fi(z) =---= fr(z) =0}.

Soit g € €1 (U, R) tel que g|y admette un extremum local en z°. Alors il existe A,..., A\r € R tels que
dg(x°) = Ay dfy (2°) + -+ + A dfi(2).

REMARQUE. Les réels A\, ..., \x sont appelés les multiplicateurs de LAGRANGE de g.

Preuve On considere Papplication de classe €'
U — R*,

zr— (fi(x); - fu(2)-

Sa différentielle en 20 vérifie
R" — RF,

h—s (dfy(z°) - h, ..., dfie(z°) - h)

et elle est surjective par hypothese. Le théoreme du rang donne que le sous-espace vectoriel

dF (2°):

E, = KerdF(z ﬂ erdf;(x

est de dimension n — k. Soit Es un supplémentaire de F; dans R™. On décompose z°

somme directe. L’application
El X EQ — Rk,
(x1,22) — F(x1 + 22).

est de classe €' et sa différentielle
E, — RF

hy — dF(z°) - hy

OF
(9332 (‘Tlﬁ Ig) :

= 29 4+ 29 dans cette

est injective et, comme dim F5 = k, est bijective Le théoreme des fonctions implicites assure qu’il existe un

voisinage V de 2§ dans Ej, un voisinage W de 2 dans Ey et ¢ € €1 (V, W) tels que
[(z1,22) €V XW et 0=F(x1,23) = F(z1 +13)] <= [21 €V etz = p(x1)].
De plus, on a

OF toF
dola) =~ [ To )] o g had)

En particulier, pour tout h; € Ey, on a dp(x)) - hy = 0 car

oF

8:61 ($1,Z‘2) hl = dF( ) hl =0.
Par hypothese, I’application

V —R?

ry — g(z1 + p(r1))

est extremale en . De plus, pour tout h; € F1, on a

0= dg(a? + p(a)) - (1 + dp(af) - hn) = dg(a®) - by = 0.
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6.1.. THEOREME DES EXTREMA LIES

On en déduit que
k
m Ker dfj(2°) C Kerdg(z?).
j=1

Considérons le lemme suivant qui permettra de conclure.

LEMME 6.2. Soient Lq, ..., Ly et T des formes linéaires sur R" telles que la famille (L1, ..., L) soit libre et

k
() KerL; C KerT.
j=1
Alors il existe Ay, ..., \p € Rtels que T'= ALy + -+ ApLy.

Par le théoreme de représentation de RIESZ, il existe vy, ..., vk, w € R™ tels que
Lj(z) = (vj,z) et T(z) = (w, )

pour tout z € R™ et 4 € [1, k]. Alors la famille (vy, ..., vx) est libre dans R™. Montrons que w € Vect {vy,..., v}
C’est évident si k > n. Supposons que k < n — 1. On considere I'application

Rn ]:RkJrl7

T (T(x),L1($), ceey Lk(m)) = t(twatvla v 7tvk)m
satisfait
k k
Keru =KerT N m Ker L; = ﬂ Ker L;
j=1 j=1

qui est de dimension n — k, donc le rang de u est rgu = n — dimKeru < n — (n — k) = k. Ainsi les k + 1 lignes
de la matrice de v dans la base canonique sont liées. Comme les k derniéres sont libres, il existe Aq,..., A\ € R
tels que 'w = A\ Wy + -+ + A\ 'y, ce qui montre le lemme. O

EXERCICE 6.1. On considere 'application
R? — R,

g (z,y) — z* + y* — 222 + 4oy — 2%

1. Trouver ses points critiques.

2. Admet-elle des minima ? des maxima ? rien?

3. On pose N == {(z,y) € R? | 2% + y*}. Montrer qu'il existe (2., y«) € N tel que g(z«,y«) = miny g. Calculer
explicitement (z,,y.) et miny g.

> 1. Pour tout (z,y) € R on a

3 — 3 3
—z+ty y=ux—2x°, y=uxz—x°,
Vo(z, 4(33 x ) 0
9(@y) Y ra—y T = 0=a3(1+(1—2%3)

y=z—a’,
{x € {0,£V2}.
Alors la fonction g admet trois points critiques sur R?, & savoir (0,0) et (£v/2, Fv/2).
2. Pour tout (x,y) € R?, la hessienne de g est
En particulier, la hessienne au point (v/2, —v/2)

Hess, (V2, —V2) = (i) é)
est positive car sa trace vaut 10 > 0 et son déterminant vaut 24 > 0. On en déduit que ce point (v/2, —v/2) est
un minimum local. Par symétrie, le point (—v/2,v/2) est aussi un minimum local. Enfin, la hessienne A au point
(0,0) admet 0 comme valeur propre, donc on ne peut pas conclure sur la nature du point (0,0) en utilisant
uniquement la hessienne. On remarque que Sp A = {0, —2}. On note vy € R? et v_5 € R? des vecteurs propres
associés aux valeurs propres 0 et —2. Un développement de TAYLOR donne

g(tv_1) = g(0) + dg(0) - tv_1 + %d2g(0) (o1, tv_q) + o([tv_1]?)
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t2
=g(0) + §<Hessg(0,0)v_1,v_1> + o(t?)

= 9(0) — Slloal* + 0(s?) < 9(0)

pour t € R assez proche de 0, donc (0, 0) n’est pas un minimum local de g. Pour tout t > 0, on a g(t,t) = 2t2 > 0,
donc (0,0) n’est pas un maximum local de g.

3. L’ensemble N est compact et I’application g est continue, donc elle atteint son infimum. On applique le
théoréme des extrema liés avec n = 2, k = 1 et f(z,y) == 2* + y? — 1. Pour tout (z,y) € N, on a

Vf(z,y) = (4a®,4y°) # 0.
Alors il existe A € R tel que Vg(zy,yx) = AV f (24, ys). Le point (x.,y.) est solution du systéme
2 — x4y =3,

v +r—y =\,

ot 4yt =1,
On note p := A — 1. Le systéme se réécrit sous la forme
y = pa’ + x,
z =y’ +y,
2?4+ = 1.

— On suppose que i # 0. Alors x = —y et 2z* = 1, donc

1 1 ) 8
z,y) = \|\*t—=,F— et r,y)=1——.
(z,9) ( AR 9(z,y) 7

— On suppose que g = 0. Alors z = y et 2z* = 1, donc

(z,v) (i L + 1 ) t g(z,y) =1

r,y)=|t—=,£+—] e z,y) = 1.
Y 2 ey

En conclusion, on a (z.,yx) = (£1/v/2,F1/v/2) et g(z.,y.) = 1.

SOUS-VARIETES

Définitions équivalentes

DEFINITION 6.3. Soient k € [1,n] et p € N*U{oco}. Une partie N de R™ est une sous-variété de dimension k et
de classe €P ¢’il existe xg € N et un voisinage W de ¢ dans R™ vérifiant une des quatre définitions équivalentes :

(i) il existe un difféomorphisme local ¢ € €7(W,R™) de R™ tel que (carte locale)
P(NNW) = RS x {0} %) n (W) ;
(ii) il existe u € €P(R*, R"~*) et A € GL,(R) tels que (graphe)

NAW = {A(z,u(z)) | z e R*}nW ;

(iii) il existe F' € €P(W,R"*) telle que la différentielle dF (z¢) soit surjective et N NW = F~1({0}); (équation)
(iv) il existe un voisinage U de 0 dans R* et j € €P(U,R™) tels que j(0) = o, la différentielle dj(0) soit injective
et 7 soit une bijection bicontinue de U sur N N W. (nappe paramétrée)

EXEMPLES. — Montrons que la parabole P := {(x,y) € R? | y = 2} est une sous-variété de dimension 1 et de
classe € en vérifiant chacune des définitions.

(i) L’application ¢: (z,y) € R? — (z,y — 2%) € R? de classe € vérifie o(P) = R x {0}. Comme pour tout

(z,y) € P, la matrice
1 —2x

est inversible, le théoréme d’inversion local affirme que cette application est un % °°-difféomorphisme au voisinage
de (x0,90). Donc c’est bien une carte locale.
(ii) La parabole P est le graphe de la fonction u: x € R — 2% € R de classe €.
(ili) L’application F: (z,y) € R? — y — 22 € R de classe € vérifie P = F~1({0}). De plus, pour tout
(zo,y0) € P, la différentielle

dF(l’(),yo): (hl, hz) € R? —s hi1 —2xghe € R

est bien surjective : pour tout a € R, on a dF'(xg,yo) - (0,a) = .
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(iv) Soit z¢ € R. L’application j: z € R — (zg + z, (zg + 2)?) € R de classe € vérifie j(0) = x¢. De plus, on
a j'(0) = (1,2xz¢) # 0, donc la différentielle dj(0): h € R — hj’(0) € R est injective. Enfin, I’application j est
bien une bijection et elle est bicontinue car j_l(xl, Y1) = T1 — Xo.

— Montrons que la sphere §? == {(z,y,2) € R? | 22 + y? + 22 = 1} est une sous-variété par le point (i). On fixe
(70,0, 20) € S%. On pose

R3 — R3,
((E,y,Z) — (.’E,y,ZL'2 + y2 + Z2 - 1)
Si zp > 0, alors I'application ¢ est un ¢*-difféomorphisme local de R3, sur {(x,y,2) € R? | z > 0}, en (0, %0, 20)

d’aprés le théoréme d’inversion locale. De méme si zg < 0. En considérant un autre ¢'-difféomorphisme ¢, on
procede de méme si yg # 0 et xo # 0.

Preuve des équivalences e De la carte locale d une équation. Soit xg € N. Soient W un voisinage de xg dans
R"™ et p: W — R™ un ¢?-difféomorphisme locale tels que (N N W) = (R* x {0}) N p(W). Pour j € [1,n — k],
on note v;: R™ — R la projection sur la k + i-ieme coordonnées. Alors ’application
W — R"F,

z— (01(p(2)), -, vn—k(p(x))

est de classe €7 et vérifie bien N N W = F~1({0}). Montrons que dF(zg) est surjective. Le théoréme des
fonctions composées donne

R — R"F,
h— (vi(de(xo) - h), ..., vp—k(de(xo) - h)).

Soit & € R™"~*. Comme ¢ est un ¢ *-difféomorphisme au voisinage de zg, la différentielle dp(x¢) est une bijection,
donc il existe h € R™ tel que dy(xg) - h = (0,9), donc dF(xg) - h = v. Cela montre la surjectivité de dF'(zg).

e De l’équation d un graphe. Soit xo € N. Soient W un voisinage de xo dans R™ et F': W — R™* de classe
EP tels que dF(xg) soit surjective et N N W = F~1({0}). L’ensemble E; := Ker[dF(x¢)] est un sous-espace
vectoriel de dimension k. Soit E5 un supplémentaire de F; dans R™. Pour x € R™, on note 1 € E; et x5 € F»
les projections de x sur F; et Fy. L’ensemble

W:: {(:chxz) c Fy XE2|$1 + 22 € W}

est un ouvert de E; X Fy comme une image réciproque de W par Papplication continue (x1,x2) — x1 + 2.
L’application

dF(x9):

7. W — R"F,
(x1,22) — F(x1 + 22)
est de classe €7 et la dérivée partielle d,, F(z0) est une bijection de Ey dans R"~*. Le théoréme des fonctions

implicites assure I’existence d’un voisinage ouvert V3 d~e zo1 dans F7, d'un voisinage ouvert V5 de xgo dans Fs et
d’une application u € €*(V1, Vz) tels que V; x Vo C W et

V(l’l,l'g) € F x EQ, [(xl,xg) eV x Vet F(Z’l,(EQ) = O] < [SCl eViyetxg = U(.’ﬂl)}.

e Du graphe a une carte locale. Soit o € N. Soient W un voisinage de xo dans R” et u € €P(R*¥, R"~F) tels
que NNW = {(z,u(2)) | z € R*} N W. On peut bien se ramener au cas A = I,, quitte & changer de coordonnées.
Pour z € R™, on note z; € R¥ et x5 € R™F les projections de x sur RF et R”~*. Alors I’application

R" — R",
p:
x+— (z1,22 — u(x1))
est de classe €7 et vérifie o(N N W) = (R* x {0}) N p(W). De plus, pour tous h,v € R"”, on a
hi = v,
v = ng(l'o) -h = (hl, ho — du(xm) : hl) —
h2 = Vg + du((E(n) V1.

Donc la différentielle dp(xg) est une bijection de R™. Le théoréme d’inversion locale permet alors de conclure
que lapplication ¢ est un ¢P-difféomorphisme locale de R™ au voisinage de 0.

e Du graphe a une nappe paramétrée. Soit xo € N. Soient W un voisinage de o dans R™ et u € €7 (R*F, R"~F)
tels que NNW = {(z,u(2)) | z € R*} N W. Alors il existe zy € R¥ tel que z = (20, u(2)). L’ensemble

U= {2 €RF| (20 + 2,u(z + 2)) € W}
est un voisinage ouvert de 0 dans R*. Alors 'application

y U—NNOW,
J: Zr— (20 + Z,u(z0 + 2))
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est de classe 6P et vérifie 5(0) = (20,u(20)) = 0. De plus, pour tout h € R¥, on a dj(0) - h = (h,du(z) - h),
donc la différentielle dj(0) est injective. Enfin, Iapplication j est bien injective sur U, elle est surjective de U
dans N N W et sa réciproque

WNN —U

(z,u(z)) — z — 29

est continue. On en déduit que I'application j est une bijection bicontinue de U dans N N W.

e De la nappe paramétrée ¢ un graphe. Soit xg € N. Soient W un voisinage de xy dans R™, U un voisinage
de 0 dans R* et j € €P(U,R™) tels que j(0) = o, la différentielle dj(0) soit injective et j soit une bijection
bicontinue de U sur N N W. L’ensemble E; := Im[dj(0)] est un sous-espace vectoriel de dimension k. Soit F5 un
supplémentaire de F; dans R™. On note p;: R® — Ej et pa: R™ — FEs les projections sur F4 et Fo. L’application

U—>E1
z—p1(i(2))

est de classe €7 et, pour tout h € R*, on a
df(0) - h = p1(dj(0) - h)

ce qui fait de la différentielle df (0) une bijection de R¥ dans E;. Le théoréme des fonctions implicites assure
alors qu'il existe un voisinage ouvert V5 de 0 dans R¥ et un voisinage ouvert Vi de p;(xo) dans E; tels que f soit
un ¢P-difféomorphisme de Vj dans V7. L’ensemble W= j(Vh) est un voisinage ouvert de 2y dans R™ contenu
dans W. Alors pour tout z € R", on a

e NNW <= 3JzeVj, x=j(z)
—  JzeVo, p(@)=pi(i(2)) et p2(x) = p2(3i(2))
= pix) €Vi, z= fH(pi(2)) et pa(a) = p2(j(2))
<~ dmeVi, z=x1+p(jof Hz1)).

On en déduit que I'ensemble N est localement le graphe de I'application z; — j o f~1(x1) de classe €. [

Espace tangent

DEFINITION 6.4. Soient N une sous-variété de classe €' de R™ et xo € N. On appelle espace tangent & N en zg
I'ensemble T, N des vecteurs +/(0) pour des fonctions v € ¢ (I, R™) définies sur un intervalle ouvert contenant
0 et vérifiant (1) C N et v(0) = zo. Une telle fonction  est appelée un chemin de I.

REMARQUE. 1l est clair que, si IV est un ouvert d’une sous-espace vectoriel de R”, alors T, N coincident avec
ce sous-espace vectoriel pour tout zg € N.

Il n’est pas clair qu’avec cette définition, I’espace tangent est bien un sous-espace vectoriel de R™. Mais on
peut le caractériser en terme de carte, graphe, équation et nappe et cette reformulation rend mieux compte de
sa structure d’espace vectoriel.

PROPOSITION 6.5. En reprenant les notations de la définition 6.3, on a

carte locale Ty, N = dip(wo) ™ (R" x {0}"7F) = dp™" [p(0)] (R* x {0}"7F);

graphe T, N = {A(h,du(zo) - h) | h € R¥} ot le vecteur 2y € R™ vérifie zg = A(20,u(20));
équation T,, N = Ker[dF (z)];

nappe paramétrée T, N = Im[dj(0)]

Preuve o Caractérisation par les cartes locales. Procédons par double inclusion. Soit v € T, N. Alors il existe
un intervalle I contenant 0 et v € €(R") telle que 7/(0) = v, v(0) = z¢ et v(I) C N. Alors 3 = p oy est un
chemin de classe € sur R* x {0}"~%. Or le théoréme des fonctions composée donne 3'(0) = dy(z¢) - v ce qui
permet d’écrire que v = dp(x) "t - B/(0) € dp(zo) " L(R* x {0}77F).

Réciproquement, soit v € dp(zg) H(RF x {0}77F). 1l existe w € RF x {0}"7F tel que v = dp(xg) ™t - w.
Comme (W) est un ouvert de R™, il existe € > 0 tel que (xg) + tw € (W) pour tout ¢ € |—¢,e[. Alors

|—e,e[ — R",
v _

t— o~ (p(0) + tw)
est un chemin de classe ¢! a valeurs dans N tel que v(0) = zg, donc T, N 2 7/(0) = . dp = (xg) - w = v.

o Caractérisation par les nappes paramétrées. Soit v € Ty N. Alors il existe un intervalle I contenant 0 et
v € €HR) telle que 7/ (0) = v, v(0) = xg et y(I) C N. Quitte & réduire I, on peut supposer que v(I) C NNW.

Extrema liés & sous-variétés — CHAPITRE 6 25



6.2. SOUS-VARIETES

Alors B:t € I — 71 o7(t) est un chemin de classe € sur U et il vérifie 3(0) = 0, donc '(0) € ToU = RF car
U est un ouvert de R*. Or 8/(0) = dj~*(0) - 7/(0) = dj(0)~! - v, donc v = dj(0) - #'(0) € Im[dj(0)].
Réciproquement, soit v € Im[dj(0)]. Il existe w € U C R* tel que v = dj(0) - w. Comme U est un ouvert, il
existe & > 0 tel que tw € U pour tout t € |—4,d[. Alors 'application 7: ¢t € ]—0, [ — j(tw) € R™ est de classe
€1, & valeurs dans N N W et vérifie v(0) = j(0) = xq. Alors Ty, N 2 +/(0) = dj(0) - w = v.
e Caractériser par les graphes. Quitte a changer de coordonnées, on se ramene au cas A = I,,. Dans la
preuve de 1’équivalence entre les différentes définitions, on a construit a partir de u une nappe paramétrée
UcRF — R”,
Zr— (20 + Z,u(zo + 2)).
On sait alors que T, N = Im[dj(0)]. Or dj(0) - h = (h,du(zp) - h) pour tout h € R™, donc
Ty N = {(h,du(z) - h) | h € RF}.

e Caractérisation par les équations. Dans la preuve de I’équation des définitions, on a construit une application
u dont N est localement le graphe, . e.

j:

V(Il,IQ) e E1 X EQ, [(Il,SCQ) c V1 X Vi et F(Z‘l —+ II?Q) = 0] < [1’1 S Vl et 9 = U(Il)]
On sait alors que Ty N = {h + du(xo1) - h | h € E1}. Par ailleurs, le théoréme des fonctions implicites donne
oF oF
d = ———(z0)7*
u(@or) = =5 ~(z0)™" © 5 —(w0)

— —[dF(w0) o pa] ™" 0 [dF (z0) o pi]

ol py est la projection sur Fy = Ker[dF'(z¢)] parallelement & Es et py est la projection sur Ey parallelement a
E,. Par conséquent, on a dF(xg) - p1 = 0, donc du(xg;) = 0. On en déduit que T, N = E; = Ker[dF(xo)]. O
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