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1.1 Introduction

Le concept d’espace probabilisé est lié aux expériences aléatoires : c’est une expérience dont on ne peut pas

prédire l’issue de façon certaine. Par exemple, de telles expériences peuvent être un lancer de dé, un lancer de

pièce jusqu’à ce qu’on obtienne « face », la durée de vie d’un appareil électronique ou encore la trajectoire d’un

grain de pollen porté par le vent.

On appelle univers des possibles (souvent noté Ω) l’ensemble des issues de l’expérience aléatoire. On appelle

événement un ensemble de résultats possibles de l’expérience aléatoires. Par exemple, pour le premier exemple,

un événement est « le résultat est pair » représenté par l’ensemble {2, 4, 6}.
Le but principal de la théorie des probabilités est d’associer à chaque événement A un nombre P(A) ∈ [0, 1]

qui traduise les chances que cet événement puisse se réaliser. Celui qui a formalisé cette théorie telle que présentée

dans ce cours est Kolmogorov en 1933.

Attention. En général, pour un univers donné Ω, on ne peut pas prendre P(Ω) pour ensemble des événements

car il y a des ensembles A ⊂ Ω dont on ne pourra pas calculer la probabilité.

1.2 Espaces probabilisés

Définition 1.1 (tribu). Soit Ω un ensemble. On appelle tribu sur Ω toute classe de parties F ⊂P(Ω) vérifiant

(i) Ω ∈ F ;

(ii) pour tout A ∈ F , on a Ac ∈ F ;

(iii) pour toute suite (An)n>0 de F , on a
⋃
n>0An ∈ F .

On dit alors que le couple (Ω,F ) est un espace mesurable.

� Remarque. Les trois points (i), (ii) et (iii) impliquent qu’une tribu F est aussi stable par union et intersections

finies ou infinies dénombrables.

. Exemples. – Les classes de parties {∅,Ω} et P(Ω) sont des tribus.

– Pour tout A ⊂ Ω, la classe de parties {∅, A,Ac,Ω} est un tribu.

Propriété 1.2. Si (Fi)i∈I est une famille de tribus sur Ω, alors
⋃
i∈I Fi est aussi une tribu sur Ω

Définition-proposition 1.3. Soit A ⊂P(Ω). On note σ(A) l’intersection de toutes les tribus sur Ω contenant

A, appelé tribu engendrée par A. Cette définition a un sens car P(Ω) est une tribu contenant A.

. Exemples. – On note B(R) la tribu engendrée par les ouverts de R, appelée tribu borélienne de R. On a

B(R) = σ({]−∞, t] | t ∈ R}).

– Pour tout A ⊂ Ω, on a σ({A}) = {∅, A,Ac,Ω}.

Définition 1.4 (mesure de probabilités). Soit (Ω,F ) un espace mesurable. On appelle probabilité sur (Ω,F )

toute application P : F → [0, 1] vérifiant

(i) P(Ω) = 1 et P(∅) = 0 ;

(ii) pour toute suite (An)n>0 de F d’élements deux à deux disjoints, on a

P
(⋃
n>0

An

)
=
∑
n>0

P(An).

On dit alors que le triplet (Ω,F ,P) est un espace probabilisé.

� Remarque. La propriété (ii) est appelé la σ-additivité de P.
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1.3. PROPRIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES DES PROBABILITÉS

. Exemples. – Soit Ω un ensemble fini. On pose F := P(Ω). Alors l’application

P : A ∈ F 7−→ CardA

Card Ω
∈ [0, 1]

est une probabilité sur (Ω,F ).

– Soit Ω un ensemble. On pose F := P(Ω). Soit a ∈ Ω. Alors l’application

P : A ∈ F 7−→ 1A(a)

est une probabilité sur (Ω,F ).

– La mesure de Lebesgue λ est une probabilité sur ([0, 1],B([0, 1])).

� Remarque. On peut enrichir la tribu des boréliens par B([0, 1]) en y ajoutant les ensembles négligeables et

on obtient la tribu de Lebesgue Fc = L ([0, 1]) et on peut y définir une mesure complétée λ sur cette tribu.

On peut montrer que Fc 6= P([0, 1]).

On définit sur R une relation d’équivalence R telle que xR y ⇔ x− y ∈ Q pour tous x, y ∈ R. On prend V
l’ensemble des représentants dans [0, 1], appelé ensemble de Vitali. Alors V n’est pas mesurable pour la mesure

de Lebesgue. En effet, supposons que V ∈ Fc. On pose

A :=
⋃

r∈[−1,1]∩Q

(V + r) ⊂ [−1, 2].

Comme V ∈ Fc, on a A ∈ Fc. Les ensembles V + r avec r ∈ ]−1, 1[ ∩ Q sont deux à deux disjoints, donc la

σ-additivité et l’invariance par translation donnent

λ(A) =
∑

r∈[−1,1]∩Q

λ(V ) 6 3,

donc λ(V ) = 0, donc λ(A) = 0 ce qui est absurde car [0, 1] ⊂ A. Justifions ce dernier point. Soit x ∈ [0, 1].

Montrons que x ∈ A. Il existe y ∈ V tel que x− y ∈ Q. Comme V ⊂ [0, 1], on a x− y ∈ Q ∩ [−1, 1], donc

x ∈
⋃

r∈[−1,1]∩Q

(V + r) ⊂ [−1, 2] = A.

Paradoxe de Banach-Tarski. Soient B1 et B2 deux boules de R3 de rayons différents. Alors on peut

partitionner B1 en un nombre fini de morceaux et les réarranger pour former B2.
Ceci explique pourquoi, en général, on ne peut pas prendre P(Ω) comme tribu.

1.3 Propriétés élémentaires des probabilités

Propriété 1.5. Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé. Alors

1. pour tous A,B ∈ F disjoints, on a P(A ∪B) = P(A) + P(B) ;

2. pour tous A,B ∈ F tels que A ⊂ B, on a P(A) 6 P(B) ;

3. pour tout A ∈ F , on a P(Ac) = 1− P(A) ;

4. P est σ-sous-additive, i. e. pour toute suite (An)n>0 de F , on a

P
(⋃
n>0

An

)
6
∑
n>0

P(An).

5. P est continue sur des suites croissantes, i. e. pour toute suite (An)n>0 croissante de F , on a

P
(⋃
n>0

An

)
= lim
n→+∞

P(An).

6. P est continue sur des suites décroissantes, i. e. pour toute suite (An)n>0 décroissante de F , on a

P
(⋂
n>0

An

)
= lim
n→+∞

P(An).

Preuve Voir le cours d’intégration de Lebesgue. �

Théorème 1.6. Soient (Ω,F ) un espace mesurable et P : F → [0, 1] finiement additive vérifiant P(Ω) = 1.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) P est un probabilité ;

(ii) P est σ-sous-additive ;
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1.4. LIMITES SUPÉRIEURE ET INFÉRIEURES D’ENSEMBLES

(iii) P est continue sur des suites croissantes ;

(iv) P est continue sur des suites décroissantes ;

(v) P est continue sur des suites décroissantes tendant vers ∅, i. e. pour toute suite (An)n>0 décroissante de F
telle que

⋂
n∈NAn = ∅, on a

P
(⋂
n>0

An

)
= lim
n→+∞

P(An).

Preuve Par les propriétés précédentes, les implications (i) ⇒ (k) ∈ {(ii), (iii), (iv), (v)} sont vraies. De plus,

l’équivalence (iii)⇔ (iv) est évidente en passant au complémentaire. L’implication (iv)⇒ (v) est évidente.

• (ii)⇒ (iii). On suppose que P est σ-sous-additive. Soit (An)n∈N une suite décroissante de F . Pour n ∈ N∗,
on pose Bn = An \An−1 et B0 = A0. Alors

⋃
n∈NAn =

⋃
n∈NBn, donc

P
(⋃
n∈N

An

)
= P

(⋃
n∈N

Bn

)
6
∑
n∈N

P(Bn) = lim
p→+∞

p∑
n=0

[P(An)− P(An−1)] = lim
n→+∞

P(An).

De plus, on a An ∈
⋃
n∈NAn pour tout n ∈ N, on a

P(An) 6 P
(⋃
n∈N

An

)
.

En laissant tendre n vers +∞, on obtient que

lim
n→+∞

P(An) 6 P
(⋃
n∈N

An

)
.

• (v)⇒ (i). On suppose que P est continue sur des suites décroissantes tendant vers ∅. Montrons qu’elle est

σ-additive. Soit (An)n∈N une suite de F d’éléments deux à deux disjoints. Pour n ∈ N, on pose Bn =
⋃+∞
k=nAk.

Alors la suite (Bn)n∈N est décroissante d’intersection vide, on a limn→+∞ P(Bn) = 0. Or, pour tout n ∈ N, on a

P
(⋃
k∈N

Ak

)
= P

( n⊔
k=0

Ak

)
+ P(Bn+1)

=

n∑
k=0

P(Ak) + P(Bn+1) −→
+∞∑
k=0

P(Ak).

• Conclusion. On a ainsi montré les implications (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) ⇒ (iv) ⇒ (v) ⇒ (i) ce qui montre

l’équivalence entre toutes ces propositions. �

1.4 Limites supérieure et inférieures d’ensembles

Définition 1.7. Soient (Ω,F ) un espace mesurable et (An)n∈N une suite de F . On pose

lim sup
n

An :=
⋂
n∈N

⋃
k>n

Ak et lim inf
n

An :=
⋃
n∈N

⋂
k>n

Ak.

Proposition 1.8. Soit ω ∈ Ω. Alors

1. ω ∈ lim infnAn si et seulement si ω appartient à tous les Ak à partir d’un certain rang ;

2. ω ∈ lim supnAn si et seulement si ω appartient à une infinité de Ak.

Preuve Il suffit d’écrire ce que signifie ω ∈ lim infnAn à l’aide de quantificateurs. �

Proposition 1.9. Alors

1. lim infnAn ⊂ lim supnAn ;

2. 1lim infn An
= lim infn 1An

et 1lim supn An
= lim supn 1An

;

3. (lim infnAn)c = lim supnA
c
n ;

4. P(lim infnAn) 6 lim infn P(An) 6 lim supn P(An) 6 P(lim supnAn).

� Remarque. En général, les inégalités du point 4 sont strictes. Par exemples, soient A,B ∈ F tels que A∩B = ∅
et 0 < P(A) < P(B). Pour n ∈ N, on pose An := A si n est pair et An := B sinon. Alors le suite d’inégalités

s’écrit

P(A ∩B) = 0 < P(A) < P(B) < P(A ∪B).
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1.5. CLASSE MONOTONES

1.5 Classe monotones

Définition 1.10. Soit Ω un ensemble. On appelle classe monotone sur Ω toute classe de parties M ⊂P(Ω)

vérifiant

(i) Ω ∈M ;

(ii) pour tous A,B ∈M tels que A ⊂ B, on a B \A ∈M ;

(iii) pour toute suite croissante (An)n>0 de M , on a
⋃
n>0An ∈M .

� Remarques. – Une classe monotone n’est, en général, pas une tribu.

– Un intersection de classes monotones est encore une classe monotone. Si A ⊂ P(Ω), on définit alors m(Ω)

l’intersection de toutes les classes monotones contenant A : c’est la plus petite classe monotone contenant A et

on l’appelle la classe monotone engendrée par A.

– Si on ajoute la stabilité par union ou intersection fini, on a une tribu.

Définition 1.11. On appelle π-système toute classe de parties stable par intersection finie.

Théorème 1.12 (Dynkin). Soit A ⊂P(Ω) un π-système. Alors m(A ) = σ(A ).

Preuve On fixe A ∈ A . Montrons que

M1 := {B ∈ m(A ) | A ∩B ∈ m(A )}
est une classe monotone. On a Ω ∩A = A ∈ m(A ), donc Ω ∈M1. Soient C,D ∈M1 tels que C ∈ D. Alors

(D \ C) ∩A = (D ∩A) \ (C ∩A) ∈ m(A ),

donc D \ C ∈M1. Enfin, soit (Cn)n>0 une suite croissante de M1. Alors[⋃
n>0

Cn

]
∩A =

⋃
n>0

[Cn ∩A] ∈ m(A ),

donc
⋃
n>0 Cn ∈M1. Cela montre que M1 est bien une classe monotone. Comme A est stable par intersection

finie, on a M1 ⊃ A , donc M1 ⊃ m(A ). Comme l’inclusion réciproque est vraie, on a M1 = m(A ). On a donc

∀A ∈ A , ∀B ∈ m(A ), A ∩B ∈ m(A ).

Fixons B ∈ m(A ). De même, la classe de parties

M2 := {A ∈ m(A ) | A ∩B ∈ m(A )}
est une classe monotone vérifiant M2 ⊃ A . On en déduit que M2 = m(A ). En conclusion, la classe M2 est

stable par intersection finie, donc c’est une tribu contenant A. D’où σ(A ) ⊂ m(A ). Réciproquement, la tribu

σ(A ) est une classe monotone contenant A , donc m(A ) ⊂ σ(A). D’où m(A ) = σ(A). �

Théorème 1.13. Soit (Ω,F ) un espace mesurable. On suppose qu’il existe un π-système C tel que F = σ(C ).

Soient P1 et P2 deux mesures de probabilités sur (Ω,F ) coïncidant sur C . Alors P1 = P2.

Preuve On note

M := {A ∈ F | P1(A) = P2(B)}.

Il suffit de montrer que M = F . Pour cela, on va d’abord montrer que M est une classe monotone. Comme

P1(Ω) = P2(Ω) = 1, on a Ω ∈M . Soient A,B ∈M tels que A ⊂ B. Alors

P1(B \A) = P1(B)− P1(A) = P2(B)− P2(A) = P2(B \A),

donc B \A ∈M . Enfin, soit (An)n∈N une suite croissante de M . Par continuité des probabilités, on a

P1

(⋃
n∈N

An

)
= lim
n→+∞

P1(An) = lim
n→+∞

P2(An) = P2

(⋃
n∈N

An

)
,

donc
⋃
n∈NAn ∈M . On en déduit que M est une classe monotone et elle contient C , donc m(C ) ⊂M . Comme

C est un π-système, le théorème de Dynkin donne m(C ) = σ(C ) = F , donc F ⊂ M . Comme l’inclusion

réciproque est évidente, on a M = F . D’où P1 = P2. �
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Chapitre 2

Variables aléatoires

2.1 Définition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 2.2 Loi d’une variable aléatoire . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.1 Définition

Définition 2.1. Soient (Ω,F ) et (E,E ) deux espaces mesurables. On appelle variable aléatoire de (Ω,F ) dans

(E,E ) toute fonction X : Ω→ E vérifiant

∀A ∈ E , X−1(A) ∈ F .

� Remarque. On suppose que (E,E ) = (R,B(R)). Si d = 1, on dit que X est une variable aléatoire réelle. Dans

tous les cas, on dit que X est un vecteur aléatoire réel. On écrit X = (X1, . . . , Xd). Alors pour tout i ∈ J1, nK, la
fonction Xi est une variable aléatoire réelle appelée la i-ième marginale de X.

. Exemples. Soit A ∈ F . Alors 1A : (Ω,F ) → (R,B(R)) est un variable aléatoire réelle. Plus généralement,

soient A1, . . . , Ap ∈ F et a1, . . . , ap ∈ R. Alors
∑n
i=1 ai1Ai

est une variable aléatoire réelle.

Rappel. Toute variable aléatoire réelle positive est limite simple et croissante de variables aléatoires étagées.

Proposition 2.2. On suppose qu’il existe C ⊂P(E ) tel que E = σ(C ). Soit X : (Ω,F )→ (E,E ). Alors X
est un variable aléatoire si et seulement si

∀C ∈ C , X−1(C) ∈ F .

Preuve Le sens direct est évident. Réciproquement, on note

G := {A ∈ E | X−1(A) ∈ F}.
Alors G est une tribu contenant C , donc σ(C ) ⊂ G . D’où G = σ(C ) = E . �

2.2 Loi d’une variable aléatoire

Définition 2.3. Soit X : (Ω,F ,P)→ (E,E ) une variable aléatoire. La loi de X est l’application

PX :

∣∣∣∣∣E −→ [0, 1],

A 7−→ P(X ∈ A).

C’est un probabilité sur (E,E ).

Preuve On vérifie aisément qu’il s’agit d’une probabilité, notamment grâce à la σ-additivité de P. �

Définition 2.4. Soient X : (Ω1,F1,P1)→ (E,E ) et Y : (Ω2,F2,P2)→ (E,E ) deux variables aléatoires. On

dit que X et Y sont égales en loi si PX = PY .

� Remarque. En général, en probabilité, on ne s’intéresse qu’aux égalités en loi, l’espace de probabilité de

départ ne joue que peu de rôle.

Propriété 2.5. On suppose qu’il existe un π-système C tel que E = σ(C ). Alors X et Y sont égales en loi si

et seulement si PX et PY coïncident sur C .

Définition 2.6. Soit X : (Ω,F ,P)→ (R,B(R)). La fonction de répartition de X est l’application

FX :

∣∣∣∣∣R −→ [0, 1],

t 7−→ P(X 6 t).

Propriété 2.7. Alors

1. FX est croissante ;

2. FX tend vers 0 en −∞ et 1 en +∞ ;
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2.2. LOI D’UNE VARIABLE ALÉATOIRE

3. FX est CADLAG (continue à droite et limitée à gauche), i. e. pour tout t0 ∈ R, on a

lim
t→t+0

FX(t) = FX(t0) et lim
t→t−0

FX(t) = P(X < t0).

4. X et Y sont égales en loi si et seulement si FX = FY ;

5. FX admet un nombre au plus dénombrable de discontinuités, appelés atomes de la loi de X.

Preuve 1. La croissance de FX vient de la croissance de P.
2. Soit (tn)n∈N une suite croissante de réels telle que tn → +∞. Comme R =

⋃
n∈N]−∞, tn], la continuité de la

probabilité donne

1 = PX(R) = lim
n→+∞

PX(]−∞, tn]) = lim
n→+∞

FX(tn).

De même pour la limite à droite.

3. Soit t0 ∈ R. Comme ]−∞, t0] =
⋂
n∈N∗ ]−∞, t0 + 1/n], on a FX(t0) = limn→+∞ FX(t0 + 1/n). Par caractéri-

sation séquentielle, on considère une suite réelle décroissante (tn)n∈N telle que tn → t0. Alors

lim
n→+∞

FX(tn) = FX(t0).

On considère une suite réelle croissante (tn)n∈N telle que tnn→ t0. Comme ]−∞, t0[ =
⋃
n∈N]−∞, tn], on a

PX(]−∞, t0[) = lim
n→+∞

FX(tn).

4. Comme les boréliens de R sont engendrés par les intervalles ]−∞, t] avec t ∈ R, les lois PX et PY coïncident

sur la classe {]−∞, t] | t ∈ R} si et seulement si elles sont égales sur B(R). Donc les variables X et Y sont égales

en loi si et seulement si FX = FY .

5. C’est un résultat plus général sur les fonctions R→ R admettant des limites finies à gauche et à droite en

tout point. Voir le lemme suivant. �

Lemme 2.8. Si une fonction f : R→ R admet une limite à gauche et à droite en tout point, alors elle admet un

nombre au plus dénombrable de points de discontinuité.

Preuve Pour x ∈ R, on note

`+(x) := lim
y→x+

f(y) et `−(x) := lim
y→x−

f(y).

Soit η > 0. On considère les ensembles

D := {x ∈ R | `+(x) 6= f(x) ou `−(x) 6= f(x)} et D±η := {x ∈ R |
∣∣f(x)− `±(x)

∣∣ > η}.
Montrons que D+

η est dénombrable. Soit x ∈ D+
η . Comme f admet une limite à droite, il existe α > 0 tel que

∀y ∈ ]x, x+ α[, |`+(x)− f(y)| 6 η

3
.

L’inégalité triangulaire donne alors

∀y, y′ ∈ ]x, x+ α[, |f(y)− f(y′)| 6 2η

3
.

En laissant tendre y′ vers y+, on obtient que

∀y ∈ ]x, x+ α[, |f(y)− `+(y)| 6 2η

3
< η.

D’où ]x, x+ α[ ∈ (D+
η )c. De même, il existe β > 0 tel que ]x− β, x[ ∈ (D+

η )c. Donc D+
η ∩ ]x− β, x+ α[ = {x},

i. e. le point x est isolé dans D+
η . On en déduit que

D+ := {x ∈ R | f(x) 6= `+(x)} =
⋃
p∈N∗

D+
1/p

est dénombrable. De même, on vérifie que D− := {x ∈ R | f(x) 6= `−(x)} est dénombrable. On en déduit que

l’ensemble des points de discontinuité D = D+ ∪D− est dénombrable.

• Autre preuve du point 5. Si x ∈ R un point de discontinuité de FX , alors P(X = x) > 0. Pour n ∈ N∗, on
pose

An := {x ∈ R | P(X = x) > 1/n}
de telle sorte que CardAn 6 n. En effet, si tel n’était pas le cas, alors on prend des éléments deux à deux

distincts x1, . . . , xn+1 ∈ An et on a

P(X ∈ {x1, . . . , xn+1}) =

n+1∑
k=1

P(X = xk) >
n+ 1

n
> 1

ce qui est impossible. Donc l’ensemble des points de discontinuité
⋃
n∈N∗ An est dénombrable. �
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Théorème 2.9. Soit F : R→ [0, 1] croissante, continue à droite et admettent comme limites 0 et 1 en −∞ et

+∞. Alors il existe un espace probabilisé (Ω,F ,P) et une variable aléatoire X : Ω→ R tels que F = FX .

Preuve On considère l’espace probabilisé (Ω,F ,P) = (]0, 1[,B(]0, 1[), λ). Pour u ∈ ]0, 1[, on pose

X(u) := inf {t ∈ R | F (t) > u} .
Cette quantité est bien définie puisque, comme limt→+∞ F (t) = 1, l’ensemble {t ∈ R | F (t) > u} est non vide et,

comme limt→−∞ F (t) = 1, cet ensemble est minorée.

Soit s ∈ ]0, 1[. Montrons que {u ∈ ]0, 1[ | X(u) 6 s} = {u ∈ ]0, 1[ | u 6 F (s)} par double inclusion. Soit

u ∈ ]0, 1[ tel que X(u) 6 s. La croissance de F donne F (X(u)) 6 F (s). Or il existe une suite réelles (tn)n∈N
telles que tn → X(u), tn > X(u) et F (tn) > u pour tout n ∈ N. Par la continuité à droite de F , on a

F (tn)→ F (X(u)), donc F (X(u)) > u, donc F (s) > u. Réciproquement, soit u ∈ ]0, 1[ tel que F (s) > u. Alors
s ∈ {t ∈ R | F (t) > u}, donc X(u) 6 s.

On en déduit alors que X est une variable aléatoire puisque X−1(]0, s]) = ]0, F (s)[ et les boréliens de ]0, 1[

sont engendrés par les intervalles ]0, s] avec s ∈ ]0, 1[. De plus, on a λ({X(u) > s}) = λ({u 6 F (s)}) = F (s). �

Loi marginale
Définition 2.10. Soit (X1, . . . , Xn) un vecteur aléatoire de (Ω,F ,P) dans (E1 × · · · × En,E ). Pour i ∈ J1, nK,
on appelle i-ième loi marginale de (X1, . . . , Xn) la probabilité

PXi
:

∣∣∣∣∣P(Ei) −→ [0, 1],

A 7−→ P((X1, . . . , Xn) ∈ E1 × · · · × Ei−1 ×A× Ei+1 × . . . , En).

� Remarque. Deux vecteurs peuvent avoir les mêmes lois marginales sans pour autant avoir la même loi.

Rappel. Soit (E,E ) un espace mesuré. On note P l’ensemble des mesures de probabilité sur (E,E ). Ce dernier

est convexe.

Variables aléatoires discrètes
Définition-proposition 2.11. On dit qu’une variable aléatoire X : (Ω,F ,P)→ (E,E ) est discrète s’il existe

une partie dénombrable D de E telle que P(X ∈ D) = 1. Dans ce cas, la loi de X est donnée par

PX =
∑
x∈D

P(X = x)δx.

� Remarque. La loi d’une variable aléatoire discrète X est entièrement caractérisée par la partie dénombrable

D ⊂ E telle que P(X ∈ D) = 1 et par la famille (P(X = x))x∈D.

Lois discrètes principales. Soit X : (Ω,F ,P)→ (R,B(R)) une variable aléatoire discrète.

– On dit que X suit une loi constante égale à c ∈ R si PX = δc.

– On dit que X suit une loi uniforme sur un ensemble fini {x1, . . . , xn} si

PX =
1

n

n∑
i=1

δxi
.

– On dit que X suit une loi de Bernoulli de paramètre p ∈ [0, 1] et on note X ∼ Ber(p) si

PX = pδ1 + (1− p)δ0.
Pour A ∈ F , on a 1A ∼ Ber(P(A)).

– On dit que X suit une loi binomiale de paramètre (n, p) ∈ N× [0, 1] et on note X ∼ Bin(n, p) si

PX =

n∑
k=0

Ç
n

k

å
pk(1− p)n−kδk.

– On dit que X suit une loi de Poisson de paramètre λ > 0 et on note X ∼P(λ) si

PX =

+∞∑
k=0

e−λ
λk

k!
δk.

Variables aléatoire à densité (ou continue)
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Théorème 2.12 (Radon-Nykodym). Soit (Ω,F ) un espace mesurable. On suppose qu’il existe deux mesures

σ-finis µ1 et µ2 sur (Ω,F ) telle que µ1 soit absolument continue par rapport à µ2, noté µ1 � µ2, i. e.

∀A ∈ F , µ2(A) = 0 =⇒ µ1(A) = 0.

Alors il existe une unique fonction f mesurable et µ2-intégrable telle que

µ1(A) =

ˆ
A

f dµ2, ∀A ∈ F .

On notera cette fonction dµ1/ dµ2 := f , appelée densité relative de µ2 par rapport à µ1.

Définition 2.13. On dit qu’une variable aléatoire X : (Ω,F ,P)→ (Rn,B(Rn)) admet une densité par rapport

à la mesure de Lebesgue s’il existe une fonction f borélienne, positive presque-partout et de masse 1 telle que

P(X ∈ A) =

ˆ
A

f(x1, . . . , xn) dx1 · · · dxn, ∀A ∈ B(Rn).

� Remarque. Une variable aléatoire X est à densité si et seulement si PX � λn.

Lois à densité principales. Soit X : (Ω,F ,P)→ (R,B(R)) une variable aléatoire à densité. On dit que X
suit une loi

– uniforme sur [a, b] avec a < b et on note X ∼ U ([a, b]) si X admet pour densité (b− a)−1
1[a,b].

– gaussienne de paramètre (µ, σ2) avec µ, σ ∈ R et on note X ∼ N (µ, σ2) si X admet pour densité

x ∈ R 7−→ 1√
2πσ2

exp

Å
− (x− µ)2

2σ2

ã
.

– de Cauchy de paramètre a > 0 et on note X ∼ C (a) si X admet pour densité

x ∈ R 7−→ a

π

1

a2 + x2 .

Proposition 2.14. Soit X un variable aléatoire réelle admettant une densité f . Alors

1. FX est continue ;

2. si f est continue en t0 ∈ R, alors FX est dérivable en t0 et F ′X(t0) = f(t0).

Preuve 1. La fonction FX est continue à droite. Il suffit de montrer qu’elle est continue à gauche. Soit x ∈ R.
Comme λ({x}) = 0, on a

P(X = x) =

ˆ
{x}

f(t) dt = 0.

Or FX(t)→ P(X < x) = P(X 6 x) quand t→ x−, donc FX est continue à gauche. en X.

2. On suppose que f est continue en t0 ∈ R. Soit ε > 0. Alors il existe α > 0 tel que

∀h ∈ ]−α, α[, |f(t0 + h)− f(t0)| 6 ε.
Alors pour tout h ∈ ]−α, α[, on a∣∣∣∣FX(t0 + h)− FX(t0)

h
− f(t0)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1h
ˆ t0+h

t0

[f(t)− f(t0)] dt

∣∣∣∣∣ 6 ε
ce qui conclut.

�

Théorème 2.15 (Rademacher). Soit X une variable aléatoire réelles. Si FX est lipschitzienne, alors X admet

une densité f . De plus, on a F ′X = f presque partout.

Proposition 2.16. Soit X une variable aléatoire réelles. Si FX est continue et de classe C 1 par morceaux, alors

X admet une densité f et F ′X = f presque partout.
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3.1 Définition et premières propriétés

Définition 3.1. Soit X : (Ω,F ,P)→ (R,B(R)) une variable aléatoire. On dit que X est intégrable siˆ
Ω
|X(ω)|dP(ω) < +∞.

Dans ce cas, l’espérance de X est la quantité

E(X) :=

ˆ
Ω
X(ω) dP(ω).

� Remarque. Comme P est une mesure positive finie, les variables aléatoires bornées sont intégrables.

Propriété 3.2. Soient X et Y deux variables aléatoires intégrables et a, b ∈ R. Alors

1. aX + bY est intégrable et E(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y ) ;

2. si X 6 Y presque sûrement, alors E(X) 6 E(Y ) ;

3. |E(X)| 6 E(|X|) ; (inégalité triangulaire)

4. si X > 0 presque sûrement et E(X) = 0, alors X = 0 presque sûrement ;

5. pour tout t > 0, on a

P(|X| > t) 6
E(|X|)
t

. (inégalité de Markov)

� Remarque. En général, l’espace (Ω,F ,P) est inconnu et l’intégraleˆ
Ω
|X(ω)|dP(ω)

est difficile à évaluer. Heureusement, si la loi de X est connue, alors on peut la calculer grâce au théorème

suivant, dit de transfert, que l’on rappel.

Théorème 3.3 (de transfert). Soit X : (Ω,F ,P)→ (R,B(R)) une variable aléatoire.

1. Alors ˆ
Ω
|X(ω)|dP(ω) =

ˆ
R
|x|dPX(x).

2. Soit h : R→ R borélienne. Alors h(X) est P-intégrable si et seulement si h est PX -intégrable. Dans ce cas, on a

E(h(X)) =

ˆ
Ω
h(X(ω)) dP(ω) =

ˆ
R
h(x) dPX(x).

Preuve Montrons le second point. On suppose que h > 0. Alors on approche h par une suite croissante de

fonctions étagées (hn)n∈N. On suppose que h = 1A avec A ∈ F . Alors

E(h(X)) = P(X ∈ A) et

ˆ
R
h(x) dPX(x) = PX(A).

Par linéarité, c’est vraie pour des fonctions étagées, i. e.

∀n ∈ N, E(hn(X)) =

ˆ
Ω
hn(X(ω)) dP(ω) =

ˆ
R
hn(x) dPX(x).

Le théorème de Beppo Levi donne alors

E(hn(X)) −→ E(h(X)) et

ˆ
R
hn(x) dPX(x) −→

ˆ
R
h(x) dPX(x)

ce qui conclut si h est borélienne positive.

On ne suppose plus que h est positive. Alors le cas précédent assure

E(|h(X)|) =

ˆ
R
|h(x)|dPX(x)
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ce qui montre l’équivalence. Comme

E(h±(X)) =

ˆ
R
h±(x) dPX(x)

et h = h+ − h−, on en déduit le résultat. �

Proposition 3.4. Soit X une variable aléatoire positive. Alors

E(X) =

ˆ +∞

0
P(X > t) dt.

Preuve Pour tout t > 0, on a P(X > t) = E(1{X>t}). Alors le théorème de Fubini-Tonelli donne

ˆ +∞

0
P(X > t) dt =

ˆ +∞

0

ˆ
Ω
1{X>t}(ω) dP(ω) dt

=

ˆ
Ω

ˆ +∞

0
1{X>t}(ω) dtdP(ω)

=

ˆ
Ω

ˆ X(ω)

0
dtdP(ω)

=

ˆ
Ω
X(ω) dP(ω) = E(X). �

� Remarque. En particulier, une variable aléatoire positive X est intégrable si et seulement si t 7−→ P(X > t)
est intégrable sur R+. Avec l’inégalité de Markov, on obtient que P(X > t) = O(1/t). On perd donc un peu

d’informations.

Corollaire 3.5. Soit X une variable aléatoire positive. Alors X est intégrable si et seulement si∑
n∈N

P(X > n) < +∞.

Preuve On fait une comparaison série-intégrale. On a

E(X) =

ˆ +∞

0
P(X > t) dt =

+∞∑
k=0

ˆ k+1

k

P(X > t) dt.

Or la fonction t 7−→ P(X > t) est décroissante, donc

+∞∑
k=0

P(X > k + 1) 6 E(X) 6
+∞∑
k=0

P(X > t)

ce qui permet de conclure. �

Proposition 3.6 (inégalité de Jensen). Soient X une variable aléatoire positive et ϕ : R+ → R une fonction

convexe. Alors ϕ(E(X)) 6 E(ϕ(X)).

Preuve Comme ϕ est convexe, pour tout x ∈ R, on a

ϕ(x) = sup {ax+ b | ∀t ∈ R, at+ b < ϕ(t)} .

Soient a, b ∈ R tels que at + b 6 ϕ(t) pour tout t ∈ R. Alors aX + b 6 ϕ(X). Par croissance et linéarité de

l’espérance on a aE(X)+ b 6 E(ϕ(x)). En passant à la borne supérieure sur (a, b), on a ϕ(E(X)) 6 E(ϕ(X)). �

Espérances de lois discrètes classiques. Soit X une variable aléatoire discrète. Alors

– si X = c presque sûrement, alors PX = δc et E(X) = c ;

– si X = 1A avec A ∈ F , alors X ∼ Ber(P(A)) et E(X) = P(A) ;

– si PX = n−1∑n
k=0 δxn

, alors

E(X) =

ˆ
R
x d
( 1

n

n∑
k=0

δxn

)
=

1

n

n∑
k=0

xn ;

– si X ∼ Bin(n, p) avec n ∈ N∗ et p ∈ [0, 1], alors PX =
∑n
k=0

(
n
k

)
pk(1− p)n−kδk et

E(X) =

n∑
k=0

k

Ç
n

k

å
pk(1− p)n−k
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=

n∑
k=1

k

Ç
n

k

å
pk(1− p)n−k

= np
n−1∑
k=0

Ç
n− 1

k

å
pk(1− p)n−1−k = np ;

– si X ∼P(λ) avec λ ∈ R, alors PX =
∑+∞
k=0 e

−λ(k!)−1λkδk et

E(X) =

+∞∑
k=0

ke−λ
λk

k!
= λ =

+∞∑
k=1

e−λ
λk−1

(k − 1)!
= λ.

Question. Comment écrire l’intégrale
´
R h(x) dPX(x) selon les hypothèses sur PX ?

• Cas discret. On suppose que

PX =

+∞∑
i=1

piδxi
avec

+∞∑
i=1

pi = 1.

Pour tout i ∈ N∗, on a PX({xi}) = pi, donc P(X = xi) = pi. On en déduit que, si h = 1A avec A ∈ F , on a

E(h(X)) =

+∞∑
i=1

h(xi)P(X = xi).

Par linéarité, cette relation est vraie si h est une fonction étagée puis, par approximation, si h(X) est intégrable.

• Cas continue. On suppose que X admet une densité f . Par linéarité puis par approximation, si h(X) est

intégrable, on a

E(h(X)) =

ˆ
R
h(x)f(x) dx.

Espérances de lois continues classiques. Soit X une variable aléatoire. Alors

– si X ∼ U [a,b], alors P(X ∈ [a, b]) = 1, donc X est une variable aléatoire bornée, donc elle est intégrable et

E(X) =

ˆ
R
x dPX(x) =

ˆ
R
x
1[a,b](x)

b− a
dx =

1

b− a

ˆ b

a

xdx =
a+ b

2
;

– si X ∼ E (λ) avec λ > 0, alors

E(|X|) =

ˆ
R
|x|λe−λx1[0,+∞[(x) dx =

ˆ +∞

0
λxe−λx dx =

1

λ
,

donc X est intégrable et, comme P(X > 0) = 1, on a X = |X|, donc E(X) = 1/λ ;

– si X ∼ N (µ, σ2), alors

E(|X|) =

ˆ
R
|x| 1√

2πσ2
exp

Å
− (x− µ)2

2σ2

ã
dx < +∞,

donc X est intégrable et

E(X) =

ˆ
R

1√
2πσ2

exp

Å
− (x− µ)2

2σ2

ã
dx

=

ˆ
R

(x− µ)
1√

2πσ2
exp

Å
− (x− µ)2

2σ2

ã
dx+ µ

ˆ
R

1√
2πσ2

exp

Å
− (x− µ)2

2σ2

ã
= µ.

3.2 Moments d’une variable aléatoire

Définition 3.7. Soit X : (Ω,F ,P) → (R,B(R)) une variable aléatoire. On dit que X admet un moment

d’ordre p > 1 si E(|X|p) < +∞.

Proposition 3.8 (inégalité de Hölder). Soient p, q > 1 tels que 1/p+ 1/q = 1. Soient X et Y deux variables

aléatoires admettent respectivement des moments d’ordre p et q. Alors XY est intégrable et

E(|XY |) 6 E(|X|p)1/pE(|Y |q)1/q.

De plus, si p 6 q, alors E(|X|p)1/p 6 E(|X|q)1/q. Autrement dit, si X admet un moment d’ordre q, alors elle

admet un moment d’ordre p ∈ [1, q].

Preuve Se référer au cours d’intégration de Lebesgue. �

Espérances – Chapitre 3 11



3.2. MOMENTS D’UNE VARIABLE ALÉATOIRE

Proposition 3.9 (inégalité de Minkowski). Soient p > 1 et X et Y deux variables aléatoires admettant un

moment d’ordre p. Alors X + Y admet un moment d’ordre p et

E(|X + Y |p)1/p 6 E(|X|p)1/p + E(|Y |p)1/p.

Notation. On note ‖X‖p := E(|X|p)1/p. L’application ‖ ‖p n’est pas définie. Pour obtenir une norme, il va

falloir quotienter par la relation d’équivalence « égale presque partout ». On obtient alors l’espace vectoriel

normé Lp(Ω,F ,P) qui est un espace de Banach d’après le théorème de Riesz-Fischer.

Définition 3.10. La variance d’un variable aléatoireX ∈ L2(Ω,F ,P) est la quantité Var(X) := E((X−E(X))2).

Proposition 3.11. Soient X,Y ∈ L2(Ω,F ,P) et λ, c ∈ R. Alors

1. Var(X + c) = Var(X) ;

2. Var(λX) = λ2 Var(X) ;

3. si Var(X) = 0, alors X = E(X) presque sûrement ;

4. Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ) + 2 Cov(X,Y ) avec Cov(X,Y ) := E(XY )− E(X)E(Y ).

Définition 3.12. On dit que deux variables aléatoires X et Y ∈ L2(Ω,F ,P) sont décorrélées si Cov(X,Y ) = 0.

Variances de lois classiques. Soit X une variable aléatoire. Alors

– si X ∼ Ber(p) avec p ∈ ]0, 1[, alors X2 = X et Var(X) = p(1− p) ;
– si X ∼ Bin(n, p) avec n ∈ N et p ∈ ]0, 1[, alors

E(X2) =

n∑
k=0

k2
Ç
n

k

å
pk(1− p)n−k

=

n∑
k=0

k(k − 1)

Ç
n

k

å
pk(1− p)k +

n∑
k=0

k

Ç
n

k

å
pk(1− p)n−k

=

n∑
k=2

n(n− 1)p2
Ç
n− 2

k − 2

å
pk−2(1− p)n−2−(k−2) + np

= p2n(n− 1) + np,

donc

Var(X) = p2n(n− 1) + np− n2p2 = np(1− p) ;

– si X ∼P(λ) avec λ > 0, alors

E(X2) =

+∞∑
k=0

e−λk2λ
k

k!
=

+∞∑
k=0

e−λk(k − 1)
λk

k!
+ λ = λ2 + λ,

donc Var(X) = λ ;

– si X ∼ G (p) avec p ∈ ]0, 1[, alors une manipulation avec des séries entières donne Var(X) = (1− p)/p2 ;

– si X ∼ U [a,b], alors Var(X) = (b− a)2/12 ;

– si X ∼ E (λ) avec λ > 0, alors le théorème de convergence dominée donne

E(X2) =

ˆ
R
λx2e−λx dx = λ

ˆ +∞

0

d2

dλ2 [e−λx] dx = λ
d2

dλ2

ñˆ +∞

0
e−λx

ô
= λ

d2

dλ2 [1/λ] =
2

λ2 ,

donc Var(X) = 1/λ2 ;

– si X ∼ N (µ, σ2), alors le changement de variables y = (x− µ)/σ donne

E(X2) =

ˆ
R
x2 1√

2πσ2
exp

Å
− (x− µ)2

2σ2

ã
dx

=

ˆ
R

(µ+ σy)2e−y
2/2 dy√

2π

= µ2
ˆ
R
e−y

2/2 dy√
2π

+ 2µσ

ˆ
ye−y

2/2 dy√
2π︸ ︷︷ ︸

=0 par imparité

+ σ2
ˆ
R
y2e−y

2/2 dy√
2π

= µ2 + σ2,

donc Var(X) = σ2.
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Théorème 3.13 (de caractérisation par les espérances). Soient X := (X1, . . . , Xd) et Y := (Y1, . . . , Yd) deux

vecteurs aléatoires à valeurs dans Rd. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) X et Y ont le même loi ;

(ii) pour toute ϕ ∈ C 0
c (Rd,R), on a E(ϕ(X1, . . . , Xd)) = E(ϕ(Y1, . . . , Yd)).

Preuve Le sens direct est évident.

• En dimension 1. On sait que PX = PY si et seulement si

∀a, b ∈ R, a < b =⇒ P(X ∈ [a, b]) = P(Y ∈ [a, b]).

Cela vient du fait que les boréliens de R sont engendrés par les intervalles fermés. Soient a, b ∈ R tels que a < b.
Soit ε > 0. On considère ϕε ∈ C 0

c (R) telle que

– ϕ = 1 sur [a, b] ;

– ϕ = 0 sur ]−∞, a− ε] ∪ [b+ ε,+∞[ ;

– affine sur [a− ε, a] et sur [b, b+ ε].

On suppose alors (ii). Par hypothèse, on a E(ϕε(X)) = E(ϕε(Y )). Or

E(ϕε(X)) = E(1[a,b](X)) + E(1[a−ε,a[(X)ϕε(X)) + E(1]b,b+ε](X)ϕε(X)).

Sur [a− ε, a[ et ]b, b− ε], on a ϕε 6 1, donc

E(1[a−ε,a[(X)ϕε(X)) 6 P(X ∈ [a− ε, a[) et E(1]b,b+ε](X)ϕε(X)) 6 P(X ∈ ]b, b+ ε]).

En posant ε = 1/n avec n ∈ N∗, comme la suite ([a− 1/n, a[)n∈N∗ est décroissante dont l’intersection est vide,

la continuité donne

P(X ∈ [a− 1/n, a[) −→ 0.

De même, on a P(X ∈ ]b, b+ ε]) −→ 0. On en déduit que E(ϕ1/n(X)) −→ P(X ∈ [a, b]). On procède de même

pour la variable Y et, par passage à la limite, on trouve que P(X ∈ [a, b]) = P(Y ∈ [a, b]).
• Cas général. En dimension quelconque, la même preuve avec des pavés marche. Une autre preuve est la

suivante. Soit K un compact de Rd. Pour n ∈ N∗, on pose On := {x ∈ Rd | d(x,K) < 1/n} et

hn :

∣∣∣∣∣∣∣
Rd −→ R,

x 7−→ d(x,Oc
n)

d(x,K) + d(x,Oc
n)
.

Remarquons que le dénominateur ne s’annule jamais. On montre que la suite (hn)n∈N est une suite de fonctions

continues à support compact qui converge simplement vers l’indicatrice 1K . Comme 0 6 hn 6 1 pour n ∈ N∗, si
on suppose (i), le théorème de convergence dominée donne

P(X ∈ K) = E(1K(X)) = lim
n→+∞

E(hn(X)) = lim
n→+∞

E(hn(Y )) = E(1K(Y )) = P(Y ∈ K).

ceci est vrai pour tout compact et donc pour tout pavé de Rd. Ces derniers engendrant les boréliens de Rd, on
obtient que PX = PY . �

� Remarques. Comme les fonctions C∞ à support compact sont denses dans les fonctions C 0 à support compacts

pour ‖ ‖∞, la condition (ii) peut être remplacée par

(ii′) pour toute ϕ ∈ C∞c (Rd,R), on a E(ϕ(X1, . . . , Xd)) = E(ϕ(Y1, . . . , Yd)).
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4.1 Définition et théorème de caractérisation

Définition 4.1. Soit X := (X1, . . . , Xd) une vecteur aléatoire à valeurs dans (Rd,B(Rd). La fonction caracté-

ristique de X est la fonction

ϕX :

∣∣∣∣∣ Rd −→ R,
(t1, . . . , td) 7−→ E(exp[i(t1X1 + · · ·+ tnXn)]).

Théorème 4.2 (de caractérisation). Soient X := (X1, . . . , Xd) et Y := (Y1, . . . , Yd) deux vecteurs aléatoires à

valeurs dans (Rd,B(Rd) tels que ϕX = ϕY . Alors X et Y ont la même loi.

Lemme 4.3. Soit X ∼ N (0, 1). Alors ϕX(t) = e−t
2/2 pour tout t ∈ R.

Preuve Pour tout t ∈ R, on a

ϕX(t) =

ˆ
R
eitxe−x

2/2 dx√
2π
.

Après application du théorème de convergence dominée avec la domination

∀t, x ∈ R,
∣∣∣∣ d

dt
[eitxe−x

2/2]

∣∣∣∣ = |ixeitxe−x
2/2| 6 |x| e−x

2/2 ∈ L1(R,dx),

la fonction ϕX est dérivable et, pour tout t ∈ R, on a

ϕ′X(t) =

ˆ
R
ixeitxe−x

2/2 dx√
2π

= i

ˆ
R
xe−x

2/2 × eitx dx√
2π

= i

Åï
−e−x

2/2 e
itx

√
2π

ò
R

+

ˆ
R
e−x

2/2iteitx
dx√
2π

ã
= tϕX(t).

En résolvant cette équation différentielle, il existe λ ∈ R tel que ϕX(t) = λe−t
2/2 pour tout t ∈ R. Pour t = 0,

on a ϕX(0) = E(1) = 1, donc λ = 1. D’où ϕX(t) = e−t
2/2 pour tout t ∈ R. �

Preuve du théorème Soient h ∈ C∞c (R) et ε > 0. On pose

hε :

∣∣∣∣∣∣∣
R −→ R,

x 7−→
ˆ
R
h(x− y)e−y

2/2ε2 dy√
2πε2

.

Pour tout x ∈ R, on a

|h(x)− hε(x)| =
∣∣∣∣∣
ˆ
R

[h(x− y)− h(x)]
e−y

2/2ε2

√
2πε2

dy

∣∣∣∣∣
6
ˆ
R
|h(x− y)− h(x)| e

−y2/2ε2

√
2πε2

dy

6 ‖h′‖∞
ˆ
R
|y| e

−y2/2ε2

√
2πε2

dy (inégalité des accroissememnts finis)

= ‖h′‖∞ ε

ˆ
R
|u| e−u

2/2 du√
2π

= O(ε). (changement de variables u = y/ε)

Donc ‖h− hε‖∞ → 0 quand ε→ 0. De plus, on a

E(hε(X)) =

ˆ
R
hε(x) dPX(x)
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=

ˆ
R

Åˆ
R
h(x− y)e−y

2/2ε2 dy√
2πε2

ã
dPX(x)

=

ˆ
R

Åˆ
R
h(u)e−(x−u)2/2ε2 du√

2πε2

ã
dPX(x). (changement de variables u = x− y)

L’idée est de remplacer le terme e−(x−u)2/2ε2
par l’intégraleˆ

R
ei(x−u)z/εe−z

2/2 dz√
2π
.

On obtient alors

E(hε(X)) =

ˆ
R

Åˆ
R
h(u)

Åˆ
R
ei(x−u)z/εe−z

2/2 dz

2πε

ã
du

ã
dPX(x)

=

ˆ
R3
F (x, u, z) dPX(x) dz du avec F (x, u, z) := h(x)ei(x−u)z/ε e

−z2/2

2πε
.

Or pour tout (x, u, z) ∈ R3, on a

|F (x, u, z)| 6 |h(u)| e
−z2/2

2πε
∈ L1(R3,dPX(x)⊗ du⊗ dz).

puisque h est à support compact. Le théorème de Fubini donne alors

E(hε(X)) =

ˆ
R

ˆ
R
h(u)

e−iu/ε√
2πε2

e−z
2/2

√
2π

Åˆ
R
exz/ε dPX(x)

ã
dudz

=

ˆ
R

ˆ
R

h(u)e−iu/εe−z
2/2

√
2πε2

√
2π

ϕX(z/ε) dudz.

Si ϕX = ϕY , alors E(hε(X)) = E(hε(Y )). En laissant tendre ε vers 0+, on montre que E(h(X)) = E(h(Y )). Le

théorème de caractérisation par les espérances assure alors que PX = PY . �

Propriété 4.4. Soit X := (X1, . . . , Xd) un vecteur aléatoire. Alors

1. ϕX(0) = 1 ;

2. pour tout t ∈ Rd, on a ϕX(−t) = ϕX(t) ;

3. pour tout t ∈ Rd, on a |ϕ(t)| 6 1 ;

4. ϕX est uniformément continue sur Rd.

Proposition 4.5. 1. Soit X ∈ Lp(Ω,F ,P). Alors ϕX est de classe C p et vérifie

ϕ
(k)
X (0) = ikE(Xk), k ∈ J0, pK.

2. Soit X une variable aléatoire telle que ϕX soit de classe C p. Alors X ∈ Lq(Ω,F ,P) avec q := 2 bp/2c.

Preuve 1. Par récurrence, montrons que, pour k ∈ J0, pK, la fonction ϕX est de classe C k et

ϕ
(k)
X (t) = ikE(XkeitX), t ∈ R.

Si k = 0, c’est évident. Soit k 6 p− 1. On suppose que la propriété est vraie au rang k. Pour tous ω, t ∈ R, on a∣∣∣∣ d

dt
[Xk(ω)eitX(ω)]

∣∣∣∣ = |iXk+1(Ω)eitX(ω)| 6 |Xk+1(ω)| ∈ L1(R,dP(ω))

car k 6 p− 1. Le théorème de convergence dominée assure alors que la fonction ϕ
(k)
X est dérivable et

ϕ
(k+1)
X (t) = ik+1E(Xk+1eitX), t ∈ R.

De plus, la fonction (ω, t) 7−→ Xk+1(ω)eitX(ω) est continue par rapport à t et est dominée par |Xk+1|. Par le
même théorème, la fonction ϕ

(k+1)
X est donc continue ce qui terme la récurrence. Ceci montre que ϕX est de

classe C p.

2. On procède par récurrence sur p. Traitons alors uniquement le cas p = 2. On suppose que la fonction ϕX est

de classe C 2. Par un développement de Taylor, on sait que

∀t ∈ R,
ϕX(t+ h) + ϕX(t− h)− 2ϕX(t)

h2 −−−→
h→0

ϕ′′X(t).

En particulier, pour t = 0, on a

Re

Å
2ϕX(0)− ϕX(h)− ϕX(−h)

h2

ã
−−−→
h→0

−Reϕ′′X(0).
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Or pour tout h ∈ R∗, on a

2ϕX(0)− ϕX(h)− ϕX(−h)

h2 =
2− E(iihX + e−ihX)

h2 = 2E
Å

1− coshX

h2︸ ︷︷ ︸
>0

ã
.

Le lemme de Fatou donne

+∞ > lim inf
h→0

E
Å

1− coshX

h2

ã
> E
Å

lim inf
h→0

1− coshX

h2

ã
= E(X2/2).

On en déduit que E(X2) < +∞ ce qu’on souhaitait démontrer.

�

Fonctions caractéristiques des lois classiques. Soient X une variable aléatoire et t ∈ R. Alors

– si X ∼ Ber(p) avec p ∈ ]0, 1[, alors

ϕX(t) = eitp+ (1− p) ;

– si X ∼ Bin(n, p) avec n ∈ N∗ et p ∈ ]0, 1[, alors

ϕX(t) =

n∑
k=0

eitk
Ç
n

k

å
pk(1− p)n−k = (eitp+ 1− p)n ;

– si X ∼P(λ) avec λ > 0, alors

ϕX(t) =

+∞∑
k=0

eitk
λk

k!
e−λ = exp[λ(eit − 1)] ;

– si X ∼ G (λ) avec p ∈ ]0, 1[, alors

ϕX(t) =

+∞∑
k=1

eitk(1− p)k−1p =
peit

1− eit(1− p)
=

p

e−it − 1 + p
;

– si X ∼ U [a,b] avec a < b, alors

t 6= 0 =⇒ ϕX(t) =
1

b− a

ˆ b

a

eitx dx =
eitb − eita

it(b− a)
= eit(a+b)/2 sinc

Å
b− a

2
t

ã
;

– si X ∼ E (λ) avec λ > 0, alors

ϕX(t) =

ˆ +∞

0
eitxλe−λx dx = λ

ˆ +∞

0
e(it−λ)x dx = λ

ñ
e(it−λ)x

it− λ

ô+∞

0
=

1

1− itλ−1 .

– Par le lemme, on sait que, si X ∼ N (0, 1), alors ϕX(t) = e−t
2/2. On suppose que X ∼ N (µ, σ2) avec µ, σ ∈ R.

En effectuant le changement de variables y = (x− µ)/σ, on a

ϕX(t) =

ˆ
R
eitx exp

Å
− (x− µ)2

σ2

ã
dx√
2πσ2

=

ˆ
R
eit(σ

2y+µ)e−y
2/2 dx√

2πσ2

= eitµ
ˆ
R
eitσye−y

2/2 dx√
2πσ2

= eitµe−t
2σ2/2.

4.2 Formule d’inversion de Fourier

4.2.1 Énoncé
Définition 4.6. Soit f ∈ L1(R,dx). La transformée de Fourier de f est la fonction

F [f ] :

∣∣∣∣∣∣∣
R −→ R,

t 7−→
ˆ
R
e−itxf(x) dx.
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Théorème 4.7 (d’inversion de Fourier). Soit f ∈ L1(R) telle que F [f ] ∈ L1(R). Alors

f(x) =

ˆ
R
eitxF [f ](t)

dt

2π
= (2π)−1F [F [f ]](−x), x ∈ R.

Preuve Soient f, g ∈ L1(R). Alors f ∗ g ∈ L1(R) et F [f ∗ g] = F [f ] ×F [g]. Ce dernier résultat découle du

théorème de Fubini. Soit ε > 0. On pose

γε :

∣∣∣∣∣R −→ R,

x 7−→ (2πε2)−1/2e−x
2/2ε.

Soit x ∈ R. Alors

F [f ∗ γε](x) = F [f ](t)F [γε](t)

= F [f ](t)

ˆ
R
e−ixtγε(x) dx

= F [f ](t)e−t
2ε2/2,

donc

1

2π
F [F [f ∗ γε]](−x) =

1

2π

ˆ
R
eixtF [f ∗ γε](t) dt

=
1

2π

ˆ
R
eixtF [f ](t)e−t

2ε2/2 dt

=
1

2π

ˆ
R

Åˆ
R
f(y)e−iyt dy

ã
e−t

2ε2/2eixt dt.

Or l’application (t, y) 7−→ f(y)e−iyte−t
2ε2/2eixt est intégrale, donc e théorème de Fubini donne alors

1

2π
F [F [f ∗ γε]](−x) =

1

2π

ˆ
R
f(y)

Åˆ
R
e−t

2ε2/2ei(x−y)t dt

ã
dy

=
1

2π

…
2π

ε2

ˆ
R
f(y)

Çˆ
R

e−t
2ε2/2√

2π/ε2
ei(x−y)t dt

å
dy

=
1

2π

…
2π

ε2

ˆ
R
f(y)e−(x−y)2/2ε2

dy

=
1√

2πε2

ˆ
R
f(y)e−(x−y)2/2ε2

dy = f ∗ γε(x).

D’une part, on a ‖f ∗ γε − f‖1 → 0 quand ε→ 0. Quitte à extraire une sous-suite de (γε)ε>0, on peut supposer

que f ∗ γε(x)→ f(x) pour presque tout x ∈ R. D’autre part, le théorème de convergence dominée assure

1

2π
F [F [f ∗ γε]](x) −→ F [F [f ]](x)

pour presque tout x ∈ R. Par unicité de la limite, on a F [F [f ]](x) = f(x) pour presque tout x ∈ R �

4.2.2 Calcul de la fonction caractéristique d’une loi de Cauchy

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Cauchy de paramètre 1. Soit ξ ∈ R. On veut calculer sa

fonction caractéristique

E(eiξX) =

ˆ
R

eiξx

π(x2 + 1)
dx.

On considère la fonction g : x ∈ R 7−→ e−|x|. Alors g ∈ L1(R,dx). Calculons la transformée de Fourier de g.
Pour tout t ∈ R, on a

F [g](t) =

ˆ
R
e−ixtg(x) dx

=

ˆ
R+

e−ixte−x dx+

ˆ
R−

e−ixtex dx

=

ñ
−e
−(1+it)x

1 + it

ô+∞

0
+

ñ
e(1−it)x

1− it

ô0

−∞

=
1

1 + it
+

1

1− it
=

2

1 + t2
.
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Alors F [g] ∈ L1(R). La formule d’inversion donne alors, pour tout x ∈ R,

g(x) =
1

2π

ˆ
R
eitxF [g](t) dt

=
1

2π

ˆ
R
eitx

2

1 + t2
dt

=
1

π

ˆ
R

eitx

1 + t2
dt.

On en déduit alors que

E(eiξX) = e−|ξ|.

Maintenant, on suppose que le paramètre vaut a ∈ R. En effectuant le changement de variables x = ay, on
obtient que

E(eiξX) =

ˆ
R

eiξxa

π(x2 + a2)
dx

=

ˆ
R
eiaξy

a2

a2π(y2 + 1)
dy = e−a|ξ|.

� Remarque. La fonction caractéristique de X n’est pas de classe C 1. Ce n’est pas surprenant puisque X
n’appartient pas à L1(R).
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5.1 Indépendance d’événements et famille d’événements

Définition 5.1. Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé. Deux événements A et B de F sont indépendants si

P(A ∩B) = P(A)P(B).

On note alors A ⊥⊥ B. Plus généralement, une famille (Ai)i∈I d’événements de F est mutuellement indépendante

si, pour tout partie finie J ⊂ I, on a

P
(⋂
j∈J

Aj

)
=
∏
j∈J

P(Aj).

� Remarque. La notion d’indépendance mutuelle est plus forte que l’indépendance deux à deux. En effet, on

considère l’espace probabilisé (Ω,P(Ω),P) avec

Ω := {PP,PF,FP,FF} et P :=
δPP + δPF + δFP + δFF

4
.

On pose A := {PF,PP}, B := {FP,PP} et C := {FF,PP}. Alors (A,B,C) est une famille d’événements deux à

deux indépendants, mais elle n’est pas mutuellement indépendantes.

Définition 5.2. Une famille (Ai)i∈I de parties de F est mutuellement indépendantes si, pour toute partie

finie J ⊂ I et tout Aj ∈ Aj pour chaque j ∈ J , on a

P
(⋂
j∈J

Aj

)
=
∏
j∈J

P(Aj).

Si les classes de parties Ai sont des tribus, on parle de tribus mutuellement indépendantes.

Proposition 5.3. Soit (Ci)i∈I une famille mutuellement indépendante de π-systèmes de F . Alors (σ(Ci))i∈I
est une famille mutuellement indépendante de sous-tribus de F .

Preuve • Cas particulier. Traitons le cas où I = {1, 2}. Soient C1 et C2 deux π-systèmes indépendants. On

fixe B ∈ C2. Alors la classe de parties

M := {A ∈ σ(C1) | P(A ∩B) = P(A)P(B)}

est une classe monotone contenant C1, donc M ⊃ m(C1) = σ(C1). Or M ⊂ σ(C1), donc M = σ(C1). On fixe

maintenant A ∈ σ(C1). De même, la classe de parties

M ′ := {B ∈ σ(C2) | P(A ∩B) = P(A)P(B)}

est une classe monotone égale à σ(C2). Ceci montre que

∀A ∈ σ(C1), ∀B ∈ σ(C2), P(A ∩B) = P(A)P(B).

et termine la preuve.

• Cas général. On veut montrer que (σ(Ci))i∈I est mutuellement indépendante. Soit J := {j1, . . . , jp} une
partie finie de I. Montrons que (σ(Cjk

))16k6p est mutuellement indépendante. On procède comme précédemment

en fixant A2 ∈ Cj2 , . . ., Ap ∈ Cjp
. �

Théorème 5.4 (principe de coalition). Soit (Fi)i∈I une famille de sous-tribus de F qui sont mutuellement

indépendantes. On suppose que l’on peut écrire I =
⊔
a∈A Ia. Pour a ∈ A, on note

Ga := σ
(⋃
i∈Ia

Fi

)
.

Alors (Ga)a∈A est une famille mutuellement indépendante de tribus.
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Preuve Pour a ∈ A, on note Aa :=
⋃
i∈Ia

Fi. Alors (Aa)a∈A est mutuellement indépendante. On voudrait en

déduire que (Ga)a∈A est mutuellement indépendantes. Soit a ∈ A. On pose

Ca :=
{
B ∈ F

∣∣∣∣ ∃J ⊂ Ia fini, ∃(Aj)j∈J ⊂
∏
j∈J

Fj , B =
⋂
j∈J

Aj

}
.

Les classes Ca sont des π-systèmes mutuellement indépendants. De plus, on a⋃
i∈Ia

Fi ⊂ Ca ⊂ Ga, donc Ga = σ
(⋃
i∈Ia

Fi

)
⊂ σ(Ca) ⊂ σ(Ga) = Ga.

On en déduit que Ga = σ(Ca). D’après la proposition précédente, comme les classes Ca sont des π-systèmes

indépendants, la famille (Ga)a∈A est une famille de tribus indépendante. �

5.2 Indépendance de variables aléatoires

Définition 5.5. La tribu engendrée par une variable aléatoire X : (Ω,F ,P)→ (E,E ) est

σ(X) := {X−1(A) | A ∈ E }.

Définition 5.6. Une famille de variables aléatoires (Xi)i∈I est mutuellement indépendantes si (σ(Xi))i∈I est

une famille mutuellement indépendantes de tribus.

Théorème 5.7 (critère d’indépendance). Soit (X1, . . . , Xn) un vecteur aléatoire à valeurs dans (Rn,B(Rn)).

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) X1, . . . Xn sont mutuellement indépendantes ;

(ii) P(X1,...,Xn) = PX1 ⊗ · · · ⊗ PXn
;

(iii) pour tous fonctions boréliennes positives h1, . . ., hn, on a

E
( n∏
k=1

hk(Xk)
)

=

n∏
k=1

E(hk(Xk)) ; (∗)

(iv) pour tous fonctions boréliennes bornées h1, . . ., hn, on a (∗) ;
(v) pour tout (t1, . . . , tn) ∈ Rn, on a

E
(

exp
[
i
n∑
k=1

tkXk

])
=

n∏
k=1

E(eitkXk ) ;

(vi) si les variables Xi sont à valeurs dans un ensemble dénombrable E = {xp | p ∈ N∗}, alors
P(X1 = xi1 , . . . , Xn = xin) = P(X1 = xi1) · · ·P(Xn = xin)

pour tous i1, . . . , in ∈ N∗ ;
(vii) si le vecteur (X1, . . . , Xn) admet une densité f , alors

f(x1, . . . , xn) = fX1(x1) · · · fXn
(xn)

pour tout (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Preuve • (i)⇔ (ii). Il y a équivalence entre

– X1, . . . Xn sont mutuellement indépendantes ;

– pour tous A1, . . . , An ∈ B(R), on a

P(x1,...,xn)(A1 × · · · ×An) = P(X1 ∈ A1, . . . , Xn ∈ An)

= P(X1 ∈ A1) · · ·P(Xn ∈ An)

= PX1 ⊗ · · · ⊗ PXn(A1 × · · · ×An) ;

– P(X1,...,Xn) et PX1 ⊗ · · · ⊗ PXn
coïncident sur les produits cartésiens de boréliens ;

– P(X1,...,Xn) = PX1 ⊗ · · · ⊗ PXn .

• (ii)⇒ (iii). On suppose (ii). Soient h1, . . ., hn des fonctions boréliennes positives. Le théorème de transfert

et de Fubini-Tonelli donnent

E(h1(X1) · · ·hn(Xn)) =

ˆ
Rn

h1(x1) · · ·hn(xn) dP(X1,...,Xn)(x1, . . . , xn)

=

ˆ
R
· · ·
ˆ
R
h1(x1) · · ·hn(xn) dPX1(x1) · · · dPXn

(xn)

20 Indépendances – Chapitre 5



5.2. INDÉPENDANCE DE VARIABLES ALÉATOIRES

=

ˆ
R
h1(x1) dPX1(x1)× · · · ×

ˆ
R
hn(xn) dPXn(xn)

= E(h1(X1)) · · ·E(hn(Xn)).

• (iii)⇒ (iv). On suppose (iii). Soient h1, . . ., hn des fonctions boréliennes bornées. Pour chaque i ∈ J1, nK,
on écrit hi = h+

i − h
−
i . On obtient alors (iv) puisque on peut développer

E
( n∏
k=1

hk(Xk)
)

= E
( n∏
k=1

[h+
k − h

−
k ]
)
.

• (iv)⇒ (v). Comme les fonctions hk : x 7−→ etkx sont boréliennes et bornées, cette implication est triviale.

• (v)⇒ (ii). On suppose (v). Pour tout (t1, . . . , tn) ∈ Rn, on a

E
(

exp
[
i
n∑
k=1

tkXk

])
=

ˆ
Rn

exp
[
i
n∑
k=1

tkxk

]
dP(X1,...,Xn)(x1, . . . , xn)

et

E
(

exp
[
i
n∑
k=1

tkXk

])
=

n∏
k=1

ˆ
R
eitkxk dPXk

(xk)

=

ˆ
Rn

exp
[
i
n∑
k=1

tkxk

]
dPX1 ⊗ · · · ⊗ PXn

(x1, . . . , xn).

Alors P(X1,...,Xn)(x1, . . . , xn) et PX1 ⊗ · · · ⊗ PXn
donnent les mêmes fonctions caractéristiques, donc elles sont

égales et on a montré (ii).

• (i)⇔ (vi). On suppose que X1, . . . Xn sont mutuellement indépendantes. Soient i1, . . . , in ∈ N∗. Comme

les fonctions 1{Xj=xij
} sont bornées, le point (iv) donne

P(X1 = xi1 , . . . , Xn = xin) = E(1{X1=xi1} · · ·1{Xn=xin})

= E(1{X1=xi1}) · · ·E(1{Xn=xin})

= P(X1 = xi1) · · ·P(Xn = xin)

Réciproquement, on suppose (vi). Soit (t1, . . . , td) ∈ Rd. Alors le théorème de transfert assure

E(ei(t1Xi1 +···+tnXin )) =

+∞∑
i1=1
· · ·

+∞∑
in=1

ei(t1Xi1 +···+tnXin )P(X1 = xi1 , . . . , Xn = xin)

=

+∞∑
i1=1
· · ·

+∞∑
in=1

ei(t1Xi1 +···+tnXin )P(X1 = xi1) · · ·P(Xn = xin)

=

+∞∑
i1=1
· · ·

+∞∑
in=1

n∏
k=1

eitkXikP(Xk = xik )

=

n∏
k=1

E(eitkXk ).

On en déduit que X1, . . ., xn sont mutuellement indépendantes.

• (i)⇔ (vii). On a

P(X1,...,Xn) = f(x1, . . . , xn) dx1 · · · dxn et PX1 ⊗ · · · ⊗ PXn = fX1(x1) · · · fXn(xn) dx1 · · · dxn.

Avec le point (ii), on en déduit que X1, . . ., Xn sont mutuellement indépendantes si et seulement si

f(x1, . . . , xn) dx1 · · · dxn = fX1(x1) · · · fXn
(xn) dx1 · · · dxn,

i. e. si et seulement si (vii). �

� Remarques. – Si les variables X1, . . ., Xn sont indépendantes, alors la fonction de densité du vecteur

(X1, . . . , Xn) est à « variables séparées ». Par exemple, la fonction (2π)−1e−(x2+y2)/2 = (2π)−1e−x
2/2e−y

2/2 est

à variables séparées, mais la fonction ce−(ax2+bxy+y2) ne l’est pas si b 6= 0.

– Lorsqu’on veut montrer que X et Y sont indépendantes, il suffit de vérifier que E(ei(tX+sY )) = E(eitX)E(eisY )

pour tous t, s ∈ R. Par contre, si on a uniquement cette égalité pour t = s, les variables X et Y ne sont pas

forcément indépendantes : il suffit de prendre X = Y ∼ C (1) et la variable X n’est pas indépendante avec

elle-même car sinon elle serait constante. Montrons ce dernier point. On suppose que X ⊥⊥ X. Pour tout t ∈ R,
on a

FX(t) = P(X 6 t) = P({X 6 t} ∩ {X 6 t}) = P(X 6 t)P(X 6 t) = FX(t)2,
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donc FX(t) ∈ {0, 1}. On pose

t0 := inf{t ∈ R | FX(t) = 1}.
Par continuité à droite de FX , on a FX(t0) = 1. De plus, pour tout ε > 0, on a P(X 6 t0 − ε) = 0. Donc

P(X < t0) = P
( ⋃
ε∈Q∗

+

{X 6 t0 − ε}
)

= 0.

D’où P(X = t0) = 1, donc X = t0 presque sûrement.

5.3 Sommes de variables indépendantes

Définition 5.8 (convolution de lois). Soient (X1, . . . , Xd) et (Y1, . . . , Yd) deux vecteurs aléatoires indépendants

à valeurs dans Rd. On définit la loi de la somme de ceux deux vecteurs comme

P(X1+Y1,...,Xd+Yd) := P(X1,...,Xd) ∗ P(Y1,...,Yd).

� Remarque. Si les deux vecteurs admettent respectivement des densités f et g, alors le vecteur somme a admet

pour densité f ∗ g.

Preuve Soit A ∈ B(Rd). Alors successivement, le théorème de transfert, le théorème de Fubini et le changement

de variables (u1, . . . , ud) = (x1 + y1, . . . , xd + yd) assurent

P((X1 + Y1, . . . , Xd + Yd) ∈ A)

= E(1A(X1 + Y1, . . . , Xd + Yd))

=

ˆ
R2d

1A(x1 + y1, . . . , xd + yd) dP(X1,...,Xd,Y1,...,Yd)(x1, . . . , xd, y1, . . . , yd)

=

ˆ
R2d

1A(x1 + y1, . . . , xd + yd) dP(X1,...,Xd)(x1, . . . , xd)⊗ P(Y1,...,Yd)(y1, . . . , yd)

=

ˆ
R
· · ·
ˆ
R
1A(x1 + y1, . . . , xd + yd)f(x1, . . . , xd)g(y1, . . . , yd) dx1 · · · dxd dy1 · · · dyd

=

ˆ
R
· · ·
ˆ
R
g(y1, . . . , yd)

Åˆ
R
· · ·
ˆ
R
1A(x1 + y1, . . . , xd + yd)f(x1, . . . , xd) dx1 · · · dxd

ã
dy1 · · · dyd

=

ˆ
R
· · ·
ˆ
R
g(y1, . . . , yd)

Åˆ
R
· · ·
ˆ
R
1A(u1, . . . , ud)f(u1 − y1, . . . , ud − yd) du1 · · · dud

ã
dy1 · · · dyd

=

ˆ
R
· · ·
ˆ
R
1A(u1, . . . , ud)

Åˆ
R
· · ·
ˆ
R
g(y1, . . . , yd)f(u1 − y1, . . . , ud − yd) dy1 · · · dyd

ã
du1 · · · dud

=

ˆ
Rd

1A(u)(f ∗ g)(u) du. �

Convolution des lois classiques.

– Soient n,m ∈ N∗ et p ∈ ]0, 1]. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X ∼ Bin(n, p)
et Y ∼ Bin(m, p). Alors X + Y ∼ Bin(n+m, p). En effet, pour tout t ∈ R, on a

E(eit(X+Y )) = E(eitX)E(eitY )

= [peit + (1− p)]n[peit + (1− p)]m

= [peit + (1− p)]n+m

où on reconnaît la fonction caractéristique d’une loi binomiale de paramètre (n+m, p).

On peut montrer la sorte de réciproque suivante : si X et Y sont deux variables indépendantes telles que

X + Y ∼ Bin(n, p), alors il existe c > 0 et n1, n2 ∈ N∗ avec n1 + n2 = n tels que X − c ∼ Bin(n1, p) et

Y + c ∼ Bin(n2, p).

– Soient λ1, λ2 > 0. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X ∼P(λ1) et Y ∼P(λ2).

Alors X + Y ∼P(λ1 + λ2). En effet, on procède de même que précédemment avec les fonctions caractéristiques.

On a la réciproque suivante.

Théorème 5.9 (Raikov). Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X + Y ∼P(λ).

Alors il existe c > 0 et λ1, λ2 > 0 avec λ1 + λ2 = n tels que X − c ∼P(λ1) et Y + c ∼P(λ2).

– Soient µ1, σ1, µ2, σ2 ∈ R. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X ∼ N (µ1, σ
2
1) et

Y ∼ N (µ2, σ
2
2) telles que X ⊥⊥ Y . Alors X + Y ∼ N (µ1 + µ2, σ

2
1 + σ2

2). De même, on a la réciproque suivant
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Théorème 5.10 (Cramèr). Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X+Y ∼ N (µ, σ2).

Alors il existe µ1, µ2, σ1, σ2 ∈ R avec µ1 + µ2 = µ et σ2
1 + σ2

2 = σ2 tels que X ∼ N (µ1, σ
2
1) et X ∼ N (µ2, σ

2
2).

– Soient a, b ∈ R. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X ∼ C (a) et Y ∼ C (b).
Alors X + Y ∼ C (a+ b).

Proposition 5.11. Soient X1, . . ., Xn des variables aléatoires deux à deux indépendantes admettant un moment

d’ordre 2. Alors

Var(X1 + · · ·+Xn) = Var(X1) · · ·Var(Xn).

Preuve Comme

Var(X1 + · · ·+Xn) = Var(X1) · · ·Var(Xn) +
∑
i 6=j

Cov(Xi, Xj),

il suffit de montrer que Cov(Xi, Xj) = 0 pour tous i 6= j. Pour tous i 6= j, comme les variables Xi et Xj sont

indépendantes, on a E(XiXj) = E(Xi)E(Xj), donc Cov(Xi, Xj) = 0. �

Théorème 5.12. 1. Il existe un espace probabilisé (Ω,F ,P) et une suite (Xi)i∈N de variables aléatoires

mutuellement indépendantes suivant une loi de Bernoulli de paramètre 1/2.

2. Étant donnée une suite quelconque (µi)i>1 de mesures de probabilités sur R, il existe un espace probabilisé

(Ω,F ,P) et une suite (Xi)i>1 de variables aléatoires mutuellement indépendantes tels que PXi
= µi pour tout

i > 1.

Preuve 1. Soient (Ω,F ,P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire définie sur (Ω,F ,P) de loi uniforme

sur [0, 1]. Par exemple, on prend l’espace ([0, 1],B([0, 1], λ) et X : x ∈ [0, 1] 7−→ x ∈ R de sorte que PX = λ. Par
l’écriture diadique, on peut écrire X sous la forme

X =

+∞∑
k=1

εk
2k

avec εk ∈ {0, 1}.

Soient n ∈ N∗ et k ∈ J0, 2n − 1K. Alors

P(X ∈ [k/2n, (k + 1)/2n[) = 1/2n.

Or

{X ∈ [k/2n, (k + 1)/2n[} = {2nX ∈ [k, k + 1[} = {b2nXc = k}.

On écrit k = a1 + · · ·+ an2n−1 avec ai ∈ {0, 1}. Alors

2nX =

n∑
k=1

εk2n−k +

+∞∑
k=n+1

εk2n−k︸ ︷︷ ︸
<1

,

donc P(ε1 = an, . . . , εn = a1) = 2−n. C’est vrai pour k ∈ J0, 2n−1K. Finalement, pour tout (a1, . . . , an) ∈ {0, 1}n,
on a P(ε1 = an, . . . , εn = a1) = 1/2n ce qui implique que, pour tout i > 1, on a

P(εi = 1) =
∑

(a1,...,ai−1,ai+1,...,an)∈{0,1}n−1

P(ε1 = a1, . . . , εi = 1, . . . , εn = an) =
1

2n
2n−1 =

1

2
,

donc εi ∼ Ber(1/2). On en déduit que les variables εi sont mutuellement indépendantes. �

� Remarque. – Comme N et N2 sont en bijections, il existe une suite (εp,q)p,q>1 de variables aléatoires indé-

pendantes de loi de Bernoulli de paramètre 1/2. Pour p > 1, on pose

up :=

+∞∑
q=1

εp,q
2k

.

Alors les variables up sont mutuellement indépendantes. En effet, l’écriture

N∗ × N∗ =
⋃
p>1

Ap avec Ap := {(p, q) | q > 1}

est une partition de N∗ × N∗, donc la fonction up est mesurable par rapport à la tribu σ(εi,j | (i, j) ∈ Ap), donc
c’est une variable aléatoire. Montrons que up ∼ U [0,1]. Pour cela, considérons une variable U qui s’écrit

U =

+∞∑
k=1

εk
2k
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où les variables εk sont indépendantes et suivent une loi de Bernoulli de paramètre 1/2. Montrons que

U ∼ U [0,1]. Soit t ∈ R. Pour n > 1, on a

E
(

exp
[
it

n∑
k=1

εk
2k

])
=

n∑
k=1

E(eitεk/2k

)

=

n∏
k=1

Å
1

2
eit/2

k

+
1

2

ã
=

n∏
k=1

eit/2
k+1 eit/2

k+1
+ e−it/2

k+1

2

=

n∏
k=1

eit/2
k+1

cos

Å
t

2k+1

ã
= exp

(
it

n∑
k=1

2−(k+1)
) n∏
k=1

cos

Å
t

2k+1

ã
= exp

(
it

n∑
k=1

2−(k+1)
) 1

2n sin(t/2n+1)

n∏
k=1

cos

Å
t

2k+1

ã
2n sin

Å
t

2k+1

ã
= exp

(
it

n∑
k=1

2−(k+1)
) sin(t/2)

2n sin(t/2n+1)
∼ eit/2 sin(t/2)

t/2
.

En laissant tendre n vers +∞, le théorème de convergence dominée donne

E(eitU ) = E
(

exp
[
it

+∞∑
k=1

εk
2k

])
= eit/2

sin(t/2)

t/2
.

Or ˆ 1

0
eitx dx =

eit − 1

it
= eit/2

sin(t/2)

t/2
.

Par la caractérisation par les fonctions caractéristiques, on obtient que U ∼ U [0,1].

– À partir d’un loi uniforme, on peut créer une infinité de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme.

Soient µ une mesure de probabilité sur R et Fµ sa fonction de répartition. Soit U une variable aléatoire suivant

une loi uniforme. Si Fµ est inversible, alors F−1
µ (U) ∼ µ.

5.4 Lemmes de Borel-Cantelli

Lemme 5.13. Soient (Ω,F ,P) un espace probabilisé et (Ak)k>1 une suite d’événements de F . Alors

+∞∑
k=1

P(Ak) < +∞ =⇒ P(lim sup
k→+∞

Ak) = 0.

Preuve On suppose que
∑+∞
k=1 P(Ak) < +∞. On rappel que

lim sup
k→+∞

Ak =
⋂
n>1

⋃
k>n

Ak.

Par la σ-sous-additivité, pour tout n > N , on a

P
(⋃
k>n

Ak

)
6
∑
k>n

P(Ak) −→ 0.

D’autre part, la continuité donne

P
(⋂
n>1

⋃
k>n

Ak

)
= lim
n→+∞

P
(⋃
k>n

Ak

)
.

D’où

P(lim sup
k→+∞

Ak) = P
(⋂
n>1

⋃
k>n

Ak

)
6 lim
n→+∞

∑
k>n

P(Ak) −→ 0. �
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Lemme 5.14. On suppose que la suite (Ak)k>1 est mutuellement indépendante. Alors

+∞∑
k=1

P(Ak) = +∞ =⇒ P(lim sup
k→+∞

Ak) = 1.

Preuve On suppose que
∑+∞
k=1 P(Ak) = +∞. Alors

P([lim sup
k→+∞

Ak]c) = 1− P(lim sup
k→+∞

Ak) = P(lim inf
k→+∞

Ac
k).

Or

lim inf
k→+∞

Ac
k =

⋃
n>1

⋂
k>n

Ac
k.

Il suffit de montrer que P(
⋂
k>nA

c
k) = 0 pour tout n > 1. La continuité donne

P
(⋂
k>n

Ac
k

)
= P

(⋂
p>n

p⋂
k=n

Ac
k

)
= lim
p→+∞

P
( p⋃
k=n

Ac
k

)
= lim
p→+∞

p∏
k=n

[1− P(Ak)].

On adopte la convention log 0 = −∞. Alors pour tout p > 1, on a

log
( p∏
k=n

[1− P(Ak)]
)

=

p∑
k=n

ln(1− P(Ak)) 6 −
p∑

k=n
P(Ak) −→ −∞.

On en déduit que
p∏

k=n
[1− P(Ak)] −→ 0.

On en déduit que P([lim supk→+∞Ak]c) = 0, donc P(lim supk→+∞Ak) = 1. �

Lemme 5.15 (super Borel-Cantelli). On suppose que les variables Ak sont deux à deux indépendantes. Alors

+∞∑
k=1

P(Ak) = +∞ =⇒ P(lim sup
k→+∞

Ak) = 1.

Preuve On suppose que
∑+∞
k=1 P(Ak) = +∞. On remarque que, pour tous n,m ∈ N tels que n 6 m, on a

1An∪···∪Ak

m∑
k=1

1Ak
=

m∑
k=1

1Ak
.

En intégrant et en utilisant l’inégalite de Cauchy-Schwarz, on obtient que

P
( m⋃
k=n

Ak

)
=

m∑
k=n

P(Ak) = E
( m∑
k=n

1Ak

)
6

Ã
P
( m⋃
k=n

Ak

)Ã
E
(( m∑

k=n
1Ak

)2)

6

Ã
P
( m⋃
k=n

Ak

)Ã m∑
k=n

P(Ak) +
∑
k 6=`

P(Ak ∩A`)

6

Ã
P
( m⋃
k=n

Ak

)Ã m∑
k=n

P(Ak) +
∑
k 6=`

P(Ak)P(A`)

6

Ã
P
( m⋃
k=n

Ak

)Ã m∑
k=n

P(Ak) +
( m∑
k=n

P(Ak)
)2
.

On en déduit que

P
( m⋃
k=n

Ak

)
>

(
∑m
k=n P(Ak))2

(
∑m
k=n P(Ak))2 +

∑m
k=n P(Ak)

.

Comme x2/(x2 + x) −→ 1 quand x→ +∞, en laissant tendre m vers +∞, on obtient que P(
⋃+∞
k=nAk) = 1. Par

continuité, on a

P(lim sup
k→+∞

Ak) = lim
n→+∞

P
(+∞⋃
k=n

Ak

)
= 1. �
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5.5 Tribu asymptotique et loi du 0-1 de Kolmogorov

Définition 5.16. Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé. Pour n > 1,

la tribu du futur et le tribu asymptotique sont respectivement les tribus

Fn := σ(Xk | k > n) et F∞ :=
⋂
n>1

Fn.

� Remarque. Les événements de F∞ mesurent le comportement asymptotiques de la suite (Xn)n>1.

– On note A := {(Xn)n>1 converge dans R}. Comme R est complet, on a

A =
⋂
ε∈Q+

⋃
p>1

⋂
n,m>p

{|Xn −Xm| < ε} ∈ F .

De plus, comme A = {lim supXn = lim inf Xn} et les fonctions lim supXn et lim inf Xn sont F p-mesurable pour

tout p > 1, on en déduit que A ∈ F p pour tout p > 1 ce qui assure que A ∈ F∞.

– On note B := {(Xn)n>1 est bornée dans R}. On a

B =
⋃
N>1

⋂
n>1
{|Xn| 6 N} ∈ F .

De plus, pour tout p > 1, on a B = {(Xn+p)n>1 est bornée dans R} ∈ F p ce qui montre que B ∈ F∞.

– Mais l’événement {(Xn)n>1 est croissante} n’appartient pas à F∞.

Théorème 5.17 (loi du 0-1 de Kolmogorov). Soit (Xn)n>1 une suite mutuellement indépendante de variables

aléatoires. Alors la tribu F∞ est triviale, i. e. pour tout événement A ∈ F∞, on a P(A) ∈ {0, 1}.

Preuve Montrons que la tribu F∞ est indépendante d’elle-même. Soit n > 1. Le lemme de coalition donne

σ(X1, . . . , Xn) ⊥⊥ Fn+1.

Or F∞ ⊂ Fn+1, donc σ(X1, . . . , Xn) ⊥⊥ F∞. Donc on obtient que

C :=
⋃
n>1

σ(X1, . . . , Xn) ⊥⊥ F∞.

On montre que la classe de parties C est un π-système, donc σ(C ) ⊥⊥ F∞. Enfin, on a σ(C ) = σ(Xn | n > 1).

Or F∞ ⊂ σ(Xn | n > 1), donc F∞ ⊥⊥ F∞. On conclut que la tribu F∞ est triviale. �

� Remarque. Si X est une variable aléatoire mesurable par rapport à F∞, alors elle est presque sûrement

constante (cf. remarque p. 21).
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6.1 Convergence presque sûre

Définition 6.1. On dit qu’une suite de variables aléatoires réelles (Xn)n>0 converge presque sûrement vers

une variable aléatoire X∞ si

P({ω ∈ Ω | Xn(ω) −→ X∞(ω)}) = 1.

On note alors Xn −ps→ X∞.

� Remarques. – En général, on n’a pas la convergence partout, i. e. pour tout ω ∈ Ω. La convergence presque

sûre revient à dire que l’ensemble des « exceptions » est négligeable.

– L’ensemble {ω ∈ Ω | Xn(ω) −→ X∞(ω)} est bien un élément de la tribu F .

Définition 6.2. Soit d > 1. On dit qu’une suite de vecteurs aléatoires (Xn)n>0 := (Xn,1, . . . , Xn,d)n>0 converge

presque sûrement vers un vecteur aléatoire X∞ si

P({ω ∈ Ω | Xn(ω) −→ X∞(ω)}) = 1.

� Remarque. La converge presque sûrement d’un vecteur aléatoire est équivalent à la converge de ce vecteur

coordonnées par coordonnées.

Proposition 6.3. Soient (Xn)n>0 une suite de variables aléatoires et X et Y deux variables aléatoires. Alors

1. si Xn −ps→ X et Xn −ps→ Y , alors P(X = Y ) = 1 ;

2. on a Xn −ps→ X si et seulement si

∀ε > 0, P(lim sup
n→+∞

{|Xn −X| > ε}) = 0 ;

3. on a (
∀ε > 0,

+∞∑
n=0

P(|Xn −X| > ε) < +∞
)

=⇒ Xn −ps→ X ;

4. si la suite (Xn)n>0 est mutuellement indépendante, alors l’implication du point 3 est une équivalence ;

5. pour toute f ∈ C 0(Rd,Rm), si Xn −ps→ X, alors f(Xn) −ps→ f(X).

Preuve 1. On pose

A := {ω ∈ Ω | Xn(ω) −→ X(ω)} et A := {ω ∈ Ω | Yn(ω) −→ X(ω)}.
Par hypothèse, on a P(A) = P(B) = 1, donc P(A ∩B) = 1. Or A ∩B ⊂ {X = Y }, donc P(X = Y ) = 1.

2. ⇒ On suppose que Xn −ps→ X. Soit ε > 0. Alors l’événement A :=
⋃
n>0

⋂
p>n {|Xp −X| < ε} est de

probabilité 1. Par ailleurs, on a

lim sup
n→+∞

{|Xn −X| > ε} = {ω ∈ Ω | |Xn(ω)−X(ω)| > ε une infinité de fois} = Ac,

donc P(lim supn→+∞ {|Xn −X| > ε}) = 0.

⇐ On suppose que P(lim supn→+∞ {|Xn −X| > ε}) = 0 pour tout ε > 0. La σ-sous-additivité donne alors

P
( ⋃
ε∈Q+

lim sup
n→+∞

{|Xn −X| > ε}
)

= 0.

Par ailleurs, on a( ⋃
ε∈Q+

lim sup
n→+∞

{|Xn −X| > ε}
)c

=
⋂
ε∈Q+

(lim sup
n→+∞

{|Xn −X| > ε})c =
⋂
ε∈Q+

⋃
n>1

⋂
p>n

{{Xp −X} 6 ε}
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= {ω ∈ Ω | Xn(ω) −→ X(ω)}

ce qui montre l’implication.

3. On suppose que la série
∑

P({Xn −X} > ε) converge pour tout ε > 0. Par le premier lemme de Borel-

Cantelli, on en déduit que P(lim supn→+∞ {|Xn −X| > ε}) = 0 pour tout ε > 0. D’où Xn −ps→ X.

4. Il suffit de traiter le sens réciproque. On suppose que Xn −ps→ X. Comme la suite est mutuellement

indépendante, la loi du 0-1 de Kolmogorov assure que la variable X est mesurable par rapport à la tribu

asymptotique qui est triviale. Par conséquent, la variable X est constante presque sûrement. Ainsi, les événements

{|Xn −X| > ε} sont mutuellement indépendants, donc le deuxième de Borel-Cantelli affirme

P(lim sup
n→+∞

{|Xn −X| > ε}) = 0 ⇐⇒
+∞∑
n=0

P(|Xn −X| > ε) < +∞.

Or Xn −ps→ X, donc le point 2 donne P(lim supn→+∞ |Xn −X| > ε) = 0, donc la série converge. �

� Remarque. La notion de convergence presque sûre ne correspond pas à une topologie sur l’ensemble des

variables aléatoires réelles sur (Ω,F ,P). En effet, soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires réelles telle que

chaque variable Xn suive une loi de Bernoulli de paramètre 1/n. Alors pour ε ∈ [0, 1], on a P(|Xn| > ε) = 1/n.
Or la série

∑
1/n ne converge pas, donc la suite (Xn)n>1 ne converge pas presque sûrement vers 0. Par l’absurde,

supposons qu’une telle topologie τ existe. Alors Xn 6−→ X pour cette topologie, i. e. il existe O ∈ τ tel que

∀N > 1, ∃n > N, Xn ∈ Oc.

On peut donc extraire une sous-suite (Xnk
)k>1 dont les termes appartiennent à Oc. Alors E(|Xnk

|) = 1/nk −→ 0,

donc la suite (Xnk
)k>1 tend vers 0 dans L1(P), donc on peut en extraire une sous-suite qui converge presque

sûrement vers 0 ce qui est impossible.

6.2 Convergence dans Lp

Définition 6.4. Soit p > 1. On dit qu’une suite de variables aléatoires (Xn)n>0 de Lp(P) converge dans Lp

vers une variable aléatoire X ∈ Lp(P) si

E(|Xn −X|p) −→ 0.

On note alors Xp −Lp→ X

� Remarque. On étend la définition à des vecteurs aléatoires en prenant n’importe quelle norme sur Rd.

Propriété 6.5. Soient (Xn)n>0 une suite de Lp(P) et X,Y ∈ Lp(P). Alors

1. si Xn −Lp→ X et Xn −Lp→ Y , alors X = Y presque sûrement ;

2. si Xn −Lp→ X et q ∈ [1, p], alors Xn −Lq→ X ;

3. si Xn −ps→ X et il existe Y ∈ Lp(P) tel que |Xn| 6 Y pour tout n > 0, alors X ∈ Lp(P) et Xn −Lp→ X ;

4. si Xn −Lp→ X, alors il existe une suite strictement croissante d’entiers (nk)k>0 telle que Xnk
−ps→ X.

Preuve 1. Pour tout n > 0, l’inégalité de Minkowski donne

E(|X − Y |p)1/p 6 E(|X −Xn|p)1/p + E(|Xn − Y |p)1/p.

En laissant tendre n vers +∞, on obtient E(|X − Y |p)1/p = 0, donc X = Y presque sûrement.

2. Soit q ∈ [1, p]. L’inégalité de Hölder donne E(|Xn − Y |q) 6 E(|Xn −X|p)q/p −→ 0.

3. Pour n > 0, on pose An = {|Xn| 6 Y } de sorte que P(An) = 1. La continuité de P donne P(
⋂
n>0An) = 1,

donc (∀n > 0, |Xn| 6 Y ) presque sûrement. En laissant tend n vers +∞, on obtient que |X| 6 Y presque

sûrement. On en déduit que X ∈ Lp(P). De plus, pour tout n > 0, on a

|Xn −X|p 6 (|Xn|+ |X|)p 6 2pY p ∈ L1(P).

Le théorème de convergence dominée assure alors E(|Xn −X|)p −→ 0, donc Xn −Lp→ X.

4. Il s’agit d’un résultat du cours d’intégration. �

. Exemples. On considère une suite indépendante de variables aléatoires (Xn)n>1 et une suite (pn)n>1 de [0, 1]

telles que P(Xn = xn) = pn et P(Xn = 0) = 1− pn pour tout n > 1. Que peut-on dire de la convergence presque

sûre ou Lp dans les cas suivants ?

– On suppose que xn = n et pn = 1/n pour tout n > 1. Pour tout n > 1, on a

E(Xn) = xnP(Xn = xn) + 0P(Xn = 0) = 1,
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donc la suite ne tend pas vers 0 dans L1(P) et donc dans aucun Lp(P) avec p > 1. Par ailleurs, pour tout ε > 0 et

tout n > ε, on a P(|Xn| > ε) = 1/n. Or la série
∑

1/n diverge, donc la suite (Xn)n>1 ne converge pas presque

sûrement vers 0

– On suppose que xn =
√
n et pn = 1/n pour tout n > 1. Pour tous ε > 0 et n ∈ N∗ tels que ε <

√
n, on a

P(|Xn| > ε) = P(Xn =
√
n) = 1/n,

donc la série
∑

P(|Xn| > ε) ne converge pas, donc la suite (Xn)n>1 ne converge pas presque sûrement. Par

ailleurs, on a

E(|Xn|p) =
√
n
p 1

n
=
np/2

n
,

donc la suite (Xn)n>1 converge dans Lp vers 0 pour tout p ∈ [1, 2[.

– On suppose que xn = n2 et pn = 1/n2 pour tout n > 1. De même, la suite converge presque sûrement vers 0,

mais elle ne converge dans aucun Lp.

– On suppose que xn = 1 et pn = 1/2n pour tout n > 1. La suite converge presque sûrement vers 0 et elle

converge vers 0 dans Lp pour tout p > 1.

6.3 Convergence en probabilité

Définition 6.6. On dit qu’une suite de variables aléatoires (Xn)n>0 converge en probabilité vers une variable

aléatoire X si

∀ε > 0, P(|Xn −X| > ε) −−−−−→
n→+∞

0.

On note alors Xn −proba→ X.

Proposition 6.7 (unicité de la limite). Soient (Xn)n>0 une suite de variables aléatoires et X et Y deux

variables aléatoires telles que Xn −proba→ X et Xn −proba→ Y . Alors X = Y presque sûrement.

Preuve On a

{X 6= Y } =
⋃
ε∈Q+

{|X − Y | > ε} .

Il suffit alors que montrer que P(|X − Y | > ε) = 0 pour tout ε ∈ Q+. Soit ε ∈ Q+. Or pour tout n > 0, on a

|X − Y | 6 |X −Xn|+ |Xn − Y |,

donc

{|X − Y | > ε} ⊂ {|X −Xn| > ε/2} ∪ {|Y −Xn| > ε/2},

donc

P(|X − Y | > ε) 6 P(|X −Xn| > ε/2) + P(|Y −Xn| > ε/2) −→ 0

ce qui montre que P(|X − Y | > ε) = 0. On conclut ensuite par la σ-sous-additivité. �

Proposition 6.8. Soient f ∈ C 0(Rd,Rm) et (Xn)n>0 une suite de vecteurs aléatoires convergeant en probabilité

vers un vecteur aléatoire X. Alors f(Xn) −proba→ f(X).

Preuve Soit M > 0. Alors le théorème de Heine assure que la fonction f est uniformément continue sur le

compact B(0,M). Soit ε > 0. Il existe ηε,M > 0 tel que

∀x, y ∈ B(0,M), ‖x− y‖ 6 ηε,M =⇒ ‖f(x)− f(y)‖ 6 ε.

On veut montrer que

P(‖f(Xn)− f(X)‖ > ε) −→ 0.

Pour tout n > 0, on a

{‖f(Xn)− f(X)‖ > ε} ∩ {‖Xn‖ 6M} ∩ {‖X‖ 6M} ⊂ {‖Xn −X‖ > ηε,M},

donc

{‖f(Xn)− f(X)‖ > ε} ⊂ {‖Xn −X‖ > ηε,M} ∪ {‖Xn‖ > M} ∪ {‖X‖ > M}
⊂ {‖Xn −X‖ > ηε,M} ∪ {‖Xn −X‖ > 1} ∪ {‖X‖ > M − 1} ∪ {‖X‖ > M} ,

donc

P(‖f(Xn)− f(X)‖ > ε) 6 P(‖Xn −X‖ > ηε,M ) + P(‖Xn −X‖ > 1) + P(‖X‖ > M − 1) + P(‖X‖ > M).
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En passant à la limite supérieure, on obtient que

lim sup
n→+∞

P(‖f(Xn)− f(X)‖ > ε) 6 P(‖X‖ > M − 1) + P(‖X‖ > M).

De plus, la propriété de la limite monotone donne

P(‖X‖ > M) −−−−−→
M→+∞

0 et P(‖X‖ > M − 1) −−−−−→
M→+∞

0.

En laissant tendre M vers +∞, on trouve que

lim sup
n→+∞

P(‖f(Xn)− f(X)‖ > ε) = 0

ce qui montre la proposition. �

Proposition 6.9. Les convergences presque sûre et Lp impliquent la convergence en probabilité.

Preuve Soient (Xn)n>0 une suite de variables aléatoires etX une variable aléatoire. On suppose queXn −ps→ X.

Soit ε > 0. Pour n > 0, on a P(|Xn −X| > ε) = E(1{|Xn−X|>ε}). CommeXn −ps→ X, on a 1{|Xn−X|>ε} −ps→ 0.

Le théorème de convergence dominée donne alors P(|Xn −X| > ε) −→ 0. D’où Xn −proba→ X.

Soit p > 1. On suppose que les variables Xn et X appartiennent à Lp et vérifient Xn −Lp→ X. Soit ε > 0.

Pour tout n > 0, l’inégalité de Markov assure

P(|Xn −X| > ε) = P(|Xn −X|p > εp) 6
E(|Xn −X|p)

εp
−→ 0.

D’où Xn −proba→ X. �

Contre-exemple. Soit (Xn)n>0 une suite de variables aléatoires telles que

P(Xn = n) = 1/n et P(Xn = 0) = 1− 1/n

pour tout n > 0. Alors pour tout ε > 0, on a P(|Xn| > ε) = P(Xn = n) −→ 0, donc la suite converge vers 0 en

probabilité. Cependant, on a E(|Xn|) = 1 6−→ 0, donc la suite ne converge pas vers 0 dans L1. De plus, la série∑
P(|Xn| > 0) =

∑
1/n, diverge, donc elle ne converge pas vers 0 presque sûrement.

Proposition 6.10. Soient (Xn)n>0 une suite de variables aléatoires convergeant en probabilité vers une variable

aléatoire X. Alors il existe une extraction (nk)k>1 telle que Xnk
−ps→ X.

Preuve Soit k > 1. Comme P(|Xn −X| > 1/k) −→ 0, il existe nk ∈ N tel que

∀n > nk, P(|Xn −X| > 1/k) 6 1/k2.

On construit alors une suite strictement croissante d’entiers (nk)k>1 telle que

∀k > 1, P(|Xnk
−X| > 1/k) 6 1/k2.

Alors la série
∑

P(|Xnk
−X| > 1/k). Le lemme de Borel-Cantelli assure

P(lim sup
k→+∞

{|Xnk
−X| > 1/k} = 0,

donc

P(lim inf
k→+∞

{|Xnk
−X| 6 1/k} = 1.

Cela montre que, presque sûrement, à partir d’un certain rang, on a |Xnk
−X| 6 1/k, donc Xnk

−ps→ X. �

Théorème 6.11. Soient (Xn)n>0 une suite de variables aléatoires convergeant en probabilité vers une variable

aléatoire X. Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Xn −proba→ X ;

(ii) pour toute extraction (nk)k>0, il existe une extraction (kp)p>0 telle que Xnkp
−ps→ X.

Preuve ⇒ On suppose (i). Soit (nk)k>0 une extraction. Comme Xn −proba→ X, on a Xnk
−proba→ X. De

plus, la suite (P(|Xnk
−X| > ε))k>0 est une sous-suite de la suite (P(|Xn −X| > ε)),>0. Par la proposition

précédente, on obtient le résultat voulue.

⇐ Par l’absurde, on suppose que la suite (Xn)n>0 ne converge pas en probabilité. Soit ε > 0. Alors

P(|Xn −X| > ε) 6−→ 0,

donc il existe α > 0 et une extraction (nk)k>0 tels que

∀k > 0, P(|Xnk
−X| > ε) > α. (∗)

Par l’hypothèse, il existe une extraction (kp)p>0 telle que Xnkp
−ps→ X, donc Xnkp

−proba→ X. Pour n > 0

assez grand, on a alors P(|Xnkp
−X| < ε) < α ce qui contredit la relation (∗). �
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Proposition 6.12. Soient (Xn)n>0 une suite de variables aléatoires de Lp convergeant en probabilité vers une

variable aléatoire X de Lp. On suppose qu’il existe une variable aléatoire Y de Lp telle que |Xn| 6 Y presque

sûrement pour tout n > 0. Alors X ∈ Lp et Xn −Lp→ X.

Preuve Montrons que |X| 6 Y presque sûrement. Comme Xn −proba→ X, il existe une extraction (nk)k>0
telle que Xnk

−ps→ X. Par l’hypothèse de domination, on a |Xnk
| 6 Y presque sûrement pour tout k > 0. En

passant à la limite, on a |X| 6 Y presque sûrement.

Par l’absurde, supposons que E(|Xn −X|p) 6−→ 0. Alors il existe α > 0 et une extraction (mk)k>0 tels que

∀k > 0, E(|Xmk
−X|p) > α.

Or Xmk
−proba→ X, donc il existe une extraction (kp)p>0 telle que Xmkp

−ps→ X. La théorème de convergence

dominée donne alors E(|Xmkp
−X|p) −→ 0 ce qui est impossible. D’où Xn −Lp→ X. �

6.4 Convergence en loi

6.4.1 Convergence étroite
Définition 6.13. On dit qu’une suite de mesures de probabilité (µn)n>0 sur Rd converge étroitement vers une

mesure de probabilité µ sur Rd si

∀f ∈ Cb(R),

ˆ
Rd

f(x) dµn(x) −→
ˆ
Rd

f(x) dµ(x).

Proposition 6.14. Soit H ⊂ Cb(R) tel que Cc(R) ⊂ H∞. Alors une suite de mesures de probabilité (µn)n>0
sur Rd converge étroitement vers une mesure de probabilité µ sur Rd si et seulement si

∀f ∈ H,
ˆ
Rd

f(x) dµn(x) −→
ˆ
Rd

f(x) dµ(x). (∗)

Preuve Le sens direct est évident puisque H ⊂ Cb(R). Montrons le sens réciproque. On suppose la relation (∗).
• Cas particulier. On suppose que H = Cc(R). Pour p > 0, on considère une fonction θp : R+ → [0, 1] telle

que θp = 1 sur [0, p], affine sur [p, 2p] et θp = 0 sur [2p,+∞[. Soient f ∈ Cb(R), p > 0 et n > 0. Alorsˆ
Rd

f(x) dµn(x) =

ˆ
Rd

f(x)θp(‖x‖) dµn(x) +

ˆ
Rd

f(x)(1− θp(‖x‖)) dµn(x).

On a ˆ
Rd

f(x)(1− θp(‖x‖)) dµn(x) 6 ‖f‖∞
ˆ
Rd

(1− θp(‖x‖)) dµn(x).

On obtient alors que∣∣∣∣ˆ
Rd

f(x) dµn(x)−
ˆ
Rd

f(x) dµ(x)

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣ˆ
Rd

f(x)θp(‖x‖) dµn(x)−
ˆ
Rd

f(x)θp(‖x‖) dµ(x)

∣∣∣∣+

‖f‖∞
Å

2−
ˆ
Rd

θp(‖x‖) dµn(x)−
ˆ
Rd

θp(‖x‖) dµ(x)

ã
.

Comme fθp ∈ Cc(R), le premier terme converge vers 0. Comme θp ∈ Cc(R), on aˆ
Rd

θp(‖x‖) dµn(x) −→
ˆ
Rd

θp(‖x‖) dµ(x).

On en déduit que

lim sup
n→+∞

∣∣∣∣ˆ
Rd

f(x) dµn(x)−
ˆ
Rd

f(x) dµ(x)

∣∣∣∣ 6 2‖f‖∞
Å

1−
ˆ
Rd

θp(‖x‖) dµ(x)

ã
.

Or pour tout x ∈ Rd, on a θp(‖x‖) −→ 1 quand p → +∞ et |θp(‖x‖)| 6 1 pour tout p > 0. Le théorème de

convergence dominée assure donc le résultat.

• Cas général. Soient f ∈ Cc(R) et ε > 0. Comme Cc(R) ⊂ H, il existe hε ∈ H tel que ‖f −hε‖∞ 6 ε. Alors∣∣∣∣ˆ
Rd

f(x) dµn(x)−
ˆ
Rd

f(x) dµ(x)

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣ˆ
Rd

hε(x) dµn(x)−
ˆ
Rd

hε(x) dµ(x)

∣∣∣∣+ 2‖f − hε‖∞.

Le premier terme converge quand ε→ 0. On en déduit que la conclusion. �

� Remarque. La continuité de f est essentielle. De plus, s’il y a convergence étroite, on n’a pas nécessairement

µn(A) −→ µ(A) pour tout A ∈ (Rd) : il suffit de considérer la suite (δ1/n)n>1 et A := {0}.
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Théorème 6.15. Soient (µn)n>0 une suite de mesures de probabilité sur Rd et µ une mesure de probabilité sur

Rd. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) la suite (µn)n>0 converge étroitement vers µ ;

(ii) pour tout fermé F de Rd, on a lim supn→+∞ µn(F ) 6 µ(F ) ;

(iii) pour tout ouvert O de Rd, on a lim infn→+∞ µn(O) > µ(O) ;

(iv) pour tout B ∈ B(Rd) tel que µ(∂B) = 0, on a µn(B) −→ µ(B) ;

(v) pour toute fonction mesurable bornée f : Rd → R dont l’ensemble des points de discontinuité est µ-négligeable,
on a ˆ

Rd

f(x) dµn(x) −→
ˆ
Rd

f(x) dµ(x).

Preuve • (i)⇒ (ii). On suppose (i). Soit F un fermé de Rd. Pour k > 1, on considère la fonction

fk : x ∈ Rd 7−→ (1 + d(x, F ))−k.

Cette suite (fk)k>1 est une suite de bornée continue et bornée, elle converge simplement vers 1F en décroissant.

Ainsi pour k > 1, on a

lim sup
n→+∞

µn(F ) = lim sup
n→+∞

ˆ
Rd

1F (x) dµn(x) 6 lim sup
n→+∞

ˆ
Rd

fk(x) dµn(x) =

ˆ
Rd

fk(x) dµ(x).

Par ailleurs, le théorème de convergence dominée assure que
´
Rd fk(x) dµ(x) −→ µ(F ) ce qui montre (ii).

L’équivalence (ii)⇔ (iii) se montre en passant au complémentaire.

• (iii)⇒ (iv). On suppose (iii). Soit B ∈ B(Rd) tel que µ(∂B) = µ(B \ B̊) = 0. Comme B̊ ⊂ B ⊂ B, les

points (ii) et (iii) assure

µ(B̊) 6 lim inf
n→+∞

µn(B̊) 6 lim inf
n→+∞

µn(B) 6 lim sup
n→+∞

µn(B) 6 lim sup
n→+∞

µn(B) 6 µ(B).

Comme µ(B) = µ(B̊), on en déduit que µ(B) = lim infn→+∞ µn(B) = lim supn→+∞ µn(B). D’où (iv).

• (v)⇒ (i). On suppose (v). Soit f ∈ Cb(R). Alors l’ensemble des points de discontinuité de f est vide. On

obtient alors la convergence étroite et (i).

• (iv)⇒ (v). On suppose (iv). Soit f : Rd → R une fonction mesurable bornée. Alors l’ensemble

{t ∈ R | µ({x ∈ Rd | f(x) = t}) > 0}

est au plus dénombre car c’est l’ensemble des points de discontinuité de la fonction de répartition Ff . Son
complémentaire D est donc dense dans Rd. Comme f est bornée, il existe M > 0 tel que ‖f‖∞ 6M . Soit ε > 0.

Alors il existe une subdivision −M < t1 < · · · < tk < M de D telle que max26i6k |ti − ti−1| 6 ε. Pour x ∈ Rd,
on pose

g(x) :=

k−1∑
i=1

1[ti,ti+1[(f(x))ti.

Alors ‖f − g‖∞ 6 ε. Pour tout n > 0, on a donc∣∣∣∣ˆ
Rd

f(x) dµn(x)−
ˆ
Rd

f(x) dµ(x)

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣ˆ
Rd

g(x) dµn(x)−
ˆ
Rd

g(x) dµ(x)

∣∣∣∣+ 2ε.

Or ˆ
Rd

g(x) dµ(x) =

k−1∑
i=1

tiµ({x ∈ Rd | f(x) ∈ [ti, ti+1[})

et de même pour µn. Soit i ∈ J1, k − 1K. On pose B := {x ∈ Rd | f(x) ∈ [ti, ti+1[}. On note Df l’ensemble des

points de discontinuité de f et on suppose que µ(Df ) = 0. Alors

B̊ ⊃ {x ∈ Dc
f | f(x) ∈ ]ti, ti+1[} et B ⊂ {x ∈ Dc

f | f(x) ∈ [ti, ti+1]} ∪Df .

Par conséquent, on a

∂B ⊂
k⋃
i=1

{
x ∈ Rd

∣∣∣ f(x) = ti
}
∪Df .

Comme les réels ti appartiennent à D
c qui est au plus dénombrable, l’ensemble ∂B est négligeable. On en déduit

que µn(Bi) −→ µ(B) ce qui induit ∣∣∣∣ˆ
Rd

g(x) dµn(x)−
ˆ
Rd

g(x) dµ(x)

∣∣∣∣ −→ 0

et ce qui conclut la preuve. �
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6.4.2 Convergence en loi
Définition 6.16. On dit qu’une suite de variables aléatoires (Xn)n>0 converge en loi vers une variable aléatoire

X si la suite (PXn
)n>0 converge étroitement vers PX . On note alors Xn −loi→ X.

Proposition 6.17. Soient (Xn)n>0 une suite de variables aléatoires et X une variable aléatoire. Alors les

propositions suivantes sont équivalentes :

(i) on a Xn −loi→ X ;

(ii) pour toute f ∈ Cb(R), on a E(f(Xn)) −→ E(f(X)) ;

(iii) pour toute partie H ⊂ Cb(R) telle que Cc(R) ⊂ H et toute f ∈ H, on a E(f(Xn)) −→ E(f(X)) ;

(iv) pour tout fermé F de Rd, on a lim supn→+∞ P(Xn ∈ F ) 6 P(X ∈ F ) ;

(v) pour tout ouvert O de Rd, on a lim supn→+∞ P(Xn ∈ O) > P(X ∈ O) ;

(vi) pour tout B ∈ B(Rd) tel que P(X ∈ ∂B) = 0, on a P(Xn ∈ B) −→ P(X ∈ B) ;

(vii) pour tout point de continuité t ∈ R de FX , on a FXn
(t) −→ FX(t).

Preuve L’équivalence (i)⇔ (ii) découle du théorème de transfert. En vertu du théorème précédent, il suffit de

montrer la dernière équivalence.

On suppose (i). Soit t ∈ R un point de continuité de Fx. On pose B := ]−∞, t] ∈ B(R). La fonction f := 1B

est mesurable et bornée. On en déduit que FXn(t) = P(Xn 6 t) = E(f(Xn)) −→ E(f(X)) = P(X 6 t) = FX(t).
Réciproquement, on suppose (vii). Soit f ∈ C∞c (R). Pour tout x ∈ R, on a

f(x) =

ˆ
R
f ′(t)1]−∞,x[(t) dt.

Comme f est à support compact, le théorème de Fubini donne

E(f(X)) =

ˆ
R
f ′(t)E(1]−∞,X[(t)) dt =

ˆ
R
f ′(t)(1− FX(t)) dt.

Comme l’ensemble des points de discontinuité de FX est au plus dénombrable, on a FXn → FX presque partout.

De plus, pour tout t ∈ R, on a |f ′(t)(1− FXn
(t))| 6 |f ′(t)| ∈ L1(R,dt). Le théorème de convergence dominée

assure que

E(f(Xn)) =

ˆ
R
f ′(t)(1− FXn(t)) dt −→

ˆ
R
f ′(t)(1− FX(t)) dt = E(f(X)).

On conclut alors en utilisant la densité de C∞c (R) dans Cc(R). D’où (ii). �

� Remarque. La convergence en loi peut être définies sans que les variables soient définies sur le même espace

probabilisé. Ce mode de convergence ne regarde que les lois et fait fi de l’espace probabilisé. La proposition

précédente reste vraie pour des vecteurs aléatoires.

Proposition 6.18. Soient (Xn)n>0 une suite de variables aléatoires et X et Y deux variables aléatoires telles

que Xn −loi→ X et Xn −loi→ Y . Alors X et Y ont la même loi.

Preuve Soit f ∈ Cb(Rd). Alors E(f(Xn)) → E(f(X)) et E(f(Xn)) → E(f(Y )), donc E(f(X)) = E(f(Y )).

Comme Cc(Rd) ⊂ Cb(Rd), ceci montre que PX = PY . �

. Exemples. – Soit (Xn)n>1 une suite des variables aléatoires telles que Xn ∼ Ber(1/n) pour tout n > 1. Pour

toute ϕ ∈ Cb(R) et pour tout n > 1, on a ϕ(Xn) = ϕ(1) 1
n + ϕ(0)(1− 1

n ) −→ ϕ(0) = E(ϕ(0)). D’où Xn −loi→ 0.

– Soient (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires telle que Xn ∼ U (J1, nK) pour tout n > 1 et U une variable

aléatoire telle que U ∼ U ([0, 1]). Montrons que Xn/n −loi→ U . Pour toute ϕ ∈ Cb(R) et n > 1, le théorème de

transfert pour les lois discrètes donne

E(ϕ(Xn/n)) =
1

n

n∑
k=1

ϕ(k/n) −→
ˆ 1

0
ϕ(x) dx = E(ϕ(U)).

Proposition 6.19. Soient (Xn)n>0 une suite de variables aléatoires convergeant en loi vers une variable

aléatoire X et g ∈ C (Rd,Rq). Alors g(Xn) −loi→ g(X).

Preuve Il suffit de remarquer que la fonction f ◦ g : Rd → R est continue et bornée pour toute fonction continue

bornée f : Rq → R. �

Corollaire 6.20. Soit (Xn,1, . . . , Xn,d)n>0 une suite de vecteurs aléatoires de Rd convergeant vers une vecteur

aléatoire (X1, . . . , Xd). Alors pour tout i ∈ J1, dK, on a Xn,i −loi→ Xi.
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Preuve Il suffit de considérer les projections πi : Rd → R sur la i-ième composante qui sont continues. �

� Remarque. La réciproque est fausse. Voici deux contre- exemples.

– Soit X une variable aléatoire telle que P(X = 1) = P(X = −1) = 1/2. Pour n > 0, on pose Xn := X si n est

pair et Xn := −X sinon et on pose Yn := X. Comme X et −X ont la même loi, les variables Xn et X ainsi que

les variables Yn et X ont la même loi, donc Xn −loi→ X et Yn −loi→ X. Cependant, la suite (Xn, Yn)n>0 ne

converge pas en loi vers (X,Y ) car sinon la suite (Xn + Yn)n>0 convergerait en loi vers 2X ce qui est impossible

car Xn + Yn = 0 pour tout n ∈ N impair.

– Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et de même loi N (0, 1). Pour tous t ∈ [0, 1] et ξ ∈ R,
on a

E(eiξ(
√
tX+

√
1−tY )) = E(eiξ

√
tX)E(eiξ

√
1−tY ) = e−ξ

2t/2e−ξ
2(1−t)/2 = e−ξ

2/2,

donc
√
tX +

√
1− tY ∼ N (0, 1), donc les lois marginales du vecteur Vt := (X,

√
tX +

√
1− tY ) sont des lois

N (0, 1). De plus, on a E(X[
√
tX +

√
1− tY ]) =

√
2, donc la loi du vecteur dépend de t. Soient t, s ∈ [0, 1] tels

que t 6= s. Pour n > 0, on pose Un := Vt si n est pair et Un := Vs sinon. Alors les lois marginales convergent en

loi, mais la suite (Vn)n>0 ne converge pas en loi.

Théorème 6.21 (critère de Lévy). La convergence en loi équivaut à la convergence simple des fonctions

caractéristiques.

Preuve Montrons le théorème en dimension une. Soient (Xn)n>0 une suite de variables aléatoires et X une

variable aléatoire.

⇒ On suppose que Xn −loi→ X. Soit t ∈ R. Comme a fonction x ∈ R 7−→ eitx est continue est bornée, on

obtient que E(eitXn) −→ E(eitX). La suite (ϕXn
)n>0 converge simplement donc vers ϕX .

⇐ On suppose que la suite (ϕXn)n>0 converge simplement vers ϕX . Soit f ∈ C∞c (R). Alors sa transformée

de Fourier Ff appartient à L1(R). La formule d’inversion donne alors

∀x ∈ R, f(x) =
1

2π

ˆ
R
e−itxFf(t) dt.

En utilisant le théorème de Fubini, on obtient alors que

E(f(Xn)) =
1

2π

ˆ
R
ϕXn

(t)Ff(t) dt.

Le théorème de convergence dominée permet alors de conclure que E(f(Xn)) −→ E(f(X)). On utilise enfin la

densité ce qui termine la preuve. �

Théorème 6.22 (Lévy, version forte). Soit (ϕn)n>0 une suite de fonctions caractéristiques de variables

aléatoires réelles Xn. Pour t ∈ R, on pose ϕ(t) := limn→+∞ ϕn(t). On suppose que ϕ est continue en 0. Alors il

existe une variable aléatoire X telle que ϕX = ϕ et Xn −loi→ X.

Proposition 6.23. Si Xn −proba→ X, alors Xn −loi→ X.

� Remarque. La réciproque est fausse : il suffit de reprendre l’exemple précédent.

Preuve On suppose que Xn −proba→ X. Avec le critère de Lévy, il suffit de montrer la convergence simple des

fonctions caractéristiques. Soit t ∈ Rd. Pour tout n > 0, on a

|ϕXn(t)− ϕX(t)| 6 E(
∣∣eitXn − eitX

∣∣) = E(|eit(Xn−X) − 1|) 6 E(min(2, |t| |Xn −X|)).
En effet, pour tout s ∈ R, on a∣∣eis − 1

∣∣ 6 2 et
∣∣eis − 1

∣∣ =

∣∣∣∣i ˆ s

0
eix dx

∣∣∣∣ 6 |s| .
Soit ε > 0. Pour tout n > 0, l’égalité 1 = 1|Xn−X|6ε + 1|Xn−X|>ε implique

|ϕXn(t)− ϕX(t)| 6 ε |t|P(|Xn −X| 6 ε) + 2P(|Xn −X| > ε)

6 ε |t|+ 2P(|Xn −X| > ε).

On a alors limn→+∞ |ϕXn
(t)− ϕX(t)| 6 ε |t|. En faisant tendre ε vers 0+, on a |ϕXn

(t)− ϕX(t)| −→ 0. �

Proposition 6.24. Soient c ∈ Rd et (Xn)n>0 une suite de variables aléatoires définies sur le même espace

probabilisé tels que Xn −loi→ c. Alors Xn −proba→ c.

Preuve On se place en dimension une. Soit ε > 0. Pour tout n > 0, on a

P(|Xn − c| > ε) = P(Xn < c− ε) + P(Xn > c+ ε)
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6 FXn(c− ε)− FXn(c+ ε).

Comme ε > 0, la fonction Fc est continue en c± ε. Comme Xn −loi→ c, on a

FXn(c− ε) −→ Fc(c− ε) = 0 et FXn(c+ ε) −→ Fc(c+ ε) = 1.

On en déduit que P(|Xn − c| > ε) −→ 0 pour tout ε > 0. D’où Xn −proba→ X. �

Lemme 6.25 (Slutsky). Soient (Xn)n>0 une suite de variables aléatoires convergeant en loi vers une variable

aléatoire X et (Yn)n>0 une suite de variables aléatoires convergeant en probabilité vers une constante c ∈ Rd.
Alors (Xn, Yn) −loi→ (X, c).

Preuve Pour tout (t, s) ∈ R2, on a ϕ(X,c)(t, s) = eiscϕX(t) et∣∣ϕ(Xn,Yn)(t, s)− ϕ(X,c)(t, s)
∣∣ =

∣∣E(eitXneisYn)− eiscE(eitX)
∣∣

=
∣∣E(eitXn [eisYn − eisc]) + eiscE(eitXn − eitX)

∣∣
= E(

∣∣eisYn − eisc
∣∣) +

∣∣E(eitXn − eitX)
∣∣ .

Comme Yn −proba→ c et Xn −loi→ X, on en déduit que
∣∣ϕ(Xn,Yn)(t, s)− ϕ(X,c)(t, s)

∣∣ −→ 0 en utilisant la

fonction continue x 7−→ |eisx − eisc|. Le critère de Lévy donne la conclusion. �

Corollaire 6.26. Si Xn −loi→ X et Xn − Yn −proba→ 0, alors Yn −loi→ X.

Proposition 6.27 (généralisation du lemme de Fatou). Si Xn −loi→ X, alors

E(|x|) 6 lim inf
n→+∞

E(|Xn|).

Preuve On suppose que Xn → X. Soit k > 0. Comme la fonction x 7−→ min(|x| , k) est continue et bornée, on a

E(min(|X| , k)) = lim
n→+∞

E(min(|Xn| , k)) = lim inf
n→+∞

E(min(|Xn| , k)) 6 lim inf
n→+∞

E(|Xn|).

On conclut par le théorème de convergence dominée en laissant tendre k vers +∞. �

. Exemple. Soient λ > 0 et (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires telle que Xn ∼ G (λ/n) pour tout n > 1.

Montrons que la suite (Xn/n)n>1 converge en loi vers la loi exponentielle E (λ). Pour tous n > 1 et t ∈ R, on a

ϕXn
(t) =

λ
ne

it

1− (1− λ
n )eit

, donc ϕXn/n(t) = ϕXn
(t/n) =

λ

n(e−it/n − 1) + λ
.

Or n(e−it/n− 1) = n[cos(t/n)− 1]− in sin(t/n) −→ −it, donc ϕXn/n(t) −→ λ/(λ− it). On reconnaît la fonction

caractéristique d’une loi exponentielle de paramètre λ ce qui permet de conclure.

Récapitulatif. Voici un schéma récapitulatif des modes de convergence.

convergence

dans L∞
convergence

dans Lp
convergence

dans L1

convergence

en probabilité

convergence

presque sûre

convergence

en loi

6.4.3 Un exemple fondamental : le théorème central limite
Théorème 6.28 (central limite). Soit (Xn)n>1 une suite indépendantes de variables aléatoires de même loi

telle que E(X1) = 0 et E(X2
1 ) = 1. Soit N un variable aléatoire telle que N ∼ N (0, 1). Alors

X1 + · · ·+Xn√
n

−loi→ N.
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Pour les besoins de la preuve, on utilisera la branche principale du logarithme complexe, noté log. On rappel

que, pour tout z ∈ C tel que |z| < 1, on a

log(1 + z) =

+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
zk.

Preuve Remarquons que les variables Xk admettent un moment d’ordre deux, donc leurs fonctions caractéris-

tiques sont de classe C 2. Soient k > 1 et t ∈ R. Le développement limité de la suite (E(eitXk/
√
n))n>1 s’écrit,

pour tout n > 1,

E(eitXk/
√
n) = 1 +

iE(Xk)√
n

t− E(X2
k)

2n
t2 +

εt,n
n

= 1− t2

2n
+
εt,n
n

où (εt,n)n>1 est une suite tendant vers 0. Pour n > 1 assez grand, le module du terme − t2

2n +
εt,n

n devient

strictement inférieur à 1 ce qui permet d’appliquer le logarithme. En effectuant un développement limité de la

fonction z 7−→ log(1 + z), on peut écrire

log[E(eitXk/
√
n)] = − t

2

2n
+
ε̃t,n
n

où (ε̃t,n)n>1 est une suite tendant vers 0. Finalement, comme les variables ont la même loi, on a

n∑
k=1

log[E(eitXk/
√
n)] = n log[E(eitX1/

√
n)] = − t

2

2
+ ε̃t,n −−−−−→

n→+∞
− t

2

2
.

En composant par la fonction exponentielle, on a

exp
( n∑
k=1

log[E(eitXk/
√
n)]
)
−−−−−→
n→+∞

e−t
2/2.

On reconnaît la fonction caractéristique d’une loi normale centrée réduite. Or pour n > 1, l’indépendance assure

exp
( n∑
k=1

log[E(eitXk/
√
n)]
)

=

n∏
k=1

E(eitXk/
√
n)

= exp

Å
it
X1 + · · ·+Xn√

n

ã
ce qui permet de conclure par le critère de Lévy. �

Corollaire 6.29. Soit (Xn)n>1 une suite indépendantes de variables aléatoires de même loi telle que E(X1) = µ
et Var(X1) = σ2. Soit N un variable aléatoire telle que N ∼ N (0, σ2). Alors

√
n

Å
X1 + · · ·+Xn

n
− µ
ã
−loi→ N.

Preuve Pour tout n > 1, on remarque que

√
n

Å
X1 + · · ·+Xn

n
− µ
ã

=
σ√
n

n∑
k=1

Xk − µ
σ

.

Les variables (Xk−µ)/σ sont indépendantes, de même loi, centrées et réduites. Le théorème central limite donne

alors, pour tout s ∈ R, la limite

E
Å

exp
[
i
s√
n

n∑
k=1

Xk − µ
σ

]ã
−−−−−→
n→+∞

e−s
2/2.

Pour tout t ∈ R, la formule précédente pour s = tσ assure que

E
Å
it
√
n

ï
X1 + · · ·+Xn

n
− µ
òã

= E
Å

exp
[
it
σ√
n

n∑
k=1

Xk − µ
σ

]ã
−−−−−→
n→+∞

e−σ
2t2/2 = E(eitN ).

Le critère de Lévy donne alors la conclusion. �

6.5 Loi des grands nombres

6.5.1 Loi faible des grands nombres
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Théorème 6.30. Soit (Xn)n>1 une suite indépendante de variables aléatoires de L2(P) de même loi. Alors la

suite ( 1
n

∑n
k=1Xk)n>1 converge en probabilité et dans L2 vers E(X1).

Preuve Il suffit de montrer la convergence dans L2(P). Pour tout n > 0, on a

E

(∣∣∣∣ 1n
n∑
k=1

Xk − E(X1)

∣∣∣∣2
)

= E

(∣∣∣∣ 1n
n∑
k=1

[Xk − E(X1)]

∣∣∣∣2
)

=
1

n2

n∑
k=1

n∑
`=1

E((Xk − E(X1))(X` − E(X`)))

=
1

n2

n∑
k=1

Var(Xk) =
Var(X1)

n
−→ 0. �

6.5.2 Loi des grands nombres pour des variable aléatoires décorrélées et bornées dans L2

Théorème 6.31. Soient (Xi)i>1 une suite de variables aléatoires et µ ∈ R tels que

– M := supi>1 E(X2
i ) < +∞ ;

– pour tout i > 1, on ait E(Xi) = µ ;

– pour tout i, j > 1 tels que i 6= j, on ait E((Xi − µ)(Xj − µ)) = 0.

Alors la suite ( 1
n

∑n
k=1Xk)n>1 converge presque sûrement et dans L2 vers µ.

Preuve • Convergence dans L2. Pour tout n > 1, on a

E

(∣∣∣∣ 1n
n∑
k=1

Xk − E(X1)

∣∣∣∣2
)

= Var
( 1

n

n∑
k=1

Xk

)
=

1

n2

n∑
k=1

Var(Xk)

6
1

n2

n∑
k=1

E(X2
k) 6

M

n
−→ 0.

• Converge presque sûre. Soit ε > 0. Pour tout n > 1, l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne

P
Å∣∣∣∣ 1

n2

n2∑
k=1

Xk − µ
∣∣∣∣ > εã 6 1

ε2 Var
( 1

n2

n2∑
k=1

Xk

)
6

M

ε2n2

où la série
∑

1/n2 converge. On en déduit

1

n2

n2∑
k=1

Xk −ps→ µ. (∗)

On remarque que, pour tout n > 1, il existe un unique entier mn > 1 tel que m2
n 6 n 6 (mn + 1)2 (il suffit

de considérer l’entier mn := b
√
nc). Pour tout n > 1, on peut écrire∣∣∣∣ 1n
n∑
k=1

Xk − µ
∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣ 1n

mn∑
k=1

(Xk − µ)

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
An

+

∣∣∣∣ 1n
n∑

k=m2
n+1

(Xk − µ)

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
Bn

.

Avec le résultat (∗), on a

An =

∣∣∣∣m2
n

n

1

m2
n

mn∑
k=1

(Xk − µ)

∣∣∣∣ −→ 0.

Montrons que Bn −ps→ 0. Soit ε > 0. Pour tout n > 1, l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne

P(|Bn| > ε) 6
1

ε2n2 Var
( n∑
k=m2

n+1

(Xk − µ)
)

=
1

ε2n2

n∑
k=m2

n+1

Var(Xk)

6
M

ε2
(mn + 1)−m2

n

n2 6
M

ε2
2
√
n+ 1

n2 = O

Å
1

n3/2

ã
.

Cela montre Bn −ps→ 0. D’où le résultat. �
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6.5.3 Loi des grands nombres pour des variable aléatoires indépendantes et de même loi
dans L1

Théorème 6.32. Soient (Xi)i>1 une suite de variables aléatoires tels que

– les variables Xi soient de même loi ;

– on ait X1 ∈ L1(P) ;

– les variables Xi soient mutuellement indépendantes

Alors la suite ( 1
n

∑n
k=1Xk)n>1 converge presque sûrement et dans L1 vers E(X1).

Preuve Commençons par montrer la convergence presque sûre.

• Première étape. Quitte à considérer les suites (X+
n )n>1 et (X−n )n>1 et utiliser la linéarité de l’espérance,

on peut supposer que les variables Xn sont positives. Pour k > 1, on pose Yk := Xk1Xk6k. Comme les variables

positives Xi ont la même loi et X1 ∈ L1(P), on a

+∞∑
k=1

P(Xk > k) =

+∞∑
k=1

P(X1 > k) < +∞.

Le lemme de Borel-Cantelli donne alors

P(lim sup
k→+∞

{Xk > k}) = 0.

On en déduit que les suites (Yk)k>1 et (Xk)k>1 ne différent que d’un nombre fini de terme, donc

1

n

n∑
k=1

Xk −ps→ E(X1) ⇐⇒ 1

n

n∑
k=1

Yk −ps→ E(Y1).

• Deuxième étape. On remarque que les variables Yk sont bornées, donc elles appartient à L2(P). De plus, elles

sont indépendantes. Soit α > 1. Pour n > 1, on pose kn := bαnc+1. Alors l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev

puis le théorème de Fubini donnent

+∞∑
n=1

P
Å∣∣∣ 1

kn

kn∑
i=1

Yi −
1

kn

kn∑
i=1

E(Yi)
∣∣∣ > ε

ã
6

1

ε2

+∞∑
n=1

1

k2
n

kn∑
i=1

Var(Yi)

=
1

ε2

+∞∑
i=1

Var(Yi)
∑
kn>i

1

k2
n

6
1

ε2

+∞∑
i=1

Var(Yi)
∑
kn>i

1

α2n .

Or pour tous i > 1 et n > 1, on a kn > i⇔ αn > i− 1 et il existe n0 > 1 tel que α2n0 > i− 1, donc il existe des

constantes Aα, Bα > 0 telles que∑
kn>i

1

α2n =
1

α2n0

1

1− 1/α
6 Aα

1

(i− 1)2 6 Bα
1

i2
.

De plus, comme
∑
i>k+1 1/i2 = O(1/(k + 1)), il existe C > 0 tel que

∀k > 1,
∑
i>k+1

1

i2
6

C

k + 1
.

On pose Cα := CBα. Alors

+∞∑
n=1

P
Å∣∣∣ 1

kn

kn∑
i=1

Yi −
1

kn

kn∑
i=1

E(Yi)
∣∣∣ > ε

ã
6

1

ε2

+∞∑
i=1

Var(Yi)

i2

6
Bα
ε2

+∞∑
i=1

E(Y 2
i )

i2

6
Bα
ε2

+∞∑
i=1

E(X2
i 1Xi6i)

i2

6
Bα
ε2

+∞∑
i=1

1

i2

i−1∑
k=0

E(X2
11k6X1<k+1)

6
Bα
ε2 E

(+∞∑
k=0

X2
11k6X1<k+1

+∞∑
i=k+1

1

i2

)
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6
Cα
ε2 E

(+∞∑
k=0

X2
1

k + 1
1k6X1<k+1

)
6
Cα
ε2 E

(+∞∑
k=0

X11k6X1<k+1

)
=
Cα
ε2 E(X1).

D’où

1

kn

kn∑
i=1

Yi −
1

kn

kn∑
i=1

E(Yi) −ps→ 0.

• Troisième étape. Il suffit de montrer que

1

n

n∑
i=1

E(Yi) −→ E(X1). (∗)

D’une part, pour tout n > 1, on a Yi 6 Xi pour tout i ∈ J1, nK, donc 1
n

∑n
i=1 E(Yi) 6 E(X1). Soit N0 > 1.

D’autre part, on a

1

n

n∑
i=1

E(Yi) >
1

n

n∑
i=N0+1

E(Yi)

>
1

n

n∑
i=N0+1

E(Xi1Xi6N0)

=
n−N0

n
E(X11X16N0) −−−−−→

n→+∞
E(X11X16N0).

En passant aux limites inférieure et supérieure, on obtient

E(X11X16N0) 6 lim inf
n→+∞

1

n

n∑
i=1

E(Yi) 6 E(X1) et E(X11X16N0) 6 lim sup
n→+∞

1

n

n∑
i=1

E(Yi) 6 E(X1).

En laissant tendre N0 vers +∞ et en utilisant le théorème de convergence dominée, on récupère la limite (∗).
On a donc montré

1

kn

kn∑
i=1

Yi −ps→ E(X1).

• Quatrième étape. Soit n > 1. Il existe m > 1 tel que km 6 n 6 km+1. La positivité de variables Yi donne

1

n

km∑
i=1

Yi 6
1

n

n∑
i=1

Yi 6
1

n

km+1∑
i=1

Yi,

donc

km
n

1

km

km∑
i=1

Yi 6
1

n

n∑
i=1

Yi 6
km+1

n

1

km+1

km+1∑
i=1

Yi,

donc

km
km+1

1

km

km∑
i=1

Yi 6
1

n

n∑
i=1

Yi 6
km+1

km

1

km+1

km+1∑
i=1

Yi,

Or km/km+1 −→ 1/α et, avec le troisième étape, on en déduit

E(X1)

α
6

1

n

n∑
i=1

Yi 6 αE(X1).

• Dernière étape. Par conséquent, pour tout α ∈ ]1,+∞[ ∩Q, on a

E(X1)

α
6 lim inf

n→+∞

1

n

n∑
i=1

Yi 6 lim sup
n→+∞

1

n

n∑
i=1

Yi 6 αE(X1).

Comme l’ensemble ]1,+∞[ ∩Q est dénombrable, on obtient alors le théorème en laissant tendre α vers 1.

Montrons la convergence dans L1. Soit M > 0. Pour k > 1, on pose YMk := Xk1|Xk|6M et ZMk := Xk1|Xk|>M .

Alors pour tout n > 1, on a

1

n

n∑
k=1

Xk − E(X1) =
( 1

n

n∑
k=1

YMk − E(YM1 )
)

+
( 1

n

n∑
k=1

ZMk − E(ZM1 )
)
,
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donc l’inégalité triangulaire assure

E

(∣∣∣∣ 1n
n∑
k=1

Xk − E(X1)

∣∣∣∣
)
6 E

(∣∣∣∣ 1n
n∑
k=1

YMk − E(YM1 )

∣∣∣∣
)

︸ ︷︷ ︸
AM

n

+ 2E(|ZM1 |)︸ ︷︷ ︸
BM

.

D’après la convergence presque sûre que donne ce théorème, on a

1

n

n∑
k=1

YMk − E(YM1 ) −ps→ 0 quand n→ +∞

où cette suite est bornée, donc le théorème de converge dominée assure AMn −→ 0 quand n→ +∞. Donc

lim sup
n→+∞

E

(∣∣∣∣ 1n
n∑
k=1

Xk − E(X1)

∣∣∣∣
)
6 2E(|X1|1|X1|>M ) −−−−−→

M→+∞
0

toujours par le théorème de convergence dominée. Ceci montre la convergence dans L1. �
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Chapitre 7

Vecteurs gaussiens
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7.1 Définition et premières propriétés

Définition 7.1. Un vecteur gaussien est un vecteur aléatoire X := (X1, . . . , Xd) tel que, pour tout λ ∈ Rd, il
existe µλ ∈ R et σλ > 0 tels que 〈λ,X〉 ∼ N (µλ, σ

2
λ).

� Remarque. En particulier, les composantes d’un vecteur gaussien suivent des lois normales.

Définition 7.2. Soit Y := (Y1, . . . , Yd) un vecteur aléatoire dont les coordonnées sont dans L2(P). La matrice

de covariance de Y est la matrice ΣY := (Cov(Yi, Yj))16i,j6n.

Proposition 7.3. Une matrice Σ ∈Md(R) est la matrice de covariance d’un vecteur aléatoire si et seulement

si elle est symétrique positive.

Preuve On suppose que la matrice Σ est une matrice de covariance d’un vecteur aléatoire (Y1, . . . , Yd). Alors

elle est clairement symétrique. De plus, pour tout (t1, . . . , td) ∈ Rd, on a

d∑
i=1

d∑
j=1

titj Cov(Yi, Yj) = Var
( d∑
i=1

tiYi

)
> 0.

La matrice Σ est donc symétrique positive.

Réciproquement, on suppose que la matrice Σ est symétrique positive. Soient N1, . . ., Nd des variables

aléatoires indépendantes et de même loi N (0, 1). On pose X := (N1, . . . , Nd)
√

Σ. Alors E(X) = (0, . . . , 0) et,

pour tous i, j ∈ J1, nK, on a

E(XiXj) = E([N
√

Σ]i[N
√

Σ]j)

= E
([ d∑

k=0
Nk
√

Σk,i

][ d∑
`=0

N`
√

Σ`,j

])
=

d∑
k=1

d∑
`=1

E(NkN`)
√

Σk,i
√

Σ`,j

=

d∑
k=1

√
Σk,i
√

Σk,j =

d∑
k=1

√
Σi,k
√

Σk,j = Σi,j ,

donc ΣX = Σ. �

Proposition 7.4. Soit X := (X1, . . . , Xd) un vecteur gaussien de moyenne µ := (E(X1), . . . ,E(Xd)). Alors

– pour tout λ ∈ Rd, on a 〈λ,X〉 ∼ N (〈λ, µ〉, λΣX
tλ) ;

– pour tout ξ ∈ Rd, on a E(ei〈ξ,X〉) = exp(i〈ξ, µ〉 − 1
2ξΣX

tξ).

Preuve 1. Soit λ := (λ1, . . . , λd) ∈ Rd. Par définition, la variable aléatoire 〈λ,X〉 suit une loi N (µλ, σ
2
λ) pour

des réels µλ ∈ R et σλ > 0. On obtient alors

µλ =

d∑
i=1

λiE(Xi) = 〈λ, µ〉 et σ2
λ = Cov

( d∑
i=1

λiXi,
d∑
j=1

λjXj

)
=

d∑
i=1

d∑
j=1

λiλj Cov(Xi, Xi) = λΣX
tλ.

2. On rappel que, pour une variable gaussienne Z ∼ N (µ, σ2), on a E(eitZ) = exp(itµ− 1
2 t

2σ2) pour tout t ∈ R.
Il suffit alors d’appliquer cette remarque avec t = 1 et Z = 〈ξ,X〉. �

� Remarque. Le matrice ΣX et le vecteur µ caractérisent alors entièrement la loi de X. On note X ∼ N (µ,ΣX).

Proposition 7.5. Soit X := (X1, . . . , Xd) un vecteur gaussien. Alors les variables Xi sont mutuellement

indépendantes si et seulement si, pour tous i, j ∈ J1, nK tels que i 6= j, on a Cov(Xi, Xj) = 0.
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Preuve Le sens direct est évident. Réciproquement, on suppose que les variables Xi sont décorrélées. Alors la

matrice ΣX est diagonale. On en déduit que, pour tout (ξ1, . . . , ξd) ∈ Rd, on a

E
(

exp
(
i
d∑
k=1

ξkXk

))
= exp

(
i
d∑
k=1

ξkµk −
1

2

d∑
k=1

(ΣX)k,kξ
2
k

)
=

d∏
k=1

exp(iξkµk − 1
2 (ΣX)k,kξ

2
k)

=

d∏
k=1

E(exp(iξkXk)).

Cela montre l’indépendance. �

Notation. Pour une matrice aléatoire M := (Mi,j)16i,j6n, on note E(M) := (E(Mi,j))16i,j6n.

Proposition 7.6. Soit X ∼ N (µ,Σ) et N ∼ N (0, Id) deux vecteurs gaussiens. Alors X et µ+N
√

Σ ont la

même loi.

Preuve Comme un vecteur gaussien est caractérisé par son espérance et sa matrice de covariance, il suffit de

montrer qu’elles sont égales. On a bien E(µ+N
√

Σ) = µ = E(X) et

E(
t
(µ+N

√
Σ− E(µ))(µ+N

√
Σ− E(µ))) = E(

√
Σ tNN

√
Σ) =

√
ΣE(tNN)

√
Σ = Σ. �

7.2 Vecteurs gaussiens et densité

Théorème 7.7. Soit X := (X1, . . . , Xd) une vecteur gaussien de loi N (µ,Σ). Alors il admet une densité si et

seulement si det Σ > 0. Dans ce cas, sa densité est donnée par

fX(x) =
1√

(2π)d det Σ
exp

Å
−(x− µ)

1

2
Σ−1 t

(x− µ)

ã
.

Preuve On suppose det Σ = 0. Alors il existe z ∈ Rd \ {0} tel que zΣ = 0. On obtient Var(〈z,X〉) = zΣ tz = 0,

donc la variable 〈z,X〉 est presque sûrement constante. Alors le vecteur X est à valeurs dans un hyperplan, donc

il n’admet pas de densité.

Réciproquement, on suppose det Σ > 0. Soit N ∼ N (0, Id) un vecteur gaussien. Soit A ∈ B(Rd). Avec la

proposition précédente, on obtient

P(X ∈ A) = E(1A(µ+N
√

Σ)) =

ˆ
Rd

1A(µ+ x
√

Σ) exp(− 1
2‖x‖

2)
dx√
(2π)d

.

En effectuant le changement de variables y = µ+ x
√

Σ, on a

P(X ∈ A) =

ˆ
Rd

1A(y) exp(− 1
2‖(y − µ)

√
Σ
−1
‖2)

dy√
(2π)d det

√
Σ

=

ˆ
Rd

1A(y) exp(− 1
2 (y − µ)Σ−1 t

(y − µ))
dy√

(2π)d det Σ
. �

7.3 Application linéaire de vecteurs gaussiens

Proposition 7.8. Soient X un vecteur gaussien de dimension d de loi N (µ,Σ) et A ∈Md,m(R). Alors

XA ∼ N (µA, tAΣA).

Preuve On a E(XA) = E(X)A = µA et

E(
t
(XA− µA)(XA− µA)) = E(tA

t
(X − µ)(X − µ)A) = tAE(

t
(X − µ)(X − µ))A = tAΣ tA. �

� Remarque. Si (X,Y ) est un vecteur gaussien, alors X et Y suivent des lois gaussiennes. La réciproque est

fausse. Par exemple, soit (U, V ) un vecteur gaussien de loi N (0, I2). On pose X := U et Y := sgn(V )U . Alors la

variable X suit une loi gaussienne N (0, 1). De plus, pour toute fonction ϕ ∈ Cc(R2,R), on a

E(ϕ(Y )) = E(ϕ(U)1{V >0}) + E(ϕ(−U)1{V <0})

= E(ϕ(U))P(V > 0) + E(ϕ(−U))P(V < 0)
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=
1

2
E(ϕ(U)) +

1

2
E(ϕ(−U)) = E(ϕ(U)).

On en déduit que la variable Y suit une loi gaussienne N (0, 1). Cependant, la variable X + Y possède un atome

en 0 et n’est pas nulle, donc elle n’est pas gaussienne, donc le vecteur (X,Y ) n’est pas gaussien.
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