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Chapitre 1
ESPACES PROBABILISES

1.1 Introduction . . .. ... .. L o oo 1 1.4 Limites supérieure et inférieures d’ensembles . . . . . 3
1.2 Espaces probabilisés . . . . ... ... ... ... ... 1 15 Classe monotones . ... .................. 4
1.3 Propriétés élémentaires des probabilités . . . . . . . .. 2

INTRODUCTION

Le concept d’espace probabilisé est lié aux expériences aléatoires : c¢’est une expérience dont on ne peut pas
prédire 'issue de fagon certaine. Par exemple, de telles expériences peuvent étre un lancer de dé, un lancer de
piéce jusqu’a ce qu’on obtienne « face », la durée de vie d’un appareil électronique ou encore la trajectoire d’un
grain de pollen porté par le vent.

On appelle univers des possibles (souvent noté 2) Uensemble des issues de 'expérience aléatoire. On appelle
événement un ensemble de résultats possibles de 'expérience aléatoires. Par exemple, pour le premier exemple,
un événement est « le résultat est pair » représenté par 'ensemble {2,4,6}.

Le but principal de la théorie des probabilités est d’associer a chaque événement A un nombre P(A4) € [0, 1]
qui traduise les chances que cet événement puisse se réaliser. Celui qui a formalisé cette théorie telle que présentée
dans ce cours est KOLMOGOROV en 1933.

ATTENTION. En général, pour un univers donné €2, on ne peut pas prendre Z(2) pour ensemble des événements
car il y a des ensembles A C 2 dont on ne pourra pas calculer la probabilité.

ESPACES PROBABILISES

DEFINITION 1.1 (tribu). Soit £ un ensemble. On appelle tribu sur 2 toute classe de parties .# C Z2(f2) vérifiant
(i) Qe .7

(ii) pour tout A € .#,ona A®° € F;

(iii) pour toute suite (An)n>0 de F, on a |J,50 An € F.

On dit alors que le couple (€2,.%) est un espace mesurable.

REMARQUE. Les trois points (i), (ii) et (iii) impliquent qu’une tribu .% est aussi stable par union et intersections
finies ou infinies dénombrables.

EXEMPLES. — Les classes de parties {0, Q} et £2(2) sont des tribus.
— Pour tout A C Q, la classe de parties {0}, A, A°,Q} est un tribu.

PROPRIETE 1.2.  Si (%;)icr est une famille de tribus sur Q, alors | J;c; % est aussi une tribu sur Q

DEFINITION-PROPOSITION 1.3.  Soit A C Z(Q). On note o(A) l'intersection de toutes les tribus sur  contenant
A, appelé tribu engendrée par A. Cette définition a un sens car Z(f2) est une tribu contenant A.

EXEMPLES. — On note #(R) la tribu engendrée par les ouverts de R, appelée tribu borélienne de R. On a
BR) =o({]-00,t] |t €R}).
— Pour tout A C Q, on a o({A4}) = {0, A, A°,Q}.

DEFINITION 1.4 (mesure de probabilités). Soit (Q,.%) un espace mesurable. On appelle probabilité sur (Q, %)
toute application P: .# — [0, 1] vérifiant

(i) P(2) =1et P(0) =0;
(ii) pour toute suite (Ay)n>0 de .# d’élements deux & deux disjoints, on a

IP’(U An) =3 P4,

n>0 n=0

On dit alors que le triplet (2, #,P) est un espace probabilisé.
REMARQUE. La propriété (ii) est appelé la o-additivité de P.
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1.3. PROPRIETES ELEMENTAIRES DES PROBABILITES

> EXEMPLES. — Soit Q un ensemble fini. On pose # = Z(Q). Alors 'application
Card A
P: A — 1
€7 Gaan € 01

est une probabilité sur (Q2,.7).

— Soit £ un ensemble. On pose .F = (). Soit a € Q. Alors 'application
P: Ae.Z — 14(a)

est une probabilité sur (Q2,.7).

— La mesure de LEBESGUE A est une probabilité sur ([0, 1], £(]0, 1])).

REMARQUE. On peut enrichir la tribu des boréliens par %([0,1]) en y ajoutant les ensembles négligeables et
on obtient la tribu de LEBESGUE .Z. = .Z([0,1]) et on peut y définir une mesure complétée \ sur cette tribu.
On peut montrer que %, # Z([0,1]).

On définit sur R une relation d’équivalence Z telle que © Z y < x — y € Q pour tous z,y € R. On prend V
I'ensemble des représentants dans [0, 1], appelé ensemble de VITALI. Alors V n’est pas mesurable pour la mesure
de LEBESGUE. En effet, supposons que V' € %.. On pose

A=V +r) cl-1,2.
re[—1,1]NQ

Comme V € %, on a A € %.. Les ensembles V + r avec r € |—1,1[ N Q sont deux & deux disjoints, donc la
o-additivité et 'invariance par translation donnent

A4) =D AV) <3,
re[—1,1]NQ
donc A(V) = 0, donc A(A) = 0 ce qui est absurde car [0,1] C A. Justifions ce dernier point. Soit = € [0,1].
Montrons que z € A. Il existe y € V tel que z — y € Q. Comme V C [0,1], ona z —y € QN [—1,1], donc

x € U(V—I—r) C [-1,2] = A.
re[—1,1]nQ

PARADOXE DE BANACH-TARSKI. Soient B; et B, deux boules de R? de rayons différents. Alors on peut
partitionner B; en un nombre fini de morceaux et les réarranger pour former Bs.
Ceci explique pourquoi, en général, on ne peut pas prendre £()) comme tribu.

PROPRIETES ELEMENTAIRES DES PROBABILITES

PROPRIETE 1.5. Soit (Q, #,P) un espace probabilisé. Alors
pour tous A, B € % disjoints, on a P(AU B) = P(A) + P(B);
. pour tous A, B € % tels que A C B, on aP(A) < P(B);
. pour tout A € . %, on aP(A°) =1—-P(A);
. [P est o-sous-additive, 4. e. pour toute suite (A,)n>0 de %, on a

P({J 4n) <D P(4n).

n=>0 n=0

B ow o R

5. P est continue sur des suites croissantes, 7. e. pour toute suite (A,,),>0 croissante de %, on a

IP’(U An): lim P(A,).

n—-+o0o
n>=0

6. P est continue sur des suites décroissantes, 7. e. pour toute suite (A,,),>0 décroissante de .%, on a

P(ﬂ An>: lim P(A,).

n—-+oo
n>=0

Preuve Voir le cours d’intégration de LEBESGUE. (]

THEOREME 1.6. Soient (£2,.%) un espace mesurable et P: % — [0, 1] finiement additive vérifiant P(Q) = 1.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) P est un probabilité;

(ii) PP est o-sous-additive;
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1.4. LIMITES SUPERIEURE ET INFERIEURES D’ENSEMBLES

iii) P est continue sur des suites croissantes;

v) PP est continue sur des suites décroissantes tendant vers @, 7. e. pour toute suite (A,,),>0 décroissante de &

(
(iv) P est continue sur des suites décroissantes;
(
telle que N,en An =0, on a

P(0) Ad) = Jim, P(4)

n=0

Preuve Par les propriétés précédentes, les implications (i) = (k) € {(ii), (iii), (iv), (v)} sont vraies. De plus,
I’équivalence (iii) < (iv) est évidente en passant au complémentaire. L’implication (iv) = (v) est évidente.

e (ii) = (iii). On suppose que P est o-sous-additive. Soit (A, ),cn une suite décroissante de .%. Pour n € N*,
on pose B, = A, \ A,,—1 et By = Ag. Alors ey An = Unen Bn, donc

IP(U An) - IP’(U Bn) <Y P(B,) = lim p [P(A;) —P(A,_1)] = lim P(A,).
neN neN neN

p——+o00 n—-+oo

De plus, on a A,, € |J,eny An pour tout n € N, on a
< ]P( U An).
neN
En laissant tendre n vers 400, on obtient que
Jim P4 <2(U 4)
neN

e (v) = (i). On suppose que P est continue sur des suites décroissantes tendant vers (). Montrons qu’elle est
o-additive. Soit (Ay,)nen une suite de % d’éléments deux & deux disjoints. Pour n € N, on pose B, Uﬁoo Ag.
Alors la suite (By,)nen est décroissante d’intersection vide, on a lim,,_, 4 P(B,) = 0. Or, pour tout n € N, on a

P 4r) = ]P’(J;l A ) +B(Bui)

keN
n —+o0
= P(A) +P(Buy1) — Y P(Ag).
k=0 k=0

e Conclusion. On a ainsi montré les implications (i) = (ii) = (iii) = (iv) = (v) = (i) ce qui montre
I’équivalence entre toutes ces propositions. O

LIMITES SUPERIEURE ET INFERIEURES D’ENSEMBLES

DEFINITION 1.7. Soient (£2,.%) un espace mesurable et (A, )nen une suite de .%. On pose

limsup A,, = ﬂ U A, et limniann = U m Ay

neNk>n neNk>n

PROPOSITION 1.8. Soit w € Q. Alors

1. w € liminf,, A, si et seulement si w appartient a tous les Ay a partir d’un certain rang;
2. w € limsup,, A, si et seulement si w appartient & une infinité de Ay.

Preuve 11 suffit d’écrire ce que signifie w € liminf,, A,, a 'aide de quantificateurs. O

PROPOSITION 1.9. Alors

1. liminf,, A, Climsup, A, ;

2. Liiminf, 4, = liminf, 14, et Ljmsup, 4, = limsup,, 14, ;
3. (liminf, A,,)¢ = limsup,, AS ;

4. P(liminf, 4,) < liminf, P(4,) < limsup,, P(4,) < P(limsup,, A,).

REMARQUE. En général, les inégalités du point 4 sont strictes. Par exemples, soient A, B € .Z tels que ANB = ()
et 0 < P(A) < P(B). Pour n € N, on pose A, := A si n est pair et A, = B sinon. Alors le suite d’inégalités
s’écrit

P(ANB) =0 < P(A) < P(B) < P(AU B).

Espaces probabilisés — CHAPITRE 1 3



1.5. CLASSE MONOTONES

1.5 CLASSE MONOTONES

DEFINITION 1.10. Soit Q un ensemble. On appelle classe monotone sur 2 toute classe de parties .#Z C ()
vérifiant

(i) Qe ;
(ii) pour tous A,B € .# telsque AC B,ona B\ A€ 4 ;
(iii) pour toute suite croissante (A, )n>0 de A, on a | J,>o An € A .

o REMARQUES. — Une classe monotone n’est, en général, pas une tribu.
— Un intersection de classes monotones est encore une classe monotone. Si A C #(2), on définit alors m(Q2)
I'intersection de toutes les classes monotones contenant A : c’est la plus petite classe monotone contenant A et
on l'appelle la classe monotone engendrée par A.
— Si on ajoute la stabilité par union ou intersection fini, on a une tribu.

DEFINITION 1.11.  On appelle m-systéme toute classe de parties stable par intersection finie.

THEOREME 1.12 (DYNKIN). Soit &/ C Z(Q) un m-systéme. Alors m(«/) = o(<).

Preuve On fixe A € &/. Montrons que
My ={Bem(H)| ANBem(«)}
est une classe monotone. On a QN A=A € m(«), donc Q € . Soient C, D € #; tels que C € D. Alors
(D\NC)NA=(DNA)\ (CNA)em(),
donc D\ C € .. Enfin, soit (C),),>0 une suite croissante de .#;. Alors
(U G| na=JICnn Al em(w),
n>0 n>0

donc (J,, >0 Cn € 1. Cela montre que . est bien une classe monotone. Comme &/ est stable par intersection
finie, on a #1 D &, donc 41 D m(«/). Comme 'inclusion réciproque est vraie, on a .#; = m(</). On a donc

VAe o/, VBem(a/), ANBem().
Fixons B € m(&/). De méme, la classe de parties
My ={Aem()| ANB e m()}
est une classe monotone vérifiant .#5 O o/. On en déduit que 45 = m(</). En conclusion, la classe .#5 est

stable par intersection finie, donc ¢’est une tribu contenant A. D’on o(«7) C m(«/). Réciproquement, la tribu
o(&/) est une classe monotone contenant &7, donc m(«/) C o(A). D’ou m(&/) = o(A). O

THEOREME 1.13. Soit (€, .%#) un espace mesurable. On suppose qu’il existe un m-systeme % tel que F = o(%).
Soient P; et Py deux mesures de probabilités sur (§2,.%) coincidant sur €. Alors P; = Ps.

Preuve On note

M o={Ae F|P1(A) =Py(B)}.
11 suffit de montrer que .# = .%. Pour cela, on va d’abord montrer que .# est une classe monotone. Comme
P(Q2) =P3(Q) =1,0na e .#. Soient A, B € .# tels que A C B. Alors
P1(B\ A) =P1(B) —P1(A) =P2(B) — P2(A) =P2(B\ A),

donc B\ A € . Enfin, soit (A,,)nen une suite croissante de .#. Par continuité des probabilités, on a

Pi(|JAn) = lim Pi(dn) = lim Pa(4n) =Po(|J 4n),
neN neN

donc | J,,en An € 4. On en déduit que .Z est une classe monotone et elle contient ¢, donc m(%¢’) C .#. Comme
% est un m-systeme, le théoréme de DYNKIN donne m(%) = o(¥¢) = %, donc .# C 4. Comme l'inclusion
réciproque est évidente, on a .# = .%. D’ou P; = Ps. ]

4 Variables aléatoires — CHAPITRE 1



Chapitre 2
VARIABLES ALEATOIRES

2.1 Définition . . . ... ... 5 2.2 Loi d’une variable aléatoire . . .. ... ... ...... 5

DEFINITION

DEFINITION 2.1.  Soient (€2, .%) et (F, &) deux espaces mesurables. On appelle variable aléatoire de (€2, %) dans
(E, &) toute fonction X : Q — E vérifiant

VAe &, X YA eZ.
REMARQUE. On suppose que (E, &) = (R, Z(R)). Sid = 1, on dit que X est une variable aléatoire réelle. Dans

tous les cas, on dit que X est un vecteur aléatoire réel. On écrit X = (Xy,..., X4). Alors pour tout i € [1,n], la
fonction X; est une variable aléatoire réelle appelée la i-iéeme marginale de X.

EXEMPLES. Soit A € .%. Alors 14: (,.7) — (R, Z(R)) est un variable aléatoire réelle. Plus généralement,
soient Aq,...,Ap, € F et ay,...,ap € R. Alors 71" a;1 4, est une variable aléatoire réelle.

RaApPPEL. Toute variable aléatoire réelle positive est limite simple et croissante de variables aléatoires étagées.

PROPOSITION 2.2.  On suppose qu’il existe € C (&) tel que & = o(%). Soit X: (2,.F#) — (E,&). Alors X
est un variable aléatoire si et seulement si

VO e?, X YC)eZ.

Preuve Le sens direct est évident. Réciproquement, on note
G ={Ac&| X 1(A) e T}
Alors ¢ est une tribu contenant %, donc 0(¢) C 4. Dou ¥ = o(%¢) = &. O

LOI D’UNE VARIABLE ALEATOIRE

DEFINITION 2.3. Soit X: (2, %#,P) — (F, &) une variable aléatoire. La loi de X est l'application

& —0,1],
A P(X € A).
C’est un probabilité sur (F,&).
Preuve On vérifie aisément qu’il s’agit d’une probabilité, notamment grace a la o-additivité de P. O

DEFINITION 2.4. Soient X: (Qy, %1,P1) = (E,&) et YV: (Qa, %2,P2) — (E, &) deux variables aléatoires. On
dit que X et Y sont égales en loi si Px = Py.

REMARQUE. En général, en probabilité, on ne s’intéresse qu’aux égalités en loi, ’espace de probabilité de
départ ne joue que peu de role.

PROPRIETE 2.5. On suppose qu'il existe un m-systeme % tel que & = o(%). Alors X et Y sont égales en loi si
et seulement si Px et Py coincident sur €.
DEFINITION 2.6. Soit X: (Q,.%#,P) — (R, Z(R)). La fonction de répartition de X est I'application

R — [0,1],

s P < 1),

PROPRIETE 2.7. Alors

1. F'x est croissante;
2. Fx tend vers 0 en —oo et 1 en 400

Variables aléatoires — CHAPITRE 2 5



2.2. LOI D’'UNE VARIABLE ALEATOIRE

3. Fx est CADLAG (continue & droite et limitée & gauche), 7. e. pour tout tg € R, on a

t—tg t—t,
4. X et Y sont égales en loi si et seulement si F'x = Fy ;
5. Fx admet un nombre au plus dénombrable de discontinuités, appelés atomes de la loi de X.

Preuve 1. La croissance de F'x vient de la croissance de P.
2. Soit (t,)nen une suite croissante de réels telle que ¢, — +00. Comme R = | J,,cn]—00, t,], la continuité de la
probabilité donne

1=Px(R) = lim Px(]—o0o,t,]) = lim Fx(t,).

n—-+oo n—-+o0o
De méme pour la limite a droite.
3. Soit tg € R. Comme |—00,tp] = (,.en+]—00,t0 + 1/n], on a Fx (to) = lim, 400 F'x (to + 1/n). Par caractéri-
sation séquentielle, on considére une suite réelle décroissante (¢, )nen telle que ¢, — to. Alors
nll)IilQQ FX(tn) = FX (to).
On considéere une suite réelle croissante (t,)nen telle que t,,n — to. Comme |—00, tg| = | J,en] =00, tn], on a

Px(J=o0,to]) = lm Fx(tn).

4. Comme les boréliens de R sont engendrés par les intervalles |—oco, t] avec t € R, les lois Px et Py coincident
sur la classe {]—o0,t] | t € R} si et seulement si elles sont égales sur Z(R). Donc les variables X et Y sont égales
en loi si et seulement si F'xy = Fy.

5. C’est un résultat plus général sur les fonctions R — R admettant des limites finies a gauche et a droite en
tout point. Voir le lemme suivant. O

LEMME 2.8. Si une fonction f: R — R admet une limite a gauche et a droite en tout point, alors elle admet un
nombre au plus dénombrable de points de discontinuité.

Preuve Pour x € R, on note
(f(z) = lim f(y) et £ (x):= lim f(y).

y—xt y—r—

Soit n > 0. On considere les ensembles
Di={z € R| (@) # f(x) ou ~(z) # f(@)} ot DF:={zeR||f(x)— ()| >n}.
Montrons que D,;r est dénombrable. Soit x € Dﬁ . Comme f admet une limite a droite, il existe a > 0 tel que

vyeleatal 6@ - fy) < 1.

L’inégalité triangulaire donne alors
2n
Vy,y,€]$71'+a[, ‘f(y)_f(y/” < ?
En laissant tendre 3’ vers y*, on obtient que

2n
Vy € |z, z + af, If(y)_€+(y)|<§<77-
Dot |z, z 4 af € (D,5)°. De méme, il existe 3 > 0 tel que |z — §,z[ € (D;)°. Donc D;f N]z — B,z + of = {z},

i. e. le point x est isolé dans D,J{. On en déduit que

+ . + _ +
DT ={zeR| f(zx) # (T (z)} = U Dy,
peEN*
est dénombrable. De méme, on vérifie que D~ = {z € R | f(z) # ¢~ (z)} est dénombrable. On en déduit que
I’ensemble des points de discontinuité D = D+ U D~ est dénombrable.
e Autre preuve du point 5. Si x € R un point de discontinuité de Flx, alors P(X = z) > 0. Pour n € N*, on
pose
A, ={zeR|P(X =2z)>1/n}
de telle sorte que Card A,, < n. En effet, si tel n’était pas le cas, alors on prend des éléments deux a deux
distincts z1,..., 2,41 € A, et on a

n+1

n+1
P(X € {1,...,Tn41}) = ;P(X =z) > ——>1
ce qui est impossible. Donc I’ensemble des points de discontinuité | J,,en- Arn est dénombrable. (]
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2.2. LOI D’'UNE VARIABLE ALEATOIRE

THEOREME 2.9. Soit F': R — [0, 1] croissante, continue & droite et admettent comme limites 0 et 1 en —oo et
~+o0. Alors il existe un espace probabilisé (€2, %, P) et une variable aléatoire X : Q — R tels que F = Fx.

Preuve On considére lespace probabilisé (Q2, #,P) = (]0, 1], #(]0, 1]), A). Pour u € ]0, 1], on pose
X(u)=inf{t eR| F(t) > u}.

Cette quantité est bien définie puisque, comme lim;_, ;o F(t) = 1, Pensemble {¢ € R | F(t) > u} est non vide et,
comme lim;_, o, F(t) = 1, cet ensemble est minorée.

Soit s € ]0,1[. Montrons que {u € ]0,1[| X (u) < s} = {u €]0,1[| u < F(s)} par double inclusion. Soit
u € ]0,1] tel que X (u) < s. La croissance de F' donne F(X(u)) < F(s). Or il existe une suite réelles (¢,)nen
telles que t, — X(u), t, = X(u) et F(t,) > u pour tout n € N. Par la continuité a droite de F, on a
F(t,) = F(X(u)), donc F(X(u)) > u, donc F(s) > u. Réciproquement, soit u € |0, 1] tel que F(s) > u. Alors
se{teR| F(t) > u}, donc X(u) < s.

On en déduit alors que X est une variable aléatoire puisque X ~(]0, s]) = ]0, F'(s)[ et les boréliens de ]0, 1]
sont engendrés par les intervalles ]0, s] avec s € |0, 1]. De plus, on a A({X (v) > s}) = AM{u < F(s)}) = F(s). O

Loi marginale

DEFINITION 2.10. Soit (X7,...,X,,) un vecteur aléatoire de (Q,.#,P) dans (Ey x -+ X E,,&). Pour i € [1,n],
on appelle i-iéme loi marginale de (X1, ..., X,,) la probabilité
o |7 — 0,
X Ar—P(X1,...,Xp) €EBL X+ X By x Ax Ejy1 % ..., Eyp).

REMARQUE. Deux vecteurs peuvent avoir les mémes lois marginales sans pour autant avoir la méme loi.

RAPPEL. Soit (E, &) un espace mesuré. On note P ’ensemble des mesures de probabilité sur (E, &). Ce dernier
est convexe.

Variables aléatoires discrétes

DEFINITION-PROPOSITION 2.11.  On dit qu’une variable aléatoire X : (,.7,P) — (E, &) est discréte 8’1l existe
une partie dénombrable D de E telle que P(X € D) = 1. Dans ce cas, la loi de X est donnée par

Px =Y P(X =),

xzeD

REMARQUE. La loi d’une variable aléatoire discrete X est entierement caractérisée par la partie dénombrable
D C E telle que P(X € D) =1 et par la famille (P(X = z))zep.

LoIS DISCRETES PRINCIPALES. Soit X: (Q,.%#,P) — (R, Z(R)) une variable aléatoire discréte.

— On dit que X suit une loi constante égale a ¢ € R si Px = 4.

— On dit que X suit une loi uniforme sur un ensemble fini {z1,...,2,} si
1 n
1=

— On dit que X suit une loi de BERNOULLI de parameétre p € [0, 1] et on note X ~ Ber(p) si
PX = p51 + (1 —p)éo.

Pour A € #, on a 14 ~ Ber(P(4)).
— On dit que X suit une loi binomiale de parameétre (n,p) € N x [0, 1] et on note X ~ Bin(n,p) si

- n
Px=Y" ( k)p'fu —p)" b
k=0

— On dit que X suit une loi de POISSON de parametre A > 0 et on note X ~ () si

+00 Ak
Px = Z 67)\?5]6
k=0

Variables aléatoire a densité (ou continue)
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2.2. LOI D’'UNE VARIABLE ALEATOIRE

THEOREME 2.12 (RADON-NYKODYM). Soit (€,.%#) un espace mesurable. On suppose qu'il existe deux mesures
o-finis py et pg sur (Q, F) telle que p; soit absolument continue par rapport & po, noté u; < pe, 4. e.

VAEQ’, /,LQ(A):O — Ml(A):O

Alors il existe une unique fonction f mesurable et ps-intégrable telle que
i) = [ fdpa, vae s
A
On notera cette fonction duq/dus == f, appelée densité relative de pg par rapport & pq.

DEFINITION 2.13.  On dit qu’une variable aléatoire X : (Q, %, P) — (R™, Z(R"™)) admet une densité par rapport
a la mesure de LEBESGUE ¢’il existe une fonction f borélienne, positive presque-partout et de masse 1 telle que

IP’(XEA):/f(xl,...,scn)dxl--da:n, VA € B(R").
A

REMARQUE. Une variable aléatoire X est a densité si et seulement si Py < \,.

LoIs A DENSITE PRINCIPALES. Soit X : (2, #,P) — (R, Z(R)) une variable aléatoire & densité. On dit que X
suit une loi

~ uniforme sur [a,b] avec a < b et on note X ~ % ([a,b]) si X admet pour densité (b —a)~ 1},
— gaussienne de parameétre (u,0?) avec g, 0 € R et on note X ~ .4 (i, 02) si X admet pour densité

rE€ER+—

1 ( (z — u)2)
exp| ————— ).
V2ro? 202
— de CAUCHY de parameétre a > 0 et on note X ~ € (a) si X admet pour densité

a 1

PROPOSITION 2.14. Soit X un variable aléatoire réelle admettant une densité f. Alors

1. F'x est continue;
2. si f est continue en ¢y € R, alors Fx est dérivable en tg et Fi (to) = f(to)-

Preuve 1. La fonction F'x est continue a droite. Il suffit de montrer qu’elle est continue & gauche. Soit z € R.
Comme A({z}) =0, on a

P(X =z)= [ f(t)dt=0.
{z)

Or Fx(t) - P(X <z) =P(X < z) quand t — x~, donc Fx est continue a gauche. en X.
2. On suppose que f est continue en ty € R. Soit € > 0. Alors il existe a > 0 tel que

Vh € ]—a,af, |f(to+h)— f(to)| <e.

Alors pour tout h € |—a, af, on a

Fx(to+h) — Fx(to)
h

to+h
i[O - s

to

— f(to)

<e

ce qui conclut.

O

THEOREME 2.15 (RADEMACHER). Soit X une variable aléatoire réelles. Si Fix est lipschitzienne, alors X admet
une densité f. De plus, on a F = f presque partout.

PROPOSITION 2.16. Soit X une variable aléatoire réelles. Si F'x est continue et de classe €' par morceaux, alors
X admet une densité f et F = f presque partout.
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Chapitre 3
ESPERANCES

3.1 Définition et premiéres propriétés . ... ... ... .. 9 3.2 Moments d’une variable aléatoire . . . . . ... ... .. 11

DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES

DEFINITION 3.1.  Soit X: (2,.%,P) — (R, Z(R)) une variable aléatoire. On dit que X est intégrable si
| X dP) < +oc.
Q
Dans ce cas, 'espérance de X est la quantité

E(X) = QX(w) dP(w).

REMARQUE. Comme P est une mesure positive finie, les variables aléatoires bornées sont intégrables.

PROPRIETE 3.2. Soient X et Y deux variables aléatoires intégrables et a,b € R. Alors

1. aX + bY est intégrable et E(aX + bY) = aE(X) + DE(Y);

2. si X <Y presque stirement, alors E(X) < E(Y);

3. [E(X)| < E(|X)); (inégalité triangulaire)
4. si X > 0 presque stirement et E(X) = 0, alors X = 0 presque slirement ;

5. pour tout ¢ > 0, on a

E(IX]).

P(X] > 1) < =

(inégalité de MARKOV)

REMARQUE. En général, I'espace (2, .%,P) est inconnu et I'intégrale

/|X )| dP(w

est difficile a évaluer. Heureusement, si la loi de X est connue, alors on peut la calculer grace au théoreme
suivant, dit de transfert, que ’on rappel.

THEOREME 3.3 (de transfert). Soit X: (Q,.7,P) — (R, Z(R)) une variable aléatoire.
1. Alors
[ 1X @)l P / | AP (x

2. Soit h: R — R borélienne. Alors h(X) est P-intégrable si et seulement si h est Px-intégrable. Dans ce cas, on a

)= [ BX@)dPw) = [ hw)dPx(a)

Preuve Montrons le second point. On suppose que h > 0. Alors on approche h par une suite croissante de
fonctions étagées (hp)nen. On suppose que h = 14 avec A € .%#. Alors

Eh(X))=P(X € A) et / h(z)dPx(z) =Px(A).
R
Par linéarité, c’est vraie pour des fonctions étagées, i. e.
V€N B(hn(X)) = | ha(X(@)dPw) = [ hae)dPx(o)
R

Q
Le théoreme de Beppo LEVI donne alors

E(ha(X)) — E(h(X)) et /h( )dPx (z —)/ z) dPx (z

ce qui conclut si h est borélienne positive.
On ne suppose plus que h est positive. Alors le cas précédent assure

<Xﬂ)::/LVﬂ$NdPXCﬂ
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3.1. DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES

ce qui montre I’équivalence. Comme

E(h* (X)) = / h*E(z) dPx ()

R
et h=ht — h™, on en déduit le résultat. O

PROPOSITION 3.4. Soit X une variable aléatoire positive. Alors

E(X) = /0 TR > 1.

Preuve Pour tout t > 0, on a P(X > t) = E(1{xs). Alors le théoreme de FUBINI-TONELLI donne
+oo +oo
/ P(X > t)dt = / / 1xoty (o) dB(w) dt
0 0 Q
—+oo
— [ | Leca)deap)
Jo

= /Q/OX(W) dt dP(w)

= /QX(w) dP(w) = E(X). O

REMARQUE. En particulier, une variable aléatoire positive X est intégrable si et seulement si t — P(X > t)
est intégrable sur R, . Avec 'inégalité de MARKOV, on obtient que P(X > ¢) = O(1/t). On perd donc un peu
d’informations.

COROLLAIRE 3.5. Soit X une variable aléatoire positive. Alors X est intégrable si et seulement si

> P(X > n) < foo.
neN

Preuve On fait une comparaison série-intégrale. On a

400 +oo k41
IE(X):/O ]P’(X>t)dtkz_0/k P(X > t)dt.

Or la fonction t — P(X > t) est décroissante, donc

+oo +oo
S P(X>k+1)<EX) <Y P(X >t)
k=0 k=0
ce qui permet de conclure. O

PROPOSITION 3.6 (inégalité de JENSEN). Soient X une variable aléatoire positive et ¢: R, — R une fonction
convexe. Alors p(E(X)) < E(¢(X)).

Preuve Comme ¢ est convexe, pour tout x € R, on a

p(x) =sup{az+b |Vt e Rat +b < ¢(t)}.
Soient a,b € R tels que at + b < ¢(t) pour tout t € R. Alors aX + b < ¢(X). Par croissance et linéarité de
lespérance on a aE(X)+b < E(p(z)). En passant a la borne supérieure sur (a,b), on a p(E(X)) < E(p(X)). O
ESPERANCES DE LOIS DISCRETES CLASSIQUES. Soit X une variable aléatoire discréte. Alors

— si X = ¢ presque siirement, alors Px = §. et E(X) = ¢;
— i X =14 avec A € .F, alors X ~ Ber(P(A4)) et E(X) =P(4);

~siPx =n"tY 1 0z, alors
E(X) :/xd(%z&cn) - %an ;
R k=0 k=0

— si X ~ Bin(n, p) avec n € N* et p € [0,1], alors Px = S"1_ (})p"(1 — p)" %6y et
" n

E(X)=> k FL—p)*
0 =3 +{} )=

k=0
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3.2

3.2. MOMENTS D’UNE VARIABLE ALEATOIRE

| Il
S
s _ M-
ML =
= N
M > 3
3 N——
E| =,
N
= |
= S
= =
=
=
3
—_
>
S
iS]

— 51 X ~ 2()\) avec A € R, alors Px = Y720 _A(k!)_lx\k(Sk et
)\k )\k: 1
Z ke M = A= Ze*A =\

QUESTION.  Comment écrire Uintégrale [, h(z) dPx (z) selon les hypotheses sur Px ?
e Cas discret. On suppose que

+oo —+o0
Py = Zpiéxi avec Zpl- =1.
i=1 i=1

Pour tout i € N*, on a Px({x;}) = p;, donc P(X = z;) = p;. On en déduit que, si h = 14 avec A € .#, on a

“+o0
= h(z)P(X = ;).
i=1

Par linéarité, cette relation est vraie si h est une fonction étagée puis, par approximation, si h(X) est intégrable.
e Cas continue. On suppose que X admet une densité f. Par linéarité puis par approximation, si h(X) est
intégrable, on a

B(H(X)) = [ h(o)f(a)da.

R

ESPERANCES DE LOIS CONTINUES CLASSIQUES. Soit X une variable aléatoire. Alors

— 81 X ~ Uq,), alors P(X € [a,b]) =1, donc X est une variable aléatoire bornée, donc elle est intégrable et

1, 1 b
IE(X):/Ra:d]P’X(x)z/R [bi](a)dx:b—a/ xdnggb;

— 81 X ~ &(\) avec A > 0, alors

+oo 1
E(|X]) /|a:|)\e sl 0+Oo[(x)dx=/ )\xef)‘xdxzx,
0

donc X est intégrable et, comme P(X > 0) =1, on a X = |X]|, donc E(X) =1/X;
—si X ~ A (p,0?), alors

(z — p)?

E(|X]) = / || ﬁexp(—%‘?) dz < +o0,

donc X est intégrable et

:/R(x—,u)\/;r?exp(—@;af) )dx—ku/ﬂe\/;r?exp(—(x;ag)):,u.

MOMENTS D’UNE VARIABLE ALEATOIRE

DEFINITION 3.7. Soit X: (Q,.#,P) — (R, #(R)) une variable aléatoire. On dit que X admet un moment
d’ordre p > 1 si E(|X|?) < +o00.

PROPOSITION 3.8 (inégalité de HOLDER). Soient p,q > 1 tels que 1/p + 1/q = 1. Soient X et Y deux variables
aléatoires admettent respectivement des moments d’ordre p et ¢. Alors XY est intégrable et

E(|XY]) < E(IX[")V/PE(Y|%)Y1.

De plus, si p < ¢, alors E(|X|?)'/? < E(|X]9)'/49. Autrement dit, si X admet un moment d’ordre g, alors elle
admet un moment d’ordre p € [1, q].

Preuve Se référer au cours d’intégration de LEBESGUE. O
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3.2. MOMENTS D’UNE VARIABLE ALEATOIRE

PROPOSITION 3.9 (inégalité de MINKOWSKI). Soient p > 1 et X et Y deux variables aléatoires admettant un
moment d’ordre p. Alors X + Y admet un moment d’ordre p et

E(X +Y[")VP SE(IX[P)YP +E(lY 7).

NOTATION. On note || X||, = E(]X|?)/P. L’application || ||, n’est pas définie. Pour obtenir une norme, il va
falloir quotienter par la relation d’équivalence « égale presque partout ». On obtient alors ’espace vectoriel
normé LP(Q, % P) qui est un espace de BANACH d’aprés le théoréme de RIESZ-FISCHER.

DEFINITION 3.10. La variance d’un variable aléatoire X € L?(Q, .7, P) est la quantité Var(X) == E((X —E(X))?).

PROPOSITION 3.11. Soient X,Y € L2(Q,.%,P) et A\,c € R. Alors

. Var(X + ¢) = Var(X) ;

. Var(AX) = A2 Var(X);

si Var(X) = 0, alors X = E(X) presque stirement ;

. Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y) avec Cov(X,Y) :=E(XY) — E(X)E(Y).

=

B~ W N

DEFINITION 3.12. On dit que deux variables aléatoires X et Y € L2(Q,.Z,P) sont décorrélées si Cov(X,Y) = 0.

VARIANCES DE LOIS CLASSIQUES. Soit X une variable aléatoire. Alors
— si X ~ Ber(p) avec p € ]0,1], alors X2 = X et Var(X) = p(1 —p);
— si X ~ Bin(n,p) avec n € N et p € ]0, 1], alors

E(X?) = Zn: k? (Z)p’“(l —p)" "

k=0

:nkk—l "V k(1 = p)k nk” k(1 — pyn—k
kZzo ( )<k)1?( ») +kZ=O <k>p( p)
k=2

donc
Var(X) = p*n(n — 1) +np — n*p? = np(1 — p) ;

—si X ~ ZP()\) avec A > 0, alors

400 2k +00 e
B(X?) =Y e = Y e (k= 1) A=A+,
k=0 ’ k=0 ’

donc Var(X) = \;
— si X ~%(p) avec p € ]0,1[, alors une manipulation avec des séries entiéres donne Var(X) = (1 — p)/p?;
— si X ~ U 4), alors Var(X) = (b — a)?/12;
- si X ~ &(X\) avec A > 0, alors le théoréme de convergence dominée donne
+o0 d2 d2 +oo d2 )
2\ __ 2 -z _ -z _ Az | _ —
E(X)—/]R)\xe dx—)\/o W[e ]dx—)\d)\z{/o e }_)\(1/\2[1/)\]_>\27
donc Var(X) = 1/A?;
— si X ~ A4 (p,0?%), alors le changement de variables y = (x — p)/o donne
1 (z —p)?
E(X?) = / r?———ex (—7 dz
( ) - W P 202

N /(u oy 2L
R

V2T
92 7y2/2 dy / 7y2/2 dy 2/ 2 7y2/2 dy
= e — + 2uo e — +o0 e —
s /R V2T K Y Vo Ry V2T
—————

=0 par imparité
2 2
= 1%+ 0%,
donc Var(X) = o2.
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3.2. MOMENTS D’UNE VARIABLE ALEATOIRE

THEOREME 3.13 (de caractérisation par les espérances). Soient X = (X1,...,Xy) et Y := (Y1,...,Yy) deux
vecteurs aléatoires & valeurs dans R?. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) X et Y ont le méme loi;
(ii) pour toute p € €2(R4,R), on a E(p(Xy,...,Xq)) = E(p(Y1,...,Yy)).

Preuve Le sens direct est évident.

e En dimension 1. On sait que Px = Py si et seulement si

Va,beR, a<b = P(X €la,b]) =P € [a,b]).

Cela vient du fait que les boréliens de R sont engendrés par les intervalles fermés. Soient a,b € R tels que a < b.
Soit & > 0. On considere ¢. € €°(R) telle que
- @ =1sur [a,b];
— p=0sur]|-o0,a—¢e|U[b+e,+o0[;
— affine sur [a — €, a] et sur [b,b+¢].
On suppose alors (ii). Par hypothese, on a E(p. (X)) = E(¢(Y)). Or

E(p=(X)) = E(L(0,4)(X)) + E(Lfg—c,a[(X) 0 (X)) + E(Ljp,p4] (X) e (X))
Sur [a —€,a[ et |b,b— €], on a v < 1, donc

E(]l[afs,a[(X)‘pe(X)) < P(X € [a - E,(ID et E(]l]b,bJrs} (X)(pE(X)) < P(X € ]b’ b+ E])

En posant ¢ = 1/n avec n € N*, comme la suite ([a — 1/n, a[)nen+ est décroissante dont Uintersection est vide,
la continuité donne

P(X € [a—1/n,a[) — 0.
De méme, on a P(X € ]b,b+¢]) — 0. On en déduit que E(p;,,(X)) — P(X € [a,b]). On procede de méme
pour la variable Y et, par passage & la limite, on trouve que P(X € [a,b]) = P(Y € [a, b]).
e (Cas général. En dimension quelconque, la méme preuve avec des pavés marche. Une autre preuve est la
suivante. Soit K un compact de R%. Pour n € N*, on pose O,, == {x € R¢ | d(x, K) < 1/n} et

R? — R,
d(z, K) + d(z,0%)
Remarquons que le dénominateur ne s’annule jamais. On montre que la suite (hy,)nen est une suite de fonctions

continues a support compact qui converge simplement vers I'indicatrice 1. Comme 0 < h,, < 1 pour n € N*, si
on suppose (i), le théoréme de convergence dominée donne

P(X € K) = E(1x(X)) = lim E(ho(X)) = lim_E(h(Y)) = E(1x(Y)) = B(Y € K).

ceci est vrai pour tout compact et donc pour tout pavé de R%. Ces derniers engendrant les boréliens de R?, on
obtient que Px = Py. O

REMARQUES. Comme les fonctions 4> & support compact sont denses dans les fonctions € & support compacts
pour || ||co, la condition (ii) peut étre remplacée par

(ii") pour toute ¢ € €°(R% R), on a E(p(X1,...,Xa)) = E(e(Y1,...,Ya)).
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Chapitre 4
FONCTIONS CARACTERISTIQUES

4.1 Définition et théoreme de caractérisation . . .. .. .. 14 4.2.2 Calcul de la fonction caractéristique d’une loi de
4.2 Formule d’inversion de FOURIER . . .. ... ...... 16 CAUCHY . . .. .. o i 17
421 Bnoncé ... ... ... ... 16
DEFINITION ET THEOREME DE CARACTERISATION
DEFINITION 4.1.  Soit X = (Xi,...,X,) une vecteur aléatoire a valeurs dans (R%, Z(R%). La fonction caracté-
ristigue de X est la fonction
R? — R,
Px: .
(tl, . 7td) — E(exp[z(thl + 4 tan)])
THEOREME 4.2 (de caractérisation). Soient X = (Xy,...,Xy) et Y = (Y7,...,Yy) deux vecteurs aléatoires a
valeurs dans (R?, B(R%) tels que px = ¢y. Alors X et Y ont la méme loi.
LEMME 4.3. Soit X ~ .#(0,1). Alors px(t) = e~*"/2 pour tout t € R.
Preuve Pour tout t € R, on a
. 2 dx
t) = eztwef:r /27.
Apres application du théoréme de convergence dominée avec la domination
d . ,
vt,x € R, &[6”%7752/2] = |ixe”‘”e*"’”2/2| < |z e /2 e LY(R,dx),
la fonction px est dérivable et, pour tout ¢t € R, on a
: dx
(¢ :/il‘eltwe_lj/Qi
SDX( ) R m
2 ; dx
=i [ ze /2 xetr—
/R V2T
ite
— _—x?/2 e :| / —x2/2., itz dz )
=1 e + [ e ite
( |: vV 2w R R V 2
= tpx(t).
En résolvant cette équation différentielle, il existe A € R tel que px (t) = Ae /2 pour tout ¢t € R. Pour ¢t =0,
ona px(0) =E(1) =1, donc A =1. Dot px(t) = e=*/2 pour tout t € R. O
Preuve du théoréme Soient h € €°(R) et € > 0. On pose
R— R,
he: / 2,52 dy
z— | hiz—y)e ¥ /2 —L_.
R ( ) V2me?
Pour tout x € R, on a
)~ 1@ = | [ 9) -~ H)
x) — he(x)| = x—y)— h(z)—
: R Y V2me? Y
[y -
< z—y)— h(z)| —
R Y 2me? Y
Wl [ 1 (inégalité d finis)
< o Y| ———dy inégalité des accroissememnts finis
R V2me?
du
=||» e/ ule 2" = O(e). changement de variables u = y/e
17" oo RII on () (chang y/e)

Donc ||h — hel||, = 0 quand € — 0. De plus, on a

E(h. (X)) = / he () AP ()
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4.1. DEFINITION ET THEOREME DE CARACTERISATION

:/ /h(x—y)ey2/2€2\/§i7> dPx ()

/ (/ h(u)e™ @ u)*/2e* \/S:?) dPx (). (changement de variables u = x — y)

par l'intégrale

/ i(x— u)z/a —z2/2 Us dz )
R V2T
On obtient alors

E(he(X)) = /R ( /]R h(u) ( /R eile—u)z/e *ZQ/QZC;Z)du) dPx ()
—22/2

= / F(z,u,2)dPx(x)dzdu avec F(z,u,z):= h(x)ei(xfu)z/gei.
R3 2me

L’idée est de remplacer le terme e~ (@—w)?/2¢?

Or pour tout (z,u, z) S R?’, on a

—z2/2
2me
puisque h est & support compact. Le théoréeme de FUBINI donne alors

—1u/s —22/2

/ / Y Jore Vo (/ /0B (x) ) duds
—1u/s —22/2

// Nor=Nor vx(z/e) dudz.

Si px = py, alors E(h.(X)) = E(ho(Y)). En laissant tendre & vers 07, on montre que E(h(X)) = E(h(Y)). Le
théoreme de caractérisation par les espérances assure alors que Px = IP’y. O

e

|F(2,u,2)| < |h(u)| € LY(R?, dPx (z) ® du ® dz).

PROPRIETE 4.4. Soit X = (Xi,...,Xy) un vecteur aléatoire. Alors
px(0) =1;

pour tout t € R%, on a px(—t) = px(t);

pour tout t € R on a |p(t)| < 1;

@x est uniformément continue sur R

NP

PROPOSITION 4.5. 1. Soit X € LP(Q, #,P). Alors px est de classe €P et vérifie
k )
o5 (0) =" E(XY), ke [0,p].
2. Soit X une variable aléatoire telle que @ x soit de classe €7. Alors X € L4(Q, .%#,P) avec ¢ == 2 |p/2].

Preuve 1. Par récurrence, montrons que, pour k € [0, p], la fonction px est de classe €% et
oW (1) = iIFE(XFeX), teR.
Si k=0, c’est évident. Soit k < p — 1. On suppose que la propriété est vraie au rang k. Pour tous w,t € R, on a
d
" — [XF (@)X = [iXFH Q)" ] < | X (w)] € LN(R, dP(w))

(k)

car k < p — 1. Le théoréme de convergence dominée assure alors que la fonction ¢y’ est dérivable et

QD()];J'_l)(t) _ Z'k+1E(Xk+1€7'tX)7 t € R.

De plus, la fonction (w,t) — XFH1(w)eX(«) est continue par rapport & t et est dominée par | X*+1|. Par le

méme théoreme, la fonction <p( 1)

classe €P.

2. On procede par récurrence sur p. Traitons alors uniquement le cas p = 2. On suppose que la fonction px est
de classe €2. Par un développement de TAYLOR, on sait que

t —h)—2

En particulier, pour t =0, on a

2 0) — h) — —h
Re( ©x(0) @Xh(2) ox( ))

est donc continue ce qui terme la récurrence. Ceci montre que ¢px est de

h—0
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4.2. FORMULE D’INVERSION DE FOURIER

Or pour tout h € R*, on a
20x(0) — ox(h) — ox(—=h)  2—E(@#h~* 4 e7ihX) QE(l - coshX>

h? h?
————
>0

Le lemme de FATOU donne

L 1 —coshX .. 1 —coshX 9
) > ) = .
+o00 > ln}fln 161fIE< 2 ) > IE(h]}an 161f 2 ) E(X*/2)

On en déduit que E(X?) < 400 ce qu’on souhaitait démontrer.

FONCTIONS CARACTERISTIQUES DES LOIS CLASSIQUES. Soient X une variable aléatoire et ¢t € R. Alors
— si X ~ Ber(p) avec p € ]0, 1], alors 4
px(t)=e'p+(1-p);
— si X ~ Bin(n,p) avec n € N* et p € ]0, 1], alors
n
7 n n— 3 n
px(t)=) e tk<k>pk(1 —p)" = ("p+1-p)";
k=0
—si X ~ () avec A > 0, alors

too Ak _
ex(t) = Z e”kﬁe”‘ = exp[A(e’ — 1)] ;
k=0 ’

- si X ~¥()\) avec p € ]0, 1], alors
it

—+oo
5 = ith(1 _ p\k—1, — pe - __P .
x () ;1@ (L=p)p 1—et(l—p) e —1+p’

= si X ~ U4 avec a < b, alors

1 b ith _ pita . b—a
t 0 t) = ztwd _ _ it(a+b)/2 o; ( t) .
7 = ex(t) b—a/a e dx Th—a) e sinc| ——t)
- si X ~ &(X) avec A > 0, alors
+oo +oo (it—N)zx +oo 1
1) = it \ -z de = )\ (it—X\)zx dr = ) e _ )
ex(t) /0 e aAe Tdw /0 € o it — A 1—itA—1

— Par le lemme, on sait que, si X ~ .4(0,1), alors px (t) = e~*/2

En effectuant le changement de variables y = (z — p)/0, on a

) — )2 dz
t) = eztﬂc exp(— (l‘ /’6) )
ex () /R o? V2mo?
= / eit(%y+u) o—y? /2 dz
R V2mo?

— eit,u/ eitaye—yz/Q dz
R V2mo?

42 2
— elthe tcr/2.

FORMULE D’INVERSION DE FOURIER

Enoncé
DEFINITION 4.6. Soit f € LY(R,dx). La transformée de FOURIER de f est la fonction

R — R,

st t»—>/Re_it’”f(3:) dz.

16 Fonctions caractéristiques — CHAPITRE 4
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4.2. FORMULE D’INVERSION DE FOURIER

THEOREME 4.7 (d’inversion de FOURIER). Soit f € L1(R) telle que .Z[f] € L'(R). Alors

dt

fz) = /]Re”zg“[f](t)g = (@m) ' Z[Zfl(-z), w€R.

Prewve Soient f,g € LY(R). Alors f * g € LYR) et Z[f x g] = Z[f] x F[g]. Ce dernier résultat découle du
théoreme de FUBINI. Soit € > 0. On pose

R — R,

Ve 7@,2/25.

x — (2me?) Y2

Soit z € R. Alors

donc

o PP elica) = o [ el el ar

— 5 [ et nme T ar
2w R

_ i (/ f-(y)e—iyt dy) e—t252/2€ixt dt.
2T R R

Or lapplication (,y) — f(y)e~¥te=t""/2¢iot st intégrale, donc e théoréme de FUBINI donne alors

%y[y[f*%]](_g;) = Tlﬁ /R ) ( /R et 2gia—y)t dt) dy
1 /27 e te?/2
_ i(z—y)
Con Vg2 /Rf(y) ( R \/277/526 tdt) dy

_ 1 271' *(Ify)2/262
=5V = /Rf(y)e dy

m;? /R F)e @02 dy = fxr ().

D’une part, on a || f *ve — f]l1 = 0 quand £ — 0. Quitte & extraire une sous-suite de (7y¢)e>0, On peut supposer
que f *v:(x) — f(x) pour presque tout x € R. D’autre part, le théoréeme de convergence dominée assure

%9’[9‘[]“ «7])(z) — ZIZ[f])(@)

pour presque tout € R. Par unicité de la limite, on a .Z[F|[f]](z) = f(x) pour presque tout z € R O

Calcul de la fonction caractéristique d’une loi de CAUCHY

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de CAUCHY de parametre 1. Soit £ € R. On veut calculer sa

fonction caractéristique
ei§ T

E(eiéx)/Rde.

On considére la fonction g: z € R — e~ 1#l. Alors g € LY(R,dz). Calculons la transformée de FOURIER de g.
Pour tout t € R, on a

Flal(t) = / e~ g(z) da

R

:/ e it dach/ e e dy
Ry R_
o~ (1+it)z ] 0 p(1—it)z 10
_{_ 14t L J{l—it}_w
1 12
Tra  1-it 11
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4.2. FORMULE D’INVERSION DE FOURIER

Alors Z[g] € LY(R). La formule d’inversion donne alors, pour tout z € R,

1 it
= — T Flg(t) de
e = 5= [ =7l
a2y,
271' R 1+t2

1 ite
:f/f;—ﬂ
i R1+t2

E(eY) = e~ l€l

On en déduit alors que

Maintenant, on suppose que le parameétre vaut a € R. En effectuant le changement de variables z = ay, on
obtient que

) igaca
E(eX) = [ ———% 4
@)= | e

iag a? l¢|
= [ e'%Y dy = e @50
A a2+ 1) Y

o REMARQUE. La fonction caractéristique de X n’est pas de classe €*. Ce n’est pas surprenant puisque X
n’appartient pas a L!(R).
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INDEPENDANCE D’EVENEMENTS ET FAMILLE D’EVENEMENTS

DEFINITION 5.1.  Soit (£2,.%,P) un espace probabilisé. Deux événements A et B de .% sont indépendants si
P(AN B) =P(A)P(B).
On note alors A 1L B. Plus généralement, une famille (4;);c; d’événements de .7 est mutuellement indépendante

si, pour tout partie finie J C I, on a
P(()4;) = [T P(4)).
jeJ jeJ

REMARQUE. La notion d’indépendance mutuelle est plus forte que I'indépendance deux a deux. En effet, on
considére I'espace probabilisé (2, Z (), P) avec

dpp + OpF + dpp + dpp
I .

On pose A := {PF,PP}, B := {FP,PP} et C := {FF,PP}. Alors (A, B,C) est une famille d’événements deux &
deux indépendants, mais elle n’est pas mutuellement indépendantes.

Q ={PP,PF,FP,FF} et P:=

DEFINITION 5.2. Une famille (7 );c; de parties de . est mutuellement indépendantes si, pour toute partie
finie J C I et tout A; € &7 pour chaque j € J, on a

() 4;) = [T P(4y).

jeJ jeJ

Si les classes de parties 7 sont des tribus, on parle de tribus mutuellement indépendantes.

PROPOSITION 5.3. Soit (%;)ic; une famille mutuellement indépendante de w-systémes de . 7. Alors (0(%;))icr
est une famille mutuellement indépendante de sous-tribus de 7.

Preuve e Cas particulier. Traitons le cas ot I = {1,2}. Soient ) et € deux m-systémes indépendants. On
fixe B € 5. Alors la classe de parties
M ={A€a(6)|P(ANB) =P(A)P(B)}

est une classe monotone contenant ¢, donc .4 D m(¢1) = o(%1). Or A C 0(%1), donc A = o(%1). On fixe
maintenant A € o(%1). De méme, la classe de parties

M ={B € o(t) | P(AN B) =P(A)P(B)}
est une classe monotone égale a o(%s). Ceci montre que
VA€ o(6), VB €o(%6), P(ANB)=PAP(B).

et termine la preuve.

e Cas général. On veut montrer que (0(%;));er est mutuellement indépendante. Soit J == {j1,...,Jjp} une
partie finie de I. Montrons que (0(%},))1<k<p est mutuellement indépendante. On procéde comme précédemment
en fixant Ay € €),, ..., Ay €Cj,. 0

THEOREME 5.4 (principe de coalition). Soit (%;);er une famille de sous-tribus de % qui sont mutuellement
indépendantes. On suppose que 'on peut écrire I = | |,c 4 Io. Pour a € A, on note

G, = O’(U fl)

icly

Alors (9,)aca est une famille mutuellement indépendante de tribus.
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5.2. INDEPENDANCE DE VARIABLES ALEATOIRES

Preuve Pour a € A, on note &, = J;¢;, Fi. Alors () aca est mutuellement indépendante. On voudrait en
déduire que (¥,)qc est mutuellement indépendantes. Soit a € A. On pose

C, : {Be?’ﬂjcl fini, 3(A;);es C [[ Fi, B = ﬂAj}.
JjeJ jeJ
Les classes €, sont des m-systémes mutuellement indépendants. De plus, on a
UZicbc, dome %=o(lJ%)cCol@)cold)=5%.
i€l, icl,

On en déduit que ¥, = o(%,). D’apres la proposition précédente, comme les classes €, sont des m-systémes
indépendants, la famille (¥,),c4 est une famille de tribus indépendante. O

INDEPENDANCE DE VARIABLES ALEATOIRES

DEFINITION 5.5. La tribu engendrée par une variable aléatoire X : (Q, #,P) — (E,&) est
o(X)={X"1(A) | Ac &}

DEFINITION 5.6. Une famille de variables aléatoires (X;);es est mutuellement indépendantes si (o(X;));er est
une famille mutuellement indépendantes de tribus.

THEOREME 5.7 (critére d’indépendance). Soit (Xi,...,X,) un vecteur aléatoire & valeurs dans (R", Z(R"™)).
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) X1, ... X, sont mutuellement indépendantes ;
(i) Pix,,..x n) Px, ®---®Px,;
(iii) pour tous fonctions boréliennes positives hy, ..., by, on a
n n
B(T] hs(x0) = [T £ (X)) (+)
k=1 k=1
(iv) pour tous fonctions boréliennes bornées hy, ..., h,, on a (x);

(v) pour tout (¢1,...,t,) € R", on a

n

E(exp [iéthkD H ”’“X’“

(vi) si les variables X; sont a valeurs dans un ensemble dénombrable E = {z,, | p € N*}, alors

P(Xl = xil,...,Xn = ZL’in) = ]P)(Xl = l’ll)]P)(Xn = l’ln)

pour tous iq,...,i, € N*;
(vii) sile vecteur (X1,...,X,) admet une densité f, alors

f(xlv s ﬂxn) = fxl(xl) o 'an(SCn)
pour tout (x1,...,2,) € R™

Preuve e (i) < (ii). 11y a équivalence entre

— X1, ... X, sont mutuellement indépendantes ;

— pour tous Ay,..., A, € B(R), on a

P($17,,,,wn)(A1 X oo X Ap)=P(X; € Ay,...,X,, € A)

=P(X; € Ay)---P(X,, € 4,)
:le "'®PXTL(A1><"'XAn)§

- Px,,...x,) et Px, ®---®@Px, coincident sur les produits cartésiens de boréliens;

- Px,x) =Px, @ ®Px,.

e (ii) = (iii). On suppose (ii). Soient hq, ..., h, des fonctions boréliennes positives. Le théoréme de transfert

et de FUBINI-TONELLI donnent

E(hi(X1) -+ ha(Xn))

hi(z1) - hn(2n) dPix, . x,) (1,0 20)

n

%\%\

hi(x ho () dPx, (1) - - - dPx,, (27,)
R
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5.2. INDEPENDANCE DE VARIABLES ALEATOIRES

:/hl(wl)d]P’Xl(xl) X oo x/hn(xn)dIP’Xn(mn)
R R
=E(h1(X1)) - - E(hn(Xn)).

e (iii) = (iv). On suppose (iii). Soient hq, ..., h, des fonctions boréliennes bornées. Pour chaque ¢ € [1,n],
on écrit h; = hj — h; . On obtient alors (iv) puisque on peut développer
n

E(kljl hk(Xk)) - E(H[h; - h,;]).

e (iv) = (v). Comme les fonctions hy: x — €'** sont boréliennes et bornées, cette implication est triviale.
e (v) = (i). On suppose (v). Pour tout (¢1,...,t,) € R", on a

E(exp {Zithk:D = /n exp {Zithk} dPix, ... x,) (@1, Tn)
k=1 k=1

et
n n
E(exp [7, Z thk}) = H / eit’“mk dIPXk (xk)
k=1 k=1"R
n
= / exp [Z Ztk.rk] dPx, ® -+ ® ]P)Xn(xl, cey ).
" k=1

Alors Pix, . x,)(%1,...,%n) et Px, ® --- ® Px, donnent les mémes fonctions caractéristiques, donc elles sont
égales et on a montré (ii).

e (i) < (vi). On suppose que Xy, ... X, sont mutuellement indépendantes. Soient i1, ...,i, € N*. Comme

les fonctions 1;x,—,, } sont bornées, le point (iv) donne
J

]P)(Xl =Ty 7Xn = xin) = E(]]‘{X1:93i1} e ]]‘{Xn:fvi"})

E(1{x,=a;,})  E(l{x,=z;,})
P(Xl = .I‘il) .. 'P(Xn = Iin)

Réciproquement, on suppose (vi). Soit (t1,...,tq) € R%. Alors le théoréme de transfert assure
“+o00 —+oo
E(ef 0¥ttt Xi)) = ™ S il Xt X DB(X, = g X = )
ii=1  ip=1
—+o00 —+o0
= Y Xt X)X = g, ) - (X, = )
i1=1  ip=1
+o0 4+oco0 n

=3 S (X = )

i1=1 in=1k=1
n
— H E(eithk).

On en déduit que X, ..., x,, sont mutuellement indépendantes.
e (i) < (vii). Ona

Pix,,..x,) = flz1,...,xn)day - dey, et Px, ®@---@Px, = fx, (1) - fx, (zn) dxy -+ - doy,.
Avec le point (ii), on en déduit que X7, ..., X,, sont mutuellement indépendantes si et seulement si
flze, .. xn)day - dey = fx,(z1) -+ fx, (n) dzy - - - dap,

i. e. si et seulement si (vii). O

o REMARQUES. — Si les variables X7, ..., X, sont indépendantes, alors la fonction de densité du vecteur
(Xq,...,X5) est & « variables séparées ». Par exemple, la fonction (27‘1’)_16_(952—“/2)/2 = (27r)_1e_"”2/26_y2/2 est
a variables séparées, mais la fonction ce~ (a2’ +bey+y®) 16 Test pas si b # 0.
— Lorsqu’on veut montrer que X et Y sont indépendantes, il suffit de vérifier que E(e?X+5Y)) = E(e?X)E(e**Y)
pour tous t,s € R. Par contre, si on a uniquement cette égalité pour t = s, les variables X et Y ne sont pas
forcément indépendantes : il suffit de prendre X =Y ~ %(1) et la variable X n’est pas indépendante avec
elle-méme car sinon elle serait constante. Montrons ce dernier point. On suppose que X I X. Pour tout ¢ € R,
on a

Fx(t) =P(X <t) =P{X <t} n{X <t}) =P(X <t)P(X < t) = Fx(t)?
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donc Fx(t) € {0,1}. On pose
=inf{t e R | Fx(t) =1}.

Par continuité & droite de F'x, on a Fx (to) = 1. De plus, pour tout € > 0, on a P(X < ¢ty — ) = 0. Donc
]P’(X<t0 (U {X to—e})—O
eeQy

D’ou P(X =tg) = 1, donc X = ¢ presque slirement.

5.3 SOMMES DE VARIABLES INDEPENDANTES

DEFINITION 5.8 (convolution de lois). Soient (Xi,...,X4) et (Y1,...,Yy) deux vecteurs aléatoires indépendants
a valeurs dans R%. On définit la loi de la somme de ceux deux vecteurs comme

P(XlJrYl,u-,XdJrYd) = ]P)(Xh..‘,Xd) * IP)(Yl,...,Yd)-

o REMARQUE. Si les deux vecteurs admettent respectivement des densités f et g, alors le vecteur somme a admet
pour densité f x g.
Preuve Soit A € # (Rd) Alors successivement, le théoreéme de transfert, le théoréeme de FUBINI et le changement
de variables (u1,...,uq) = (1 + y1,-..,Td + yq) assurent
]P)((Xl + Y1, L Xa+Yy) e A
( A Xl +Y17 . aXd+Yd))

La(zr +y1, -5 2a +ya) dAPxy o xava, v (T, Zd, Y1, -5 Yd)

V)
a

=
d>

(r1+ Y1, ra+ya) dPx, o x ) (@1, 2a) @ Py, vy (W, - -+ Ya)

V)
a

I]-A 1’1 +y11"'7xd+yd)f(x1a"'1xd)g(y1a"'7yd)dm1"'dxddyl"'dyd

9(Y1s- -5 Yad) / /]lA ;z:1—|—y1,...,xd—|—yd)f(x1,...,xd)dxl---dxd)dyl---dyd
R

gyla"'ayd (/

La(ui,...,u (/ /gyu..-,yd ) f (uq y1,~.,ud—yd)dy1'-'dyd)duy-'dud
R R

/]1A ULy n s )f(ul_y17~-->ud_yd)dul"'dud) dyy ---dya
R

=

%\%\%\%\

—/ AQ)(f * g) (u) du. 0
Rd

CONVOLUTION DES LOIS CLASSIQUES.
— Soient n,m € N* et p € ]0,1]. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X ~ Bin(n, p)
et Y ~ Bin(m,p). Alors X +Y ~ Bin(n + m, p). En effet, pour tout ¢t € R, on a
E(eit(X+Y)) — ]E(eitX)E(eitY)

= [pe"" + (1= p)]"[pe” + (1 - p)I™

= [pe’* + (1 —p)J"*m
ol on reconnait la fonction caractéristique d’une loi binomiale de parametre (n + m, p).

On peut montrer la sorte de réciproque suivante : si X et Y sont deux variables indépendantes telles que

X +Y ~ Bin(n,p), alors il existe ¢ > 0 et n1,ns € N* avec ny +ny = n tels que X — ¢ ~ Bin(n,p) et
Y + ¢ ~ Bin(ns, p).
— Soient A1, Ay > 0. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X ~ (A1) et Y ~ Z(\3).

Alors X +Y ~ Z(A1 + A\2). En effet, on procede de méme que précédemment avec les fonctions caractéristiques.
On a la réciproque suivante.

THEOREME 5.9 (RAIKOV). Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X +Y ~ Z2(\).
Alors il existe ¢ > 0 et A\;,Ag > 0 avec A\j + Ay = n tels que X —c~ P(\1) et Y + ¢~ P(Ng).

— Soient p1, 01, pt2, 02 € R. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X ~ A (u1,0%) et
Y ~ A (p2,03) telles que X 1 Y. Alors X +Y ~ A (u1 + p2,0% + 03). De méme, on a la réciproque suivant
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5.3. SOMMES DE VARIABLES INDEPENDANTES

THEOREME 5.10 (CRAMER). Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X +Y ~ A (u, 02).
Alors il existe pi1, f12,01,02 € R avec py + s = p et 0?2 + 03 = 02 tels que X ~ A (u1,0%) et X ~ AN (uz2,03).

— Soient a,b € R. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X ~ €(a) et Y ~ %(b).
Alors X +Y ~ % (a+1D).

PROPOSITION 5.11.  Soient X1, ..., X, des variables aléatoires deux a deux indépendantes admettant un moment
d’ordre 2. Alors
Var(X; +---+ X,,) = Var(Xy) - -- Var(X,,).

Preuve Comme
Var(X; + -+ X,,) = Var(Xy) - - - Var(X, —I—ZCOV Xi, X;),
i#]

il suffit de montrer que Cov(X;, X;) = 0 pour tous ¢ # j. Pour tous ¢ # j, comme les variables X; et X, sont
indépendantes, on a E(X;X;) = (X) (X;), donc Cov(X;, X;) =0. O

THEOREME 5.12. 1. Il existe un espace probabilisé (Q,.#,P) et une suite (X;);ey de variables aléatoires
mutuellement indépendantes suivant une loi de BERNOULLI de parameétre 1/2.

2. Etant donnée une suite quelconque (ti)i>1 de mesures de probabilités sur R, il existe un espace probabilisé
(Q,.#,P) et une suite (X;);>1 de variables aléatoires mutuellement indépendantes tels que Px, = p; pour tout
7> 1.

Preuve 1. Soient (2, %, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire définie sur (2, %, P) de loi uniforme
sur [0, 1]. Par exemple, on prend l'espace ([0, 1], Z([0,1],A) et X: z € [0,1] — = € R de sorte que Px = \. Par
I’écriture diadique, on peut écrire X sous la forme

+oo
5
X = ZZ—IZ avec ¢ € {0,1}.
k=1

Soient n € N* et k € [0,2™ — 1]. Alors
P(X € [k/2",(k+1)/2"]) = 1/2".

Or
{Xelk/2", (k+1)/2"}={2"X € [k, k+1[} = {|2"X]| = k}.

On écrit k = ay + -+ + a,2" "1 avec a; € {0,1}. Alors

"X = Zekzn kg Z ep2" 7k,

k=n-+1
<1
donc P(e1 = ap,...,en = a1) = 27™. Clest vrai pour k € [0,2" —1]. Finalement, pour tout (ai,...,a,) € {0,1}",
onalP(e; =ap,...,en =a1) =1/2" ce qui implique que, pour tout i > 1, on a

1 1
51_1 ZP €1 =01,...,&; _17""€n:an):272n_1:§’
(@140 ey 1,@i 41500 ) €{0,1} 71

donc ¢; ~ Ber(1/2). On en déduit que les variables ¢; sont mutuellement indépendantes. (|

REMARQUE. - Comme N et N? sont en bijections, il existe une suite (g, 4), 4>1 de variables aléatoires indé-
pendantes de loi de BERNOULLI de parametre 1/2. Pour p > 1, on pose

Alors les variables u, sont mutuellement indépendantes. En effet, I’écriture

"xN =|]JA, avec A, ={(p,q)]q>1}
p>1

est une partition de N* x N*, donc la fonction u, est mesurable par rapport a la tribu o(e; ; | (4,7) € Ap), donc
c’est une variable aléatoire. Montrons que u, ~ %o, y). Pour cela, considérons une variable U qui s’écrit

+oo ek
U= 227
k=1
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ou les variables € sont indépendantes et suivent une loi de BERNOULLI de parameétre 1/2. Montrons que

U~ U, Soit t € R. Pour n > 1, on a

(exp[ztgg e ZE ien 2

k=1
L itjor 1)
<2€ *3
i/2r eit/2k+1 + efit/Qk‘H

i 2

I
,:]: i

>
Il

1

t
k+1
2 ( )) ”COS(QkH)

I
¢)
]
jo
/N
o~
=
B
3 Mz
—

=1

1 - t
_ (k+1)
exp (it ;1 2 5 sin(t/270) kH C°S<2k+1

n . 3
)2 sin( i)

= exp(itz 2_(k+1)) _osin(t/2) -~ eit/2M.

po 27 sin(¢/2n+1)

En laissant tendre n vers o0, le théoréme de convergence dominée donne

et — Fex i+ooif :eit/2Sin(t/2).
s - ol 555

k
— 2 t/2

Or ) _
/ et dp — e —1 — ¢it/2 sin(t/2)
0 it t/2

t/2

Par la caractérisation par les fonctions caractéristiques, on obtient que U ~ % | 1.

— A partir d’un loi uniforme, on peut créer une infinité de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme.
Soient g une mesure de probabilité sur R et F), sa fonction de répartition. Soit U une variable aléatoire suivant

une loi uniforme. Si F), est inversible, alors F;*(U) ~ .

LEMMES DE BOREL-CANTELLI

LEMME 5.13. Soient (2,.%,P) un espace probabilisé et (Ag)r>1 une suite d’événements de .%. Alors

+oo
ZIP (Ag) < +o0 = P(limsup Ag) =
=1 k—4o00

Preuve On suppose que Zzﬁ P(Aj) < +00. On rappel que
limsup A = ﬂ U Ay,
k—r+oo n>1k>n

Par la o-sous-additivité, pour tout n > N, on a

IP’(U Ak) < ST P(AL) — 0
k>n k>n

D’autre part, la continuité donne

AU - (U )
n>1k>n k>n

D’ou

P(lim sup Ag) = (ﬂ U Ak) < lim P(Ax) — 0

n—-+oo
k=400 n=>1k>n k>n

24
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LEMME 5.14. On suppose que la suite (Ax)g>1 est mutuellement indépendante. Alors

Z]P’(Ak) =400 = P(limsupA4;)=1.

k—+o00

Preuve On suppose que Zk 21 P(Ag) = 4o00. Alors
P([limsup A;]¢) =1 — P(limsup Ag) = IP’(hm inf A%).

k—+o00 k—+o00 k—4o00

hg_‘l_rgofAk = U m Aj.

n=lk>2n
Il suffit de montrer que P((;,, Af.) = 0 pour tout n > 1. La continuité donne

p

2(45) =#(1 N 45) = im 2() A7) = 1 T[0-Pa0)L

p=>n k=n =n =n
On adopte la convention log 0 = —oco. Alors pour tout p > 1, on a
P
1og<H[1f ) Zln (1 -P(Ag)) Z]P’ (Ag) —
k=n

On en déduit que

P
[0 -Prax)] —o.
k=n
On en déduit que P([limsup,,_,, o, Ax|¢) = 0, donc P(limsup,_, , ., Ax) = 1. O

LEMME 5.15 (super BOREL-CANTELLI). On suppose que les variables Ay sont deux a deux indépendantes. Alors

ZP(Ak) =400 = P(limsupA4;)=1.

k—40c0

Preuve On suppose que 22_3 P(Aj) = +00. On remarque que, pour tous n,m € N tels que n < m, on a

m m
La,u-ua, E La, = g La,.
k=1

k=1

En intégrant et en utilisant 'inégalite de CAUCHY-SCHWARZ, on obtient que

p(anAk) éP(Ak)]E(é]lAk)g p(k[_jnAk) E((éhk)ﬁ

< [P(U Ar) ([ 30 Pan) + 3o P(Ar 0 Ay
k=n k=n k#L

< ]P’(U Ak) SOP(AR) + S P(A)P(A)
k=n k=n k#L

<

p( 6 4) zm: P(Ay) + (zm: P(Ak)>2.
k=n k=n k=n

On en déduit que

" (S P(A)?
P(U 4) > (s b e s, B

Comme x2/(2% 4+ ) — 1 quand = — 400, en laissant tendre m vers +oo, on obtient que P(|J/2° Aj,) = 1. Par
continuité, on a
+o0
P(imsup A) = 1im P(|J 4x) = 1. 0
(k%+a? ) n—+00 iil g
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5.5 TRIBU ASYMPTOTIQUE ET LOI DU 0-1 DE KOLMOGOROV

DEFINITION 5.16.  Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé. Pour n > 1
la tribu du futur et le tribu asymptotique sont respectivement les tribus

Fri=o(Xy | k=n) et F*:=()F"
n>1

)

o REMARQUE. Les événements de .#°° mesurent le comportement asymptotiques de la suite (X,)n>1-
— On note A == {(X,,)n>1 converge dans R}. Comme R est complet, on a
A= U () {1Xn—Xn|l<e}eZ.
e€Q+ p=2ln,m=2p

De plus, comme A = {limsup X,, = liminf X,,} et les fonctions lim sup X, et lim inf X, sont #P-mesurable pour
tout p > 1, on en déduit que A € .FP pour tout p > 1 ce qui assure que A € .F°.

— On note B = {(X,)n>1 est bornée dans R}. On a
B=|J N{IXa <N} ez
N>1n2>1
De plus, pour tout p > 1, on a B = {(X,,4p)n>1 est bornée dans R} € #? ce qui montre que B € F°°.

— Mais I'événement {(X,,),>1 est croissante} n’appartient pas a % .

THEOREME 5.17 (loi du 0-1 de KOLMOGOROV). Soit (X,,)n>1 une suite mutuellement indépendante de variables
aléatoires. Alors la tribu .#° est triviale, 7. e. pour tout événement A € .#>, on a Z(A) € {0,1}.

Preuve Montrons que la tribu .#°° est indépendante d’elle-méme. Soit n > 1. Le lemme de coalition donne
o(X1,...,X,) 1L.FH,
Or > c Z"* donc o(Xy,...,X,) 1L Z°. Donc on obtient que
¢ =] o(Xy,..., X,) LZ>

n>1

On montre que la classe de parties € est un m-systéme, donc o(%) 1L .#°°. Enfin, on a 0(¥) = o(X,, | n > 1).
Or F° Co(X, |n>=1),donc F°° 1L . On conclut que la tribu .#° est triviale. O

o REMARQUE. Si X est une variable aléatoire mesurable par rapport a % °, alors elle est presque siirement
constante (cf. remarque p. 21).
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CONVERGENCE PRESQUE SURE

DEFINITION 6.1.  On dit qu’une suite de variables aléatoires réelles (X, ), >0 converge presque slirement vers

une variable aléatoire X, si
P{we Q| Xp(w) — Xoo(w)}) = 1.

On note alors X,, —rs— Xo.

REMARQUES. — En général, on n’a pas la convergence partout, 7. e. pour tout w € 2. La convergence presque
stire revient a dire que ’ensemble des « exceptions » est négligeable.
— L’ensemble {w € Q | X,,(w) — Xoo(w)} est bien un élément de la tribu .%.

DEFINITION 6.2. Soit d > 1. On dit qu’une suite de vecteurs aléatoires (X,,)n>0 == (Xn1,--., Xn.d)n>0 converge
presque siirement vers un vecteur aléatoire X, si

Pw e Q] Xp(w) — Xoo(w)}) = 1.

REMARQUE. La converge presque siirement d’un vecteur aléatoire est équivalent a la converge de ce vecteur
coordonnées par coordonnées.
PROPOSITION 6.3. Soient (X,,)n>0 une suite de variables aléatoires et X et ¥ deux variables aléatoires. Alors
1. si X, —vs— Xet X, —es— Y, alors P(X =Y) =1;
2. on a X, —es— X si et seulement si

Ve >0, P(limsup{|X, —X|>¢e})=0;

n—-+o0o

3. ona

+oo
(Ve>0, S PUXy—X|>2)<+00) = Xy -mor X
n=0

4. si la suite (X,,)n>0 est mutuellement indépendante, alors I'implication du point 3 est une équivalence ;
5. pour toute f € €°(RY,R™), si X,, —rs— X, alors f(X,,) —vs— f(X).

Preuve 1. On pose
A={weQ| Xp(w) — X(w)} et A={we|Yolw) — X(w)}.
Par hypothese, on a P(A) =P(B) =1,donc P(ANB)=1.0r ANBC{X =Y},donc P(X =Y) =1.

2. = On suppose que X, —rs— X. Soit &€ > 0. Alors I'événement A := |J,,50\psn {1Xp — X| < e} est de
probabilité 1. Par ailleurs, on a

limsup {|X,, — X| > e} ={w e Q| |Xn(w) — X(w)| > € une infinité de fois} = A°,

n—-+oo

donc P(limsup,, , , . {|Xn — X|>¢€}) =0.
< On suppose que P(limsup,,_, o {|X, — X| > €}) = 0 pour tout € > 0. La o-sous-additivité donne alors

P( | timsup{|X, - X| >e}) =o0.
ccQ n——+o0o

Par ailleurs, on a

(U limJSrup{|anX\ >€})C: m (limsup {|X,, — X| > e})¢ = m U ﬂ {{X, — X} <e}

e€Q4 nereo e€Q4 nereo e€Qrn=>lp>n
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={we| X,(w) — X(w)}
ce qui montre 'implication.
3. On suppose que la série > P({X,, — X} > ¢) converge pour tout € > 0. Par le premier lemme de BOREL-
CANTELLI, on en déduit que P(limsup,,_,, ., {|X, — X| > €}) = 0 pour tout € > 0. D’ou X,, —rs— X.
4. Il suffit de traiter le sens réciproque. On suppose que X,, —e,s— X. Comme la suite est mutuellement
indépendante, la loi du 0-1 de KOLMOGOROV assure que la variable X est mesurable par rapport a la tribu

asymptotique qui est triviale. Par conséquent, la variable X est constante presque stirement. Ainsi, les événements
{|Xn — X| > e} sont mutuellement indépendants, donc le deuxiéme de BOREL-CANTELLI affirme

“+o0
P(limsup{|X, — X| >c}) =0 <= > P(IX,—X|>¢) < +o0.
n—r+oo n—0
Or X,, —r=— X, donc le point 2 donne P(limsup,, _, o, |[X, — X| > ¢) = 0, donc la série converge. O

REMARQUE. La notion de convergence presque siire ne correspond pas a une topologie sur ’ensemble des
variables aléatoires réelles sur (€2, .%#,P). En effet, soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires réelles telle que
chaque variable X, suive une loi de BERNOULLI de parameétre 1/n. Alors pour ¢ € [0, 1], on a P(|X,,| > ¢) = 1/n.
Or la série >~ 1/n ne converge pas, donc la suite (X,,),>1 ne converge pas presque siirement vers 0. Par I'absurde,
supposons qu’une telle topologie 7 existe. Alors X,, -/ X pour cette topologie, i. e. il existe O € 7 tel que

VN>1, 3n>N, X,¢€O°"

On peut donc extraire une sous-suite (X, )x>1 dont les termes appartiennent & O°. Alors E(|X,,,|) = 1/ni, — 0,
donc la suite (X, )k>1 tend vers 0 dans L!(PP), donc on peut en extraire une sous-suite qui converge presque
strement vers 0 ce qui est impossible.

CONVERGENCE DANS LP

DEFINITION 6.4. Soit p > 1. On dit qu’une suite de variables aléatoires (X,,),>¢ de L?(P) converge dans L?
vers une variable aléatoire X € LP(PP) si
E(|X, — X") — 0.

On note alors X, —r»— X

REMARQUE. On étend la définition & des vecteurs aléatoires en prenant n’importe quelle norme sur R,

PROPRIETE 6.5. Soient (X,,),>0 une suite de L?(P) et X,Y € L?(P). Alors
si X, —1»— X et X,, —1»— Y, alors X =Y presque slirement ;
.8t X, —tr— X et g € [1,p], alors X,, —11— X ;
. si X, —es— X et il existe Y € LP(P) tel que | X,,| <Y pour tout n > 0, alors X € L?(P) et X,, —r— X ;
. si X, —r»— X, alors il existe une suite strictement croissante d’entiers (ng)r>o telle que X, —rs— X.

B ow o R

Preuve 1. Pour tout n > 0, 'inégalité de MINKOWSKI donne
B(X - YIP)Y? SB(X ~ X,[9)7 + B(X, — YI?).
En laissant tendre n vers +oo, on obtient E(]X — Y|P)1/? = 0, donc X =Y presque siirement.
2. Soit ¢ € [1,p]. L'inégalité de HOLDER donne E(|X,, — Y|9) < E(|X, — X|P)¥/? — 0.
3. Pour n > 0, on pose A, = {|X,,| <Y} de sorte que P(4,,) = 1. La continuité de P donne P((,,>0 4n) = 1,

donc (Vn > 0,]X,| < Y) presque siirement. En laissant tend n vers 400, on obtient que |X| < Y presque
stirement. On en déduit que X € LP(P). De plus, pour tout n > 0, on a

Xo — XJP < (1Xa] + |X])7 < 2°Y7 € L(P).
Le théoréme de convergence dominée assure alors E(|X,, — X|)? — 0, donc X,, —t»— X.
4. 1l s’agit d’un résultat du cours d’intégration. O

EXEMPLES. On considére une suite indépendante de variables aléatoires (X,,)n>1 et une suite (p,,)n>1 de [0, 1]
telles que P(X,, = x,) = p, et P(X,, =0) =1 — p,, pour tout n > 1. Que peut-on dire de la convergence presque
stire ou L? dans les cas suivants ?

— On suppose que z,, = n et p, = 1/n pour tout n > 1. Pour tout n > 1, on a

E(X,) = z,P(X,, = z,) + OP(X,, = 0) = 1,
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donc la suite ne tend pas vers 0 dans L (P) et donc dans aucun LP(P) avec p > 1. Par ailleurs, pour tout € > 0 et
tout n > ¢, on a P(|X,,| > ¢) = 1/n. Or la série > 1/n diverge, donc la suite (X,,),>1 ne converge pas presque
stirement vers 0

— On suppose que x,, = \/n et p, = 1/n pour tout n > 1. Pour tous € > 0 et n € N* tels que € < /n, on a
(X, > €) = P(X,, = Vi) = 1/n,

donc la série Y P(|X,| > €) ne converge pas, donc la suite (X,,),>1 ne converge pas presque sirement. Par

ailleurs, on a
np/ 2

E(1X, 7) = Vi~ =

donc la suite (X,)n>1 converge dans L? vers 0 pour tout p € [1,2[.

n

— On suppose que x,, = n? et Pn =1 /n pour tout n > 1. De méme, la suite converge presque stirement vers 0,
mais elle ne converge dans aucun LP.

— On suppose que z, = 1 et p, = 1/2™ pour tout n > 1. La suite converge presque slirement vers 0 et elle
converge vers 0 dans LP pour tout p > 1.

CONVERGENCE EN PROBABILITE

DEFINITION 6.6. On dit qu’une suite de variables aléatoires (X, ), > converge en probabilité vers une variable
aléatoire X si
Ve >0, P(X,—X|>e ——0.

n—-+oo

On note alors X,, —proba— X,

PROPOSITION 6.7 (unicité de la limite). Soient (X, )n>0 une suite de variables aléatoires et X et ¥ deux
variables aléatoires telles que X,, —proba— X et X,, —proba— Y. Alors X =Y presque slirement.

Preuve On a

{(X#£vy=|J (X -Y|>e}.

e€Q4
11 suffit alors que montrer que P(|X — Y| > &) = 0 pour tout £ € Q. Soit € € Q. Or pour tout n > 0, on a
‘X_Y| < ‘X_Xn‘+|Xn—Y|7

donc
{IX =Y|>e} c{|X - Xp| >e/2} U{|Y — X, > ¢/2},
donc
P(IX —Y|>e) <P(X — Xp| >¢/2) +P(|Y — X,,| >€/2) — 0
ce qui montre que P(]X — Y| > €) = 0. On conclut ensuite par la o-sous-additivité. O

PROPOSITION 6.8. Soient f € €°(R4,R™) et (X,,)n>0 une suite de vecteurs aléatoires convergeant en probabilité
vers un vecteur aléatoire X. Alors f(X,,) —prova— f(X).

Preuve Soit M > 0. Alors le théoreme de HEINE assure que la fonction f est uniformément continue sur le
compact B(0, M). Soit € > 0. Il existe n.,ar > 0 tel que
Vz,y € BO,M), |z—yl<n.n = |f(x)-fyll<e

On veut montrer que

P>l f(Xn) = f(X)|| > &) — 0.
Pour tout n > 0, on a
I (Xn) = FXOI > e} n{l| Xall < MPN{[[X] < M} C {||Xn — X[| > ne,m}
donc
I (Xn) = FXOI > e} C {l| X0 = X[| > near} UL Xl > MY U {|[X]| > M}
C{lIXn = X[ > ne,ne } UA{[[Xn = X[ > 1} U{[[X]| > M =1} U {[|X]| > M},
donc

P(f(Xn) = F(XON > &) SP([Xn = X[| > ne,00) + P(| X = X[ > 1) + P(|X] > M = 1) 4 P([|X]| > M).
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En passant a la limite supérieure, on obtient que
limiuplP’(llf(Xn) = fX > ¢) <P(IX]| > M —1) + P(||X] > M).
n—-+0oo

De plus, la propriété de la limite monotone donne

P(|X|| > M) ———0 et P(X]|>M—1) — 0.
M —+o00 M —+o00

En laissant tendre M vers +oco, on trouve que
limiupP(Hf(Xn) —fX)[>e)=0
n—-+o0o

ce qui montre la proposition. O

PROPOSITION 6.9. Les convergences presque siire et LP impliquent la convergence en probabilité.

Preuve Soient (X,,)n>0 une suite de variables aléatoires et X une variable aléatoire. On suppose que X,, —rs— X.
Soit € > 0. Pourn > 0, on a[P’(\Xn — X| > E) = E(1{|XR7X|>E})~ Comme X,, —vs— X, 0na ]1{\Xn7X|>5} —ps— 0.
Le théoréme de convergence dominée donne alors P(|X,, — X| > ¢) — 0. D’ou X,, —prova— X.

Soit p > 1. On suppose que les variables X,, et X appartiennent a LP et vérifient X,, —r»— X. Soit € > 0.
Pour tout n > 0, 'inégalité de MARKOV assure

E(|X, — X|?
]P)(|Xn7X| >5):P(|X,,L—X|p>€lj)<%

D'olt X,, —proba—s X. 0

— 0.

CONTRE-EXEMPLE. Soit (X,,)n>0 une suite de variables aléatoires telles que
P(X,=n)=1/n et P(X,=0=1-1/n
pour tout n > 0. Alors pour tout € > 0, on a P(|X,,| > &) = P(X,, = n) — 0, donc la suite converge vers 0 en

probabilité. Cependant, on a E(]X,,|) = 1 —4 0, donc la suite ne converge pas vers 0 dans L. De plus, la série
STP(|X,| > 0) = > 1/n, diverge, donc elle ne converge pas vers 0 presque slirement.

PROPOSITION 6.10. Soient (X,,)n>0 une suite de variables aléatoires convergeant en probabilité vers une variable
aléatoire X. Alors il existe une extraction (ng)g>1 telle que X, —rs— X.

Preuve Soit k > 1. Comme P(|X,, — X| > 1/k) — 0, il existe n; € N tel que
Vo > ng, P(X, - X| > 1/k) < 1/k2
On construit alors une suite strictement croissante d’entiers (ny)r>1 telle que
Ve =1, P(X,, —X|>1/k) <1/k%
Alors la série > P(|X,, — X| > 1/k). Le lemme de BOREL-CANTELLI assure
P(l}imsupﬂXnk —X|>1/k} =0,

—+o0

donc
P(liminf {| X,, — X| < 1/k} = 1.
k——4o00

Cela montre que, presque stirement, a partir d’un certain rang, on a |X,,, — X| < 1/k, donc X,,, —»s— X. O

THEOREME 6.11.  Soient (X,,)n>0 une suite de variables aléatoires convergeant en probabilité vers une variable
aléatoire X. Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Xn — proba—) X;

(ii) pour toute extraction (ng)r>o, il existe une extraction (kp)p>o telle que X, ~—vs— X.

Preuve =- On suppose (i). Soit (nk)r>0 une extraction. Comme X, —proba— X, on a X,,, —eroba— X. De
plus, la suite (P(|X,, — X| > €))k>0 est une sous-suite de la suite (P(|X,, — X| > €)) 0. Par la proposition
précédente, on obtient le résultat voulue.
<= Par l'absurde, on suppose que la suite (X,),>0 ne converge pas en probabilité. Soit € > 0. Alors
P(|Xn — X[ >€) -+ 0,

donc il existe o > 0 et une extraction (ng)k>o0 tels que

Vk >0, P(X,, —X|>¢)>a. (%
Par I'hypothese, il existe une extraction (k,)p>o telle que X, —r=— X, donc Xy, —preba— X. Pour n >
assez grand, on a alors P(|X,,, — X[ <€) < a ce qui contredit la relation (x).

~—

0O o
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6.4
6.4.1

6.4. CONVERGENCE EN LOI

PROPOSITION 6.12. Soient (X,,),>0 une suite de variables aléatoires de L? convergeant en probabilité vers une
variable aléatoire X de LP. On suppose qu’il existe une variable aléatoire Y de L? telle que | X,| < Y presque
slirement pour tout n > 0. Alors X € LP et X,, —t»— X.

Preuve Montrons que |X| < Y presque siirement. Comme X,, —proba— X, il existe une extraction (ng)r>o0
telle que X,,, —»s— X. Par I’hypothése de domination, on a |X,,, | <Y presque siirement pour tout k > 0. En
passant & la limite, on a | X| < Y presque stirement.

Par I'absurde, supposons que E(|X,, — X|P) =4 0. Alors il existe a > 0 et une extraction (mg)r>o tels que

VE>0, E(Xpm, — XPP)>a

Or X, —erova— X, donc il existe une extraction (kp)p>o telle que Xy, ~—rs— X. La théoréme de convergence
dominée donne alors E(|X;,, — X|7) — 0 ce qui est impossible. D’ott X,, —1*— X. O

CONVERGENCE EN LOI

Convergence étroite

DEFINITION 6.13. On dit qu'une suite de mesures de probabilité (i,),>0 sur R? converge étroitement vers une
mesure de probabilité p sur R? si

Vf € (R /f ) dp (3 —>/f ) dpa(z

PROPOSITION 6.14. Soit H C %,(R) tel que %,(R) C H . Alors une suite de mesures de probabilité (1 )n>0
sur R? converge étroitement vers une mesure de probabilité y sur R? si et seulement si

vier [ 1@ — [ redu) (4

Preuve Le sens direct est évident puisque H C %1, (R). Montrons le sens réciproque. On suppose la relation (x).
e Cas particulier. On suppose que H = %;(R). Pour p > 0, on considére une fonction 6,: Ry — [0, 1] telle
que 6, =1 sur [0, p], affine sur [p,2p] et 6, = 0 sur [2p, +o0[. Soient f € 6,(R), p > 0 et n > 0. Alors

[ @) d(a /f (1)) dan (2 /f (1 = 0, (1)) dn ().

/ f(@) (X = p([lz]])) dpn(z) < IIf\Ioo/ (1= Op([l]))) dpan ().
R4 R4

On obtient alors que
D din(e) — [ 1)t | [, 1@l (o) [ 5@0Jel) auto)| +
£l (2= [ 8ullal (o) = [ 6,(lel)anta))

Comme [0, € 6.(R), le premier terme converge vers 0. Comme 6, € %.(R), on a

/Rd Op(||]) dptn () —> /Rd 0, (lzll) du(z).
<27l (1= [ Ol (o).

Or pour tout = € R, on a 9p(||x||) — 1 quand p — +o0 et |6,(]|z|)| < 1 pour tout p > 0. Le théoréme de
convergence dominée assure donc le résultat.
e Cas général. Soient f € €.(R) et € > 0. Comme %.(R) C H, il existe he € H tel que ||f — he|loc < e. Alors

On en déduit que

lim sup
n—-+o0o

z) dpn (z / f(z)dp(x

D)) = [ @) (@) <| [ hela) dien(o) = [ hela) dua)| +207 il
R
Le premier terme converge quand € — 0. On en dedult que la conclusion. (]
REMARQUE. La continuité de f est essentielle. De plus, s’il y a convergence étroite, on n’a pas nécessairement

pin(A) — p(A) pour tout A € (R?) : il suffit de considérer la suite (01/n)nz1 et A= {0}.
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THEOREME 6.15. Soient (i,),>0 une suite de mesures de probabilité sur R? et y une mesure de probabilité sur
R?. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) la suite (pn)n>0 converge étroitement vers p;

(ii) pour tout fermé F de R?, on a limsup,, , , o ftn(F) < p(F);

(iii) pour tout ouvert O de R?, on a liminf,, o0 in(O) = u(0);

(iv) pour tout B € B(R?) tel que u(0B) =0, on a ju,(B) — u(B);

(v) pour toute fonction mesurable bornée f: RY — R dont I’ensemble des points de discontinuité est pu-négligeable,
on a

£(@) dpin(z) — / f() dp().
Rd Rd

Preuve e (i) = (ii). On suppose (i). Soit F' un fermé de R%. Pour k > 1, on consideére la fonction
fe:x €RY— (14 d(z, F))~*

Cette suite (fx)r>1 est une suite de bornée continue et bornée, elle converge simplement vers 1z en décroissant.
Ainsi pour k£ > 1, on a

lim sup p,, (F) = lim sup/ 1p(x) dpn(x) < limsup fk ) dpin (z / fe(z) du(x
n—+oo n——+oo JRd n—-+oo
Par ailleurs, le théoréme de convergence dominée assure que fRd fe(x)du(x) — wu(F) ce qui montre (ii).

L’équivalence (ii) < (iii) se montre en passant au complémentaire. B B

e (iii) = (iv). On suppose (iii). Soit B € B(R?) tel que u(0B) = u(B\ B) = 0. Comme B C B C B, les
points (ii) et (iii) assure

w(B) < liminf i, (B) < liminf i, (B) < limsup jin (B) < limsup pn (B) < pu(B).
n—+00 n—+00 n—-+oo n—-+o0o

Comme p(B) = u(B), on en déduit que p(B) = liminf, oo fin(B) = lim SUDP,, 4 o0 Mn(B). Dol (iv).

e (v) = (i). On suppose (v). Soit f € €,(R). Alors 'ensemble des points de discontinuité de f est vide. On
obtient alors la convergence étroite et (i).

e (iv) = (v). On suppose (iv). Soit f: R? — R une fonction mesurable bornée. Alors I’ensemble

{teR|u({z eR?| f(z) =t}) > 0}

est au plus dénombre car c’est I’ensemble des points de discontinuité de la fonction de répartition Ff. Son
complémentaire D est donc dense dans R. Comme f est bornée, il existe M > 0 tel que H flloo < M. Soit € > 0.
Alors il existe une subdivision —M < t; < --- <t < M de D telle que maxag;<k |ti — ti—1]| < e. Pour x € RY,
on pose

k-1
= Z ]l[ti’tz‘ﬂ[(f(x))ti-
i=1
Alors || f — glleo < €. Pour tout n > 0, on a donc
)| <| [ s [ ata)dnto
R4

x) dpy, (z / f(z)du(z + 2e.
k—1
/R @) duw) = Yt € BY| f() € [t tial)

Or

et de méme pour ju,. Soit i € [1,k — 1]. On pose B := {zx € R? | f(x) € [t;,t;+1[}. On note Dy I'ensemble des
points de discontinuité de f et on suppose que p(Dys) = 0. Alors

é D) {33 € ch | f(.’l?) € ]ti7ti+l[} et BC {.’17 € D; ‘ f(.’L‘) € [ti,ti+1]} UDf.

Par conséquent, on a

k
dB U{xeRd’f(x):ti}UDf.

i=1

Comme les réels t; appartiennent & D¢ qui est au plus dénombrable, I'ensemble OB est négligeable. On en déduit

que pn(B;) — p(B) ce qui induit
[ @@ = | o@ )

et ce qui conclut la preuve. (I

—0
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Convergence en loi

DEFINITION 6.16.  On dit qu’une suite de variables aléatoires (X, ),>0 converge en loi vers une variable aléatoire
X si la suite (Px, )n>0 converge étroitement vers Px. On note alors X, —toi— X.

PROPOSITION 6.17. Soient (X,),>0 une suite de variables aléatoires et X une variable aléatoire. Alors les
propositions suivantes sont équivalentes :

(i) on a X,, —1ei— X ;

(ii) pour toute f € 6,(R), on a E(f(X,)) — E(f(X));

(iii) pour toute partie H C %;,(R) telle que %.(R) C H et toute f € H, on a E(f(X,)) — E(f(X));

(iv) pour tout fermé F de R?, on a limsup,,_,, . P(X, € F) <P(X € F);

(v) pour tout ouvert O de R%, on a limsup,,_,, . P(X,, € 0) > P(X € O);

(vi) pour tout B € B(R?) tel que P(X € 9B) =0, on a P(X,, € B) — P(X € B);

(vii) pour tout point de continuité ¢t € R de Fx, on a Fx_(t) — Fx(t).

Preuve L’équivalence (i) < (ii) découle du théoreéme de transfert. En vertu du théoreme précédent, il suffit de
montrer la derniere équivalence.
On suppose (i). Soit ¢t € R un point de continuité de F,. On pose B = ]—o00,t] € Z(R). La fonction f = 1p
est mesurable et bornée. On en déduit que Fy, (t) = P(X, <t) =E(f(X,)) — E(f(X)) =P(X <t) = Fx(¢).
Réciproquement, on suppose (vii). Soit f € €°(R). Pour tout = € R, on a

/f on((t)dt.

Comme f est a support compact, le théoreme de FUBINI donne

- / P OB o x( (1)) dt = / P01 Fx(t)) dt.
R R

Comme ’ensemble des points de discontinuité de F'x est au plus dénombrable, on a Fx, — Fx presque partout.
De plus, pour tout ¢t € R, on a |f'(t)(1 — Fx,, ()] < |f'(t)| € L}(R,dt). Le théoréme de convergence dominée
assure que

= [ r®0-Fx. @) — [ FO0-Fx(©)d = E(X)).
R R
On conclut alors en utilisant la densité de €°(R) dans %.(R). D’ou (ii). O

REMARQUE. La convergence en loi peut étre définies sans que les variables soient définies sur le méme espace
probabilisé. Ce mode de convergence ne regarde que les lois et fait fi de I’espace probabilisé. La proposition
précédente reste vraie pour des vecteurs aléatoires.

PROPOSITION 6.18. Soient (X,,),>0 une suite de variables aléatoires et X et Y deux variables aléatoires telles
que X, —oi—+ X et X,, —0i— Y. Alors X et Y ont la méme loi.

Preuve Soit f € % (RY). Alors E(f(X,)) — E(f(X)) et B(f(X,)) — E(F(V)), donc E(f(X)) = E(f(Y)).
Comme %,(R%) C €, (R?), ceci montre que Py = Py O

EXEMPLES. — Soit (X, )n,>1 une suite des variables aléatoires telles que X,, ~ Ber(1/n) pour tout n > 1. Pour
toute ¢ € €,(R) et pour tout n > 1, on a ¢(X,) = (1)1 + ©(0)(1 — 1) — ¢(0) = E(¢(0)). D’olt X,, —1ei— 0.
— Soient (X,,),>1 une suite de variables aléatoires telle que X,, ~ % ([1,n]) pour tout n > 1 et U une variable
aléatoire telle que U ~ % ([0, 1]). Montrons que X,,/n —wi— U. Pour toute ¢ € %,(R) et n > 1, le théoréme de
transfert pour les lois discretes donne

E(p(Xa/n) = = 3 olk/n) —>/ E(p(U)),
k=1

PROPOSITION 6.19. Soient (X,),>0 une suite de variables aléatoires convergeant en loi vers une variable
aléatoire X et g € €(R%, RY). Alors g(X,,) —1i— g(X).

Preuve 11 suffit de remarquer que la fonction fog: R* — R est continue et bornée pour toute fonction continue
bornée f: R? — R. |

COROLLAIRE 6.20. Soit (X, 1,...,Xn,d)n>0 une suite de vecteurs aléatoires de R? convergeant vers une vecteur
aléatoire (X1,...,Xy). Alors pour tout i € [1,d], on a X, ; —i— X.
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Prewve 11 suffit de considérer les projections m;: R — R sur la i-iéme composante qui sont continues. (I

REMARQUE. La réciproque est fausse. Voici deux contre- exemples.

— Soit X une variable aléatoire telle que P(X =1) = P(X = —1) = 1/2. Pour n > 0, on pose X,, := X si n est
pair et X,, :== —X sinon et on pose Y,, '= X. Comme X et —X ont la méme loi, les variables X,, et X ainsi que
les variables Y, et X ont la méme loi, donc X,, —i— X et Y,, —1oi— X. Cependant, la suite (X, Y,)n>0 ne
converge pas en loi vers (X,Y) car sinon la suite (X, + Y, )n>0 convergerait en loi vers 2X ce qui est impossible
car X,, + Y, = 0 pour tout n € N impair.

— Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi .#7(0,1). Pour tous ¢t € [0,1] et { € R,

on a

E(eig(\/EXJr\/th)) _ E(eig\/ix)]E(eig\/th) 675%/26752(14)/2 _ 6752/2’

donc vtX + /1T —1tY ~ #(0,1), donc les lois marginales du vecteur V; == (X,vtX + /1 —tY) sont des lois
A (0,1). De plus, on a E(X[VtX + /T —tY]) = v/2, donc la loi du vecteur dépend de ¢. Soient t,s € [0, 1] tels
que t # s. Pour n > 0, on pose U,, := V; si n est pair et U, := V, sinon. Alors les lois marginales convergent en
loi, mais la suite (V},),>0 ne converge pas en loi.

THEOREME 6.21 (critére de LEVY). La convergence en loi équivaut a la convergence simple des fonctions
caractéristiques.

Preuve Montrons le théoréme en dimension une. Soient (X, ),>0 une suite de variables aléatoires et X une
variable aléatoire.

=> On suppose que X,, —toi— X. Soit t € R. Comme a fonction z € R — €% est continue est bornée, on
obtient que E(e#*n) — E(e"X). La suite (px, )n>0 converge simplement donc vers ¢y .

< On suppose que la suite (px, )n>0 converge simplement vers ¢ x. Soit f € €°(R). Alors sa transformée
de FOURIER .Z f appartient a L!(R). La formule d’inversion donne alors

Ve eR, f(z)= %/]Re_imﬁf(t) dt.

En utilisant le théoreme de FUBINI, on obtient alors que

E(f(Xy)) ! /wan(t)ﬁf(t)dt.

T or

Le théoréme de convergence dominée permet alors de conclure que E(f(X,,)) — E(f(X)). On utilise enfin la
densité ce qui termine la preuve. O

THEOREME 6.22 (LEVY, version forte). Soit (¢n)n>0 une suite de fonctions caractéristiques de variables
aléatoires réelles X,,. Pour t € R, on pose p(t) := lim,,, o ©n(t). On suppose que ¢ est continue en 0. Alors il
existe une variable aléatoire X telle que px = ¢ et X,, —10i— X.

ProposSITION 6.23. Si X, —proba— X alors X,, —toi— X.

REMARQUE. La réciproque est fausse : il suffit de reprendre '’exemple précédent.
Preuve On suppose que X,, —vroba— X. Avec le critere de LEVY, il suffit de montrer la convergence simple des
fonctions caractéristiques. Soit t € R%. Pour tout n > 0, on a

|, (1) = px (8)] S E([e"X — ¥ |) = E(|e"* =) — 1)) < E(min(2, |t | X, — X])).

8 .
z/ e dx
0

Soit € > 0. Pour tout n > 0, I'égalité 1 = 1 x, _x|<c + 1|x, - x|>c implique
lox, () = ox (t)] < e t| P(| Xy — X[ <) + 2P(| Xy — X[ > ¢)
<elt| +2P(|1 X, — X| > e).

En effet, pour tout s € R, on a

|eis—1|<2 et | —1|= < s

On a alors lim,, 1o |¢x, (t) — ©x (t)| < €]t|. En faisant tendre ¢ vers 0%, on a |¢x, (t) — px(t)] — 0. O

PROPOSITION 6.24. Soient ¢ € R? et (Xn)n>o0 une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace
probabilisé tels que X,, —10i— c. Alors X,, —proba— c.

Preuve On se place en dimension une. Soit € > 0. Pour tout n > 0, on a

P(| X, —¢|>e)=P(X,, <c—¢e)+P(X, >c+e¢)
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< Fx,(c—¢) — Fx,(c+¢).
Comme ¢ > 0, la fonction F,. est continue en ¢ £ e. Comme X,, —loi— ¢, on a
Fx, (c—¢e)— F.(c—e)=0 et Fx, (c+e)— F.lct+e)=1
On en déduit que P(|.X,, — ¢| > €) — 0 pour tout € > 0. D’ou X,, —proba— X. O

LEMME 6.25 (SLUTSKY). Soient (X,,),>0 une suite de variables aléatoires convergeant en loi vers une variable
aléatoire X et (Y;,)n>0 une suite de variables aléatoires convergeant en probabilité vers une constante ¢ € R4,
Alors (X,,,Y,) —ti— (X, ).

isC

px(t) et

itX, eisYn) _ eiscE(eitX) |

Preuve Pour tout (t,s) € R on a O(x,0)(t,s) =e

|[00x v (8 8) = 0(x.0) (t5)| = |E(e
_ |E(€itX,,L [eisYn o eisc]) + eiscE(eitXn _ eitX)|
_ E(|eisYn _ eisc{) + ‘E(eitX,,, _ eitX)‘ .
Comme Y;, —proba— c et X;, —10i X, on en déduit que |30(men)(t,s) — ©(X,0) (t,s)| — 0 en utilisant la
fonction continue x — [e* — €**¢|. Le criteére de LEVY donne la conclusion. (]

COROLLAIRE 6.26. Si X,, —1oi—~> X et X,, —Y,, —vroba— 0, alors Y,, —10i— X.

PROPOSITION 6.27 (généralisation du lemme de FATOU). Si X, —wi— X, alors
< limi .
E((s]) < lim inf E(X,,)

Preuve On suppose que X,, — X. Soit & > 0. Comme la fonction  — min(|z|, k) est continue et bornée, on a
E(min(X| £)) = lim_E(min(|X,|,£)) = i iof E(min| X, |, k) < lim inf E(|X,).
On conclut par le théoréme de convergence dominée en laissant tendre k vers +oo. O
EXEMPLE. Soient A > 0 et (X,,),>1 une suite de variables aléatoires telle que X,, ~ ¢ (\/n) pour tout n > 1.
Montrons que la suite (X,,/n),>1 converge en loi vers la loi exponentielle &(X). Pour tousn > 1 et t € R, on a
Aeit A

1= (1= dyeit’ 000 ¥ () =ex., (t/n) = Smim

ex,(t) =

Or n(e~"*/™ —1) = n[cos(t/n) — 1] —insin(t/n) — —it, donc @x, /n(t) — A/(A —it). On reconnait la fonction
caractéristique d’une loi exponentielle de parametre A ce qui permet de conclure.

RECAPITULATIF. Voici un schéma récapitulatif des modes de convergence.

convergence convergence convergence
dans L*® dans LP dans L!

convergence convergence
en probabilité en loi

convergence
presque stire

Un exemple fondamental : le théoreme central limite
THEOREME 6.28 (central limite). Soit (X,,),>1 une suite indépendantes de variables aléatoires de méme loi
telle que E(X7) = 0 et E(X?) = 1. Soit N un variable aléatoire telle que N ~ .47(0,1). Alors
X4+ X,
vn

—loi— [V.
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6.5. LOI DES GRANDS NOMBRES

Pour les besoins de la preuve, on utilisera la branche principale du logarithme complexe, noté log. On rappel
que, pour tout z € C tel que |z] < 1, on a

+
8

_1)k-1
log(1+2) = %zk

E
I
-

Preuve Remarquons que les variables X admettent un moment d’ordre deux, donc leurs fonctions caractéris-
tiques sont de classe €2. Soient k > 1 et ¢t € R. Le développement limité de la suite (E(e*X+/V7™)), 5, s’écrit,
pour tout n > 1,

: 2
E(eith/\/ﬁ) 14 ZE(Xk)t B E(Xk)tz Etn
n

+
vn 2n
t2 Et,n
=1-—4 —
2n n
ol (€,n)n>1 €st une suite tendant vers 0. Pour n > 1 assez grand, le module du terme —% + EtT devient

strictement inférieur a 1 ce qui permet d’appliquer le logarithme. En effectuant un développement limité de la
fonction z — log(1 + 2z), on peut écrire
log[B(eit¥u/v)) = — Ly S
2n n

ol (&;n)n>1 est une suite tendant vers 0. Finalement, comme les variables ont la méme loi, on a

n ) . t2 t2
Zth/ﬁ — ZtXl/\/ﬁ —_ = -
g log[E(e )] = nlog[E(e )] 5 + Etn —Wrm 5

En composant par la fonction exponentielle, on a

exp (Zn: log[E(e”X’c/\/ﬁ)]) — et

n—-+oo

On reconnait la fonction caractéristique d’une loi normale centrée réduite. Or pour n > 1, I'indépendance assure

exp(k; log[E(e" X/ V)] ) = gE(e“Xk/ﬁ)

X1+---+Xn>
NG

ce qui permet de conclure par le critére de LEVY. O

= exp (it

COROLLAIRE 6.29. Soit (X,,),>1 une suite indépendantes de variables aléatoires de méme loi telle que E(X1) = p
et Var(X;) = o2. Soit N un variable aléatoire telle que N ~ .47(0,0?). Alors

X 4. -+ X
vn <g _ ,u) —1oims N.
n
Preuve Pour tout n > 1, on remarque que

X1+"'+X’n )_ a - Xk_,u'
vi(FE ) = 2

Les variables (X}, — p)/o sont indépendantes, de méme loi, centrées et réduites. Le théoréme central limite donne
alors, pour tout s € R, la limite

(et o M) e

Pour tout ¢t € R, la formule précédente pour s = to assure que

X o1 X X — 2,2 ;
E(zt\/ﬁ {% - ,u}) (exp[zt— Z b ]) — e /2 Z E().

Le critére de LEVY donne alors la conclusion. O

Lol DES GRANDS NOMBRES

Loi faible des grands nombres
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THEOREME 6.30. Soit (X,,),>1 une suite indépendante de variables aléatoires de L?(PP) de méme loi. Alors la
suite (L S70_) Xi)n>1 converge en probabilité et dans L? vers E(X7).

Preuve 1l suffit de montrer la convergence dans L?(IP). Pour tout n > 0, on a

2 n
> X —E(Xy) ): (iZXk— (X1)] )
k=1 k=1

1 n
E<
n f—

_ % E((Xi — E(X1))(Xe — E(X0)))
k=1 /¢=1

:% Y Var(Xk)ZW—)O. 0
k=1

6.5.2 Loi des grands nombres pour des variable aléatoires décorrélées et bornées dans L2

THEOREME 6.31. Soient (X;);>1 une suite de variables aléatoires et u € R tels que
~ M = sup;5,; E(X?) < 4o00;

— pour tout ¢ > 1, on ait E(X;) = u;

— pour tout 4,7 > 1 tels que i # j, on ait E((X; — p)(X,; — u)) =0.

Alors la suite (; > k=1 Xk)n>1 converge presque stirement et dans L? vers p.

Preuve e Convergence dans L?. Pour tout n > 1, on a
1 1<
JE(‘ ZXk CE(X)) > - Var(f Zxk)
"= "=
1 n
== Z Var(X},)

< 2ZEXk Mo

e Converge presque stre. Soit € > 0. Pour tout n > 1, llnegahte de BIENAYME-TCHEBYCHEV donne

1 & 1 1 & M
P([re X n] 2 ) < (G o) < g
k=1

k=1

ot la série 3" 1/n? converge. On en déduit

2
1 n
— > Xy e . (%)
k=1
On remarque que, pour tout n > 1, il existe un unique entier m,, > 1 tel que m2 < n < (m, + 1) (il suffit
de considérer Uentier m,, := |y/n]). Pour tout n > 1, on peut écrire

EDDEVEIE ;Z<Xk—u>]+ Ly <Xk—u>].
k=1 k=1 k=m2+1
A, 5.
Avec le résultat (%), on a
n mg &~

2
n
Montrons que B,, —rs— 0. Soit € > 0. Pour tout n > 1, I'inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV donne

n

P(|B,| > ) < —— Var(Z(Xk _ M))

k=m, +1
1
_ o ZV&I‘ Xk)
k:mfﬁ»l

2

g%(anrl) ma g%m/iwl :O( 1 )

22 n2 2 2 n3/2
Cela montre B,, —es— 0. D’ou le résultat. O
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6.5.3 Loi des grands nombres pour des variable aléatoires indépendantes et de méme loi
dans L?!

THEOREME 6.32. Soient (X;);>1 une suite de variables aléatoires tels que

— les variables X; soient de méme loi;
~ on ait X; € LY(P);
— les variables X; soient mutuellement indépendantes

Alors la suite (£ ")) Xi)n>1 converge presque srement et dans L' vers E(X1).

Preuve Commencgons par montrer la convergence presque sire.

e Premiére étape. Quitte a considérer les suites (X;7),>1 et (X, )n>1 et utiliser la linéarité de 'espérance,
on peut supposer que les variables X, sont positives. Pour k& > 1, on pose Y} := X;1x, <x. Comme les variables
positives X; ont la méme loi et X; € L*(P), on a

oo —+o0
Y P(Xp > k)= P(X; > k) < +oc.
k=1
Le lemme de BOREL-CANTELLI donne alors
P(limsup{ Xy > k}) =
k—+4o0

On en déduit que les suites (Yx)r>1 et (Xg)r>1 ne différent que d’un nombre fini de terme, donc

1< 1<
— X —es— E(X = — Y —es— E(Y7).
- ;::1 (X1) - kZ:l (1)

e Deuriéme étape. On remarque que les variables Yj, sont bornées, donc elles appartient a L2(IP). De plus, elles
sont indépendantes. Soit « > 1. Pour n > 1, on pose k,, == |a@"|+1. Alors I'inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV
puis le théoreme de FUBINI donnent

)

N

—+o00 1 kn 1 kn
Zﬁ(’kn;m— E;E Y,

1 +oo 1 kn
225z 2 Var(Y)
n=1 " j=1
1 1
=2 Var(¥) ) 5
i=1

kp>i T
1 X 1
<G Var(V) ) o
1=1 k>t
Orpourtouss >letn>1,onak, >i<a®>1i—1etilexiste ng > 1 tel que a®™ > i — 1, donc il existe des
constantes A,, By >0 telleb que
1 1 1 1 1
;;oﬁ = @ i—1ja STy S

De plus, comme Y, 1/i* = O(1/(k + 1)), il existe C' > 0 tel que

1 C
Vk > 1, Z = <—.
i2k+ll k—"_l

On pose C,, .= CB,. Alors

+oo 1 kn 1 kn
ZP(‘%;K—%;E Y;

+oo
1 Var(Y;)
5) S 3 > 2
i=1

N

X]]-X<z
<€2Z
=1
+oolzl

//\

52 Z 72 Z]E Xl IL]€<X1<k+1)
i=1

—]E(Z XPlrex, <kt Z 12)

i=k+1

//\
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< Ca S Xp —1 )
S 2 1 k<X <k+1
Co (X C,
S ETE(Z Xlﬂk<X1<k+1) = 2 E(X).
k=0
Dot
1 1
P, > Y- o 2 E) —er 0.
=1 =1

e Troisieme étape. 11 suffit de montrer que

fZE ) — E(X1). (%)

D’une part, pour tout n > 1, on a Y; < X; pour tout ¢ € [1,n], donc %Z?:l E(Y;) < E(X3). Soit Ny > 1
D’autre part, on a

1 n 1 n

SYEM) >~ Y E(Y)

i=1 i=No+1

1 n
- Z E(Xi]]-XigNo)
" Nog1

n — N
= OE(XﬂlesNo)mE(X1]1X1<No)~

WV

En passant aux limites inférieure et supérieure, on obtient

E(X11x,<n,) hmlnf—ZE Xi) et E(Xilx,<n,) < limsup — ZE X1).

n—+oo N n—+oo N

En laissant tendre Ny vers +oo et en utilisant le théoréme de convergence dominée, on récupére la limite ().

On a donc montré

k
1 n
]{,‘7 E Y; —ps—yp E(Xl)

e Quatriéme étape. Soit n > 1. Il existe m > 1 tel que k;, < n < kp41. La positivité de variables Y; donne
1 " 1
et Y; < Y, < =
-2 Z - Z
1_1 =1
donc
km n Km41
km 1 1 1
ﬂki }/; < - T m+ k' Z }/;7
n Fm i=1 n i=1 n m+1 i=1
donc

m+1

> v,

i=1

K
km 1 m+1
i=1 m
Or kpm/kmi1 — 1/ et, avec le troisiéme étape, on en déduit
X)) 1
< = g Y <aK(X
nia ¢ 1

e Derniére étape. Par conséquent, pour tout « € |1,400[NQ, on a

M<h mffZY lim sup — ZY

o n—+oo n n—+oo N

m+1

Comme I’ensemble |1, +00[ N Q est dénombrable, on obtient alors le théoréme en laissant tendre « vers 1.

Montrons la convergence dans L'. Soit M > 0. Pour k£ > 1, on pose YM Xk]l|Xk|<M et Z = Xk]l|Xk|>M~
Alors pour tout n > 1, on a

S et (S (L)
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donc 'inégalité triangulaire assure

E(’i;Xk —E(X4)

) < E(’i zn:YkM — E(YlM)D +2E(|2{")).
k=1 Y

Bm

M
A n

D’apres la convergence presque stire que donne ce théoréme, on a
1~y M
— E Yt —E(Y{") —»s— 0 quand n — +0o0
n
k=1

oll cette suite est bornée, donc le théoréme de converge dominée assure AM — 0 quand n — +o0. Donc

) < 2E(IX1[ x5 00) ——— 0

n——+o0o M—+o0

1 n
limsupE| [— X —E(X
im sup (‘n; k (X1)

toujours par le théoréme de convergence dominée. Ceci montre la convergence dans L'. (]
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Chapitre 7
VECTEURS GAUSSIENS
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7.2 Vecteurs gaussiens et densité . . . ... ... ... ... 42

DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES

DEFINITION 7.1. Un vecteur gaussien est un vecteur aléatoire X = (X1,..., X4) tel que, pour tout A € R%, il
existe i\ € R et oy > 0 tels que (A, X) ~ A (ur,03).

REMARQUE. En particulier, les composantes d’'un vecteur gaussien suivent des lois normales.

DEFINITION 7.2.  Soit YV := (Y1,...,Yy) un vecteur aléatoire dont les coordonnées sont dans L2(PP). La matrice
de covariance de Y est la matrice ¥y = (Cov(Y,Y;))1<i,j<n-

PROPOSITION 7.3. Une matrice 3 € .#4(R) est la matrice de covariance d’un vecteur aléatoire si et seulement
si elle est symétrique positive.

Preuve On suppose que la matrice ¥ est une matrice de covariance d’un vecteur aléatoire (Y1,...,Yy). Alors
elle est clairement symétrique. De plus, pour tout (¢y,...,tq) € R%, on a
d d d
3N ity Cov(Yi,Y) = Var(Z tm) > 0.
i=1j=1 i=1

La matrice ¥ est donc symétrique positive.

Réciproquement, on suppose que la matrice ¥ est symétrique positive. Soient Ny, ..., Ny des variables
aléatoires indépendantes et de méme loi .4#(0,1). On pose X = (Ny,..., Ng)VE. Alors E(X) = (0,...,0) et,
pour tous i, j € [1,n], on a

E(X;X;) = E((NVZLINVI);)

£([3 wo/m [3-8vE))

d
= Z E(NkNg)\/ikJ\/ie,j
=1 ¢—1
d d
= Z \/ik,i\/ik,j = Z \/ii,k\/ik,j =X,
k=1 =1
donc Xx = 3. O

PROPOSITION 7.4. Soit X = (Xj,...,X4) un vecteur gaussien de moyenne p = (E(X;),...,E(Xy)). Alors
— pour tout A € R%, on a (A, X) ~ A ((\, 1), \Xx \);
— pour tout £ € RY, on a E(e)) = exp(i(&, p) — 365y %).

Prewve 1. Soit A := (A1,...,\q) € R Par définition, la variable aléatoire (\, X) suit une loi 4 (uy,0%) pour
des réels py € R et oy > 0. On obtient alors

d d d d d
MU\ = Z)\zE(Xz) = </\7 /.L> et 0'/2\ = COV(Z /\iXia Z)\ij) = Z Z /\1/\] COV(Xi,Xi) = /\EX t/\.
i=1 j=1

i=1 i=1 j=1

2. On rappel que, pour une variable gaussienne Z ~ 4 (u,0?), on a E(e"?) = exp(itp — £t*0?) pour tout ¢ € R.
11 suffit alors d’appliquer cette remarque avec t =1 et Z = (£, X). (Il

REMARQUE. Le matrice Y x et le vecteur p caractérisent alors entiérement la loi de X. On note X ~ A (u, Xx).

PROPOSITION 7.5. Soit X = (Xi,...,X4) un vecteur gaussien. Alors les variables X; sont mutuellement
indépendantes si et seulement si, pour tous 4, € [1,n] tels que ¢ # j, on a Cov(X;, X;) = 0.
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Preuve Le sens direct est évident. Réciproquement, on suppose que les variables X; sont décorrélées. Alors la

matrice Y x est diagonale. On en déduit que, pour tout (£1,...,&;) € R% on a
d d 1.
E<GXP (2 ; Ek»Xk)) = exp <Z ; Skl — 5 ;(Ex)k,kﬁﬁ)

I
E&

exp(ifepk — 5(Sx)kkér)

=~
Il

1

Il
E&

E(exp(ige Xi))-

=
Il

1

Cela montre I'indépendance. O
NOTATION. Pour une matrice aléatoire M = (M; ;j)1<i,j<n, o0 note E(M) = (E(M; ;))i<i,j<n-

PROPOSITION 7.6. Soit X ~ A4 (1, X) et N ~ A4(0,1;) deux vecteurs gaussiens. Alors X et p + Nv/X ont la
méme loi.

Preuve Comme un vecteur gaussien est caractérisé par son espérance et sa matrice de covariance, il suffit de
montrer qu’elles sont égales. On a bien E(u + NvYX) = = E(X) et

E(\(u+ NVE —E(u)) (1 + NVE —E(p))) = EVSINNVE) = VEE(NN)WVE = X, 0

VECTEURS GAUSSIENS ET DENSITE

THEOREME 7.7. Soit X = (X1,...,X4) une vecteur gaussien de loi .4 (u, X). Alors il admet une densité si et
seulement si det ¥ > 0. Dans ce cas, sa densité est donnée par
1 ( 11t >
)= ——————exp| —(z—p)=X T — .
fx(x) Trides P (@ —p)5E™ (= —p)

Preuve On suppose det & = 0. Alors il existe z € R?\ {0} tel que 22 = 0. On obtient Var((z, X)) = 23 % =0,
donc la variable (z, X) est presque slirement constante. Alors le vecteur X est & valeurs dans un hyperplan, donc
il n’admet pas de densité.

Réciproquement, on suppose det ¥ > 0. Soit N ~ .47(0, ;) un vecteur gaussien. Soit A € Z(R%). Avec la
proposition précédente, on obtient

P(X € A) = E(La(u+ NVE)) = /R La(u-+ V/E) exp(—ol) —s:

En effectuant le changement de variables y = y 4+ /%, on a

P ) = [ aw el - nvVE )

d
= 1 D oA Yy — 7y O
APPLICATION LINEAIRE DE VECTEURS GAUSSIENS
PROPOSITION 7.8. Soient X un vecteur gaussien de dimension d de loi A (4, X) et A € My m(R). Alors
XA~ N (uA,'ATA).
Preuwve OnaE(XA)=E(X)A=pAet
E((XA - pA)(XA - pA)) = E(A(X — p)(X — p)A) = "AE((X — p)(X — p))A = "AS'A. D

REMARQUE. Si (X,Y) est un vecteur gaussien, alors X et Y suivent des lois gaussiennes. La réciproque est
fausse. Par exemple, soit (U, V') un vecteur gaussien de loi A47(0,12). On pose X :=U et Y = sgn(V)U. Alors la
variable X suit une loi gaussienne .#(0,1). De plus, pour toute fonction ¢ € %.(R?,R), on a
E(p(Y)) = E(e(U)Lvso) + E(o(=U)L{v<oy)
=E(o(U))P(V > 0) + E(o(=U))P(V <0)

42 Vecteurs gaussiens — CHAPITRE 7



7.3. APPLICATION LINEAIRE DE VECTEURS GAUSSIENS

= JE(p(U)) + 5E(p(~U)) = E(p(U)).

On en déduit que la variable Y suit une loi gaussienne .47(0,1). Cependant, la variable X + Y posséde un atome
en 0 et n’est pas nulle, donc elle n’est pas gaussienne, donc le vecteur (X,Y’) n’est pas gaussien.
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