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La géométrie algébrique est 1’étude des équations polynomiales et de leurs ensembles de solutions.
Dans ce chapitre, on considére un corps algébriquement clos k et on fixe un entier n > 1.

Ensembles algébriques affines

Définition 1.1. Une partie V' C k™ est un ensemble algébrique affine s’il peut s’écrire sous la forme
V=V(M) avec V(M)={xzeck™|VfeM, f(x)=0}
pour une certaine partie M C k[X7,..., X,].

Dans la suite, on notera k[X] 'anneau k[X1,..., X,]. On peut déja tirer de cette définition des
propriétés basiques des ensembles algébriques affines.

Proposition 1.2. 1. Pour M C k[X], on a V(M) = V({M)).
2. Pour M C k[X], il existe des polyndmes fi,..., fm € M tels que V(f1,..., fm) = V(M).

Démonstration. 1. Comme M C V(M), on obtient V(M) O V({M)). Réciproquement, on
considére un élément f € (M) qu'on écrit sous la forme f = Y I" | fig; avec f; € M et
gi € k[X]. Pour tout élément z € V(M), on a f(z) = > i, fi(z)gi(x) = 0 et cela montre que
x € V((M)).

2. Comme 'anneau k est noetherien, le théoreme de la base de Hilbert assure qu’il en va de
méme de Panneau k[X]. Soient fi,..., f,, € (M) des générateurs de l'idéal (M). La premiére
partie donne alors

V(M) = V(M) =V(f1,-; fm)- °

Exemples. — Un sous-ensemble fini de k™ est un ensemble algébrique affine.
— Un ensemble algébrique affine de k est soit fini soit le corps k.
— L’ensemble V(X +Y) est une droite du plan R?.
— L’ensemble V(X? + Y2 + 1) est vide sur le corps R bien qu’il ne le soit pas sur le corps C.

L’ensemble V(X? — Y?) est la réunion de deux droites.

Proposition 1.3. Il existe une unique topologie sur ’ensemble k™ dont les fermés sont exactement
les ensembles algébriques affines, appelée la topologie de Zariski.

Démonstration. Décrétons que les fermes sont les ensembles algébriques affines. Vérifions que cette
famille définit bien une topologie.
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— D’abord, les ensembles @) et k™ appartiennent bien & cette famille puisque ce sont respectivement
les ensembles V(1) et V(0).

— Montrons que cette famille est stable par intersection. Soit (M;);c; une famille de parties
de k[X]. La propriété cherchée découle de la formule

MV = V(U M)
el el

— Montrons enfin que cette famille est stable par réunion finie. Soient M7, My C k[X] deux
parties. Vérifions alors que 'ensemble V(M) U V(Ms) est encore un ensemble algébrique
affine. Il est clair que V(M7) U V(M) C V(M - My) avec

My - My = {fg|fe My,gec M}

Réciproquement, soit 2z € V(Mj - My). On suppose que x ¢ V(M;). Montrons que z € V(Ms).
Soit f € M; un polynome vérifiant f(x) # 0. Pour tout polynéme g € My, comme fg € M;-Moa,
on peut écrire f(x)g(z) = 0 si bien que g(z) = 0 par intégrité. D’ott x € V(My). o

Définition 1.4. L’espace topologique k™ ainsi obtenu est appelé I'espace affine de dimension n sur
le corps k. On le note A™(k).

Le Nullstellensatz d’Hilbert
On rappel maintenant la notion de radical d’un idéal. Soit A un anneau commutatif unitaire.
Le radical d’un idéal I C A est l’idéal
VI={feA|3IneN*, f*ell.
Notons que \/\ﬁ =1
Proposition 1.5. Soit I C k[X] un idéal. Alors
V() = V(HVI).

Démonstration. L’inclusion V(I) D V(v/T) découle de Iinclusion claire I C v/I. Réciproquement,
il suffit d’utiliser I'intégrité de ’anneau k. o

Théoréme 1.6 (Hilbert’s Nullstellensatz). L’application
&: [ V()

entre 'ensemble des idéaux I C k[X] vérifiant I = /T et I'ensemble des fermés de I’espace
affine A™(k) est une bijection décroissante pour I'inclusion.

Dans la suite, on va vérifier que l'inverse est ’application
OV {f € k[X]|Vz €V, f(z) =0}
Corollaire 1.7. Soit I C k[X] un idéal. Alors il existe un point « € k™ vérifiant
vfel,  f(x)=0,

c’est-a-dire V(I) # 0.
Démonstration. Comme 1'idéal I est propre, il ne contient pas le neutre 1, donc le radical v/T ne
le contient pas non plus si bien que vI C k[X]. D’apres le Nullstellensatz, on obtient alors

V(1) = V(VI) # V(k[X]) = 0. o

Lemme 1.8. Soit R une k-algebre non nulle de type fini. Alors il existe un morphisme de k-
algebres R — k.

Démonstration. Le lemme de Zorn assure qu'il existe un idéal maximal m C R. Le quotient R/m
est alors un corps. On peut donc supposer que 'anneau R est un corps. D’apres le lemme de
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normalisation de Noether, il existe alors un entier m > 0 et un morphisme de k-algebres injectif
k[X1,...,Xm] — R qui est fini, c’est-a-dire que le k[X,..., X,,]-module R est de type fini.
Montrons que m = 0. Raisonnons par ’absurde et supposons m > 0. Dans ce cas, 'image de
lélément X; € k[X1,...,X;n] admet un inverse x € R. Avec 'hypothése de finitude, il existe des
éléments g1, ...,94 € k[X1,...,Xm] tels que

xd+g1xd’1+~~+gd:0.

En multipliant cette égalité par I’élément x, on obtient qu’un polynome de degré strictement positif
est nul ce qui est impossible. Ainsi m = 0 et la k-algebre R est une extension finie du corps k. En
particulier, Uextension R/k est algébrique si bien que k ~ R ce qui conclut. o

Preuve du Nullstellensatz. Soit I C k[X] un idéal quelconque. On admet provisoirement que
VI=e ' (V(I)). (%)
Alors &1 o ® = id puisque
> lod(I) =0 (VI))=VI=1.

De plus, 'application ® est clairement surjective en utilisant la définition d’un fermé pour la topologie
de Zariski et le fait V(I) = V(+/T) pour un idéal I. Ceci conclut la bijectivité de 'application ®.
I reste & établir 'égalité (). Soit f € v/I. Montrons que f € ®~1(V(I)). Comme f € v/, il existe
un entier m > 0 tel que f™ € I. Soit x € V(I). Alors f™(x) = 0, donc f(x) = 0. D’ou f € ®~L(V(I)).
Réciproquement, soit f ¢ +/I. Montrons que f ¢ ®~'(V(I)). Il suffit de trouver un point = € V(I)
tel que f(z) # 0. On note f la classe f 4+ I dans I’anneau k[X1,...,X,]/I. On consideére la
localisation R de I'anneau k[X1,..., X,,]/I par rapport & ’'ensemble multiplicatif S == {1, f, f2,...}.
Alors R # 0 puisque si R =0, alors 0 € S, donc il existe un entier m > 0 tel que f™ € I ce qui est
impossible puisque f ¢ V1. De plus, la k-algebre est de type fini puisqu’elle est engendrée par les
éléments X; et f~1. Par le lemme précédent, il existe alors un morphisme de k-algebres p: R — k.
On pose z; = p(X;) pour i € {1,...,n} et y == p(f~1). Alors I'élément z = (z1,...,7,) € k"
vérifie f(x) x y =1 et donc f(z) # 0. Comme g(z) = 0 pour tout g € I, on obtient aussi f(x) # 0.
Ceci conclut. o

Algebre de fonctions et correspondance fonctorielle

On peut méme avoir une correspondance un peu plus riche.

Définition 1.9. L’algébre de fonctions sur un ensemble algébrique affine V' C A" (k) est le quotient

O(V) = KIX]/{f € KX] | Va € V, f(z) =0},

Notons que Panneau & (V) est réduit, c’est-a-dire que, pour tout élément f € &(V), la rela-
tion f™ =0 dans O(V) implique f = 0. C’est également une k-algeébre de type fini.

Définition 1.10. Un morphisme entre deux ensembles algébriques affines V' C A" (k) et W C A™ (k)
est une application f: V — W telle qu'il existe des polynémes fi, ..., fm € k[X1,..., X,] tels que

VeeV,  flz)=(fr(2),.... fm(2)).

Les ensembles algébriques affines munis de leurs morphismes forment une catégorie AffVar(k).

Remarque. Les polynémes f; de la définition ne sont pas déterminés par le morphisme f, mais
leurs images dans le quotient &'(V') le sont. Notons qu'un morphisme f: V' — W détermine un
morphisme de k-algebres f: k[Y1,..., Y] — O(W) tels que

fviyy="F. ie{l....m}

qui lui-méme induit un morphisme f*: &(W) — &(V) qui fasse commuter le diagramme suivant.
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Corollaire 1.11. La catégorie AffVar(k) et la catégorie des k-algebres réduites de type fini sont
équivalentes par la foncteur contravariant

Vi— O(V) et f—f"

Démonstration. Notons F' ce foncteur. Montrons qu’il est pleinement fidele. Soient V' et W deux
sous-ensembles algébriques affines. Montrons 'injectivité. Soient f, f': V' — W deux morphismes
tels que f* = ¢g*. Montrons que f = g. Soient g € O(W) et x € V. Alors

9(f1s-- s fm) (@) = f7(9) (@) = [ (9) (@) = g(f{, - -, fm) (@)
Pour g = Y;, on obtient f(x) = f’(z) et donc f = f’. D’ott I'injectivité. o
Montrons la surjectivité. Soit G': &(W) — &(V) un morphisme dont on note f; I'image de la
classe Y;. On obtient une application (fi,..., fm): k™ — k™. Restreinte & V, on trouve donc un
morphisme f: V — W. Montrons que f* = G. Pour tout point z € V', on a

F(¥i)(@) =Yio f(z) = fi(z) = G(Yi) (=),
ce qui donne f* = G. D’ou la surjectivité. Ainsi le foncteur F est pleinement fidele.
Enfin, montrons qu’il est essentiellement surjectif. Soit R une k-algébre réduite de type fini.
Alors R ~ Ek[X]/I pour un certain idéal radical I C k[X]. D’aprés le Nullstellensatz, on peut

écrire I = I(V). Comme V = V(I), on obtient R ~ &(V). Ainsi le foncteur est essentiellement
surjectif. o
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Introduction

On aimerait étendre la correspondance préférences a des anneaux plus généraux. Mais notons
qu’un anneau n’a pas de corps de base k. Dans la suite, tous les anneaux sont supposés commutatifs
et unitaires sauf mention du contraire; les morphismes d’anneaux conservent ainsi le neutre
multiplicatif. Pour commencer, donnons une définition naive de la notion de spectre.

Définition 2.1. Le spectre d’'un anneau A est 'ensemble Spec A des morphismes d’anneaux A — K
pour un corps K ou 'on identifie deux morphismes d’anneaux A — K et A — K’ §’il existe un
diagramme commutatif de la forme

K/

7

A

™~

K

Le probleme de cette définition vient du fait que 'objet Spec A n’est pas un ensemble.

Proposition 2.2. L’application
f— ker(f)

réalise une bijection bien définie entre Spec A et ’ensemble des idéaux premiers de A.

Démonstration. D’abord, pour un morphisme d’anneaux f: A — K, son noyau ker(f) est bien
un idéal propre de A et il est premier en utilisant 'intégrité du corps k.

L’application considérée est bien définie. En effet, soient f: A — K et f': A — K’ deux
morphismes d’anneaux. Comme le morphisme K — K’ est injectif, on obtient ker(f) = ker(f’).

Montrons maintenant qu’elle est bijective en construisant une application inverse. Soit p C A
un idéal premier. Alors on obtient un morphisme A/p — k(p) := Frac(4/p) puis un mor-
phisme f,: A — k(p) qui vérifie ker(f,) = p. Cela montre la surjectivité.

Enfin, vérifions I'injectivité. Soit f: A — K un morphisme d’anneaux de noyau p. Alors on
obtient le diagramme commutatif
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qui montre que f ~ fj. o

Spectre d’un anneau

On utilise cette proposition pour redéfinir le spectre. Ce dernier sera cette fois-ci bien défini.

Définition 2.3. Le spectre d’'un anneau A est ’ensemble Spec A de ses idéaux premiers. Le corps
résiduel d'un élément x € Spec A est le corps k(x) := Frac(A/z). Pour un élément = € Spec 4, la
projection canonique A — k(z) est notée sous la forme

g— g(x).
Un élément de 'anneau A est donc considérée comme une fonction sur ’ensemble Spec A est a

valeur dans le corps k(x).

Exemple. Le spectre de 'anneau Z est constitué des idéaux (p) pour un nombre premier p et de
I’idéal nul (0). Les corps résiduels sont alors les corps

k((p) =Fp, et k((0)) = Q.

Maintenant, on va faire le lien entre la notion de spectre et celle d’ensemble algébrique affine
dans I'espace affine k™ lorsque le corps k est algébriquement clos.

Définition 2.4. Le spectre maximal d'un anneau A est 'ensemble Specpax A des idéaux maximaux.

Proposition 2.5. Soient k un corps algébriquement clos et A une k-algeébre non nulle de type fini.
Soit I C k[X1,...,X,] un idéal vérifiant A = k[X1,...,X,]/I. Alors I'application

V(I) ~ Homy.a1(A, k) — Specmax A C Spec 4,
fr— ker(f)
est une bijection.
Démonstration. Cette application est bien définie puisque le noyau d’un morphisme de k-algébres

A — k est un idéal maximal de A. Dans 'autre sens, pour un idéal m € Specyax A, on obtient un
isomorphisme de k-algébres A/m ~ k et donc un morphisme de k-algébres A — k de noyau m. ©

L’inconvénient du spectre maximal est qu’il n’est pas « fonctoriel ». Par exemple, considérons
I'inclusion Z — Q. Elle induit une application Spec Q = {(0)} — Spec Z, mais elle ne peut pas se
restreindre aux spectres maximaux puisque (0) ¢ Specpax Z.

Proposition 2.6. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux. Alors 'application
Spec B — Spec A,
Spec f: 1
ar—f"(a)
est bien définie.

Remarque. Pour tout élément a € A et tout idéal x € Spec B, on vérifie la formule

f(a)(x) = a(Spec f(z)).
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Remarque. Soit A un anneau. Il existe toujours un morphisme canonique Z — A et donc une
unique application Spec A — Spec Z.

Toute la géométrie algébrique vit sur le spectre de 'anneau Z. On veut munir les spectres d’une
topologie. Soit A une k-algebre non nulle de type fini. On la note A = k[X]/I pour un idéal I C k[X].
La topologie sur I'espace algébrique affine V(I) induit une topologie sur ’ensemble Spec A grace a
la proposition 2.5.

Définition 2.7. Soit A un anneau. Le lieux d’annulation d’une partie M C A est 'ensemble
V(M) ={peSpecA| M Cp}={xecSpecA|Vge M, g(x)=0}.
Vérifions que les deux ensembles de la définition coincide. Soit p € Spec A un idéal vérifiant M C p.

Alors pour tout élément g € M, on a ¢ = 0 mod p, donc g(p) = 0. Cela montre I'inclusion C.
Réciproquement, soit x € Spec A un point tel que

Vg € M, g(z) =0.

Alors pour tout g € M, on a g = 0 dans k(z), donc ¢ =0 mod p, donc g € p. D’ott M C p ce qui
conclut I'inclusion D.

Exemple. Avec 'anneau Z, on trouve V({12}) = {(2), (3)} et V({0}) = SpecZ.

Définition 2.8. Il existe une unique topologie sur ’ensemble Spec A tel que les fermés soient
exactement les ensembles de la forme V(M) avec M C A.

Démonstration. La preuve est similaire a celle qui construit la topologie de Zariski. o

Remarque. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux. Alors 'application induite
Spec f: Spec B — Spec A

est continue. En effet, pour un fermé V(M) C Spec A, on vérifie que sa préimage par Iapplication f
est aussi un fermé puisqu’elle vaut

(Spec f)~H(V(M)) = V(f(M))

Exemple. Le point (0) € SpecZ est inclus dans tout ouvert non vide. En effet, si V(M) # SpecZ,
alors M # {0}, donc M ¢ (0), donc (0) ¢ V(M).

Remarque. Pour un corps algébriquement clos et dénombrable k, il existe une bijection
Spec k[X] ~ Spec Z.
Un espace topologique est quasi-compact s’il est compact mais sans la propriété de séparation.

Proposition 2.9. L’espace Spec A est quasi-compact.

U; un recouvrement pas des ouverts. On note Z; := Spec A \

o =v(Jn).

i€l
Soit I := ({J;c; Ms). Alors ) = V(I). Supposons que I # A. Soit m I'idéal maximal. Alors I € m C A,
donc m € V(I) ce qui est impossible. Donc I = A. Soit a € A. Il existe alors fi,..., fm € U;c; Mi

et g1,...,9m € A tels que
m
1= figs
i=1

Soit J C I une partie finie telle que f1,..., fm € U;c; M;. Alors

0 =V(A) = V(U Mi) = V),

i€J i€J

Démonstration. Soit Spec A = (J,;¢;
U, = V(M;) avec M; C k[X]. Alors

donc
Spec A = U U;. o
ieJ
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2.3. Propriétés topologiques du spectre

Proposition 2.10. Soient M C A une partie et I C A I'idéal qu’elle engendre.
1. Alors V(M) =V (I) = V(rad I).
2. Soit f: A — A/I la projection. Alors 'application
Spec f: Spec(A/I) — Spec A
induit un homéomorphisme sur V(I) C Spec A. En particulier, on a

Spec(Ayaq) >~ V(Nil A) = Spec A.

3. Il existe une bijection entre 'ensemble des idéaux radicaux de A et 'ensemble des fermés
de Spec A donné par les correspondances

I—V(I) et VeI(V).

Démonstration. 1. Ce résultat est similaire a ce qu’on a fait au chapitre précédent.
2. L’application est donnée par la correspondance

q— f7'(a)
qui donne une bijection continue Spec(A/I) ~ V(I). Il reste & montrer que sa bijection
réciproque est continue, c’est-a-dire qu’elle est fermée. Soit Z C Spec(A/I) un fermé. On
note Z = V(b) pour un idéal b C A/I. Soit b’ € Spec A un idéal tel que b’ := f~1(b) C A.
Alors 'image (Spec f)(Z) = V(b) est un fermé.

3. Montrons que rad I = I(V(I)). Pour l'inclusion C, soit f € rad I. Il existe un entier m > 1
tel que f™ € I C U;c,p = I(V(I)). Réciproquement, soit f € I(V(I)). Supposons par
I'absurde que f ¢ radI. On pose R = (A/I)[f~!]. Comme f ¢ radI, on a R # 0, donc
Spec R # () car il existe un idéal maximal m C R. Soit € Spec R. Alors f(x) # 0 car f € R*.
Soit y € Spec A I'image de I’élément x par Papplication Spec F': Spec R — Spec A induite par
la projection F': A — R. En particulier, pour g € I, on a g(y) = F(g)(z) = 0, donc y € V(I).
Mais f(y) = (f/1)(x) # 0 ce qui est impossible car f € I(V(I)). o

Finalement, on a montré 1oV = id. La preuve nous donne une idée quand Spec A = ) et quand

Va € Spec A, f(z) =0.

Lemme 2.11. Soit f € A. Alors
1. Spec A = () si et seulement si A =0;
2. f € A* si et seulement si f(x) # 0 pour tout x € Spec 4;
3. f € Nil(A) si et seulement si f(x) = 0 pour tout x € Spec A.

Démonstration. 1. C’est l'existence d’un idéal maximal.

2. Si fg =1, alors 1 = (fg)(z) = f(x)g(x) pour tout = € Spec 4, donc f(z) # 0. Réciproque-
ment, on suppose f ¢ A*. Alors A/(f) # 0, donc Spec(A/(f)) € 0. Soit = € Spec(A/(f)).
Avec la projection F': A — A/(f), on a

f((Spec F)(x)) = F(f)(x) = 0.

3. Soit f € Nil(A). Alors f™ = 0 pour m > 1, donc f(z)™ = f™(z) = 0 dans k(z) pour
tout @ € Spec A, donc f(z) = 0. Réciproquement, soit f ¢ Nil(A). Alors A[f~1] # (), donc
Spec A[f~Y] # 0. Soit x € Spec A[f~!] et y 'image par Spec A[f~!] — Spec A. Alors
fly) = (f/D)(x) #0. o

Définition-proposition 2.12. Soit f € A. Alors 'ensemble

D(f) = Spec A\ V(f) ={p € Spec A | f ¢ p} = {a € Spec A | f(z) # 0}
est un ouvert. De plus,

1. 'application Spec: Spec A[f~!] — Spec A induite par le morphisme canonique ¢: A —
A[f~1] est une immersion ouverte avec I'image D(f);
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2. la A-algébre A[f~!] est initiale dans la catégorie des A-algeébres B telles que I'image de
Papplication Spec B — Spec A soit contenue dans D(f).

Démonstration. 1. On rappel que l'application Spec ¢ induit une bijection entre 1’ensemble
Spec A[f ] et I'ensemble des idéaux premiers qui ne contiennent pas ’élément f, c’est-a-dire
une bijection continue

Spec A[f 1] — D(f).
Elle est donnée par les associations
q—pHa) et pr—plfll.

Il reste & vérifier que I’application est fermée. Soit Z C Spec A[f~!] un fermé qu’on note sous
la forme Z = V(M) avec M C A[f~!]. On note ce dernier sous la forme

M= {gi/fmi}iej
avec g; € A et m; = 0. Soit N :={g;}ier C A. Alors
(Specp)(V(M)) = V(N) <<= V(M) = (Specy) ' (V(N)).
Or
(Spece) ™M (V(N)) = {p[f "] [p € V(N)} = {p[f '] | M Cp[f~ ']} = V(M)
ce qui conclut.

2. Soit ¥: A — B une A-algebre qui induit une application Spect: Spec B — Spec A dont
I’image est contenue dans D(f). Alors pour tous f € A et « € Spec B, on a

Y(f)(x) = f(Spectp(x)) # 0
car Specy(x) C D(f) car f ¢ Spectp(x). D’apres le lemme précédent, on a donc ¥(f) € B*,
donc on a le diagramme commutatif suivant.

Y

A 7 B
]

Cela conclut. o

Al

Remarque. Le point 2 est une propriété universelle et cela implique que la A-algébre A[f 1] ne
dépend que de I'ensemble D(f) : si D(f) = D(g) dans Spec A, alors il existe un unique isomorphisme
de A-algebres A[f~1] — A[g~1].

Définition 2.13. Un ouvert U C Spec A est principal 8'il est de la forme U = D(f) avec f € A.
Dans ce cas, 'anneau de valuation de Pouvert U est I'anneau 0(U) = A[f~].

L’anneau € (U) est bien définie grace a la remarque précédente.

Proposition 2.14. 1. Les ouverts principaux forment une base d’ouverts % sur Spec A.
2. SiU,VePB alorsUNV € A.
3. Les ouverts principaux sont quasi-compacts.

Démonstration. 1. Tout ouvert U peut s’écrire sous la forme U¢ = V(M) = (<, V(f), donc
U= |J D).
feMm

2. Ona V(f)UV(g) = V(fg), donc D(f) N D(g) = D(fg).
3. Il existe un homéomorphisme D(f) =~ Spec A[f~!] et on sait que le spectre d'un anneau est
toujours quasi-compact. o

On donne quelques définitions purement topologiques pour mieux comprendre la topologie du
spectre d’un anneau.
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Définition 2.15. — Un espace topologique X est irréductible si I'intersection de deux ouverts
non vide est non vide, c’est-a-dire si une réunion finie de fermés propres n’est jamais égale a
I'espace X tout entier.

— Un point z € X est générique s’il est contenu dans tout ouvert non vide.

— Un espace topologique X est Ty-séparé si, pour tous points z,y € X, il existe un ouvert qui
contient soit le point x soit le point y mais pas les deux.

Remarque. — Un espace séparé non vide et non réduit a un point n’est pas irréductible.
— Un espace admettant un point générique est irréductible.
— Un espace Tp-séparé a au plus un point générique.
— Un point générique x € X vérifie m = X.

Exembples. — L’espace Spec A est Ty-séparé. En effet, soient x,y € Spec A deux points distincts.
Alors z € V(z) et y ¢ V(z).
— Soit k un corps algébriquement clos. Alors les espaces SpecZ et Spec k[X] ont un unique
point générique, donc ils sont irréductibles.

Lemme 2.16. Soit A un anneau intégre. Alors I'idéal nul est un point générique de I'espace Spec A.

Démonstration. Comme 'anneau A est intégre, I'idéal (0) est premier. Soit U C Spec A un ouvert
non vide. On écrit son complémentaire sous la forme U°¢ = V(M) avec M # 0. Alors M ¢ (0),
donc (0) ¢ V(M), donc (0) € U. o

Dans la suite, on considere un espace topologique X et une partie S C X. Un point générique
de S est un point générique pour la topologie induite. De méme, on définit la notion d’irréductibilité
pour S.

Proposition 2.17. 1. Les fermés irréductibles de Spec A sont en bijection avec les idéaux premiers
grace a la correspondance
p— V(p).

2. De plus, pour tout idéal premier p C A, on a V(p) = {p} et I'idéal p est 'unique point
générique dans 'espace V(p).

Démonstration. 1. Il suffit de montrer que la correspondance est bien définie. Le fait que ce
soit une bijection découle de la correspondance déja établie. Soit p C A un idéal premier.
Alors il existe un homéomorphisme Spec(A4/p) ~ V(p), donc le fermé V(p) est irréductible.
Réciproquement, soit V' C Spec A un fermé irréductible. Soit I := I(V') I'idéal correspondant.
Montrons qu’il est premier. Soient f,g € A\ I deux éléments tels que fg € A. On veut
trouver une contradictoire. Alors D(f) N'V(I) # 0. En effet sinon on aurait V(I) C V(f),
donc rad(f) CradI =1, donc f € I ce qui est impossible. De méme, on a D(g) N V(I) # 0.
Mais Pintersection D(f) N D(g) N V(I) = D(fg) N V(I) est vide. En effet, sinon on aurait
pe D(fg)NV(I),donc I Cpet fg¢p cequiest encore impossible. Cela implique que le
fermé V(I) n’est pas irréductible ce qui est impossible. Donc 'idéal I est premier.

2. Pour tout fermé V' C Spec A et tout élément p € V,, on a I(V) =,y q € p, donc V' 2 V(p).

Pour V := {p}, on trouve alors {p} D V(p). L’autre inclusion étant évidente, on en déduit
Pégalité. L’espace V(p) étant Tp-séparé, il admet donc un unique point générique. o

Remarque. Un idéal p est maximal si et seulement si {p} = V(p) si et seulement si le point p est
fermé dans Spec A.

Théoréme 2.18 (Hochster, 1969). Soit X un espace topologique. Alors les points suivants sont
équivalents :
— l'espace X est homéomorphe au spectre d’un anneau ;

— il est quasi-compacte, avec une base quasi-compacte et stable par intersection finie, et sobre
(chaque sous-espace irréductible a un point générique) ;

— c’est une limite projection d’espaces Ty-finis.
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Définition 2.19. Un espace topologique est spectral s’il vérifie un des points du théoréme précédent.

Exemple. Soit k un corps algébriquement clos. On considére anneau A := k[X,Y]/(XY). Alors
son spectre Spec A = V(X) U V(Y) n’est pas irréductible. Notons cependant que I’ensemble

V(X) ~ Spec A/(X) ~ Spec k[Y]
est irréductible et admet un point générique 7y, tout comme ’ensemble V(Y'). Ainsi on peut écrire
Spec A = Specmax AU {nx,ny }.
On sait que
Specinax A ~ Homyaig(A, k) = {(,0) |« € A} U{(0,y) |y € A’} C A2,

Le spectre de 'anneau A est formé alors des points des axes et des axes eux-mémes.

Exemple. On considére Panneau A := k[X,Y]. Alors I'espace Spec A est irréductible et
SpecA= [ V(p)U{(0)}
0CpCm
ou l'idéal m est 'idéal maximal. De plus, on a

Specmax A C U V(p).

0CpCm

Faisceau naturel sur le spectre

Définition 2.20. Soit X un espace topologique. Notons Ouv(X) la catégorie de ses ouverts munie
des inclusions. Un préfaisceau d’'une catégorie € sur ’espace topologique X est un foncteur
contravariant F': Ouv(X) — €. Pour tout ouvert U C X, 'objet F(U) est appelé une section
et, pour toute inclusion V- C U C X, I'application F(U «— V): F(V) — F(U) est appelée une
restriction.

Exemple. On considere 'espace topologique R. Alors le foncteur °(—,R): Ouv(R) — Alg(R)
est un préfaisceau de R-algebres ou les applications de restriction sont les restrictions f — f|y.
De la méme maniére, on définit le préfaisceau €>°(—,R) des fonctions de classe €°.

Définition 2.21. Un préfaisceau F' sur X est un faisceau vérifiant les deux points suivants : pour
tout ouvert U et pour tout recouvrement ouvert {U; };cr de U,
— pour toutes sections s,¢ € F(U) telles que s|y, = t|y, pour tout i € I, on a s =t;

— si s; € F(U;) est une famille de sections vérifiant

silu,nu; = Sjluinu; s Vi,j €1,

alors il existe un élément s € F(U) tel que s

U, = S; pour tout ¢ € I.
Exemple. Le préfaisceau 6°(—, R) est un faisceau.
Remarque. Pour un préfaisceau F' de groupes abéliens, le groupe F((}) est toujours trivial.

Dans la suite, on veut construire un faisceau sur I’espace Spec A.

Définition 2.22. Soient X un espace topologique et & une base stable par intersection finie. On
voit cette derniére comme une sous-catégorie pleine 8 C Ouv(X). Un préfaiscau sur £ est un
fonction contravariant F': 4 — %. On définit de méme la notion de préfaiscau sur 4.

Lemme 2.23. Soient X un espace topologique et % une base stable par intersection finie. Alors le
foncteur
Fr— F‘gg

entre la catégorie des faisceaux sur X et celle des faisceaux sur % est une équivalence de catégories.



12 2.4. FAISCEAU NATUREL SUR LE SPECTRE

Démonstration. L’inverse de ce foncteur envoie un faisceau G sur 4 sur le faisceau G sur X défini
par la limite projective

G(U) == projlim G(V). o
VCU,Ve

Théoréme 2.24. Soient A un anneau et A la base des ouverts principaux de Spec A. Alors le
foncteur Ogpec 4 qui envoie chaque ouvert principal D(f) sur Panneau A[f~!] est un faisceau
d’anneaux sur 2.

Démonstration. Soit D(f) = | ];c; Ui un recouvrement ouvert avec U; = D(f;). On peut d’abord
remplacer 'ouvert U par l'espace X := Spec A et 'anneau A[f~!] par I'anneau A. Comme ’espace
X est quasi-compact, on peut également écrire D(f) = ||"_, D(f;).

Montrons la séparation. Il suffit de monter que I'application canonique A — Hle T A[ f;l} est
injective. Soit a € A un élément tel que a/1 = 0 dans A[f;” ! pour tout 4. Comme 'ensemble I est
fini, il existe un entier n € N tel que

Viel, fita=0.
Comme X = | |D(f;), on a
V{fYien) = (VU = V() =0,
donc (f");er = A. En particulier, il existe des éléments g; € A tels que 1 = ¢; f, donc
a:Zgi x flta=0.

Montrons la propriété de recollement. Soient s; € A] fi_l] des sections telles que s; = s; dans
A[(fif;)~Y. Ecrivons s; = a;/f* car 'ensemble A est fini. Comme s; = s;, cela implique

(aifj")/(fif;) = (a; )/ (fifi),

donc il existe un entier m > 0 tel que

(fifi)™(aif]" —a; i) = 0.

Om remplace a; par f/"a; et n par n + m. On obtient alors
fj”ai — f{baj =0.
Comme précédemment, on a (f*)ier = A, donc 1 =>" g;f*. On pose s := Y g;a,;. Pour tout j, on
trouve
fs= afla) =) gi(flaj) = q;
ce qui conclut la preuve. o
Définition 2.25. Avec le lemme, on obtient un faisceau d’anneaux Ogpec a4 sur Spec A.

Exemple. Soit S C A une partie. On définit 'ouvert
D(S) == Spec A\ V(S).

En général, on a A[S™!] # Ospec a(D(S)). Par exemple, soit S = {f, g} une partie & deux éléments
de A. On suppose que D(f)NV(g) # 0. Alors D(f) C D(S), donc D(S)NV(g) # @, donc 'élément g
n’est pas inversible dans ¢(D(S)). Mais il est inversible dans A[S™1].
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3.1. Morphisme de faisceaux, tige

Définition 3.1. Soit € une catégorie. Un morphisme entre deux faisceaux F' et G de la catégorie €
sur un espace topologique X est une famille de morphisme ¢y : F(U) — G(U) pour chaque
ouvert U C X telle que, pour toute inclusion V C U C X, le diagramme suivant commute.

FU) _¢v, G(U)
F(V) v, G(V)

On note alors ¢: FF — G.

Lorsque la catégorie € est abélienne, on rappel que la catégorie des faisceaux de € sur X est
aussi abélienne (cf cours d’algebre homologique).

Définition 3.2. Le tige d'un faisceau F' en un point x € X est la limite inductive

Fp = lim F(U).

zeU

La tige F, est ’ensemble
{{U,s) |z eUCX, se€ F(U)}

quotienté par la relation d’équivalence ~ définie comme suit : pour des éléments (U, s) et (V,t),
on déclare (U, s) ~ (V,t) ¢'il existe un voisinage ouvert W C U NV du point x tel que s|lw = t|w.
Pour un couple (U, s), on note (U, s) sa classe dans Fy,.

Un morphisme ¢: FF — G induit des morphismes ¢, : F, — G,. L’association F' — F}, est
alors un foncteur de la catégorie de préfaisceaux dans la catégorie 4. Comme les limites inductives
filtrés dans Ab sont exactes, si € = Ab, ce foncteur est exact.
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Définition 3.3. La restriction a la tige au point # d’une section s € F(U) avec z € U est la classe

sy = (U, s) € Fy.

Remarquons que, si une famille Z d’ouverts de X est une base d’ouvert, alors la tige F, est
aussi la limite inductive des objets F'(U) lorsque z € U € A.

Proposition 3.4. Soient ¢,v¢: F — G deux morphismes de préfaisceaux.

1. On suppose que le préfaisceau F est un faisceau. Soit U C X un ouvert. Alors 'application

FU) — [] Fe.

zeU
S (sw)weU
est injective.

2. On suppose que le préfaisceau F' est un faisceau. Alors les morphismes ¢y avec U C X sont
injectifs si et seulement si les morphismes ¢, avec x € X le sont.

3. On suppose que les préfaisceaux F' et G sont des faisceaux. Alors les morphismes ¢y avec U C
X sont bijectifs si et seulement si les morphismes ¢, avec z € X le sont.

4. On suppose que le préfaisceau G est un faisceau. Alors ¢ = v si et seulement si ¢, = 1, pour
tout point z € X.

Démonstration. 1. Soient s,t € F(U) deux sections vérifiant s, = t, pour tout z € X. Pour
tout 2 € X, il existe un voisinage V,, C U du point z tel que s|y, = t|y,. Or les ouverts V,
avec ¢ € X forment un recouvrement de U. Comme le préfaisceau F' est un faisceau, on en
déduit s =t.

2. Pour le sens direct, il suffit d’utiliser I'exactitude a gauche. Réciproquement, on suppose que
les morphismes ¢, avec x € X sont des injectifs. Soit U C X un ouvert. On considere le
diagramme commutatif suivant.

\[¢U JH P

3. Le sens direct provient qu’on a un foncteur F' — F,. Réciproquement, on suppose que les
morphismes ¢, avec z € X sont des bijectifs. Soit ¢t € G(U). Soit € U. Comme ¢, est
surjective, il existe un voisinage V,, C U du point z et s* € F (V) tel que ¢,(s%) = t,. Ceci
implique qu’il existe un voisinage W, C V,, du point z tel que ¢(s%|w,) = &(s*)|w, = tlw,-
Quitter a remplacer le voisinage V, par W, et la section s* par s*|y,, on obtient un
recouvrement U = |, V; et des sections s* € F(V}) tels que

ov, (s*) =t|v,.
Pour deux points z,2’ € U,on a

¢Vzmvm, (8£|vam,) = t|V,me/ = (meVm/ (Sm/|Vme/)-

Comme le morphisme ¢y, v, est injectif, on obtient

Sm'VwﬁVI/ = SII |VmﬂVZ/ -

Par la propriété de recollement de F, il existe alors une section s € F(U) tel que s|y, = s*
pour tout x € U. Finalement, on trouve

du(s)lv, = dv,(slv,) = dv, (s) =tlv,, Vzel.
Par la propriété de séparation de G, on trouve ¢y (s) = t.

4. Le sens direct est clair. Soit U C X un ouvert. Alors le morphisme G(U) — [], G est
injective, donc ¢y = Yy . o

Remarque. Le point 2 est faux lorsqu’on remplace I'injectivité par la surjectivité.
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Définition 3.5. Soient F' et G deux faisceaux sur X. Un morphisme ¢: F — G est
— injectif (resp. bijectif) si les morphismes ¢,, avec x € X sont injectifs (resp. bijectif) ;
— surjectif si les morphismes ¢, avec x € X sont surjectifs.

Avec la remarque précédente, dire que le morphisme ¢ est surjectif n’est pas équivalent a dire
que chaque morphisme ¢y avec U C X est surjectif.

Proposition 3.6. Soit F' un préfaisceau. Alors il existe un faisceau F et un morphisme de préfais-
ceaux t: F' — F tels que, pour tout morphisme de préfaisceaux ¢: F' — G, il existe un unique
morphisme F' — G rendant commutatif le diagramme

De plus,
1. le morphisme ¢ induit des bijections F, ~ F, pour tout point z € X ;
2. le couple (F ,L) est unique & unique isomorphisme pres;
3. Papplication F s (F,¢) est un foncteur ;
4

. le fonction L: F — F est adjoint & gauche au foncteur d’inclusion des faisceaux dans les
préfaisceaux.

Démonstration. Montrons la premiere partie. Pour chaque ouvert U, on pose
FU) = {(sz)ecv € [[ Fx|V2 €U, 3 €V CU, e F(V), Yy eV, s, =t,}
zeU
et, pour chaque inclusion V' C U, on définit la restriction F(U) — F(V) induite par la projec-
tion [[,cy Fo — [l,ey Fe- On définit le morphisme de préfaisceau ¢: F(U) — F'(U) par

. FU) — F(U),
v S (Sw)weU-

Alors la famille F' est un faisceau. En effet, Paxiome de séparation est immédiat. Pour Paxiome de
recollement, soit U = |, Us un recouvrement et s® € F(U,) des sections compatibles. Définissons
la section s € [];;5, F(U) telle que s, = s3 pour un indice « tel que x € U,. Cette définition ne
dépend pas de l'indice choisi a. Alors sly, = s*. De plus, on a s € F(U) ce qui conclut Paxiome de
recollement. Ainsi la famille F' est un faisceau.

Vérifions la propriété universelle. Soit ¢: F' — G un morphisme de faisceaux. Alors on a le
diagramme commutatif

F
G

comme G est un faisceau et G, ~ G, pour tout z € X. Pour l'unicité, si ¢, et ¢y sont de tels
morphismes, alors ¢, ot = ¢, 0 t, donc ¢y, = ¢, pour tout z € X, donc ¢, = ¢s. o

—

Qz<7ﬁjr
%
8

~Y
—

Soit A un anneau. Calculons les tiges du faisceau Ogpec 4.

Proposition 3.7. Soit X := Spec A le spectre d’'un anneau A. Soit x € X un point. Alors il existe
un isomorphisme d’anneaux Oy , ~ A, = A[S™1] avec S = A\ x.
Démonstration. La famille Z .= {D(f) | f € A} étant une base, on a

Oxo = lim Ox(U)= lim A[f71].

Ue® z€D(f)
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On suppose z € D(f). Alors f ¢ et on a une projection A[f~!] — A, et cette application est
compatible avec les restrictions

AlfH — Al(f9) ™1,

af f* — ag"/(fg)".
On a donc une injection Ox , — A,. Dans I'autre sens, on prend I'application a: A — Ox 5 qui
envoie tout élément a € A sur la classe de a/1.

On suppose f ¢ D(f). Alors f ¢ . Notons ((f) la classe de f/1 € A[f~1]*. Alors B(f) est
inversible dans Ox , et on obtient une factorisation

A— Ox,

A
.
.
.
-
-
.
-
-

Ay

Dans ce cas, on trouve alors ao 3 = fo«a = Id. o

Espaces localement annelés et schémas

Définition 3.8. Un anneau est local s’il admet un unique idéal maximal. Dans ce cas, on note m4
son unique idéal maximal. :

Pour tout anneau local A, on peut vérifier que A* = A\ my. S’il existe un idéal I C A
vérifiant A* = A\ I, alors Panneau A est local et I =my4.

Définition 3.9. Un espace spectral est local s’il admet un unique point fermé.
Lemme 3.10. Un anneau A est local si et seulement si son spectre est local.

Définition g.11. Soient A et B deux anneaux. Un morphisme ¢: A — B est local si ¢~*(mp) =
mj.

Définition 3.12. Soient X et Y deux espaces spectraux locaux. Une application continue f: X —
Y est locale si elle envoie le point fermé de X sur le point fermé de Y.

Lemme 3.13. Un morphisme d’anneaux locaux ¢: A — B est local si et seulement si I’application
Spec A est locale.

Définition 3.14. Soient X un espace spectral et x € X. La localisation de X en X est 'espace

X.= (] U

zeU ouvert

Proposition 3.15. Soient X un espace spectral et x € X un point. Soient A un anneau et p C A
un idéal premier. Alors

1. 'anneau A, est local d’idéal maximal pA; ;
2. la localisation X, est un espace spectral local;
3. si X = Spec A, alors I'application A — A, induit un homéomorphisme X, — Spec A,.

Démonstration. Montrons le point 2. Montrons que le point 2 est fermé dans X,. Raisonnons
par I’absurde et supposons qu’il existe un point y € {z} N X, avec y # x. Comme l'espace X est
To-séparé, il existe un ouvert U C X tel que y € U et 2 ¢ U. Avec C:= U, ona y ¢ C ce qui est
impossible car y € {y} = U, co ferms C-

Montrons que l'espace X, admet un unique point fermé. Soient x # y un autre point fermé.
Alors X, \ {y} € X, est un ouvert, donc il existe un ouvert U C X tel que U N X, = X, \ {y},
doncz € U ety ¢ U, donec y ¢ X, ce qui est impossible. Ceci conclut le point 2.

Avec le point 3, on a Spec A, ~ X,, donc I'anneau A, est local d’idéal maximal (z) ce qui
montre le point 1. o
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Définition 3.16. — Un espace annelé est la donnée d’un espace topologique X et d'un faisceau
d’anneaux Oy sur X.

— Un espace localement annelé est un espace annelé (X, Ox) tel que la tige Ox , == (Ox )y soit
un anneau local pour tout point x € X.

Le couple (Spec A, Ospec 4) est un espace annelé, dénoté désormais Spec A. Il est localement
annelé d’apres la proposition précédente.
Idéalement, on aimerait avoir un foncteur pleinement fidele

Spec: {anneaux}°® — {espaces localement annelés}.

Pour cela, définissons la notion de morphisme d’espaces annelés.

Définition 3.17. Un morphisme entre deux espaces annelés (X, Ox) et (Y, Oy ) est la donnée d’une
application continue f: X — Y et, pour chaque ouvert U C X et V C Y tels que f(U) CV, d'un
morphisme d’anneaux f‘u, _u: Oy (V) — Ox(U) compatible avec les restrictions, c’est-a-dire tel
que, pour tous ouverts U’ C U et V' C V tels que f(U’) C V', le diagramme suivant commute.

f
oy (v) — V=0, 5 )

J

#
Oy (V') M Ox(U")

On a besoin de deux opérations sur les préfaisceaux.

Définition 3.18. Soit f: X — Y une application continue entre deux espaces topologiques X
et Y. Soient F' un préfaisceau sur X et G un préfaisceau sur Y.

— L’image directe par la fonction f du préfaisceau F est le faisceau f.F donné par I'égalité
fE(V)=F(f % (V)), VYVCY.
— L’image inverse par la fonction f du préfaisceau G est le préfaisceau f+G donné par 1'égalité
frGU) = lm G(V), VU C X.
fcv

Remarque. Les associations f. et fT sont des foncteurs.

Proposition 3.19. Le foncteur f* est adjoint & gauche du foncteur f,, c’est-a-dire qu’il existe une
bijection naturelle
HOII’IP(X)(f+G, F) ~ HOmp(y) (G, f*F)

Idée. Construisons une telle bijection. Pour un morphisme ¢: f*G — F, comme f(f~1(V)) C V,
on a une application naturelle G(V) — fTG(U) = G(f~1(V)) et, en la composant avec le
morphisme ¢y avec U := f~(V), on obtient un morphisme G(V) — F(U) = f.F (V). o

Proposition 3.20. Pour tout point # € X, il existe un isomorphisme naturel (f*G), — G(y)-

Démonstration. On a

(F7C)e = lim fYOU) = lim lim G(V)~ lm G(V) = Gy, o
€U zeU f(U)CV flx)ev
Définition-proposition 3.21. 1. Si F est un faisceau sur X, alors f,F est un faisceau sur Y.

2. On note f~'@ le faisceau associé & f+G.
3. Les foncteurs f~! et f. sont adjoints, c’est-a-dire qu’il existe une bijection
Homp (x)(f~'G, F) ~ Hompx)(G, f. F)
pour deux faisceaux F' et G.
4. Les tiges de préfaisceaux f~!G et fTG sont les mémes.
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Démonstration. 1. Soit V' = {J;c; Vi un recouvrement ouvert. On pose U; = Y Vi) et
U:= f~1(V). Alors U = |J;c; U; est un recouvrement ouvert. Soient s,t € f,F(V) tel que
sy, = t|v, pour tout i € I. Comme f*F(V) = F(U) et F est un faisceau, on a s =t dans
F.F(V). D’ou la propriété de séparation. La propriété de recollement se fait identiquement.

3. On utilise la propriété universelle du faisceau associé a un préfaisceau : on obtient
HomF(X)(fflG, F) ~ Homp(X)(f+G, F)
~ Homp(y)(G, f*F)
= HomF(y) (G, f*F) <

Proposition 3.22. Soient (X, Ox) et (Y, Oy) des espaces annelés. Alors
Hom((X, Ox), (Y, 0y)) = {(f, f*) | f: X — Y, f*: f7'Oy — Ox}
~{(£./) 1 f: X —Y f: 0y — f.Ox}.

Démonstration. La donnée d'une famille {f¥_,}ucx.vey, fw)ycv est équivalente a la donnée
d’une famille {f* 0y (U) — Ox(U)}ucx, donc d’'un morphisme f*0y — Ox. o

Définition-proposition 3.23. Soit ¢: B — A un morphisme d’anneaux. On pose X := Spec A et
Y := Spec B. Alors l'application *¢: (X, O0x) — (Y, Oy ) définie par 'égalité

g X 220y et (%) Oy — fuOx

définie sur la base des ouverts principaux est un morphisme d’espaces annelés ou cette derniere
application est le morphisme induit

Oy (D(s)) = Bls™] — *¢.0x(D(s)) = Ox (*¢™(D(s))) = Ox (D((s))) = Alg(s) ™).

Démonstration. 1l reste & montrer que Papplication ¢” est compatible aux restrictions (exercices).
o

Remarque. De la sorte, I'association A — Spec A est un foncteur contravariant de la catégorie
des anneaux dans la catégorie des espaces annelés. Cependant, il n’est pas pleinement fidele. En effet,
soit p un nombre premier. On définit un morphisme d’espaces annelés ( f,,, fﬁ): Spec Q — SpecZ
par 1’égalité
fp(pt) = (p)

et par le morphisme

f;g: f+ﬁSpecZ — ﬁSpecQ
induit par I'inclusion

(fF Ospecz)(pt) = hﬂ Ospecz(D(s)) = hﬂz[sil] — Q.
(p)ED(s)CZ

Ce morphisme ne vient pas d’un morphisme d’anneaux ¢: Z — Q car Spec ¢(pt) = (0) # (p).

Ce contre-exemple montre qu’on a besoin de restreindre les classes de morphismes entre deux
espaces annelés. Notons que le morphisme de la remarque a la propriété suivante : en la tige au
point (p) € SpecZ, le morphisme entre Z,, = Ogpecz,(p) et Q est 'inclusion Z,y — Q qui n’est
pas locale.

Définition 3.24. Un morphisme entre deux espaces localement annelés (X, 0x) et (Y, Oy) est
un morphisme d’espaces annelés (f, f1): (X, 0x) — (Y, Oy) tel que, pour tout point z € X,
Iapplication induite f&: (f~'10y), = Oy, f(z) — Ox ., est un morphisme d’anneaux locaux.

Remarque. Soit ¢: A — B un morphisme d’anneaux. Alors le morphisme #¢ est un morphisme
d’espaces localement annelés. En effet, soit z € X = Spec A et Y := Spec B. Soit y := 2¢(x). Alors
Spec ¢(x) = ¢~ (x) = q C B. Alors

(*¢)i: Oy pa) = Bq — Oxo = Ay
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satisfait
(")t~ (v A,) = qBy.

Donc le morphisme (*¢)% est locale.

Maintenant, on peut formuler et prouver le résultat principal. Pour le formuler, on a besoin de
la définition centrale du cours.

Définition 3.25. Un schéma affine est un espace localement annelé qui est un isomorphe & un espace
localement annelé de la forme Spec A pour un anneau A. Un morphisme entre deux schémas affines
est un morphisme d’espaces localement annelés. Un schéma est un espace localement annelé (X, Ox)
tel qu’il existe un recouvrement ouvert X = J; U; tel que, pour tout ¢, 'espace annelé (U;, Ox|v,)
est isomorphe a un schéma affine. Un morphisme entre deux schémas est un morphisme d’espaces
localement annelés.

Théoréme 3.26. Le foncteur contravariant
{anneaux}°® — {schémas affines}

est une équivalence de catégories.

Equivalence entre les catégories des anneaux et des schémas affines

Remarque. L’inverse du foncteur précédent sera le foncteur « section globale » I' qui envoie un
espace annelé (X, Ox) sur lanneau I'(X, Ox ) := Ox(X). On utilisera les deux notations I'( X, F')
et F'(X) pour les sections globales d'un faisceau F' sur X.

Avant de commencer la preuve du théoréme, on voit d’abord une construction basique qui
produit des schémas non affines.

Soient U = Spec A et V' = Spec B deux schémas affines. Soient f € A et ¢ € B. On se donne un
isomorphisme d’anneaux a: A[f~!] — B[g~!]. On va former un schéma en collant les schémas U
et V selon Iisomorphisme «. Le morphisme « induit un isomorphisme

a: Dy(f) — Dy (g).

On définit 'espace X = U U, V = (UUV)/~,. Les projections py: U — X et py: V. — X sont
ouvertes, donc Iécriture X = py (U)Upy (V') est un recouvrement ouvert. Pour définition un faisceau
sur X, il suffit de le définir sur une base. Remarquons que les ouverts W C X tels que W C py (U)
ou W C py(V) forment une base. Si W C py(U), on pose Ox (W) = Oy (p;* (W)). De méme
lorsque W C py (V). Si W C py(U) Npy (V) = pu(D(f)) = pv(D(g)), on identifie O (p' (W)) et
Ov (py' (W) par 'isomorphe *a.. On vérifie alors que 'objet @y est bien un faisceau. Ainsi on obtient
un espace annelé (X, Ox). Par ailleurs, c’est bien un schéma car (py(U), Ox |y, 1)) =~ (U, Ov) est
un schéma affine et de méme pour V

Exemple. On prend A = C[t] et B = C[s], puis f =t et ¢ = s. On considére le morphisme
d’anneaux
C[t7 til] — C[Sa 571]a
a: 4
t— s .
Le schéma ainsi produit s’appelle la droite projective et se note Pé. Il n’est pas affine. En effet, la
section globale est ’égaliseur des fleches

F&)y— f(t) et g(s)—>g(s7h).

Alors un élément f appartient & la section globale si f(t) = g(t~!) pour un élément g(s) € C[s],
donc les fonctions globales sont constantes.

En prenant le morphisme «: t — s, on trouve une droite avec deux origines. Ce schéma n’est
ni affine ni séparé.

On revient a la démonstration du théoreme précédente. Ce dernier va découler du résultat
suivant.
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Théoréme 3.27. Soient Y = Spec B un schéma affine et (X, Ox) un espace localement annelé.
Alors il existe une bijection naturelle

Homesp‘ loc. an.((Xa ﬁx), (K ﬁy)) — I‘IOIII(B,F(_X7 ﬁx))
(f, ), — (Y. f*: Oy — f.0x).

Démonstration. Montrons son injectivité. Soit (f, f*) et (g, ¢*) deux morphismes qui induisent
le méme morphisme d’anneaux ¢: B — Ox(X). Montrons d’abord que f = g. Soit z € X. On
note q C B l'idéal correspondant & f(z) € Spec B. On considére le diagramme commutatif suivant.

Soit m, C Ox , I'idéal maximal. Comme f£ est locale, on a (f#)(m,) = qB,, donc (ffoloc)(m,) = q.
Par la commutativité du diagramme, on en déduit que q = f(z). Par le méme argument, on obtient
f(z) = g(x) si bien que f =g.

Maintenant, montrons que f# = gf. 1l suffit de le montrer sur @y (U) avec U = D(s) car les
ouverts principaux forment une base. On a le diagramme commutatif

B=ov(Y) — 2 6x(X) = f.0x(Y)

L 200

B[s7'] = 0y(U) —— O0x(f~'(U)) = f.0x(U)

Par propriété universelle de la localisation, il existe au plus une seule fagon de factoriser la
fleche par le morphisme de localisation (qui existe si et seulement si f*(U)(s) € Ox(f~(U))*).
Dot f°(U) = ¢°(U) ce qui conclut l'injectivité.

Montrons sa surjectivité. Soit ¢: B — Ox (X) un morphisme d’anneaux. Pour x € X, on pose

f(z) = q, = (can o ¢)~*(my).
Cela définit une application f: X — Y. Montrons qu’elle est continue. Pour ¢t € Ox(X), on définit
D(t)={z € X |ty ¢ my}.

Montrons que c’est un ouvert et t € Ox(D(t))*. En effet, soit x € D(t). Comme t, ¢ my, on a
ty € ﬁ;é,m, donc il existe un ouvert U C X et une section v € Ox (U) tels que t,v, = 1. Quitte
a restreindre U, on peut supposer que t|yv|y =1 dans Ox(U), donc t, € ﬁ;y pour tout y € U,
donc t,, ¢ m, pour tout y € U. Donc U C D(t). De plus, on obtient t|iy € Ox(U)*. Comme D(t) =
UIGD(t) U, et I'inverse t~!|y7, est uniquement déterminé, on en déduit t_1|Uszz, = t_1|U$,mUX,
donc ¢! existe dans Ox(D(t)) par la propriété de recollement des faisceaux. Soit s € B. Pour
x € X, on pose q, = f(z) C B. Alors

fHDE) ={reX|s¢a.}
={z € X [¢(s)s & ma} = D(e(s))

est un ouvert.
Construisons maintenant f°. 11 suffit de la définir sur les ouverts principaux puis de vérifier les
compatibilités avec les restrictions. On définit

P(D(s)): Oy (D(s)) — f.Ox(D(s))

comme cella faisant commuter le diagramme
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res.k

Bls™!] = 0y (D(s))

ﬁX(‘X) = f*ﬁX(Y)

Ox(D(4(s))) = f+Ox(D(s))

F(D(s))

Cette application existe car il existe au plus une unique factorisation par la projection B — B[s™1]
qui existe si et seulement si 'image de s est inversible dans Ox (D(4(s))) et c’est ce qu’on vient de
montrer. La compatibilité des f°(U) est donnée par un argument similaire. On obtient alors un
morphisme f°: Ox — f,Oy et donc un morphisme f*: f~10y — Ox.

Montrons que ce dernier est local ce qui conclura la preuve. Rappelons que f(x) € Y est I'idéal
4z = ¢; ' (m;). On a donc un diagramme commutatif

#
B [0y (X) FX) Ox(X)
o J canJ
i
By = 0Oy s Ox o

out la fleche horizontale est le morphisme ¢: B — Ox(X). On veut montrer que (f*);1(m,) = qB,,
c’est-a-dire Spec fi(m,) = qB,. Mais comme l’application Spec B; — Spec B est injective et
envoie qB, sur g, il suffit de vérifier Spec(f% o loc)(m,) = q. Comme le diagramme est commutatif,
on a

fﬁoloc:canogé:gbx,

on est ramené & montrer Spec ¢,.(m,) = q ce qui est vraie. o

On va voir une premiére méthode pour construire des nouveaux schémas.

Définition 3.28. Une immersion ouverte entre deux espaces annelés (X, Ox) et (Y, Oy) est un
morphisme (f, f): (X,0x) — (Y, Oy) tel que I'application f: X — Y soit un plongement
ouvert et Iapplication ff: f~10y — Ox soit un isomorphisme, c’est-a-dire qu'il existe un ouvert
UCY tel que (X, 0x) ~ (U, Oy|y).

Proposition 3.29. Soit Y un schéma. S’il existe une immersion ouverte (X, Ox) — (Y, Ox), alors
lespace annelé (X, Ox) est un schéma.

Remarque. Un schéma qui se plonge dans un schéma affine s’appelle un schéma quasi-affine.
Celui-ci n’est pas nécessairement affine. En effet, soit Y = Spec k[T, T»] avec k algébriquement clos.
Soit U :=U1 NUz =Y \ {(0,0)} avec U; = D(T;). Cet ouvert est un schéma (U, Oy ) qui n’est pas
affine. En effet, 'anneau Oy (U) est I'égaliseur des fleches de localisation

E[Ty, Ty Y — k[TEY, T35 et k[T, Ty '] — k[T, TFY).

Alors f =350 ez a;;TiT] et g = D us0.jez b; ; TiTY sont égaux dans k[T, T5'] si et seulement
si tous leurs coefficients a; ; et b; ; sont égaux. En particulier, a; ; =0sii <0et b, ; =0sij <0,
c’est-a-dire que f et g sont des polyndémes. D’ou

ﬁy(U) = kJ[Tl,TQ].

Si U était affine, alors U — Y serait un isomorphisme ce qui est impossible car ’espace topologique
U est strictement inclus dans ’espace topologique Y.

Démonstration. Soit U C Y un ouvert. Montrons que ’espace annelé (U, Oy |y) est un schéma.
On prend un recouvrement ouvert ¥ = UZ.e ; Vi avec V; ~ Spec B;. Soit € U. Soit 4 € I un indice
tel que z € V;. Alors U NV; CV;, donc il existe un élément f; € B; tel que z € Dy, (f;) CUNV,.
On pose U, = Dv;(f;). Alors U = |, ¢y Uz Mais

L(Us, Oylu,) =T (V;, Ov,|u,) = Bilfi ']
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Si Dy, (g) C Dy, (f), alors
L(Dv,(9). (Ox|v.) by, 9)) = Bil(fig) ™1 = T(Dv.(9), Ogpec 1511 0v, (0):

On en déduit que

ﬁY‘Uw = ﬁSpec Bri[ffl]'

Ainsi Pouvert U est recouvert par les schémas affines Spec B;[f;']. C’est donc un schéma. o

Points et produits fibrés

Comment visualiser un schéma ou ses points ?

Rappel. Soient k£ un corps algébriquement clos et X := Speck[T4,...,T,]/{f1,- -, fm). On rappel
qu’il existe une bijection

Homgen (Speck, X) ~ Homy aig (K[T1, ..., Dol /{f1, - fm), k) =2 V(f1,..., fm)

et que ces ensembles sont encore en bijection avec I'ensemble des points fermés de X. On peut alors
faire des dessins.

Dans le cas général ot le corps k est arbitraire et le schéma X n’est plus comme dans le précédent
paragraphe, on peut toujours regarder I’ensemble X (k) := Homgep, (Spec k, X). On peut se demander
si l'on peut reconstruire les points de X & partir de tous les ensembles X (k) pour des corps k. Mais
la procédure X — X (k) fait perdre beaucoup d’informations. Par exemple, si X = Spec Z[T],
alors X (k) = k; si X = SpecZ[T]/(p), alors X (k) = () dés que le corps k est de caractéristique
différente de p.

Définition 3.30. Un schéma X est réduit si les anneaux Ox(U) avec U C X sont réduits.

Proposition 3.31. 1. Un schéma affine Spec A est réduit si et seulement si 'anneau A est réduit.

2. Un schéma X est réduit si et seulement si les anneaux O'x (U) pour tous les ouverts affines U

sont réduits si et seulement si 'espace X admet un recouvrement ouvert par des schémas
affines réduits.

Démonstration. 1. On suppose que 'anneau A est réduit. Alors 'anneau A[f~1] est réduit.
En effet, si (a/f™)" = 0, alors a™/1 = 0, donc a" est de f-torsion, donc f¥a™ = 0 pour un
entier N > 1. On peut supposer N > n. On écrit alors (fa)" = 0, donc fa = 0, donc a est
de f-torsion, donc a/1 = 0, donc a/f™ = 0.

On recouvre 'ouvert U C X par des ouverts principaux. Alors on obtient un morphisme
injectif Ox (U) — [[; Ox(D(f)), donc 'anneau Ox (U) est réduit. Ceci montre I'implication
non triviale.

2. Les deux implications directes sont claires. On suppose maintenant que ’espace X admet un
recouvrement ouvert par des schémas affines réduits. On note U = J,, U, ce recouvrement.
Soit U C X un ouvert. Montrons que 'anneau Ox (U) est réduit. Si U C U, pour un indice «,
alors le premier point indique que 'anneau @x (U) est réduit. Sinon il existe un morphisme
injectif Ox(U) — [[, Ox (U NU,) ot le but est réduit. o

Rappelons que Spec A;eq =~ Spec A ol A;eq = A/ Nil(A).

Proposition 3.32. 1. Si X = (|X|, Ox) est un schéma, alors X,eq := (| X|, Ox,.,) est un schéma
ou le faisceau Ox,_, est celui associé au préfaisceau ﬁ%red défini par 'égalité

ﬁg(md(U) = ﬁX(U)red~

red

2. Si X = Spec A, alors X,cq ~ Spec A,cq.
3. Pour tout schéma réduit Y, il existe une bijection naturelle Hom(Y, X) ~ Hom(Y, X;ed)-

Démonstration. 2. On sait déja que |Spec A| ~ |Spec A,eq|. En effet, le morphisme canonique

A — A,eq donne un morphisme Spec A,.q — Spec A qui envoie V(f) sur V(f) pour f € A.

En particulier, il envoie D4 (f) sur D4, ,(f) de maniére homéomorphique. D’une part, cela
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implique que le morphisme A[f™1];ca — Area[f '] est une bijection. En effet, il est surjectif
et, en notant I son noyau, 'image de Spec Ayea[f 1] est V(I), donc I = Nil(A[f ™ ea) = 0.
On obtient alors 0% (D(f)) = Ospec A,ea(D(f)) et donc 0% = Ospec A,.q, done Xieq =
Spec Areq.-

1. Pour un ouvert affine U = Spec A C X, le point 2 donne

(|U‘7 ﬁXred|U) = (|U|? ﬁUred) = SpeCAred-

Ainsi un recouvrement par des ouverts affines de X donne un recouvrement de ’espace
annelé X,.q par des schémas affines. Ainsi l’espace annelé X,.q est un schéma. De plus, il est
réduit grace a la proposition précédente.

3. Soit f: Y — X un morphisme. Il donne un morphisme de faisceaux f’: Ox — f.0y,
c’est-a-dire un morphisme Ox (U) — f.Oy (U) = Oy (f~1(U)) pour tout ouvert U C X. Or
Panneau Oy (f~(U)) est réduit, donc on peut factoriser ce dernier par Ox (U)rea = 0% (U).
Par unicité de la factorisation, cette factorise se comporte bien avec les restrictions. Cela nous
donne un morphisme de faisceau f°: Ox.., — f.Oy et donc un morphisme de schémas (f, f°).
Pour l'autre sens, on considere le morphisme de faisceaux Ox — Ox,_,. o
Revenons au foncteur de points. Soit X un schéma général. Comme le corps k est toujours

réduit, cela permet d’obtenir l'isomorphie X,eq(k) =~ X (k). Pour pouvoir reconstruire le schéma X

il faut donc considérer des points a valeurs dans des schémas plus généraux.

Définition 3.33. Soient ¢ une catégorie et S un objet. Notons ¢g la catégorie des mor-
phismes A — S, notés A/S, pour un objet A ou les morphismes sont les morphismes f: A — B
formant des triangles commutatifs.

Prenons la catégorie Sch des schémas et un schéma S. Les points d’un schéma X a valeurs dans
un schéma T sont I'ensemble Xg(T') :== Homse, ;(T/S, X/95).

Lorsque S = SpecZ, on écrit simplement X (7") au lieu de Xg(T"). On obtient alors un foncteur
contravariant Sch,g — Ens qui & un schéma 7" sur S associe I'ensemble X5(T').

Lemme 3.34 (Yoneda). Soit € une catégorie localement petite, c’est-a-dire dont les classes de
morphismes sont des ensembles. Alors le foncteur € — Fon(€°P, Ens) qui & un objet X associe le
foncteur contravariant hy := Home (—, X) est pleinement fidele.

Démonstration. On prouve d’abord que Homp,, (hx, A) ~ A(X) pour tout foncteur A. Ensuite,
on applique cela & A = hy. o

En appliquant ce lemme a la catégorie 4 = Sch/g, un schéma X est uniquement déterminé par
le foncteur Xg.

Proposition 3.35. Soient S un schéma affine et Schj‘g la catégorie des schémas affines sur S. Alors

le foncteur
Sch/g — Fon(Sch?fé, Ens),

X — XS|Sch7fo
est pleinement fideéle.

Pour S = SpecZ et en utilisant la pleine fidélité du foncteur spectre, on remarque qu’un
schéma X est équivalent & la donnée de son foncteur Ann — Ens associant un anneau R a
I’ensemble

X (R) = Hom(Spec R, X).

Exemple. 1. Si X = SpecZ[T], alors X(R) ~ R.
2. Si X = SpecZ[T,T~!], alors X(R) ~ R*.
3. Si X = SpecZ[T]/{T™ — 1), alors X (R) est en bijection avec I’ensemble p, (R) des racines n-
iemes de 'unité.
4. Si X = SpecZ, alors X (R) ~ {pt}.
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Rappel. Soit € une catégorie admettant des limites projectives finies. Alors on peut y définir les
produits fibrés. Par exemple, dans la catégorie Ens des ensembles, soient f: X — Set g: Y — S
deux applications. Alors le produit fibré X xg Y est ’ensemble

{(2,y) € X x Y | f(2) = g(y)} € X x Y.

Un tel produit fibré vient avec des projections px: X xg¥ — X et py: X Xg Y — Y et avec
une propriété universelle.

Définition 3.36. Soient X et Y deux schémas sur S. Alors on peut construire le schéma X xg Y
sur S, ¢’il existe, avec deux morphismes de projections px et py avec la propriété universelle
suivante :

pour tout schéma T sur S muni de deux morphismes T — X et T — Y, alors il
existe un unique morphisme T' — X Xg Y qui fait commuter le diagramme.

Remarque. Notons que X(7') X g(r) Y(T') ~ Hom(T, X x5Y) = (X x5 Y)(T).

Théoréme 3.37. Dans la catégorie Sch,g, le produit fibré existe. Si X = Spec A, Y = Spec B et
S = Spec R, alors
X XgY ~ Spec(A SR B)

Démonstration. Dans le cas affine, il suffit de le tester avec un schéma affine T' = Spec C. 1l existe
un unique morphisme A ® g B — C' et des projections A — A®g B et B — A®pg B factorisant
le diagramme. Ainsi le schéma affine Spec(A ® g B) avec ces projections vers Spec A et Spec B
satisfait la propriété universelle du produit fibré X x¢Y. On pourra regarder le livre de Hartshorne
pour le cas général. L’idée est d’utiliser des recouvrements affines qui sont compatibles avec les
projections, de se servir du cas affine et de vérifier le recollement. o

Exemples. — Le théoréeme permet d’écrire
A} Xspeck Af, = Spec(k[T1] @4 k[Tz]) = Spec k[T1, Tz] = Aj.
— De méme, on obtient
Spec(R[T]/(T™ — 1)) Xgpecr Spec C = Spec(C @r R[T]/(T" — 1)) = Spec(C[T]/(T™ — 1)).
Remarque. L’espace topologique |X xg Y| n’est pas, en général, égale a |X| x|g [Y]. Il existe une

surjection canonique |X x5 Y| — |X| X |g| |Y| qui n’est pas nécessairement injective. En effet, on
prend X =Y = A} ot le corps k est algébriquement clos. Alors

1 X| x5 Y=k U{nx} x kUE x {ny}U{(nx,nv)}.

Mais dans l'espace topologique |AZ|, on a aussi des courbes irréductibles V(p) avec 0 C p C k[Ty,T5].

L’espace projectif
On verra un exemple d’un schéma non affine qui généralise ’espace projectif complexe CP™.

Rappel. Soit n > 1 un entier. On définit I'espace projectif CP™ := (C"*1\ {0})/C* de dimension n.
La classe d’'un vecteur (zg,...,z,) € C*1\ {0} est dénotée [z : ... : x,]. Cet espace CP™ se
recouvrement par les ouverts

U ={(xg:...:2,) € CP" | z; =0} =~ C".
Pour i # j, remarquons que U; NU; ~ C"~ ! x C*. Cette définition se généraliser & un corps

quelconque k ce qui donne l’espace projectif P (k).

Notre but est de définir un schéma P} dont les k-points forment I’ensemble P" (k) pour tout
corps k.
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La construction. Pour i € {0,...,n}, on pose
U; =SpecZ[X;;:j€{0,...n}\ {i}] = Aj.
Pour i # j, on pose U; ; = D(X; ;) C U, qui se réécrit
U j = SpecZ[Xi : k #i,5, X;]

avec par convention X, ; = 1. On a un isomorphisme o ;: U; ; — Uj; ot 'application o’ ; envoie

7,
—1
Xk sur Xi,kXi_,j .

Lemme 3.38. Soit (U;);e; une famille de schéma. Pour tous ¢,j € I, soient U; ; C U; un sous-
schéma ouvert et a;;: U; ; — Uj; un isomorphisme de schémas tels que

— 0;i(Uij NUi ) CUjg;

— apjoa;; = ag, sur U; ; NU; .
Alors il existe un schéma X et des morphismes 3;: U; —> X avec i € I tels que

— la restriction U; — V; := §;(U;) soit un isomorphisme ;

- 5;‘ ©Qy 4 = Bi;

= X =Uier Vis

= VinVj = piUi;) = Bi(Uja)-

Démonstration. Ceci est une généralisation de la construction qu’on a fait pour la droite projective.
On définit X = (| |;c; U;)/~ avec U;; > x; ~ xj € Uy j si aj(x;) = x;. La condition de cocycle
assure que la relation ~ est une relation d’équivalence. On obtient des injections §;: U; — X
avec ¢ € I vérifiant V'égalité 5,(U; ;) = B:;(U;) N B;(U;).

11 suffit alors de définir le faisceau @x sur les ouverts U C X contenu dans un ensemble 53;(U;)
avec i € I. Ceci est bien défini et nous donne un faisceau. Enfin, pour chaque i € I, on dispose
d’un isomorphisme d’espaces localement annelés U; — (5;(U;), Ox|g,(v,))- Ainsi on a obtenu un
schéma (X, Ox). o

Remarque. Pour i =j =k, on a a;; = Idy,. Pour i = k, on trouve alors o ; = a;jl sur U; ;. De
plus, le morphisme «;; est un isomophisme U; ; NU; , — U;; N U k.

En appliquant ce lemme, on trouve alors un schéma Py = |JI_, U;, appelé Iespace projectif de
dimension n. Dans le cas n = 1, on retrouve la droite projective. En particulier, soit k£ un corps. On
écrit

n n
P} (k) = Hom(Speck,Py) = U Hom(Speck, U;) ~ U k ~P"(k).
i=0 i=0

Comment décrire les points P™(R) pour un anneau quelconque R ?

Définition 3.39. Soit R un anneau. Un R-module M est inversible s’il existe un recouvrement
ouverts Spec R = |J; D(f;) tel que, pour tout i € I, on ait M[f; '] ~ R[f; '] en tant que R[f; ']-
modules.

Remarque. Cette définition est équivalente a I'existence d’'un R-module M’ tel que M @ g M’ ~ R
en tant que R-modules.

Théoréme 3.40. Soit R un anneau. Alors il existe une bijection naturelle entre I’ensemble P (R)
et 'ensemble des applications R-linéaire surjective p: R**' — L ot le R-module L est inversible
modulo la relation ~ telle que p ~ p’ §’il existe un isomorphisme a: L — L’ tel que p’ = aop

Exemple. Soit k£ un corps. Chaque k-module L est inversible. L’ensemble considéré dans le théoreme
est ensemble des formes linéaires surjective k"1 —s k qui est en bijection avec 'ensemble k" T\ {0}
et la relation d’équivalence est 'action du groupe k. On retrouve donc l'espace projectif P™ (k).

Démonstration. Soit ¢: Spec R — P% un point. Pour i € [0, n], la préimage ¢~ (U;) est recouvert
par des ouverts principaux D(f; x) avec f; € R. On a des morphismes de schémas

$ik: Spec R[ffkl] —U;

1’7
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tels que ¢E,k: 2[X;; i # j] — R[fijkl]. On pose z; 1 = ¢?7k(Xi7j) € R[fijkl]. Considérons la
surjection R| fijkl]—linéaire
pik: R — Rfix] ™

qui envoie un vecteur e; de la base canonique sur x;; si j # ¢ ou sur 1 si j = i. Alors les
applications p; . se recollent pour donner une surjection R"*' — L avec L inversible. Donnons
la preuve dans le cas ot ¢~1(U;) = D(f;) C Spec R. Le cas général est similaire mais avec plus de
notations. On a des surjections p;: R[f,fl]’“r1 — R[f,fl]. Pour i # 4/, on a

¢~ (UinNUy) = D(fif;") = Spec R[(fi fir) "]

et un diagramme

R[(fifi)™]
pi[fz'Tl]
R[(fifir) 1"
bir [fifl]
R[(fifi)™ .

En plus, on a Xm-X;?} = Xy ; sur U; NUj, donc ce diagramme commute car pi(ej)x;il, = py(e;).

On a besoin du lemme suivant.

Lemme 3.41. Soit Spec R = |, D(fi). Alors le foncteur M — (M[f; ']); de la catégorie des R-
modules dans la catégories des familles de R[f; ']-modules (N;); avec des isomorphismes R[(f; f;)~]-
linéaires «;;: Ni[fj_l] — N;[f;7Y] tels que ay j o oy = aui sur Ni[(f; fx) '] et des morphismes

N; — Ny compatibles avec les o ; est une équivalence de catégories.

En appliquant le lemme & L; == R[f; '] avec

i Lolfi ' = RI(fif#)" '] — Rl(fifs) ] = Li[fiTI],

alors les applications p; : R| f;l]"‘*‘l — L; se recollent et donne un morphisme de R-modules p: R"T1 —

L ayant les propriétés suivantes :
— L est localement libre de rang 1, c’est-a-dire L[f[l] ~ [; pour tout i;

— T'application p est surjective. En effet, le morphisme d’anneaux R — [, R| fi_l] est plat
(un morphisme d’anneaux A — B est plat si le foncteur B ® 4 — est exact) et il est méme
fidelement plat (avec les mémes notations, cela signifie B®4 M = 0= M = 0). En effet, on
écrit Spec R = |J;_, D(f;). Alors R =" Rfi, donc ([ R[f;']) ®r M =0, donc M = 0. En
prenant K = coker p, on trouve [[; R[f, '] ® K =[], cokerp; = 0, donc K = 0.

Réciproquement, soit [p] avec p: R"™1 — L et L localement libre de rang 1. Construisons un

point ¢: Spec R — P7. On peut travailler localement sur Spec R et supposer donc que L ~ R
comme R-module. Alors le morphisme p envoie e; sur un élément x;. Comme P est surjective, on
peut écrire Y Rx; = R, donc (| V(z;) = 0, donc |J D(x;) = Spec R. Quitte & passer & un ouvert de
Spec R, on peut suppose que z; € R* pour un ¢. On peut alors remplace p par p’ qui envoie e; sur
xj/x;. On obtient un morphisme Spec R — U; = Spec Z[X; ;,j # ] C P}. La construction de ce
point est compatible sur les intersections. Cela nous donne un point ¢ € P7(R).

Finalement, on vérifie que les deux procédures sont mutuellement inverses. o

Faisceaux quasi-cohérents et immersions fermées

. Faisceaux quasi-cohérents

Définition 3.42. Soient A un anneau et M un A-module. On note M le préfaisceau sur la base
des ouverts principaux de I'espace topologique X = Spec A donné par 1’égalité

M(D(f)) =MI[fY], feA
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Chaque objet M (D(f)) est un A[f~']-module. De plus, remarquons que M(X) = M. On peut
montrer qu’il s’agit d’un faisceau. Il se prolonge a 'espace X.

Proposition §.43. Soit 2 € Spec A un point. Alors M, = M,.

Démonstration. On écrit
M, = lim M[f~ Y =lim M[f~Y = M,. o
pm [f7] lim [f]

Définition 3.44. Soit (X, Ox) un espace annelé. Un faisceau de &x-modules est un faisceau de
groupes abéliens M muni d’un morphisme de faisceaux Ox x M — M tel que, pour chaque
ouvert U C X, le morphisme Ox (U) x M(U) — M (U) munisse le groupe M (U) d’une structure
de Ox(U)-modules. Un morphisme de &x-modules est un morphisme de faisceaux M — M’
compatible avec les morphisme Oy x M — M et Ox x M' — M.

Proposition 3.45. Le faisceau M est un Ospec A-module.

Démonstration. Pour un élément f € A, on définit Papplication A[f~1] x M[f~1] — M[f~1].
Cela donne un morphisme de préfaisceaux sur la base des ouverts principaux. On peut ainsi le
prolonger en un morphisme de faisceaux Ogpec a ¥ M —s M : on vérifie qu’il est compatible aux
restrictions. o

Théoréme 3.46. Soit X = Spec A un schéma affine. Alors
1. le foncteur M — M de la catégorie des A-modules dans celle de &'x-modules est pleinement
fidele;
2. Soit .# un Ox-module. S'il existe un recouvrement ouvert X = (J; D(f;) tel que .#|py,) ~ M,
pour un A[f; *]-module M;, alors il existe un A-module M tel que .4 = M

On admet provisoirement ce théoréme.

Définition 3.47. Soit X un schéma. Un faisceau quasi-cohérent sur X est un Ox-module il existe
un recouvrement ouvert affine X = J, U; avec U; = Spec A; tel que .# |y, ~ M; pour un A;-module.
Un morphisme de faisceaux quasi-cohérents est un morphisme de &'x-modules.

Corollaire 3.48. Soit X = Spec A un schéma affine. Alors le foncteur M — M est une équivalence
de catégories abéliennes entre la catégorie des A-modules et celle QCoh(X) des faisceaux quasi-
cohérents sur X.

Démonstration. Tout est clair sauf 'aspect abélien. Comme la catégorie des A-modules est
abélienne, il suffit de montrer que ce foncteur est exact. Soit 0 — N — M — Q — 0 une suite
exacte de A-modules. Soit « € X. Il suffit de montrer que la suite

O%NIHMmHQI—)O
est exacte. Mais cette suite est la suite de localisés
00— N, — M, —Q, —0

qui est exacte. o

Démonstration du théoréme. 1. On va montrer un résultat plus général. Soient M un A-module
et N un Ox-module. Alors on trouve une bijection

Hom(M, N) ~ Hom(M, N(X))
donnée par les sections globales. En effet, montrons son injectivité. Soient ¢, ¢': M — N
deux morphismes tels que ¢(X) = ¢'(X) := 9. Pour un ouvert principaux U = D(f) C X,
on dispose d’un carré commutatif
M —— M[f™1]
v Jd% ¢’
N(X) —— N(U).
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En général, si M est un A-module et N est un A[f~!], alors un morphisme A-linéaire M —
N se factorise de maniére unique en un morphisme M[f~!] — N. On en déduit ainsi
Pégalité ¢(U) = ¢'(U), donc ¢ = ¢'. L’argument de factorisation utilise la propriété suivante :
Soit ¢: A — B un morphisme. Soient M un A-module et N un B-modules.
Alors il existe une bijection fonctorielle Hom 4 (M, N) ~ Homp(B ®4 M, N).

Dans notre cas, on prend B = A[f~!] et on remarque que B ®4 M = M[f~1].

Pour la surjectivité, soit : M — N(X) un morphisme. Soit U = D(f) un ouvert
principal. Alors on a un carré commutatif

M —— M(U)

S

N(X) —— N(U).

Par unicité, les morphismes 1y forment un morphisme de préfaisceaux ¢: M — N sur la
base des ouverts principaux et donc un morphisme sur X.

2. On considére le A-module M = .#(X). L’identité M = M(X) — .#(X) correspond,
grace au point 1, & un morphisme M —s .#. Montrons qu’il s’agit d’un isomorphisme.
Soit U = D(g) un ouvert principal. Prenons le recouvrement X = (JU; avec U; = D(f;).
Alors D(g) = JU; N D(g) = U D(gfi). On suppose que |I| < co. Comme .#|p(s,) = M;, on
trouve . (D(gf;)) = M;[g~'] ol on a encore noté g 'image de g dans A[f;']. Or

M = .#(X) = eg(@#(D(f:)) = P #(D(f:£;)))
= eg(@ M. = @ M),

Comme la localisation en g est exacte, on éerit
Mg™"] = eg(@P Milg™] = P Mil(af)) ™))
= eg(@ - #(U:N D(9)) = P #(Us; N D(g))) avec Uy; = D(f;f;)
= (D(g))- o

Corollaire 3.49. Soit Spec A = (JD(f;) un schéma affine. Alors le fonction M — (M[f;]);

de la catégorie des A-modules vers la catégories des familles (1M;); des A[f;*]-modules et des

isomorphismes M;[f; '] — M;[ fj_l] satisfaisant la condition de cocycle.

Démonstration. Par le corollaire précédente, on dispose d’une équivalence de catégorie
A-Mod ~ QCoh(Spec A)

qui est aussi équivalente a la catégorie des faisceaux quasi-cohérents sur les ouverts D(f;) munis
des données de recollement. Cette derniére est équivalente a la catégorie annoncée. o

Immersion fermés
Considérons une classe importante de morphismes entre des schémas : les immersions fermées.

Définition 3.50. Une immersion fermée entre deux schémas Z et X est un homéomor-
phisme f: Z — X ou l'espace topologique |Z| est un fermé de |X| tel que le morphisme de
faisceaux f°: Ox — f.Oz soit surjectif.

Proposition 3.51. Soit f: Z — X un morphisme. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) le morphisme f est une immersion fermée;
(ii) pour tout ouvert affine U = Spec A C X, la pré-image f~1(U) = Spec B est un ouvert affine
et le morphisme A — B est surjectif;
(iii) il existe un recouvrement ouvert affine X = J, U; tel que tout ouvert affine U; satisfait le
point (ii).
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Remarque. Soit X un schéma affine Spec A. Le point (iii) assure que les immersions fermées dans
le schéma X sont en bijection avec les morphismes d’anneaux surjectifs dans ’anneau A.

Définition 3.52. Un espace topologique X est quasi-séparé si, pour tous ouverts quasi-
compacts U,V C X, leur intersection U NV est quasi-compacte.

Une application continue f: X — Y est quasi-compacte (respectivement quasi-séparée) si,
pour tout ouvert quasi-compact (respectivement quasi-séparé) U C X, sa pré-image f~1(U) est
quasi-compact (respectivement quasi-séparée).

Exemple. Un schéma affine Spec A est quasi-séparé. En effet, soient U,V C Spec A des ouverts
quasi-compacts. Alors on peut les écrire sous la forme U = (JI, D(f;) et V = U?:l D(g;). Leur
union U NV =J; ; D(fig;) est alors quasi-compactes.

Remarque. Un fermé Z d’un quasi-compact X est quasi-compact. En particulier, une immersion
topologique fermée est quasi-compacte. En effet, soit Z = z V;. Choisissons un ouvert U; C X tel
que V; =ZNUj. Alors X =X\ ZU Uj U;. Par quasi-compacité, on peut écrire

n
X=x\zulJU,,
k=1
donc Z = J;_, Vj,-

Remarque. Soient X un espace topologique admettant une base de quasi-compact et Z C X un
fermé. Si X est quasi-séparé, alors Z est quasi-séparé. En particulier, une immersion topologique
fermée est quasi-séparée. En effet, soit V; C Z des quasi-compact avec i = 1,2. Choisissons un
ouvert quasi-compact U; C X tel que V; = U; N Z. Alors l'intersection Vi NV, C Uy NUs est fermée
dans le quasi-compact U; N Us. Avec le point précédent, on en déduit qu’elle est quasi-compacte.

Proposition 3.53. Soit f: Y — X un morphisme de schémas quasi-compact et quasi-séparé.
Soit N € QCoh(Y') un faisceau quasi-cohérent. Alors le faisceau f.N est quasi-cohérent.

Remarque. Le faisceau f,N est un @x-module par 'action f°: Ox — f.Oy.

Démonstration. On peut supposer que le schéma X est un schéma affine Spec A. Comme le
schéma X est quasi-compact et quasi-séparé, la préimage f~1(X) est alors quasi-compacte et
quasi-séparée. On peut supposer que Y = |JI_, Spec B; et N|spec B, = N; pour un B;-module N;.
De plus, on peut supposer que Spec B; N Spec B; = Ukelw B, j 1 pour des ensembles finis I; ;.
Soit M := f,N(X) = N(Y). Avec adjonction, il existe un morphisme de &x-module ¢: M — f.N.
Montrons qu’il s’agit d’un isomorphisme. Soit g € A. Montrons que le morphisme

¢(D(9)): Mlg™'] — f.N(D(9))

est un isomorphisme. Mais on peut montrer ¢ca comme dans la preuve de la proposition 3.48. ¢

Preuve de la proposition 3.51. L’implication de (ii) vers (iii) est claire. On suppose le point (iii).
Montrons le point (i). On peut tester le caractére « immersion fermée » localement sur X. On
peut donc supposer X = Spec A et Z = Spec B. On a donc une surjection p: A — B. Le noyau
I == Kerp est un idéal de A. On a alors un homéomorphisme

Specp: Spec B — V(I).
De plus, pour g € A, on a un morphisme

Alg™'] = Ox(D(9)) — f02(D(9)) = Ospec 5(D(p(9))) = Blp(g) '] = Alg™'] ®4 B.

qui est surjectif car le foncteur A[g~!] ®4 — est exact. Soit z € X un point. Comme le foncteur
lim,ecp(g) est exact, les morphismes 1o Ox,z — (f+Oz), sont surjectifs ce qui assure que le
morphisme f” est surjectif. D’ot le point (i).

On suppose le point (i). Montrons le point (ii). On peut supposer X = Spec A. Alors |Z| C | X]|
est un fermé. Comme X est quasi-compact et quasi-séparé, le fermé Z l’est aussi. Pour la méme
raison, si U C X est un ouvert quasi-compact et quasi-séparé, alors U N Z lest, donc f est.
Avec la proposition, on en déduit que le faisceau f,0y est quasi-cohérent, donc f,07 = B pour
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le A-module B := f,07(X) = 07(Z), donc B est une A-algébre. On veut montrer que Z = Spec B.
On a un morphisme surjectif f*: Ox — f.0z de faisceaux quasi-cohérents. Comme le foncteur
section globale I'(X, —) est exact, on obtient un morphisme surjectif p: A — B. Par adjonction
appliquée a l'identité B — &z(Z), on obtient alors un morphisme de schémas ¢: Z — Spec B
sur Spec A. L’application |¢| est injective. Montrons sa surjectivité. Si z € Spec B \ ¢(Z), alors

0 # Aj) @4 B = By(s) = Bi) (/+02)i(a) = ,(li)Igv Oz(VNZ)=10
avec i := Spec p ce qui est impossible. D’ou sa surjectivité. Comme 'application ¢ est fermé, il s’agit

donc d’un homéomorphisme. Pour les faisceaux de fonctions, soit g € A. On note g := p(g) € B.
On calcule

02(D(9)) = f02(D(9)) = B(D(g)) = B[g~'] = Ospec 5(D(9))-

La bijection €z (D(g)) — Ospec B(D(7g)) est compatible aux morphismes de restrictions ce qui
montre que Oz =~ Ogpec - D’0Ul Z =~ Spec B ce qui montre le point (ii). o

Fibrés vectoriels et groupe de Picard

Définition 3.54. Soit X un espace annelé. Une Ox -algébre est un faisceau d’anneaux &7 sur X
muni d’un morphisme de faisceaux 0x — 7.

Exemple. Si f:Y — X est un morphisme d’espaces annelés, alors le morphisme f’ munit le
faisceau f.Oy d’une structure d’un Ox-algebre.

Définition 3.55. Soient .# et A deux Ox-module. On définit le faisceau A4 ®p, A comme le
faisceau associé au préfaisceau
Ur— A (U) Qo) A (U).

Remarque. Le faisceau # ®g, A est un Ox-module. Si A = &, alors & Qg A est un
o/-module. Si A = of et N = B, alors & Rep, B est une Ox-algebre.

Remarque. Si X = SpecA et .# = M et .# = N sont deux faisceaux quasi-cohérents, alors

le faisceau A Qg N = M ®4 N est quasi-cohérent. En effet, soit U = D(f). Alors on a un
isomorphisme canonique

M (D(f)) @ox(n(s)y) A (D(f)) =M[f 1 @ap-1) NIf = (M @a N)[f ] = (Mca N)(D(f)).

Corollaire 3.56. Soient X un schéma et .#, 4 € QCoh(X) deux faisceaux quasi-cohérents. Alors
le faisceau A4 @4, A est quasi-cohérent.

Démonstration. On vérifie cela sur un recouvrement affine et on applique la remarque. o

Définition 3.57. Soient f: Y — X un morphisme de schémas et .# un Ox-module. Alors le
faisceau f~'.# muni de I'application
fYOox x f[7Ytt ~ fYWOx x M) — Lt
est un f~!0x-module. On définit le module image inverse comme le &y-module
M = Oy Qf-16x fﬁl./ﬂ.
Proposition 3.58. Soient M un Ox-module et N un Oy-module. Alors il existe une bijection
fonctorielle
Homeg, (f*M,N) ~ Homg, (M, f.N).
Démonstration. On a déja une bijection fonctorielle
Hom,y, (f 1M, N) ~ Hom,, (M, f.N) D Homg, (M, f.N).

Le sous-ensemble Homg, (M, f.N) est en correspondance avec I'ensemble Hom -1, (f~*M, N)
qui lui-méme est en correspondance avec I'ensemble Homg, (Oy Qf-14, f~'M,N). o
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Proposition 3.59. Soient f: Y — X un morphisme de schémas et .# € QCoh(X) un faisceau
quasi-cohérent.

1. Alors le faisceau f*.# est quasi-cohérent.
2. SiY = Spec B et X = Spec A et .# = M pour un A-module M, alors f*.# = B® M.

Démonstration. Pour le point 1, on peut utiliser un recouvrement affine Y = J, V; avec f(V;) C

U, C X et U; affine. Sig = f|y: V — U, alors f* 4|y ~ g*(.#|v). Pour vérifier la quasi-cohérente

sur Y, on peut la vérifier localement et supposons X et Y affines. Il suffit de montrer le point 2.
Soit N un Oy-module. Alors on a des bijections naturelles

Homg, (f*#,N) ~ Homg, (A, f+N)
~ Homu (A, f N(X))
~ Homu (4 ,N(Y))
~ Homp(B ®4 M,N(Y))

~ Homg, (B/é\,;/M, N).

Le lemme de Yoneda fournit alors f*.# ~ B ®4 M. o

Calculons les points de Py a valeurs dans un schéma quelconque X.

Définition 3.60. Un faisceau quasi-cohérent L sur X est inversible s’il existe un faisceau quasi-
cohérent L' sur X tel que L ®gp, L' ~ Ox.

On notera L1 = L'.

Remarque. — Un faisceau quasi-cohérent L sur X est inversible si et seulement s’il existe un
recouvrement ouvert X = |JU; tel que L|y, ~ Oy, comme Opy,-module.

~ Si X = SpecA et L = L pour un A-module L, alors L est inversible si et seulement si le
A-module L est inversible.

Corollaire 3.61. Soit X un schéma. Alors

P (X) =~ {morphismes surjectifs 0% — X avec L inversible}/~.

Démonstration. On considere les deux préfaisceaux
F:U+— Pz(U)

et
Fy: U — {morphismes surjectifs 67" — X avec L inversible}/~.

Si U est affine, on a une bijection
U, —): Fy(U) — F1(U)
dont la réciproque est —. Ces morphismes sont compatibles aux restrictions. En passant aux

faisceaux associés et aux sections globales, on obtient une bijection F} ~ F5. o

Prenons X = Py} et considérons le morphisme id: Py — P7. D’apres le corollaire précédent, il
existe un ﬁp;—module inversible L et une surjection ﬁf,’ff p— 5
Z

Définition 3.62. On pose Opp (1) == L et Opp(m) := L¥™ pour m € Z. Ce sont des Opn-modules
inversibles.

Définition 3.63. Le groupe de Picard d’un schéma X est le groupe abélien Pic(X) pour le produit
tensoriel des &'x-modules inversibles & isomorphisme pres.

Pour un corps k, on pose P} = P} Xgpecz Speck. Ce schéma vient avec une projection
m1: Py — P7. On pose Opr (m) = 7y Opy (m) qui est un Oprn-module inversible.

Remarque. Pour un morphisme f: Y — X et un Ox-module inversible M, le Oy-module f*M
est inversible.
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Théoréme 3.64. Soit k un corps. Alors le morphisme de groupes Z — Pic(P}) qui envoie tout
entier m € Z sur la classe de Opy (m) est un isomorphisme.

Démonstration. Admise pour le moment. o

Souvent, les Ox-modules sont appelés fibrés en droites algébrigues pour la raison suivante.
Soient X un schéma et L un &x-module. On définit le foncteur
SCh/X — EIIS7

VI ey FALY).

Théoréme 3.65. Il existe un schéma m: V(L) — X sur X tel que
HomSch/x (Y,V(L)) ~ V(L) (Y), VY € SCh/X

et tel qu’il existe un recouvrement ouvert X = | JU; vérifiant que, pour tout i, le triangle suivant
commute.

7T_1(Ui) = A% XSpecZ Ui

Démonstration. On prouve le théoréme localement, le cas général s’en déduire par recollement.
Supposons donc X = Spec A et L = L pour un A-module inversible L. Quitte a passer a un ouvert
principal, on peut supposer L ~ A. Dans ce cas, on a

V(L)(Y) = f*L(Y) ~ Oy (Y) = Hom(Z[T], 6y (Y))
~ Hom(Y, A})
= HomSch/x (}/7 A% XSpecZ X)

Cela montre le théoréme localement. o

Soit k un corps. On pose A = k[Xy, ..., X,] = @ ez Ad ot A4 est 'ensemble des polynomes
homogenes de degré d. On a 1 € Ag et AgAe C Agie. De plus, on a P} = U?:l U; avec U; =
Speck[Xo/Xi, ..., Xn/Xi] =~ A. On a

K[Xo/Xi,. .., Xn/X;] = AX[ o avec A[X;']=EPAX;
dez

ot A[X; g = DBrcz AlX]a+r/(XF). Soit M un A-module gradué, c’est-a-dire sécrit M = @5 My
avec AgM, C Mgy1. Sur U;, on considere le Oy,-module quasi-cohérent .#; = M; avec M, =
M[X[l]o. Soit U; j == U; N Uj. On a des données de recollement

Qg %ilU'i,j — ‘%jhfm‘
venant des isomorphismes canoniques

Mi[X;) — My[X

envoyant my /XikX]T sur my /X ]’“Xf . On obtient alors un faisceau .# sur P} qui est quasi-cohérent.

Cela donne un foncteur A-Modg, — QCoh(P}), noté M — M, qui permet d’étudier les modules
inversibles sur P}}. Soit M un A-module gradué. On fixe un entier m € Z. On définit le A-

module gradué M (m), appelé le m-tordu, par M (m)q = Mg+ pour d € Z. Le module M (m) est

quasi-cohérent sur Pj. On montre ensuite que Opr (m) = A(m). Cela implique que Opr (m)|v,

A(m)[X; Yo ot A(m)[X; o = A[X; ]m = AX; 1o X[ est de rang 1.
En particulier, pour m = 1, les monoémes X; donnent des générateurs locaux de ﬁpz(l). Cela

donne la partie essentielle de la preuve du théoreme.
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