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Groupes de Lie

1.1.1. Définition et premiers exemples

Définition 1.1.  Un groupe de Lie (réel) est un groupe G muni d’une structure de variété différentielle
tel que la multiplication G x G — G et I'inversion G — G soient de classe €°.

Un groupe de Lie linéaire est un sous-groupe de GL(n,C) pour un entier n > 1 qui est une
sous-variété de GL(n, C).

Le théoreme suivant permet de dire rapidement si un sous-groupe est un groupe de Lie linéaire.
On admet ce résultat.

Théoréme 1.2 (Cartan). Un sous-groupe G C GL(n, C) est un groupe de Lie linéaire si et seulement
g’il est fermé dans GL(n, C)
Exemples. — Les sous-groupes discrets de GL(n, C) sont de Lie et de dimension nulle.

— Le groupe GL(n,Q) muni de la topologie induite par .#,(Q) n’est pas de Lie.

— Les groupes SL(n, R) et SL(n, C) sont de Lie.

— Les groupes U(n) et SU(n) sont de Lie. On rappel que ce premier est le groupe des transfor-
mations qui préservent le produit hermitien standard. On peut dire également la méme chose
pour les groupes O(n) et SO(n).

— Soient p,q > 1 deux entiers. Le groupe O(p, q) est de Lie : il s’agit du groupe orthogonal de
la forme quadratique associée a la forme bilinéaire canonique de signature (p, q), c’est-a-dire
le groupe

¢ I, 0
O(p,q,R) = {M € #,(R) | MI, M =1,,} avec I,q:= R
q
Cette derniére égalité permet aussi de définir son pendant complexe O(p, ¢, C) qui est aussi
un groupe de Lie.

— Le groupe orthogonal de la forme bilinéaire sur R?" définie par ’égalité

n
0(.’17,:(]) = ijy’n+J - xn+jyj7 r = (.’L’], e 7m2n)a y= (yla .. '7y2n) S R2n-
7=0
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est de Lie, noté Sp(2n,R) ou Sp(2n,C) selon qu’il soit réel ou complexe. On l’appel le
groupe symplectique. Remarquons que la forme o est antisymétrique. Le groupe symplectique
compact Sp(n) := Sp(2n, C) N U(2n) est aussi un groupe de Lie.

— Le groupe des transformations affines Aff(R") .= {y — Ry + = | R € GL(n,R),z € R"} est
de Lie. Il n’est pas linéaire, mais on peut 'identifier au groupe de Lie linéaire

R =z

0 1
— En particulier, les groupes R* ~ GL(1,R), C* ~ GL(1,C) et S := U(1) sont de Lie.
— Le groupe de Heisenberg

R e GL(n,R),z € R”} ~ GL(n,R) x R" C GL(n + 1,R).

1 a
H:= 0 1 a,b,c e R
0 0

=0 o

est de Lie.

1.1.2. Morphismes, sous-groupes

Définition 1.3. Un morphisme de groupes de Lie entre deux groupes de Lie G et H est un morphisme
de groupes entre G et H qui est de classe €.

En fait, 'hypothese de continuité suffit comme le fait observer le théoréme suivant. Cependant,
comme ce dernier est admis, on préféere mettre une hypothese a priori plus forte pour ne pas y faire

appel.

Théoréme 1.4 (admis). Un morphisme continu de groupes entre deux groupes de Lie est de
classe €.

Définition 1.5. Un sous-groupe de Lie d’un groupe linéaire de Lie G est un sous-groupe fermé
de G.

A présent, le but est de comprendre tous les morphismes de R dans un groupe de Lie. Pour
cela, on va utiliser exponentielle matricielle. On rappel que, pour une matrice A € .#,,(C), on

définit son exponentielle
+00 Xk
eXpX = Z F
k=0

Dans la suite, on fixe une norme subordonnée sur .#,(C).

Proposition 1.6. Le logarithme matriciel

+00 k
X 1)
10 X = —1 k_l(i
g ;( ) -

converge uniformément sur Pouvert {X € .#,(C) | || X — I,|| < 1}. De plus,
— si ||A— I, <1, alors el°84 = A;
— si [| X|| < log2, alors ||eX — I,,]| <1 et loge® = X.
Idée de la preuve. La preuve du premier point se déroule en deux temps : on vérifie d’abord

I'identité e'°84 = A lorsque la matrice A est diagonalisable, puis on conclut par densité. Le second
point se montre de la méme maniere. o

Théoréme 1.7. Soient X,Y € #,,(C) deux matrices. Alors

(eX/meY/m)m 6X+Y.
m—>+o00

Démonstration. Un simple développement limité donné
X+Y

eX/meYim — 1 4 +0(1/m?).
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Pour un entier m assez grand, le logarithme de cette matrice est donc bien définie et on a
: , X+Y
log(eX/™eY/m) = Y +0(1/m?).
m

Mais comme eX/™eY/™ = exp(log(eX/™eY/™)) gréace a la proposition précédente pour ce méme
entier m, on obtient

(eX/meY/mym — exp(mlog(eX/™eY/™)) = exp(X + Y + O(1/m)) — exp(X +Y). o

Définition 1.8. Un sous-groupe a un paramétre de GL(n, C) est un morphisme de groupes continu
de R dans GL(n, C).

Un sous-groupe & un parametre de GL,, (C) est donc une famille (A(¢))ter de matrices de GL,, (C)
qui est continue par rapport & la variable ¢ et qui, de plus, vérifie la relation

A(s+1t) = A(s)A(1), s,t € R.

Théoréme 1.9. Soit A: R — GL(n, C) un sous-groupe a un parametre. Alors il existe une unique
matrice X € #,(C) telle que
vt € R, A(t) = e,

De plus, la fonction A est dérivable et X = A’(0).

Pour montrer ce théoreéme, on va utiliser le lemme suivant.

Lemme 1.10. Soit ¢ < In2 un réel strictement positif. On pose U := exp(B(0,¢/2)) V). Soit B € U
une matrice. Alors il existe une unique matrice matrice C' € U telle que B = C2.

Démonstration. On vérifie d’abord que la matrice C' := exp(3 log B) convient. Il reste a établir
I'unicité. Soit D € U une matrice vérifiant B = D?. La matrice Y := log D vérifie expY = D et
donc

exp(2Y) = D? = B = exp(log B).

Comme ||2Y]| < e et |[logB|| < ¢/2 < ¢, la proposition donne alors 2Y = log B. Dés lors, on
obtient D =expY = exp(% log B) = C ce qui conclut. o

Preuve du théoréeme. Comme 'application A est continue, il existe un réel ¢ty > 0 tel que
vt € R, [t| <ty = A@)eU

avec ¢ = %ln 2. En particulier, comme I’application A est un morphisme, on a A(to/2)? = A(to)
avec A(to/2), A(to) € U. Avec le lemme, on obtient alors A(ty/2) = exp(1 log A(to)) et donc

1
log A(to/2) = B log A(tg).

De méme, on obtient

t 1
10gA<2?€> = Z—klogA(to), k>1.

Posons X = % log A(tg). Soit ¢ un réel s’écrivant sous la forme t = nty/2* avec n,k € Z et 2 { n.

T = (a(8)) = (e{ia(2))) = (oo l2x)) =i

La formule A(t) = exp(tX) est donc valable pour tout réel ¢ de I’ensemble Zty/2N qui est dense ce
qui permet de conclure par continuité. L’égalité X = A’(0) est alors claire et I'unicité en découle. ¢

1.2. Algebres de Lie

1.2.1. Définition et premiers exemples

(1). La notation B(0,¢/2) désigne la boule ouverte de centre 0 et de rayon ¢/2 de .#,(C).
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Définition 1.11. Une algébre de Lie réelle ou compleze est un espace vectoriel réel ou complexe g
de dimension finie qui est muni d’une application bilinéaire antisymétrique
[]raxg—g
vérifiant 1’identité de Jacobi
Vr,y,z € g, [xa [y,z]]+[y, [2733“ + [Zv [x,y]} =0.

Exemple. Muni du crochet défini par la relation [X,Y] = XY — Y X, l'espace .#,(C) est une
algebre de Lie, noté gl(n,C). En effet, le crochet est bien bilinéaire et antisymétrique et on vérifie
I’identité de Jacobi par le calcul.

Ce crochet sera noté sous la forme [-, ] gl(n,c)- De manicre générale, on notera en indice du
crochet ’espace sur lequel il est défini.

Définition 1.12. Une sous-algébre de Lie d’'une algebre de Lie g est un sous-espace vectoriel de g
qui est stable par le crochet [-,-]. Un idéal de g est un sous-espace vectoriel h de g tel que

Veeg, Vyeh, [rylebh.
En particulier, les idéaux sont des sous-algebres de Lie.

Définition 1.13. Un morphisme d’algébres de Lie est une application linéaire entre deux algebres
de Lie qui préserve les crochets.

Exemples. — L’espace sl(n,C) = {X € #,(C) | tr X = 0} est un idéal de gl(n,C). En effet,
la trace d’'un commutateur est nulle.

— Donnons un exemple de morphisme. Soit g une algebre de Lie. On note gl(g) ’ensemble des
endomorphismes de g qu’on munit d’une structure d’algebre de Lie par le crochet défini par
la relation

[f.9laway = fog—gof,  fg€gla)
La représentation adjointe
g — gl(g),
X +— (Y —adx (V) =[X,Y])
est morphisme d’algebres de Lie. En effet, elle est linéaire. Il reste & montrer qu’elle préserve
les crochets, c’est-a-dire que
ad[x,y], = [adx,ady]gi(q), X, Y eg.
Pour trois éléments X,Y, Z € g, 'identité de Jacobi et le caractére antisymétrique donnent
aJd[X7Y] (Z) = HXa Y]a Z}
= _HY’ ZLX] - [[Za X]’ Y]
= adx(ady(Z)) — ady<adx(Z))
= (adX Oady — ady Oadx)(Z)
= [adx, ady](Z)
ce qui conclut.
— On considére I'ensemble su(2) := {M € gl(2) | X* = =X, tr X = 0}, c’est-a-dire ensemble
des matrices de la forme
ia —b+ic
(b +ic ia > avec a,b,c€R.

C’est un espace vectoriel réel. Une base est donnée par les matrices

1/i 0 1/0 i 1/0 -1
El'_Q(o —z’)’ EZ'_2<Z' 0) et ES'_2<1 o)’

Gréce aux relations [Ey, Eo] = Es, [Ea, Es] = E et [Es, Eq] = Fy, il s’agit d’une algebre de
Lie réelle de dimension trois. De méme, I’ensemble sl(2,R) = {X € gl(2,R) | tr X = 0} est
aussi une algebre de Lie de dimension trois.
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Complexification d’une algebre de Lie

Définition-proposition 1.14. Soit g une algebre de Lie réelle. On introduit sa complexification,
notée g¢, comme la somme formelle g@ig (*). Cette somme est naturellement munie d’une structure
de C-espace vectoriel par les relations

i(v1 + ivg) = —vg + vy, v1, V2 € g.
Alors le crochet sur I'algebre g admet une unique extension a ’espace gc¢ qui rend le crochet
bilinéaire et qui donne a ’espace g¢ une structure d’algebre de Lie complexe.
Démonstration. 11 suffit de poser
[Xl + iXQ, Y1 + 21/2] = ([thl] — [XQ, YQD + i([XQ,Yl] + [Xh YQ])

pour tous éléments X1, Xo,Y7,Ys € g. o

Exercice 1. Montrer que sl(2,R)¢ ~ sl(2, C) et su(2)¢ ~ s[(2,C). On pourra montrer le résultat
suivant : pour toute sous-algébre réelle g C gl(n, C) vérifiant g Nig = 0, il existe un isomorphisme
gc ~ g @ig C gl(n,C)

oll, cette fois, la notation 4 est Pélément de C vérifiant i2 = —1.

Proposition 1.15. Soient g une algebre de Lie réelle et h une algebre de Lie complexe. Alors tout
morphisme g — b s’étend de maniére unique en un morphisme gc — b.

Algebre de Lie d’un groupe de Lie

Algeébre de Lie associé a un groupe de Lie

Rappel. Soit M une variété différentielle. Un champ de vecteurs est une application X : M — TM
de classe ¥ qui a tout point z € M associe un vecteur X, € T,M. On note I'(M) l'espace
vectoriel des champs de vecteurs sur M.

Un champ de vecteurs sert a dériver des fonctions. Pour une fonction f: M — R de classe €°°,
sa dérivée par rapport au champ X est application

M — R,

Dxlal s X f) = df - X,

Définition 1.16. Une dérivation est une application linéaire D: € (M) — €°°(M) vérifiant la
formule de Leibniz

D(fg) = D(f)g+ fD(g),  [f,g9€F>(M).
On note Der(M) Pespace vectoriel des dérivations sur M. L’application

I'(M) — Der(M),
X — DX

est alors une injection linéaire. On admet qu’il s’agit d’un isomorphisme.
Proposition 1.17. L’espace Der(M) muni du crochet défini par I’égalité

[v,7Y] =707 =707, 7,9 € Der(M)

est une algebre de Lie.
Démonstration. On vérifie facilement que Papplication [vy,~'] vérifie la formule de Leibniz. o

Corollaire 1.18. Pour deux champs de vecteurs X,Y € I'(M), on note [X,Y] € T'(M) 'unique
champ de vecteurs vérifiant Dix y] = [Dx, Dy]. Alors I'espace I'(M) est une algebre de Lie.

(2). L’ensemble ig représente une copie de g, il ne s’agit pas de ’ensemble {iX | X € g} qui n’a aucun sens.
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On a simplement transporté la structure d’algebre de Lie de l'espace Der(M) sur 'espace I'(M)
par I'isomorphisme exposé plus haut. Pour un ¢*°-difféomorphisme ¢: M — M et un champ de
vecteurs X € I'(M), on consideére le champ de vecteurs

M — TM

29,4
x — dp, 'X¢*1(w).

Définition 1.19. Soit G un groupe de Lie. Pour un élément g € G, on définit le ¥ °°-difféomorphisme

G— G,

Lg:
g h — gh.

L’algébre de Lie associée au groupe G est 'ensemble g des champs de vecteurs invariants a gauche,
c’est-a-dire des champs de vecteurs X € I'(G) vérifiant

Vg € G, (Lg)« X = X.
Remarque. Un champ de vecteurs invariant a gauche X est déterminé par sa valeur en un point
et 'application
g — T6G7
X — X,

est alors un isomorphisme linéaire. On peut donc penser I'algébre g comme l'espace tangent T.G
muni du crochet de dérivation.

Définition 1.20. Soit G C GL(n, C) un groupe de Lie linéaire. L’algébre de Lie associée au groupe G
est ’ensemble g des matrices M € .#,(C) vérifiant

vVt € R, eMeq.

On verra dans la suite que, dans le cas linéaire, les deux définitions coincident : & 'instar du
théoreme de Cartan, cette seconde définition est bien plus facilement manipulable et elle a I’avantage
de ne pas faire référence a la structure différentielle. Mais d’abord, on va vérifier que la définition
précédente donne bien une algebre de Lie.

Proposition 1.21. Soit G C GL(n, C) un sous-groupe fermé. Alors ’ensemble g de la définition
précédente est une sous-algebre de Lie de ., (C). Plus précisément, ce dernier vérifie les quatre
points suivants :
(i) por A€ Get X €g,ona AXA™! €g;
(ii) pour s€ Ret X € g,ona sX € g;
(iii) pour X, Y € g,ona X +Y € g;
(iv) pour X, Y €g,ona XY —-YX €g.

Démonstration. Les deux premiers points sont clairs. Le troisieme découle du théoreme 1.7 et
du caractere fermé du groupe G. Pour la dernier point, on étudie les matrices e!XYe X qui
appartiennent a ’algebre g d’apres le point (i). En dérivant cette expression par rapport a la
variable t, la dérivée a l’origine, qui est Y X — XY, reste dans g. o

Exercice 2. Montrer que les groupes de Lie suivants sont bien associés a leurs algebres de Lie.

GL(n,C) ~s gl(n,C)

SL(n,C) ~ sl(n, C)

U(n) ~ u(n) ={X € #,(C) | X* =-X}

SU(n) ~ su(n) ={X € #,(C) | X*=-X,tr X =0}
O(n) ~ o(n) = {Ac . #,(R)|"'A=—A}

SO(n) ~ so(n) == o(n)

O(p, q) > o(p,q) ={X € My (R) | KIpg = —1,, X}
H ~ h:={H(a,b,c)|a,bceR}
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Dans le dernier exemple, on a posé

H(a,b,c) =

o O O
o O Q
O T 0

Morphismes de groupes de Lie et algebre de Lie
Soit ®: G — H un morphisme de groupes de Lie linéaire. Soit X € g. Alors 'application
teR+— 0(e'*) € H.
est un sous-groupe & un paramétre de H. En particulier, il existe un élément ¢(X) € b vérifiant
VteR,  ®(etN) =X,
On observe alors que 'application ¢: g — h est un morphisme d’algebre de Lie, dit associé au

morphisme O.

Proposition 1.22. (i) Pour A€ Get X €g,ona
PAXA™T) = B(A)p(X)B(4) "

(ii) Pour X € g, 'élément (X)) est la dérivée a l'origine de la fonction ¢ — ®(e?X).
(iii) Le noyau Ker ® est un sous-groupe fermé de G et le noyau Ker ¢ est une algebre de Lie

de Ker ©.
Exemple. Soit G C GL(n,C) un groupe de Lie linéaire. Alors 'application
G — G,
o h+— ghg™!

est de classe € et il s’agit de la restriction & G d’un endomorphisme linéaire de ., (C). Sa
différentielle d(Cy)s, induit une application linéaire T;, G — T, G, c’est-a-dire g — g. La
représentation adjointe est alors 'application

G — GL(yg),

Hr—— Ad(g) =[g— gHg™

1}.
C’est un morphisme de groupes de Lie et il vérifie
Ad(g)([X,Y]) = [Ad(g)(X), Ad(9)Y], g€ G, X,Y € GL(g).

En particulier, en notant Aut(g) le groupe des automorphismes d’algébres de Lie de g, la représen-
tation adjoint donne un morphisme de groupes

Ad: G — Aut(g).
Pour Z € g, on définit adz € gl(g) comme la dérivée a l'origine de la fonction ¢ — Ad(e'?) € Aut(g).
Autrement dit, pour Z,Y € g, on retrouve bien la formule adz(Y) = [Z,Y].
En fait, pour X € g, ’endomorphisme ad(X) est une dérivation de g, c’est-a-dire que c’est une
application linéaire d: g —> g vérifiant

(Y, 2)) = [6(Y), 2] +[v,0(2)], Y, Zeg

Retour sur exponentielle. Soit G C GL(n, C) un sous-groupe fermé. Alors I’exponentielle
exp: g — G

n’est ni injective ni surjective dans le cas général. En effet, lorsque G = {diag(e?,e~%) | 0 € R},
son algebre de Lie est g = {diag(if, —if) | 6 € R} et ’exponentielle est surjective et non injective.
Par ailleurs, lorsque G = SL(2, C), son algebre de Lie est g = s[(2, C) et la matrice

-1 1
A':<0 _l)eG
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est telle qu’il n’existe pas de matrice X € g vérifiant eX = A 3)| ¢’est-a-dire qu’il I'exponentielle
n’est pas surjective.

Théoréme 1.23. Soit G C GL(n, C) un groupe de Lie linéaire. On note g, et go les algebres de Lie
des définitions 1.19 et 1.20. Alors g1 = go.

Pour montrer ce théoréme, on aura besoin de résultats préliminaires.

Lemme 1.24. Soit (B, )men une suite de G tendant vers I'identité. Pour chaque entier m € N, on
note B, = expY,, avec Y, € .#,(C). Quitte & extraire, on peut supposer que Y,,/||Ym| — Y.
Alors Y € g.

Démonstration. Soit t € R. Montrons que exp(tY) € G. Pour m assez grand, on a tY =
tYo /Y|l = kmYm avec ky, = |t/||Yml||], donc exp(tY) =~ exp(km,Y,,) = BEm. On a donc
BFmn — exp(tY). Mais comme le groupe G est fermé, on obtient exp(tY) € G. D'ou Y € g. o

Théoréme 1.25. Soit G C GL(n, C) un sous-groupe fermé. Alors il existe un réel ¢ > 0 un réel tel
que les applications
exp: B(0,¢) — exp(B(0,¢)) et exp: gNB(0,¢) — G Nexp(B(0,¢))

soient des difféomorphismes locaux.

Démonstration. Pour la premiere application, il existe bien un tel réel ¢ > 0. Maintenant, on
regarde la restriction

exp: gNB(0,e) — V. =GNV, avec V,:=exp(B(0,e¢))

et il suffit de montrer qu’elle est surjective quitte a diminuer le réel ¢ > 0. On raisonne par ’absurde.
On suppose que, pour tout ¢ > 0, il existe une matrice B € G NV, telle que exp B ¢ g. Alors il
existe une suite 4,, — I, avec 4,, ¢ expg. On trouve une difféomorphisme local

exp X exp: g X g+ ~ .#,(C) — GL(n,C).
Pour m € N, on note alors A,, = exp X,, exp Y, avec X,, € g et Y, € g*-. Alors
A, ¢expg = Y, #0.

Quitte & extraire, on suppose Y,/ ||Yin| — Y. Alors exp Y., = exp(—X,,)A,, € G. Le lemme
assure donc Y € g ce qui est faux car Y € gt. o

Corollaire 1.26. Soit G C GL(n, C) un sous-groupe fermé. Alors c’est un groupe de Lie linéaire.
Preuve du théoréme 1.23. Le théoreme précédent implique le théoréme 1.23. o

Corollaire 1.27. Soit G un groupe de Lie linéaire connexe. Alors tout élément A € G s’écrit sous
la forme A = X1 ... eX» pour des éléments X; € g.

Idée. Le groupe G est connexe par arcs. On prend donc un chemin reliant les matrices I,, et A,
puis on applique le théoreme pour créer une succession de boules bien choisies. o

Corollaire 1.28. Soit G un groupe de Lie linéaire connexe. Soient ®;,®5: G — H deux mor-
phismes de groupes de Lie. On note 1, p2: g — b les morphismes d’algebres de Lie dérivés.
Si 1 = @9, alors O = Os.

Idée. On utilise le corollaire précédent. o

Corollaire 1.29. Soit G un groupe de Lie linéaire connexe. Alors le groupe G est commutatif si et
seulement si lalgebre g est abélienne, c¢’est-a-dire [-,-] = 0.

Démonstration. Le sens direct est immédiat. Le sens réciproque découle du corollaire 1.27. o

(3). Raisonnons par I’absurde et supposons qu’il existe une matrice X € G vérifiant eX = A. Comme la matrice A
n’est pas diagonalisable, il en va de méme pour la matrice X. Ainsi cette derniére admet une valeur propre double,
notée A € C. Mais comme X € g, on doit alors avoir A + A = 0, c’est-a-dire A = 0. Par conséquent, le nombre e© = 1
est une valeur propre double de la matrice A ce qui est faux.
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Corollaire 1.30. Un groupe de Lie linéaire est un sous-groupe linéaire fermé.

Démonstration. Soit G C GL(n,C) un groupe de Lie linéaire. Raisonnons par I’absurde et suppo-
sons qu'il ne soit pas fermé. On peut donc trouver une suite (g, )nen qui converge vers un élément
h ¢ G. Soit ¢ > 0 un réel donné par théoréme 1.25. Alors il existe un entier mgy € N tel que

Ym = my, g th € Ve == exp(B(0,¢)).
Quitte & augmenter I'entier 'ng, on peut supposer que
Ym>mo, gy =Gy Gmo € Ve

On obtient alors une suite (g}, )nen de GNV, qui tend vers une matrice h’ ¢ G ce qui est impossible
car le groupe g est fermé et I’application exp |gnp(o,) est un diffomorphisme. o
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Vocabulaire

A la maniére des représentations linéaires d’un groupe, on définit la méme notion pour un
groupe de Lie.

Définition 2.1. — Soit G un groupe de Lie. Une représentation linéaire réelle ou complexe de G
est la donnée d’un espace vectoriel réel ou complexe V' de dimension finie et d’'un morphisme
de groupes de Lie IT: G — GL(V).

— Soit g une algebre de Lie réelle ou complexe (resp. réelle). Une représentation linéaire de g est
un espace vectoriel complexe (resp. réel) V' et un morphisme d’algebres de Lie 7: g — gl (V)
(resp. m: g — gl (V).

— Une représentation est fidéle si le morphisme associé est surjectif.

— Un sous-espace vectoriel W C V' est invariant si
VA € G, A (W) c w.

— Une représentation est irréductible si elle n’admet pas de sous-espace vectoriel invariant non
trivial.

Définition 2.2. Soit G un groupe de Lie. Soient II: G — GL(V) et ¥: G — GL(WW) deux
représentations. Une application linéaire ®: V' — W entrelace les représentations Il et X si

VA € G, DoIl(A) =X(A)od.
Lorsque 'application ® est un isomorphisme, on dit que les représentations II et X sont isomorphes.

Proposition 2.3. Soient G' un groupe de Lie linéaire et II: G — GL(V') une représentation. Alors
il existe une unique représentation 7: g — gl(V') telle que

d

vXeg o w(X)=

I(exp(tX)).
t=0

Question. Soient G un groupe de Lie et g son algebre de Lie associée. Soit V' un espace vectoriel
fixé. Toutes les représentations de g proviennent-elles de représentations de G' 7

Proposition 2.4. Soit G un groupe de Lie connexe.
1. Soit II: G — GL(V) une représentation. Alors la représentation IT est irréductible si et
seulement si la représentation 7w est irréductible.
2. Soient II1: G — GL(V1) et IIo: G — GL(V2) deux représentations. Alors I’égalité m = my
implique II; = Ils.
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Proposition 2.5. Soient g une algébre de Lie réelle et m: g — gl(V') une représentation complexe.
Alors cette derniére se prolonge de maniére unique en une représentation complexe 7¢: gc — gl(V).
De plus, la représentation 7 est irréductible si et seulement si la représentation ¢ 1'est.

Définition 2.6. Une représentation IT: G — GL(V) est unitaire si 'espace vectoriel V' est euclidien
ou hermitien et II(G) C O(V) ou II(G) C U(V).

Remarque. Soient IT: G — GL(V') une représentation unitaire unitaire et W C V' un sous-espace
vectoriel invariant. Alors le sous-espace vectoriel W+ est aussi invariant. Ainsi la représentation IT
se décompose en une somme directe de représentations irréductibles.

Théoréme 2.7. Soit G un groupe de Lie compact. Alors ses représentations sont unitaires. De
méme pour les algebres de Lie.

Représentation de s((2, C)

On note V;,, I'espace vectoriel Vectc (27", Z" ' Zs, ..., Zi") des polynémes homogenes & deux
variables de degré m. Soit G un des trois groupes SL(2,C), SU(2,C) et SL(2,R). On définit la
représentation I1,,: G — GL(V},) telle que

U (U)(f)(Z1, Z2) = f(U (21, Z2)).
Alors g = 5l(2,C) et
T (X)(F)(Z) = = df2(X Z).

Une base de g est donnée par les matrices

_ (1 0 _ (0 1 _ (0 0
m=(o %) x=(0q) « v=(] )

Alors
0 0 0 0
m(H) = =217 + Zo—, X)=—Zy— t Y)=-21—.
() =~z t gy X =tz ot mY)=—Ag7
La base (Z]", Z" ' Z,, ..., Z}") est une base de diagonalisation pour I’endomorphisme 7, (H) :

pour tout entier k € [0, m], on a
T (H) (24 28) = (2K — m) 27+ 25,
Par ailleurs, on calcul
T (H) (278 2E) = (k= m)ZPF 280 et ma(V)(2P ) = —kzp Ty
ou la derniere égalité est vrai si 1 < k < m et vaut 0 sinon.

Proposition 2.8. La représentation m,, est irréductible.

Démonstration. Soit W C V,, un sous-espace vectoriel invariant non trivial. Soit v € W un
vecteur non nul. Soit kg le plus petit indice tel que Z{”fko Zfo a un coefficient non nul dans u. Alors
T (X )™~ k0 est une multiple non nul de 25*, donc 25* € W. On fait maintenant agir successivement
tous les endomorphismes 7,,(Y)* avec 1 < k < m ce qui donne que tous les vecteurs Z{”*kZé“
appartiennent a W. D’ou W = V,,. o

Théoréme 2.9. Soit m > 0 un entier. Alors il existe un unique représentation de ’algebre sl(2, C)
de dimension n + 1 a isomorphisme pres.

Pour montrer ce théoreme, on a besoin du lemmes suivants.

Lemme 2.10. Soient V un C-espace vectoriel de dimension finie et A, B,C € £ (V) trois endomor-
phismes vérifiant
[A, B] = 2B, [A,C] = —2C et [B,C] = A.

Alors il existe une unique représentation 7 : sl(2,C) — gl(V') envoyant les matrices H, X et Y sur
les matrices A, B et C.
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Lemme 2.11. Soient V' un C-espace vectoriel de dimension finie et 7: s[(2,C) — gl(V) une
représentation. Soit u € V un vecteur propre de ’endomorphisme 7(M) associée & une valeur
propre o € C. Alors

m(H)m(X)u = (a+ 2)7(X)u et m(H)m(YV)u = (o — 2)7(X)u.

Démonstration. On écrit d’abord
w(H)(X) = n(HX) = n([H, X] + XH) = n(X)m(H) + ([, X)),

donc
m(H)m(X)u=nm(X)(au) + 2r(X)u = (a + 2)7(X)u. o

Preuve du théoréme. Soit m: s[(2,C) — gl(V) une représentation irréductible. Soit v € V' un
vecteur propre de I’endomorphisme 7(H) associée a une valeur propre A € C. Alors pour tout
entier k > 0, le lemme précédent assure que le vecteur 7(X)*u est soit un vecteur propre pour
Iendomorphisme 7 (H) soit le vecteur nul. Comme ’espace vectoriel V' est de dimension finie, il
existe un entier N > 0 tel que

ug = 1(X)Nu #0 et m(X)N Ty = 0.
On remarque que ug est vecteur propre pour la valeur propre A + 2N, donc

T(X)NT = (A 4+ 2N +2)u =0,

donc A+ 2N + 2 = 0. Finalement, la valeur propre A est un entier. Les vecteurs uy = m(Y)*uq sont
des vecteurs propres de 7(H) pour les valeurs propres u — 2k avec = XA + 2N ou des vecteurs
nuls. Soit m > 0 le premier indice tel que

T(Y) " ug = U # 0 et 7(Y)" ug = 0.
En effectuant une récurrence sur 'entier k£ > 1, on trouve

(X)) =k(p— (k—1)ug—1 = k(m — (k —1))up_1.

Finalement, on a trouvé des vecteurs ug, ..., u,, vérifiant
Elm—k+Dug_1 sik>1,
0 sinon

m(H)ug = (m — 2k)uy, m(X)ug = {

et

Ugtr1 sik<m—1,
(¥ )up = {0 sinon

Observons que l'espace W := Vect(ug, . .., Uy,) est de dimension m—+ 1, il est invariant et non nul.
Comme la représentation 7 est irréductible, on en déduit W = V. L’application linéaire V. — V,,
qui & tout vecteur wug associe le vecteur Zé”ka{f est alors un entrelacement bijectif entre les

représentations m et m,,. <o
Théoréme 2.12. Soit 7: sl(2,C) — gl(V') une représentation. Alors
1. toute valeur propre est entiere ;
2. les endomorphismes 7(X) et 7(Y) sont nilpotents ;
3. 81§ =™ X" Mer(X) . v 5V alors St(H)S™' = —n(H);
4. si k € Z est valeur propre de w(H), alors — |k|, —|k| + 2, ..., |k| sont encore des valeurs
propres.

Démonstration. Lorsque la représentation est irréductible, ¢a découle de ce qui précede. Traitons
le cas général. Le groupe G := SU(2, C) est compact et son algebre associée g = su(2,C) est de
complexifié s[(2, C). Ainsi d’aprés un résultat suivant, la représentation 7 est une somme directe de
représentations irréductibles

V=Ve -V

On se rameéne alors au cas particulier. o

2.3. Réductibilité
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Définition 2.13. Une représentation de groupe ou d’algebre de Lie est complétement réductible si
elle est isomorphe a une somme directe d’'un nombre fini de représentations irréductibles.

Exemple. La représentation

1 ¢
t€R|—><0 1

) e GL(2,0)

n’est pas complétement réductible.

Proposition 2.14. Soit (II, G) une représentation complétement irréductible. Alors
— si U C V est invariant, alors la représentation restreinte & U est completement invariant ;

— si U C V est invariant, il existe un W C U invariant tel que U =V & W.

Faisons la remarque suivante. Soient V' un espace euclidien ou hermitien et IT: G — GL(V)
une représentation unitaire. Si W C V est invariant, alors W+ D'est encore.

Corollaire 2.15. Si II est unitaire, alors elle est completement irréductible.

Théoréme 2.16. Si I est une représentation d’un groupe de Lie compact G, alors il existe un
produit scalaire sur V' qui rend II unitaire.

Corollaire 2.17. Avec les mémes notations, la représentation II est irréductible.
Pour cela, on utilise le théoréme suivant.

Théoréme 2.18. Soit G' un groupe topologique compact. Alors il existe une mesure de probabilité
sur G qui est invariante par multiplication a gauche, appelée la mesure de Haar.

Idée. On a un isomorphisme g ~ T.G. Notons d := dim G. On choisit sur TG une d-forme linéaire
alternée non nulle a.. On définit sur chaque TG une forme linéaire alternée oy par informellement
I’égalité
ag(X1,...,Xq) = ae(Xlg_l, .. 7ng_l)
et plus formellement par ’égalité
Oég(Xl, e ,Xd) = Oée(d(Rg—l)g . Xl, ey d(Rg—l)g . Xd)

Alors l'application
a:geGr— ay

est une d-forme différentielle non nulle. Pour toute fonction f € €*°(G,R), on pose alors

/fdu::/Gfa. o

Preuve du théoréme 2.16. On note p la mesure de Haar sur G. 1l suffit de considérer le produit
scalaire (-, )¢ définie par 1'égalité

(u, v) = /G (@ urg-v) du(g). o
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Algebres de Lie résolubles

Définition g.1. L’algebre de Lie dérivée d'une algebre de Lie g est I’ensemble
2(g) ={(X,Y) | X, Y € g}.
C’est un idéal de l'algébre g. On définit les ensembles 2" (g) avec n € N en posant
2°@) =9 et Z"(g):=2(2"(9))
L’algebre g est résoluble s'il existe un entier n > 1 tel que 2"(g) = {0}.

Exemples. Une algebre de Lie abélienne est résoluble. L’algebre des matrices triangulaires supé-
rieures est résoluble.

Proposition 3.2. Soit n > 1 un entier. Alors 'ensemble *2"(g) est un idéal de g.

Démonstration. 11 suffit d’utiliser I'identité de Jacobi. o

Remarque. Soit g une algebre de Lie résoluble. On note n > 1 le plus petit entier tel que
9" (g) = {0}. Alors l'algebre 2"~ 1(g) est abélienne.

Théoréme 3.3 (Lie). Soient g une algebre de Lie non nulle et 7: g — gl(V') une représentation
complexe. Alors il existe un vecteur v € V'\ {0} qui soit un vecteur propre des endomorphismes 7(X)
avec X € g.

Corollaire 3.4. Sous les mémes hypotheses, il existe une base de V' dans laquelle tous les endomor-
phismes 7(X) avec X € g ont une matrice triangulaire supérieure.

Lemme 3.5. L’algebre g est résoluble si et seulement si, pour tout idéal non nul b C g, il existe un
idéal h; C h de codimension 1.

Démonstration. On suppose d’abord que l'algebre non nulle g est résoluble. Soit g3 C g un
sous-espace vectoriel de codimension 1 qui contient 2(g) C g. Alors c’est un idéal puisque

VXEQ, vyeglv [X7Y]€‘@(g)cgl

Soit h C g un idéal non nul. Alors 'algebre h est résoluble puisque I’algébre g I’est. On applique la
remarque précédente pour trouver un tel idéal h; C b.
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Réciproque, on suppose que, pour tout idéal non nul h C g, il existe un idéal h; C bh de
codimension 1. On peut alors construire une suite d’idéal

g=00Dg1 D Dga1 D {0}
avec d := dim g. Il suffit alors de montrer que
PD(gk) C Gry1, O0<k<d—2.

On sait déja que Z(gx) C gr. On note gi = gr41® CX puisqu’il est de codimension 1. Soient U,V €
gr deux éléments qu’on écrit sous la forme

U=Ug+1 +Xu et V=V + Xv.
Alors on montre que [U, V] € ggi1. o

Preuve du théoréme 3.3. On procede par récurrence sur la dimension d de I'algébre g. Lorsque d =
1, c’est clair. On suppose que d > 1 et on suppose le résultat pour les algebres de Lie de dimension < d.
D’apres le lemme, il existe un idéal h C g de codimension 1 qu’on écrit g = h @ CX. Par I’hypothese
de récurrence, il existe un vecteur eg € V tel que

VH € b, IX(H) € C, w(H)eg = A(H)ep.
Si le vecteur eq est propre pour I’endomorphisme 7(X), c’est fini. Sinon on pose
W = Vect(m(X)"eo)nen = Vect(eg, ..., ep) avec eg = m(X)¥eo.

Alors c’est un sous-espace vectoriel stable par 'endomorphisme 7(X), donc ce dernier admet une
valeur propre dans W. Pour conclure, il suffit donc de montrer que

VH € h, Ywe W, m(H)w = A H)w.
Soit H € h. On sait que m(H)eyg = A(H)eg, donc
m(H)ey = w(H)n(X)eo = n(X)w(H)eo + n([H,X])eo avec [H,X]€ b
= NH)ey + N[H, X])eo.
En effectuant une récurrence immédiate, on montre que
Vk{0,...,p}, m(H)er = MH)er + AN[H, X])ex—1.
Ainsi la matrice de 'endomorphisme 7(H)|w dans la base (e, ..., e,) est triangulaire supérieure
ce qui permet d’écrire
(e (H)) = pA(H).
Comme tr([7(H),n(X)]) =0 et [H, X] € h, on trouve A([H, X]) = 0 ce qui conclut. o

Lemme 3.6. Soient g une algébre de Lie et h C g un idéal. Si les algebres b et g/h sont résolubles,
alors ’algebre g est résoluble.

Démonstration. On utilise le lemme précédent. o

Lemme 3.7. Soient g une algebre de Lie et by, ho C g deux idéaux résolubles. Alors I’algebre by + b2
est un idéal résoluble de l'algebre g.

Démonstration. On vérifie d’abord que V'algebre h; + hy est un idéal de l'algebre g. Ensuite,
montrons qu’il est résoluble. En effectuant une récurrence, on montre que

(b1 +b2) = 2(b1) + Z(b2) mod by N by,
puis
2" (b1 +b2) = 2"(h1) + 2" (h2) mod b1 N ba.

Ceci implique que le quotient (1 + bh2)/b1 N b est résoluble. Mais comme ’algébre h; N ha est
résoluble, le lemme précédente montrer que 1’algebre h; + ho est résoluble. o

Corollaire 3.8. On peut définir le plus grand idéal résoluble d’une algebre de Lie g, on I’appelle le
radical résoluble de I’algébre g et on le note rad(g).

3.2. Algebres de Lie nilpotentes
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Théoréme 3.9 (Engel). Soit g une algebre de Lie. Alors les points suivants sont équivalents :

(i) pour tout élément Z € g, 'endomorphisme adz est nilpotent ;
(ii) il existe un entier m > 0 tel que €°(g) = {0} avec

¢%g) =g et " (g) =[9,¢"(a)l.

(iii) il existe une base de l'espace g dans laquelle les matrices des endomorphismes ady avec Z € g
sont triangulaires supérieures.

Dans ce cas, on dit que l'algebre g est nilpotente.

Remarque. Une algebre de Lie abélienne est nilpotente.

Remarque. Pour tout endomorphisme nilpotent X € gl(n, C), 'endomorphisme adx est aussi
nilpotent. Ainsi une algebre de Lie constituée de matrices nilpotentes est elle-méme nilpotente,
mais la réciproque est fausse : 'algebre des matrices diagonales est abélienne et donc nilpotente,
mais ses éléments ne sont pas nilpotent.

Corollaire g.10. Une algebre de Lie résoluble est nilpotente.

Preuve du théoréme. L’implication (iii) = (i) est claire. On vérifie aisément I'implication (iii) =
(ii). Par ailleurs, I'implication (ii) = (i est aussi facile en montrant

VZ,X cg, ady(X) e €*(g).

Il reste & montrer 'implication (i) = (iii). Pour cela, on utilise le lemme suivant : on applique
avec g’ = ad g et on fait ensuite une récurrence. o

Lemme 3.11. Soit g’ C gl(V') une algebre de Lie dont tous les éléments sont nilpotents. Alors il
existe un vecteur v € V tel que
VX eg, Xv=0.

Démonstration. On procéde par récurrence sur la dimension d de l’espace g'. Lorsque d = 1,
le résultat est clair. On suppose d > 1 et le résultat pour des algebres de dimension < d. Soit
h C ¢’ une sous-algébre de Lie stricte maximale. Montrons qu’elle est de codimension 1. Les
éléments de b sont nilpotents. Soit H € . Alors 'endomorphisme ady induit un endomorphisme
nilpotent H* de g/h. Alors 'ensemble {H* | H € h} est une sous-algébre de Lie et gl(g/h) constituée
d’éléments nilpotents. Comme dim f > 1, on a dim g/h < d. En utilisant ’hypothése de récurrence
sur l'algebre g/b, il existe un élément X € g\ b tel que

VHebh,  H*(X modh) =0,

c’est-a-dire
VHeh,  adx(H)=[X,H]€b

Donc 'algebre h @ CX est une sous-algebre de Lie de g. Par maximalité, on en déduit g = @& CX.
Finalement, la sous-algebre h est de codimension 1 et c’est un idéal.

Notons W :={e € V |VH € b, He = 0}. Ce sous-espace vectoriel n’est pas nul par hypothése de
récurrence. De plus, il est stable par 'endomorphisme X toujours grace a ’hypothese de récurrence.
Il existe donc une vecteur propre w € W de I’endomorphisme X. Mais ce dernier étant nilpotente,
la valeur propre associée est nulle, donc Xw = 0. Comme Hw = 0 pour H € b, on en déduit le
résultat. o

Théoréme 3.12 (représentation d’algébre nilpotente). Soit h une algebre de Lie nilpotente
et p: h — gl(V) une représentation complexe de dimension finie. Alors il existe des formes
linéaires A1,..., \x € b* et des sous-espaces vectoriels invariants V7,...,Vy C V tels que

- V=& - oV
— pour tout élément H € h, 'endomorphisme induit p(H)

v, admet pour valeur propre \;(H).

Démonstration. On effectue une récurrence sur la dimension d de I'espace V.

— Soit, pour tout H € b, 'endomorphisme p(H) admet une seule valeur propre A\(H) ce cela
conclut.
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— Soit il existe un élément Hy € b tel que 'endomorphisme p(H) admette au moins deux

valeurs propres i1, ...,u, € C. Alors on pose V; = Ker(p(H) — p;1d)* les sous-espaces
caractéristiques. Alors V' = @ V; et les espaces V; sont invariants par les endomorphismes p(H).
On vérifie alors le reste. o

Formes de Killing

Définition 3.13. Soit g une algébre de Lie. Sa forme de Killing est la forme bilinéaire

| axg—K,
S (X,Y) — tr(ad(X) o ad(Y)).

Quand il n’y aura pas d’ambiguité, on notera B la forme de Killing.

Lemme 3.14. La forme B est ad-alternée, c’est-a-dire

Bad(X)(Y), 2) = —B(Y,ad(X)(2)), VX.Y.Zeg.

Démonstration. Pour trois éléments X,Y, Z € g, on calcul

B(ad(X)(Y), Z) = Tr(ad(ad(X)(Y)) 0 ad(Z))
= tr(ad([X,Y]) o ad(Z))
= tr([ad(X),ad(Y)] c ad(2))
=tr(ad(X)ocad(Y)oad(Z) —ad(Y) cad(X) cad(Z))
=tr(ad(Y) o (ad(Z) cad(X) — ad(X) cad(Z2)))
= —B(Y,ad(X)(Z)).

Lemme 3.15. Soient g une algebre de Lie.

1. Soit o C g un idéal. Alors I'orthogonal at pour la forme By est un idéal de l'algébre g et il

vérifie [, o] C gt. En particulier, 'orthogonal g+ est un idéal.

2. Soit @ C g un idéal. Alors B, = Bglaxa-
3. Soit av C g un idéal abélien. Alors o C g*.

Démonstration. 1. L’orthogonal a- est bien un sous-espace vectoriel de ’espace g. Montrons

que c’est un idéal. Soient Z € at et Y € g. On veut montrer que [Y, Z] € a*. Pour tout
élément X € , comme [X,Y] € a et Z € o, on trouve

B([Y, Z],X) = B([X,Y], Z) = 0.

D’ou [Y, Z] € a*. De la méme maniére, on montre que [, o] C g*.

. Choisissons une base de I’'espace a qu’on compléte en une base de 'espace g. Dans cette base,

la matrice de 'endomorphisme ad(X) avec X € « est de la forme

* *
0 0)°
Le produit de deux telles matrices est encore de cette forme. Par conséquent, pour deux

éléments X,Y € «a, on obtient

*1 kg

By(X,)Y) = tr( 0 0) =tr(x1) = tr(ada(X) cad,(Y)) = Bo(X,Y).

. Soit X € a. La matrice de 'endomorphisme ad(X) est alors de la forme

6 o)

Soit Y € g. Alors la matrice de 'endomorphisme ad(Y") est de la forme

G2
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donc la matrice de I’'endomorphisme ad(Y") o ad(X) est de la forme
0 =
0 0/’
donc sa trace est nulle, c’est-a-dire By(X,Y) =0. D’ott o C g. o

Corollaire 3.16. On suppose que la forme By est non dégénérée. Soit a C g un idéal. Alors la
forme B, est non dégénérée et

g=ad at.
Démonstration. D’abord, montrer que
dim o + dim o = dim g. (*)
Considérons 'application linéaire
g—g,

X +— (Y — B(X,Y))
Comme la forme B est non dégénérée, son noyau est nul. L’application ¥ est donc un isomorphisme.
Par ailleurs, la restriction
g* — Oé*
L— o

est surjective. Ainsi la composition
g— Oé*,
X — (Y — B(X,Y))

est surjective. Le théoréme du rang donne alors rg ® + dim Ker ® = dim g. Mais comme
rg® = dima* = dim et Ker® = ot

cela conclut Pégalité (x).

Il reste & montrer que o N = {0}. L’intersection b := aN at est un idéal. Montrons qu’il
est abélien. Soient X,Y € anat. Alors [X,Y] € [o,at] C g = {0}. Donc il est abélien. Ainsi
la proposition précédente assure que b C g+ = {0}. D’ott b = {0}. Finalement, avec le précédent
paraphe, on arrive a 'égalité o ® ot = g.

Terminons la preuve en montrant que la forme B, = Bg|axa est non dégénérée. Si un élé-
ment X € « est orthogonal & toute I’algébre a, alors X € gt, donc X = 0. o

A présent, on souhaite montrer le théoréme suivant.

Théoréme 3.17 (critére de résolubilité de Cartan). Une algebre g est résoluble si et seulement si

Pour cela, on va utiliser les lemmes qui suivent.

Lemme 3.18. Soient V un C-espace vectoriel de dimension finie et X € gl(V') un endomorphisme.
Notons D + N sa décomposition de Dunford. Alors I'expression ad D + ad N est la décomposition
de Dunford de ’endomorphisme ad X.

Démonstration. Vérifions que les endomorphismes ad D et ad N commute. Pour tout élément
Y eg,ona

adDoad N(Y) = [D,[N,Y]]
= [D7 [N7Y]]
=D(NY -YN)—- (NY -YN)D
=DNY - DYN-NYD+YND
=NDY -DYN-NYD-+YDN
=adDoadD(Y).
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Vérifions que I’endomorphisme ad IV est nilpotent. Notons k 'indice de nilpotence de ’endomor-
phisme N. Alors pour tout élément Z € g, on a

k 2 2k i r72k—1
(adN)kz =" Niz*=i = .

)
i=0
Il reste a voir que I’endomorphisme ad D est diagonalisable. Comme ’endomorphisme D est
diagonalisable, on peut supposer que D = diag(A1,...,\,). Pour tous indices i, € [1,n], on a

ad D - Ei,j = (>\z — Aj)Ei,]W
Ainsi la famille (E; j)1<;,j<n est une base de diagonalisable de I’endomorphisme ad D o
Lemme 3.19. Soit A € gl(V) un endomorphisme. Notons D + N sa décomposition de Dunford.
Alors il existe un polynéme P € C[X] tel que
P0)=0 et D = P(A).

Démonstration. Soient A1,...,A; € C les valeurs propres de ’endomorphisme A dont on note
ni,...,n, = 1 leurs multiplicités. Soit i € [1,k]. On pose
Qo= TT0x = 2.
J#i

Par le théoréme de Bézout, il existe des polynémes R;,S; € C[X] tels que

RiQi + Si(X —\)" =
L’endomorphisme m; :== R;(A)Q;(A) est le projecteur sur I'espace caractéristique Ker(A — \; Idy )™
parallelement a la somme des autres. Dans ce cas, ’endomorphisme D = Zi;l A\;T; est un polynoéme

en la matrice A. En posant P := > | A\;R;Q;, il reste & montrer que P(0) = 0. Distinguons deux
cas.

— On suppose que 0 est une valeur propre de A. Alors il existe un vecteur v # 0 tel que Av = 0.
En notant P = Z?:o a; X%, on obtient 0 = Dv = P(A)v = agv, donc ag = 0, donc P(0) = 0.

— On suppose que 0 n’est pas une valeur propre de A. Alors on remplace le polynéme P par le
polyndme P — P(0)/x4(0) x x4 et on se rameéne au cas précédent. o

Proposition 3.20. La forme de Killing d'une algebre de Lie nilpotente est nulle.

Attention, la réciproque est fausse. En effet, considérons ’algebre de Lie

z 0 y
g = 0 iz z| |=zy,z€C
0 0 0

On peut vérifier qu’il est résoluble, non nilpotente et By = 0.

Démonstration. Soit g une algebre de Lie nilpotente. D’apres le théoreme d’Engel, il existe une
base de l'algebre g dans laquelle les matrices des endomorphismes ad X avec X € g sont triangulaires
supérieures de diagonales nulles. Dans ce cas, la forme de Killing est nulle. o

Proposition 3.21. Une algeébre g est résoluble si et seulement si Palgebre [g, g] est nilpotente.

Démonstration. On suppose que l'algébre g est résoluble. Alors on peut trigonaliser simultanément
tous les endomorphismes ad X avec X € g. Alors pour deux éléments X,Y € g, la matrice de
I'endomorphisme ad[X, Y] est le crochet de deux matrices triangulaires supérieures, donc c’est une
matrice triangulaire supérieure & diagonale nulle, donc I’endomorphisme ad[X, Y] est nilpotent. Le
théoréme d’Engel assure alors que 'algebre [g, g] est nilpotente.

Réciproquement, on suppose que l’algébre [g, g] est nilpotente. Pour tout entier k£ > 1, on a

2" (g) = 2"((9,9)) € €*((g,9]).

A partir d’'un certain rang k > 1, on peut écrire €%([g,g]) = {0}, donc Z**+'(g) = {0}. Ainsi
I’algebre g est résoluble. o
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Preuve du théoréme de Cartan. On suppose que l'algebre g est résoluble. D’apres le théoreme
de Lie, il existe une base de I’algebre g qui trigonalise simultanément les endomorphismes ad X
avec X € g. Alors la matrice de 'endomorphisme adY avec Y € [g, g] est triangulaire supérieure
de diagonale nulle. En particulier, la matrice ad X ocadY avec X € g et Y € [g, g] est triangulaire
supérieure de diagonale nulle, donc B(X,Y) = 0. Cela conclure le sens direct.

Réciproquement, on suppose que B(g, [g,g]) = {0}. Par la proposition précédente, il suffit de
montrer que 'algebre [g, g] est nilpotente. D’apres le théoreme d’Engel, il suffit d’établir que les
endomorphismes ad X avec X € [g, g] sont nilpotents. Posons

n:={Aegl(g) | [A adg] Cadlg,g]}
Vérifions que, pour tous éléments A € n et Z € ad|g, g], on a tr(4A o Z) = 0. En effet, on calcul
tr(Aoad[X,Y]) =tr(Aofad X,adY])

=tr(Aoad X oadY) —tr(AoadY oad X)

=tr(Aocad X oadY) —tr(ad X o AoadY)

=tr([A,ad X]oadY) avec [A,adX] € ad[g,g]

=0.
Maintenant, on admet provisoirement le lemme suivant. Dans ce dernier, on prend

V=g, E=adg et F = ad[g, g].

Alors T' = n. En appliquant le lemme, on trouve que I’endomorphisme z = ad X, en vertu du
précédent paragraphe, est nilpotent ce qui conclut la preuve. o

Lemme 3.22. Soient V un C-espace vectoriel de dimension finie. Soient E, F' C gl(V') des sous-
espaces vectoriels tels que F' C E. On pose

T:={uecgl(V)|[uE]CF}.
Soit x € T' un endomorphisme tel que
Yy eT, tr(zoy) =0.
Alors ce dernier est nilpotent.

Démonstration. Soient Aq1,..., A\, € C les valeurs propres de ’endomorphisme z. On pose
H = Vectg (A\1,...,\,) C C.
Le but est de montrer que H = {0} ce qui conclura que "endomorphisme z est nilpotent. Pour cela,
on va vérifier que H* = {0}. Soit x € H*. Montrons que
Vi e [1,n], x(A;) =0.
On note D + N la décomposition de Dunford de ’endomorphisme x. Soit % une base de diago-

nalisation de ’endomorphisme D. Dans cette base, on considére 'endomorphisme y € gl(V') de
matrice

Matg(y) = diag(x(A1), ..., x(An))-

Montrons qu’alors I’endomorphisme ad Y est un polynéme en I’endomorphisme ad X sans terme
constante. On sait qu’il existe un polyndéme P € C[X] tel que

P()\l—)\]):X(/\Z—)\]), Z,]G [[1,%]]
En particulier, le polynéme P n’a pas de terme constant puisque P(0) = x(0) = 0. Par ailleurs,
pour tous indices ¢,j € [1,n], on obtient

(ady)Ei; = (x(Ai) — x(Aj)) Ei;
— P(\i — \)Ei
= P(ad D)Ez,]
Do adY = P(ad D). Or on a déja vu qu’il existe un polynéme @ € C[X] sans terme constant tel
que ad D = Q(ad ). Ainsi adY = PoQoadx avec P o Q(0) = 0. On écrit alors
d

ady = Zai(adx)i.

i=1
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Comme x € T, on a [z, F) C F|, donc (adz)E C E. De proche en proche, on obtient alors
(adz)*E C F, Vk > 1.
Ainsi (ady)E C F, doncy € T. Or

0=tr(zoy) = Z)\iX()‘i)v
i=1

donc la R-linéarité de 'application y donne

ce qui conclut \y =--- =\, =0. o

Radical résoluble et algebre de Lie semi-simple

On rappel les résultats suivants.

Lemme 3.23. 1. Toute sous-algebre et image par homomorphisme d’une algebre de Lie résoluble
est résoluble.
2. Soient g une algebre de Lie et h C g un idéal. Si les algebres b et g/bh sont résolubles, alors
I’algebre g est résoluble.
3. Soient g une algebre de Lie et by, ho C g deux idéaux résolubles. Alors lalgebre h; & ha est
un idéal résoluble de I’algebre g.

Définition-proposition 3.24. Soit g une algebre de Lie de dimension finie. Alors il existe un unique
idéal résoluble maximal pour 'inclusion de I’algebre g, noté rad g et appelée le radical résoluble de
l’algebre g.

Définition 3.25. Une algebre de Lie g est simple si elle n’est pas abélienne et elle n’a aucun idéal
non trivial.

Remarque. Une algebre de Lie ne peut étre a la fois résoluble et simple.

Théoréme 3.26. Une algebre de Lie g de dimension finie est semi-simple si les conditions équiva-
lentes suivants sont vérifiées :

(i) radg = {0};
(ii) la forme de Killing By est non dégénérée;
(iii) il existe des idéaux simples g1,...,g9r Cgtelsqueg=g; D - D gi-

Démonstration. On suppose que rad g = {0}. On sait que I'orthogonal g est un idéal, donc
BgJ_ = Bg|gj_><gJ_ =0.

D’aprés le critere de résolubilité de Cartan, 1’algebre gt est résoluble, donc g+ C rad(g) = {0},

donc g+ = {0}. Ainsi la forme de Killing est non dégénérée.

On suppose que la forme de Killing est non dégénérée. On effectue une récurrence sur la
dimension de ’algebre g. L’initialisation est claire. Si I’algeébre g est simple, c’est terminé. Sinon
elle est soit abélienne soit un idéal non triviale. Le premier cas étant impossible, elle admet alors
un idéal non trivial @ C g. On a vu g = a ® a* ou les formes B, et B,. sont non dégénérées. On
peut donc appliquer I’hypothese de récurrence aux algébres a et at pour conclure le point (iii).

Enfin, on suppose qu’il existe des idéaux simples g1,...,9r C g tels que g = g1 & -+ D g
Soit m;: g —> ¢; la projection sur le i-iétme facteur. L’image 7;(rad g) est un idéal résoluble de
lalgebre simple g;, donc m;(rad g) = {0}. D’ou rad g = {0} o

Exercice 3. 1. Soit g une algebre de Lie semi-simple. Il existe des idéaux simples g1,...,0x C @
tels que g = g1 @ - - - @ gx. Montrer que tout idéal de I'algebre g est de la forme €, ; g; pour
une partie I C [1, k].
2. Montrer que les idéaux simples g; sont uniquement déterminés, a I'ordre pres, comme les
idéaux minimaux.
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Proposition 3.27. Soit g une algébre de Lie. Alors le quotient g/ rad g est semi-simple.

Démonstration. Notons m;: g — g/ rad g le morphisme canonique. Alors il fournit la suite exacte
0 — radg — 7 *(rad(g/rad g)) — rad(g/radg) — 0.

Comme les algebres rad g et rad(g/ rad g) sont résolubles, donc 'idéal 7~ (rad(g/rad g)) est réso-
luble, donc il est inclus dans rad(g), donc

radg = 7~ (rad(g/rad g)),
donc rad(g/rad g) = {0}. o

Compléments culturels : les facteurs de Levi

Définition-proposition 3.28. Soient « et b deux algebres de Lie et 0: b — gl(«) une représentation
telle que o(b) C Der(a). Pour (X, X’) € a? et (Y,Y”) € b2, on pose

(X, X", (V,Y)] == ([X, X'] — o(Y)X' — o(Y")X,[Y,Y']) € a x b.

Ce crochet définit une structure d’algebre de Lie sur le produit « x b, notée o x, b. L’ensemble ax {0}
en est un idéal et Pensemble {0} x b une sous-algebre.

Définition 3.29. Un facteur de Levi d’une algebre de Lie g est une sous-algebre m C g telle que
maradg =g.
Soit m C g un facteur de Levi. Alors I'application

m — Der(rad g),
Vi — (X — —[X,Y])

est une représentation et ’application
radg X m — g,
X, V)— X+Y

est alors un isomorphisme d’algebres de Lie.

T:

Théoréme 3.30. Soit g une algebre de Lie de dimension finie. Alors elle admet au moins un facteur
de Levi.

Automorphismes et dérivations

Rappel. L’ensemble Der(g) est une sous-algebre de lalgébre gl(g). L’ensemble ad g, appelée
Uensemble des dérivations intérieures, est un idéal de l'algebre Der(g).

Proposition 3.31. L’ensemble Aut(g) des automorphismes est un groupe de Lie dont I'algebre de
Lie est ensemble Der(g).

Démonstration. L’ensemble Aut(g) est bien un sous-groupe du groupe GL(g). De plus, il est fermé
en utilisant la continuité du crochet.
Soit U € gl(g) un endomorphisme tel que

vVt € R, etV € Aut(g).
Soient t e Ret Y, Z € g Alors
VX, Y] = [V X, VY.
En dérivant et en évaluant a ’origine, on obtient
UX,Y]|=[UX, Y]+ [X,UY].

Ainsi ’'endomorphisme U est bien une dérivation. Réciproquement, soit § € Der(g) une dérivation.
Soient t € R et XY € g. Alors

i +oo tnen
OIX, Y] =)

n=0

[X,Y].

n!
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Or pour tout entier n € N, une simple récurrence permet d’écrire
n
n
X Y] =) (k) (6% X, 67 FY ).
k=0
Ainsi on obtient

ts _ n\ 1 o n—k
e’[X,Y] = (k)n![é X, 0" X]

_ ZZ {(WX o kX]
7—=0 k=0 kU (n = k)t
= [et‘sX, et‘sY]. o

%IiM%
- 1M

Théoréme 3.32. Soit g une algebre de Lie semi-simple. Alors ad g = Der(g), c’est-a-dire que toutes
les dérivations sont intérieures.

Démonstration. Montrons d’abord que g ~ adg. Si X € Ker(ad), alors B(X,Y) = tr(ad X o
adY) =0, donc X € gt = {0}. D’ott Ker(ad) = {0}.

Soit p := (ad g)* I'orthogonal pour Bper(g)- La forme de Killing Bpe,(g) restreinte a adg est
Baag ~ By qui est non dégénérée, donc

(adg) U (adg)* = {0} .
On considere 'application
Der(g) — (adg)",
8 — Bper(g)(6,-)
Son noyau est (ad g)*. D’aprés le théoréme du rang, on a donc
dim Im ¢ + dim(ad g)* = dim Der(g),

donc
dim(ad g)* > codim(ad g),

donc
adg @ (adg)t = Der(g).

Comme ad g et (ad g)* sont deux idéaux, pour tout élément 6 € (adg)*, on a

VX € g, [0,ad X] =0,
donc
VX €g,  ad(0X)=
Comme Ker(ad) = {0}, on en déduit VX € g,6X =0, donc § = 0. D’out (ad g)* = 0. o

Corollaire 3.33. Toute algebre de Lie semi-simple est isomorphe a 1’algebre de Lie du groupe de
ses automorphismes.

Théoréme 3.34. Soit g une algebre de Lie réelle. Alors il existe un groupe de Lie linéaire dont
I’algebre g est ’algebre de Lie.

Théoréme 3 35. Soit g une algébre de Lie sur un corps k de caractéristique nulle. Alors il existe
un entier n > 1 tel que 'algébre g soit isomorphe a une sous-algebre de gl(n, k).
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Sous-algebres de Cartan

Définition 4.1. Le rang d’une algebre de Lie g est le nombre
rgg :=min{n € N|3X € g, dimg’(ad X) = n}

ot la notation g°(ad X) désigne le sous-espace caractéristique de 'endomorphisme ad X associé a
la valeur propre O.

Remarques. — Le rang est le plus grand entier n € N tel que
VX cg, dimg’(ad X)>n.
— Comme ad(X)X = 0 pour tout X € g, on obtient rgg > 1. Par ailleurs, on a rgg < dimg.

— L’algebre g est nilpotente si et seulement si dimg = rgg.
Lemme 4.2. Soit g une algebre de Lie réelle. Alors rgg = rg gc-
Démonstration. L’application

g — gl(g),
X+—adX

est linéaire et donc polynomiale. Par ailleurs, I’application
M — xp(T) == det(T1dg — M)

est polynomiale. Ainsi leur composée est encore polynomiale. Pour X € g, on écrit
dim g

Xaax (T) = Y pi(X)T".
i=0

Or une fonction polynomiales en plusieurs variables X1, ..., X qui s’annule sur R¥ est nulle. Mais
Ientier rg g est le plus grand entier n € N tel que

VX € G, Vi <dimg, pi(X)=0
et de méme pour l'entier rg gc. Les polyndmes p; ne changeant pas lorsqu’on est sur l'algebre g
et gc, on en déduit le lemme. o
Définition-proposition 4.3. Un élément X € g est régulier si
dimg®(ad X) = rgg.

Sinon il est singulier. Alors 'ensemble Reg(g) des éléments singuliers est un ouvert dense n’ayant
qu’un nombre fini de composantes connexes si k = R et étant connexe sur k = C.
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Avec les notations de la preuve précédente, on a Reg(g) = p;zy (k™) & moins que Reg(g) = dim g
auquel cas tout élément est régulier. L’ensemble Reg(g) est donc un ouvert de Zariski. On peut
alors en déduire la proposition (cf. cours de géométrie algébrique).

Exemple. Prenons g = sl,;1(C). Montrons que rgg = n. Soit X = diag(\1,...,A\p+1) avec
>~ A; = 0. Les matrices diag(1,-1,0,...,0), ..., diag(1,0,...,0,—1) et E; ; avec ¢ # j forment
une base de g. L’endomorphisme ad X a pour valeurs propres correspondantes 0, ..., 0. Comme
(X, E; ;] = (AN —Aj)E; 4, donc si A; # Aj, les valeurs propres est de multiplicité n. L’ensemble Reg g
étant une ouvert dense, il existe un élément diagonalisable X € Regg. A une conjugaison prés, on
peut donc se ramener au cas diagonal. D’ou rgg = n.

Définition 4.4. Une sous-algebre ) C g est de Cartan si

— c’est une algebre nilpotente ;
-b={Yeg|[Y;b]Ch}

Théoréme 4.5. Soit g une algebre de Lie.
1. Alors ses sous-algebres de Cartan sont précisément les ensemble de la forme g°(ad X) avec X €
Reg(g). Elles sont donc de dimension rgg.
2. L’action du groupe Aut(g) sur 'ensemble des sous-algebres de Cartan est transitive si k = C
et n’a qu'un nombre fini d’orbites si k£ = R.

3. On suppose que l'algebre g est semi-simple. Alors une sous-algebre h C g est de Cartan
si et seulement si elle est abélienne maximal et tout endomorphisme ad X avec X € b est
semi-simple. Si plus, si X € h N Reg(g), alors

h=go(ad X) ={Y € g |[X,Y] =0}

ou la notation go(ad X) désigne le sous-espace propre de ’endomorphisme ad X associé a la
valeur propre 0.

Pour montrer ce théoréme, on aura besoin de résultats intermédiaires.

Lemme 4.6. Soient h C g une sous-algebre de Cartan. Alors
1. I’algebre § est nilpotente maximal ;
2. si m C g est une sous-algebre contenant b, alors h est une sous-algebre de Cartan de m;
3. si k =R, alors h¢ est une sous-algebre de Cartan de gc.
4. Pour X € b, posons Sy(X) = det((ad X)4/p). C’est un polynéme non nul sur b.

Démonstration. 1. Soit ¢ D h une sous-algebre nilpotente. Raisonnons par ’absurde et suppo-
sons que p # h. Alors p/h # {0}. Regardons

.| b — End(p/b),
H+— (ad H)|, mod b.

qui est bien défini et c’est une représentation de . Mais I'algebre ¢ est nilpotente, donc ’en-
domorphisme (ad H)|,, avec H € b est nilpotent. Ainsi I'image ¢(f)) est constituée d’éléments
nilpotents. Par le théoréme de Lie, les éléments de ¢(h) admettent un vecteur propre commun,
donc il existe un vecteur v € p/h\ {0} tel que (H)v = 0 pour tout H € h. Soit V € p\ {0}
un élément relevant v. Alors [H,V) =0 mod h, donc V normalise fj, donc V' € h ce qui est
absurde.

3. On a [h,[h,[...,b]] = {0} et c’est encore vrai pour he = b @ ibh, donc h¢ est nilpotente.

4. Si H € b, alors my/p(ad X - H) = 7y ([x, H]) = 0, donc 'endomorphisme (ad X)g/y induit
sur g/b est bien définie. Alors l'application

p=(ad-)g/p: b — gl(g/bh)

est une représentation d’une algebre de Lie nilpotente. D’apres le théoreme sur les représen-
tations d’algebres de Lie nilpotentes, on peut trouver une base de triangulation tel que les
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endomorphismes p(H) avec H € § sont triangulaires par blocs ol les blocs sont de la forme

Ai(H)
avec \; € h*. Donc
Sy(H) =det p(H) = H)\fi avec d; € N™.

Si ce polyndme était nul, alors une des formes linéaires \; serait nulles et on aurait un bloc

de la forme
0 *

0

donc il existerait une vecteur propre commun v € g/h \ {0}. Comme précédemment, on aurait
alors un relevé V' qui est dans le normalisation de b ce qui est impossible. o

Proposition 4.7. Soit X € g un élément régulier. Alors
hi=gadX)={Y cg|3k>1, (ad X)*Y =0}

est une sous-algebre de Cartan.

Lemme 4.8. Soient A et y deux valeurs propres de ad X. Notons g* := Ker(ad X — AIdy)4ims.
Alors
0", ¢"] C g**.

Démonstration. La preuve est basée sur la forme
k
k . .
(ad X — (A + p) Idg)*[Y, 2] = > (Z) [(ad X — ATdg)'Y, (ad X — p1dg)* 2]
i=1

qui s’obtient & partir de I'identité de Jacobi. Soient Y € g* et Z € g*. Alors

2dimg
(ad X — (A + p)Idg)2 Moy, Z] = (z) [(ad X — A1dy)'Y, (ad X — pu1dg)?4me=i7] = 0
i=1
car
~ sii>dimg, alors (ad X — A1dy)"Y = 0;
~ sii < dimg, alors (ad X — pldg)?dme=iz = 0. o

Preuve de la proposition 4.7. On pose b := g(ad X). Avec le lemme, on a [g°, g°] C g°, donc b
est bien une sous-algebre. On suppose & = C. Alors on peut décomposer ’algebre g est sous-espaces
caractéristiques
g= @g’\(adX) =hodg avec g = @g/\(adX).
A A£0

Regardons I'application
. h — C7
Py s det((ad V)l y)

qui est bien définie car [h,g*] = [g°, g*] C g, donc g’ est stable par les adjoints de h. Cette
application ¢ est un polynéme non nul car ¢(X) # 0 puisque les valeurs propres de (ad X)| sont
non nulles. Soit S :={Y € h | p(Y) # 0}. C’est un ouvert dense. Si Y € S, alors (ad X)|y n’a pas
0 comme valeur propre. Mais pas définition du rang, 'endomorphisme ad Y a au moins rg g fois la
valeur propre 0. Comme X € Reg(g), on a donc dim b = rgg, donc I'endomorphisme (adY')|, n’a
que la valeur propre 0, donc il est nilpotent. Ceci étant vrai pour tout Y € S, comme étre nilpotent
est une propriété fermée, tous les endomorphismes ad Y avec Y € h sont nilpotents. Donc I’algebre
h est nilpotente par le théoreme d’Engel.
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Il reste & montrer que h est son propre normalisateur. Soit Y € g un élément normalisant
b, c’est-a-dire [h,Y] C h. Comme h = g°, pour k assez grand, on a (ad X)*[X,Y] = 0, donc
(ad X)**1Y =0, donc Y € g° = b. o

Proposition 4.9. Soit h une sous-algebre de Cartan.
1. Si X € hNReg(g), alors h = g°(ad X).
2. Il existe un élément X € h N Reg(g).

Démonstration. 1. On suppose X € h N Reg(g). On veut montrer que h = g°(ad X). Pour
l'inclusion C, soit Y € h. Comme b est nilpotente, pour k assez grand, on a (ad X)*Y = 0,
donc Y € g°(ad X). D’ott h C g%(ad X). Mais comme ces deux algébres sont nilpotentes avec
h maximales, on en déduit 1’égalité.

2. On avait une application Sy : h — C qui était non nulle. Fixons un élément by € b tel que
Sp(bo) # 0. En écrivant g = h & V, alors la matrice de I’endomorphisme ad by est de la forme

(n(i)l. U(*b O))

ot U(bg) est inversible. Regardons Papplication
g X h — 8,
(a,b) — exp(ad a)b.

Alors
d¥ (0,50) (v, w) = (adv)bg + w, veEgG webh.

En faisant varier w, on voit Im(dV¥ g 3,)) D b. Par ailleurs, si 7: g — g/b est la projection,
alors

7o d¥ (g, (v,w) = (adv)by mod h
= [v,bp] mod b
= —U(bp)v mod b,

donc on a une surjection Im(dW¥ g 3,)) — g/h, donc Im(d¥ g 4,)) = g. Ainsi la différentielle
dW 5, est surjective, donc I'image de W contient un voisinage ouvert U du point (0, by) = bo.
Comme Reg(g) est dense, il existe un élément Y € Reg(g)NU. Ce dernier s’écrit Y = exp(ad a)b
avec a € g et b € h, donc b = exp(—ada)Y € Reg(g) car les éléments réguliers sont préservés
par automorphisme, donc b € Reg(g) N b. o

Preuve du point 2 du théoréme 4.5. On introduit sur ’ensemble Reg(g) la relation d’équivalence
~ engendrée par AutO(g), la composante connexe de l’identité, et 'appartenance a une méme
sous-algebre de Cartan. Autrement dit, on a X ~ Y si et seulement s’il existe un automorphisme
@ € Aut®(g) tel que X € ¢(g°(adY)). Les classes d’équivalences sont ouvertes. En effet, soient
X € Reg(g) un élément et U C g°(ad X) un voisinage ouvert de X. On peut supposer que
U C Reg(g). On regarde application

gxU — g,
(a,b) — exp(ad a)b.
Pour les mémes raisons que précédemment, sa différentielle d¥ o x) est surjective, donc I'image de
U contient un voisinage ouvert V de ¥(0, X) = X. Or tout élément Y € Im ¥ vérifie Y ~ X. Ceci
montre que les classes sont ouvertes.
Soit W une composante connexe de Reg(g). Alors on peut 1’écrire comme une réunion disjointe

d’ensemble C'NW ou C est une classe. Comme W est connexe, il est donc recouvert par une unique
classe. Si k = C, alors Reg(g) est connexe et il n’y a qu’une classe d’équivalence. o

Proposition 4.10. Soient g une algebre de Lie semi-simple et h C g une sous-algebre de Cartan.
1. La forme de Killing restreinte & b est non dégénérée.
2. La sous-algebre h est abélienne maximale.
3. Pour tout H € b, 'endomorphisme ad H est semi-simple.
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Démonstration. On suppose k = C. Comme § est nilpotente, la restriction ad |p: h — gl(g) est
une représentation d’une algebre de Lie nilpotente, donc les éléments ad H avec H € h s’écrivent
par blocs ou chaque bloc est de la forme

Ai(H)

avec \; € h*. Ainsi on peut écrire

a=Po™

ol on a noté g le sous-espace caractéristiques a tous les endomorphismes ad H. Comme précé-
demment, on a [g*, g#] C g*th.

Montrons que h = g°. En effet, soit H € h. Alors 'endomorphisme ad H| est nilpotente puisque
I'algébre b est nilpotente, donc h C g°(ad H). Ainsi

hc () o(adH) =g’
Hep
Soit H € h N Reg(g). On a déja vu que h = g°(ad H), donc g° O b.
Montrons que, pour toutes formes linéaires X, n € h* telles que A + o # 0, on a g* L g”. Soient
X cg*etY € gt Soit Z € g¥ pour un certain v. Alors

(ad X 0adY)Z = [X, [V, Z]] € gt 1),

La matrice de 'endomorphisme ad X oadY’) & une diagonale par blocs nuls car cet endomorphisme
permute les sous-espaces g”. Ainsi cette matrice est de trace nulle, donc By(X,Y) = 0.

Maintenant, montrons le premier point. On pose E = @, £0 g”. Le dernier paragraphe donne

E 1 ¢° donc g =h ¢, E. Comme la forme By est non dégénérée, la forme Bglyxp est donc non
dégénérée. En effet, si x € h vérifie By(X,Y) =0 pour Y € b, alors c’est vrai pour tout élément
Y+Zeh@®FEcar X € EX =h, donc X € b+ = {0}.

Montrons que [h,h] C b = E. Cela impliquera que [, h] = 0 puisque [, h] C h. Comme I’al-
gebre h est résoluble, il existe une base de g dans laquelle tous les matrices des endomorphismes ad H
avec H € B soient triangulaires supérieures. Pour trois matrices triangulaires supérieures A, B et C,|
on a

tr ABC = tr BAC, donc tr[4, B]C =0.
Soient X,Y,Z € h. Alors
tr(ad[X,Y]cad Z) = tr([ad X,ad Y] cad Z) = 0,

donc [X,Y] L Z. D’ou [h,h] C h*. Finalement, I’algébre b est abélienne. Mais comme ’algebre b
est nilpotente maximale, elle est abélienne maximale.

Il reste & montrer le dernier point. Soit H € h. Montrons que I'endomorphisme ad H est
diagonalisable. Pour cela, utilisons la décomposition de Dunford. On I’écrit ad H = S+ N. On peut
écrire la matrice de ad H diagonales par blocs triangulaires. On note A(H) la diagonale d’un bloc.
Pour X € g*, on pose S(X) := A(H)X. Alors S est une dérivation. En effet, si X € g* et Y € g*,
on a

S[X,Y] = A+ p)[X,Y] = A[X, Y] + p[X,Y] = [SX,Y] + [V, SY].

Comme l'algebre g est semi-simple, les dérivations sont intérieures, donc il existe un élément Z € g
tel que S = ad Z. Alors (ad Z)h = Sg° = {0}, donc Z normalise . Or h est de Cartan, donc Z € h.
La matrice de ad(H — Z) est diagonale par blocs triangulaires de diagonales nulles. Si Y € h, alors
adY oad(H — Z) a donc sa diagramme nulle, donc B(Y, H — Z) = 0. Comme la forme Bg|yxp est
non dégénérée, on en déduit H — Z = 0, donc S = ad H ce qui conclut. o
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Données radicielles

Définition 4.11. Soient g une algebre de Lie complexe semi-simple et h C g une sous-algebre de
Cartan. Pour A € h*, on pose

o ={Y eg|VH b, [HY]=NH)Y}.

Une racine de la sous-algébre h est une forme linéaire A € h* tel que gy # {0}. Notons A I'ensemble
des racines non nulles. On peut alors écrire la décomposition

sz)@@g,\

AEA

ou les sous-espaces vectoriels gy sont appelés les espaces radiciels. Ils vérifient [gx, g,] C grtp-

Remarque. Comme les endomorphismes ad H avec H € b sont simultanément diagonalisables, on
agy=g
Lemme 4.12. Soient g une algebre de Lie semi-simple et h C g une sous-algebre abélienne. Si on
peut écrire
sg=hoPd
A#£0

ou les espaces g, vérifient
VH e b, (ad H)|g, = A(H)Idg,,

alors la sous-algebre h est de Cartan.

Exemples. — Soit n > 1 un entier. On considére l'algébre de Lie g := sl(n 4+ 1, C) et la sous-
algebre h C g des matrices diagonales de trace nulle. Cette derniere est abélienne. Notons \;
la forme linéaire donnant le i-iéme terme diagonal. Comme

VH eb,  [H Ei;]= - XN)(H)E;;,
on obtient
A={Ni—=X|i#j}
et la sous-algebre h est bien de Cartan.
— Soit n > 2 un entier. On considere I'algebre de Lie
g:=502n+1,C) = {X € Mo,+1(C) | 'X = - X}

et la sous-algebre h C g des matrices de la forme

. 0 M\ 0 M\ ‘
dlag(<)\1 0),...,<>\n 0),0) avec \; € C.

C’est une sous-algebre de Cartan.

— Soit n > 3 un entier. On considere ’algebre de Lie

o) (x @) 000 = (4 %)

c -*A
0 I,
Q= (—In 0>

et la sous-algebre h C g des matrices de la forme

diag(A1, ..oy Any —A1, ..., —A,) avec \; € C.

tB:BﬁC:C}

avec

Les valeurs propres pour ad H avec H € h sont

0 Ej;i+Ei;
0 0

3

o sii# j, le nombre A\; + A; avec (

. . . 0 O
o sii # j, le nombre —\; — A;j avec (Ew‘ + L5, O) 7
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o le nombre 2); avec (8 E(;l) :

0 0
o le nombre —2\; avec (E” O) ;

o si j # k, le nombre \; — Ay avec (E(J)k _Eok,j O)'
D’ou
A= {EXN £\ | Q5 U{£2N | ).
Remarquons que sp(2, C) = s((2,C) et sp(4, C) ~ s0(5, C).
— Soit n > 4 un entier. On consideére ’algebre de Lie
g:=50(2n,C) = {X € #>,(C) | 'X = - X}

et la sous-algebre h C g des matrices de la forme

. 0 M 0 A 4
dlaug((/\1 0),...,<)\n 0)) avec \; € C.

De méme, on trouve
0 N

M0 0o c\| _
0 A ’(tc o) =ue

—x 0
pour une des quatre matrices C' =?. On trouve alors les valeurs propres p = i(+\; £ A2). D’olt
A={i(xAe £ A\,) | n#£ L}
Remarquons qu’on a des isomorphismes exceptionnels

s50(4,C) =sl(2,C) @ sl(2,C) et 50(6,C) ~ sl(4, C).

isomorphe a I'un des quatre exemples précédents ou a I'une des cinq algebres de Lie exceptionnelles

H Théoréme 4.13 (Killing, Cartan). Soit g une algébre de Lie complexe simple. Alors elle est
que sont eg, ¢7, eg, f5 et ga.

L’idée est que le systéme de racines A a une structure trés contraignante. Ensuite, on utilise le
théoréme suivant.

Théoréme 4.14. Soient g et g’ deux algebres de Lie complexes simples et b, b’ € g deux sous-
algebres de Cartan. Notons A et A’ leurs systémes de racines respectifs. On suppose qu'il existe un
isomorphisme ¢: h — b’ tel que 'w(A’) = A. Alors on peut prolonger cet isomorphisme en une
isomorphisme d’algebres de Lie ¢: g — g¢'.

Exemple. On prend g = s0(5,C) et g’ = sp(4, C) et on prend les sous-algebres h et h’ comme dans
I’exemple précédents, c’est-a-dire
0 X
A1 O
h= 0 X et b = 2 ,
-2 0
0
On considére que A; € h* et A, € h™*. Alors
A= {i(EN £ Ag), Hidy, Fido} et Al = {EN, £ ), £2X;, 22X}

En faisant un dessin, il existe une transformation linéaire §h’* — h* qui envoie ’ensemble A’ sur
Pensemble A (on peut la chercher comme la composée d’une rotation et d’une homothétie)
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5.1. Systéme de racines dans une algebre de Lie

Soit g une algebre de Lie semi-simple complexe et h C g une sous-algebre de Cartan. On écrit
g=beo @ Ja
aEX
pour un systeme de racine ¥ C h*. Comme la forme By« est non dégénérée, il existe une bijection
canonique
b* — b
qui a une forme 8 € h* associe 'unique élément B € b tel que
Par transport de structure, on définit une forme bilinéaire symétrique sur h* par

(a, B) = By(&, B).

Théoréme 5.1. 1. On a Vectc (X) = h*.
2. Pour tout o € ¥, on a dim g, = 1.
3. Pour tous o, 5 € XU {0} avec a + 5 # 0, on a g, L ggs.
4. Pour tout @ € ¥, on a —a € 3, [go, §—a) = Cd et a(&) = By(d, &) # 0.

Démonstration. 1. Raisonnons par I'absurde et supposons que Vectc (X) # h*. Alors l'espace
Vectc (X) est inclu dans un hyperplan, c’est-a-dire qu'’il existe élément non nul H € h tel que
Va € %, a(H) =0.
Or ad H = diag(0,...,0, (a(H))aex) = 0, donc
VX eg, ad Hoad X =0,

donc
VX € g, B(H,X) =0,
donc H € gt = {0} ce qui est impossible.
4. On va montrer la formule intermédiaire
VY € go, VZ € g_q, Y, Z] = By(Y, Z)a.

En effet, soit X € h. On a B(X,[Y,Z]) = B(Y,[Z,X]). Or [Z,X] = -[X,Z] = —(—a(X)Z)
car Z € g_g, donc

B(X,[Y, Z)) = a(X)B(Y, 2)
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= B(&, X)B(Y, Z)

= B(X,B(Y, Z)&).
Or Y, Z] € [gas 8-a) C Ga—a = go = bh. Comme la forme Bylyxp est non dégénérée, on obtient

Y, Z] = B(Y, Z)a.
Ceci montre que [gq, §—a) C Cd. Si on avait [ga, §—o] = {0}, alors on aurait
VX € ga, VY €g_a,  B(Y,Z) =0,
donc Y € gg pour 8 # —a et Y € go, donc Y L gpour Y € g,, donc Y =0 pour Y € g,,
donc g, = {0} ce qui est impossible car la forme « est une racine. D’ott
[9a:9-0] = Cd.

En particulier, on a g_,, # {0}, donc —a € X.

1l reste & voir que a(d) # 0. Raisonnons par I’absurde. Avec ce qu’on vient de montrer,
on peut écrire & = [X,Y] avec X € g, et Y € g_,. Comme & # 0, il existe une forme g € &
telle que B(&) # 0 grace au premier point. On va regarder la « a-chaine a travers 8 »

E = @gﬁJrnow
nei
Or [ga, 95+na) C 98+(m+1)a €t [0-as 85+nal C 88+ (n—1)a- On considere la sous-algebre
A = Vecte (&, X,Y).
Alors E est A-invariant a cause du dessin. Si v € E qu’on note v = ) vg4na, alors
ad(@)v =) (8 +na)(@)vpsna-
Supposons que a(&) = 0. Alors ad(d&)v = (&)v pour tout v € E, donc
tr(ad &) = (dim E)5(&) # 0.

Or
add\E = [adX\E,adY\E]

et la trace d’un commutateur est nulle ce qui est absurde.

. On écrit & = [X,Y] avec X € g, et Y € g_,. On raisonne par I’absurde et on suppose

que dim g, > 2. Comme Y+ est un hyperplan, il existe un élément X, € g, \ {0} orthogonal
a l’élément Y, c’est-a-dire B(Xy,Y) = 0, donc
[Xo,Y] = B(X,,Y)d = 0.
On définit la suite
X_, =0,
X, =[X,X,-1] avec n>=1.

Alors X, € g(n41)a- Comme |¥| < oo, il existe un entier n € N tel que X,, = 0. Or on a la

formule

nn+1)
2

En effet, on procéde par récurrence. On a [Y, Xy] = 0 ce qui est bien la formule annoncée
pour n = 0. On suppose la formule vraie rang n. On a

[Y7 Xn-i-l] = [Yv [X7 Xn]]
= —[X, [Xp, Y]] = [Xn, [V, X]]
= [X, [V, Xn]] = [ X, [Y, X]]
n(n+1)
2
nn+1)

= - @)X, — (0 + Da(@) X,

Y, X, =—- (@) Xp—1.

=X, - (@) Xn_1| +[Xn,a] avec X, € g(ni1)a
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1
_ _”;L (&) X (n +2)

ce qui conclut la récurrence. D’apres cette formule, si X,, = 0 avec n > 1, alors X,,_; = 0.
Comme la suite (X, )n,en finit par s’annuler, on en déduit X, = 0 ce qui est impossible.
Finalement, on a montré dimg, = 1. o

Définition 5.2. Pour une racine o € ¥, sa coracine est la forme

2a

Lemme 5.3. La somme A =g, ® g_, ® CH, est une sous-algébre de g isomorphe a s((2, C).
Démonstration. Comme [gq,9-o] = Ca& = CH,, on peut trouver des éléments X, € g, et
Y, € g_q vérifiant H, = [X,,Y,]. Alors

[H,,Y,] =2X, et [Hy,Y,] = —2Y,.
Ce sont les trois relations de sl(2, C). o

Lemme 5.4. Soient @ € ¥ et § € X U{0} deux racines. Alors 'ensemble {k € Z | 5+ ka € ZU{0}}
est un intervalle entier [p, ¢] et

26(q) _

c’est-a-dire
b g _2au)
(a, )

Démonstration. Ecrivons ’ensemble {k € Z | 8 + ka € ¥ U {0}} comme une union d’intervalles
« bien disjoints » |J[ps, q:] telle qu’il y ait un espace d’au moins 2 entre deux intervalles [p;, ¢;].
Soit [r, s] un tel intervalle maximal. Soit A = g, & g_o © CH, la copie de s[(2, C) associée a a.
Comme les bouts de termine par zéro, I'espace

V= @gﬁﬂm
k=r

est A-invariant. Alors
ad H, |y = diag((8 + ka)(Hq))r<kss

sur V' pour une base correspondante a la décomposition précédente, donc

S

tr(ad Holv) = > (B + ka)(Ha,)

k=r
= (s 7+ DB(H) + (3 k)a(Ha).
k=r
Or s
. 5(5;1) - (r—zl)r _ %(82+8_T2+T): %(SH)(S_TH),
k=r
donc

tr(ad Halv) = (s — r + 1) (ﬁ(Ha) + O‘U;IQ) (s+ 7“)) .

Or adjoint ad H, |y est une commutateur car I'espace V est A-stable, donc sa trace est nulle.
Comme s —r 4+ 1 # 0, on en déduit que
a(H,
pt) + 28 (o iy =0,
Or H, = 2a/a(d), donc a(Hy) = 2, donc B(Hy) = —(s+ 7).

S’il y avait un autre intervalle [/, s'] avec par exemple r' + s’ > r + s, alors ce serait impossible
car le terme de gauche de la formule précédente ne bouge pas en changeant d’intervalle. o
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Corollaire 5.5. Soit V := Vectg {& | o € £}. Alors
dimg V = dimgh et b=V +iV.
De plus, la forme (-, )5+ est réelle et définie positive sur V et V = Vectg {H, | o € X}

Démonstration. Tout d’abord, si H, H' € b, alors dans une base adaptée & la décomposition
h@® Ducy o On a
ad H = diag(0,...,0,{a(H)}aex) et ad H' = diag(0,...,0, {a(H ) }aex),
donc
ad H oad H' = diag(0,...,0,{a(H)a(H)}aecx),

donc
B(H,H') =Y a(H)a(H').
aEX

Soit a € 3. Montrons que a(d&) = B(&, &) = (a, o) est un réel positif non nul. Par la formule
précédente, on trouve

Or le lemme donne
c’est-a-dire

ol [pa.g, qa,p] est l'intervalle correspondant. Alors

B(&,&) = (a,a) = ¥ (-Wf (@, ).

BED 2

Comme (&) = (a, ) # 0, on obtient

1 Pa,p + do,B 2 1 *
= — -N
{a, @) Z < 2 SR

BES

donc (o, a) > 0.

Ainsi la formule (%) assure que {(a, §) € R, donc la formule bilinéaire (-,-) ne prend que des
valeurs réelles sur 3 x X et donc sur V' x V. Il ne reste plus qu’a vérifier qu’elle est définie positive.
Soit v € V. La quantité

(1,7 = BE%) =Y BH)?
pex

est nulle si et seulement si v = 0.

Il reste & montrer que h =V @iV et dimg V' = dim¢ h. Montrons que V N4V = {0}. Soit X €
VNiV. Comme X,iX € V,ona B(X,X)>0et —B(X,X) =B(X,iX) >0, donc B(X,X) =0,
donc X = 0. Donc dimg V' < dimg h. Comme il existe dimc h racines linéaires indépendantes, on
obtient dimg V' > dimg . Ainsi on trouve dimg V' = dimc h puis h =V ¢ iV. o

Exemple. On prend g = sl(n,C) et h = {diag(A1,...,A\n) | Doy A = 0}. Alors ¥ = {\; — )\, }ixj.
Pour tous éléments H, H' € g, on a alors

B(H,H') = (A — X)) (H) (A — ) (H')

i£j
=2 (i = ) (H)(\i = ) (H).
i<j

Posons X :=diagn —1,—1,...,—1) € h. Alors

B(X1, H) =2 (A = \)(X1) (A1 = Ay)(H)

j>2
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=23 A —\j)(H)
j=2
=2n(n — D)\ (H) —2n Y \;(H)
j=2
=2n(n — D)\ (H) + 2nA\ (H)
= 2n*\(H),

donc
X1

" 2n2

X1

A (H) :B<H 5

), donc 5\1 =

Théoréme 5.6. Pour toute racine a € 3, on a RaNY = {+a}.

Démonstration. L’inclusion D est clair. Réciproquement, soit § € RaN X\ {a, —a, 0} une racine.
On note 8 = Aa. On sait que

2(a, B
ptag=-— (@ B)
(a,a)
ou 'intervalle [p, ¢] parameétre la a-chaine a travers 3, donc p+q = —2), donc on peut écrire A = n/2

avec n € Z. Echangeant les roles de « et 8, on peut écrire 1/\ = k/2 avec k € Z. Alors nk = 4, donc
n € {£1,4+2,+4}, donc A € {£1/2,+1,42}. Or les cas A = %1 sont exclus car § # +a. Quitter a
changer les roles de « et 3, on suppose 8 = 2. On considére A, = Vectc (Hy, Xa, Yo) avec

- Hy = [chYa]?
- [Haa Xa] = 2Xa ;
- [Ha; Ya] - 2Ya 5

— H, €b, go = Vect(X,) et g—o = Vect(Yy).
Alors A, ~ sl(2,C). On regarde I’espace
Vi=g_0®bhDga ® g2

11 est stable par A,. Ceci ne peut pas se produire car les poids d’une représentation de sl(2, C)

doivent étre symétrique par rapport a 0. o
Notons s, la symétrie orthogonale de E := Vectg (X) par rapport & a*, c’est-a-dire
2(v, o)
Sa(v) =v —
(1( ) <Oé, a>

Définition-proposition 5.7. Le groupe de Weyl est le groupe W engendré par les symétries s,
avec o € Y. Il préserve le produit scalaire, il est fini et vérifie WX = 3.

Démonstration. Montrons que s, (X) = 2. Soit 8 € ¥. On regarde la a-chaine & travers 5. Comme
elle passe par 3, on a p < 0 et ¢ > 0. D’apres le lemme précédent, on a

sa(B) =B+ (p+q)a

avec p < p+ g < ¢, donc s,(8) est dans la a-chaine et ce n’est pas zéro car une symétrie est
injectif, donc s, (8) € L. D’oll 54(X) C X. De plus, le morphisme W — &(X) est injectif, donc le
groupe W est fini. Enfin, il préserve le produit scalaire car les symétries s, sont orthogonales. ¢

Systéemes de racines abstraits

Définition 5.8. Soit £ un espace euclidien. Un systéme de racines sur E est une partie ¥ C F'\ {0}
telle que

Vectg (X) = E;
pour tout o € ¥, on ait RaNX = {+a};

— pour tout a € X, la symétrie orthogonal s, par rapport & a préserve 2 ;

— pour tous «, 8 € X, le nombre nqy g = 2(8, a)/{a, ) est entier.
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On dit que le couple (E,X) est un systéme de racines réduit. On dit que le systéme de racines est
non réduit si on enleve le deuxiéme point.

Avec ce qu’on a vu, les racines d’une algebre de Lie forment un systéme de racine. De méme, on
définit le groupe de Weyl W C O(FE) comme le groupe engendré par les symétries s, avec a € X.

Remarque. Pour deux systémes de racines réduits (E,Xg) et (F,Xr), le couple (E® ) F,XpNYg)
est encore un systéme de racines réduit.

Définition 5.9. Un systéme de racine est irréductible s’il ne s’écrit pas comme une somme directe
orthogonale non triviale.

Lemme 5.10. Soient a, 5 € ¥ deux racines telles que a # +3. Supposons que ||«| > ||3]]. Alors
on est dans une des sept possibilités suivantes.

cas | nag npa L) laf/lIB]?

1 0 0 /2 ?
2 | 1 1 /3 1
3 | -1 -1 273 1
Al 1 2 an 2
51 -1 -2 31/4 2
6 | 1 3 /6 3
7| -1 -3 516 3

Démonstration. Apres calcul, on trouve ng gng.o = 4cos® Z(a, 8) € Z, donc 4 cos® Z(a, B) € [0,4],
donc
cos® Z(a, B) € {0,1/4,1/2,3/4,1}.

Le cas cos? Z(a,3) est exclus car a # 3. Comme |a|? > ||3]|> par hypothése, on en déduit
que |nq 8| < |ng,q| et les entiers nq g et ng o ont le méme signe.

Si cos? Z = 0, alors on est dans le premier cas.

~ Sicos® £ =1/4, alors Z € {n/3,27/3} et nq,snpo = 1, donc on est dans les cas 2 et 3.

Si cos? £ =1/2, alors £ € {7/4,37/4} et ng png. = 2, donc on est dans les cas 4 et 5.
— Si cos? Z = 3/4, alors £ € {n/6,57/6} et na pnsg. = 3, donc on est dans les cas 6 et 7. ©

Lemme 5.11. Soient a, 8 € ¥ deux racines non colinéaires telles que 'angle Z(«, 8) soit aigu,
c’est-a-dire {a, 8) > 0. Alors le vecteur « — 8 est encore une racine.

Démonstration. Supposons d’abord que ||| > ||5]|. D’apres le lemme précédent, on a ny g =1,
donc on peut écrire s4(8) = f — nopa =B —«, donc f —a € X. On a aussi o — € X. L’autre
cas donne la méme chose. o

Définition 5.12. Le complémentaire de I'union [ J, 5, @ a un nombre fini de composantes connexes
qui sont des ouverts convexes, appelés chambres de Weyl.

Théoréme 5.13. 1. Le groupe W agit simplement transitivement sur I’ensemble des chambres
de Weyl.
2. Fixons une chambre de Weyl K. Alors le groupe W est engendré par les symétries s, ou «
est un mur de K, c’est-a-dire K Nat # {0}.

1

Démonstration. Notons W' le groupe engendré par les symétries s, olt a" est un mur de K. On
veut déja montrer qu’il agit transitivement sur les chambres. Soit L une autre chambre. Soient
x € K et y € L. On choisit w € W’ qui minimise |Jw(y) — z||. Si w(y) ¢ K, cela signifie que, pour
aller de = et w(y), il faut traverser un mur ce qui est absurde car S, (w(y)) est plus proche de z ol
at est un mur de K traversé. Donc w(y) € K. D’ott wL = K, donc W' agit transitivement sur les
chambres.
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Montrons que s, € W’ pour tout o € ¥ ce qui montrera W = W’. Or a* est le mur d'une
chambre L. Par transitive, il existe w tel que wL = K. Alors w’lsgw = 5, avec S+ un mur de K,
donc s, € W'.

Montrons que, si z,y € K et w = s1-- -5, avec s; des réflexions par rapport a des murs de K
tels que x = wy, alors w = e. On raisonne par récurrence sur n. Le cas n = 1 ne peut jamais arriver.
On suppose que c’est vrai pour n — 1. On écrit * = wy avec w = ss1 - -+ S,—1 ou s est une réflexion
d’hyperplan H. Distinguons deux cas.

— Si K et wK sont de deux cotés différents de H, alors ceci est impossible car K = wK et

wy =z € K.

— Donc K = wK sont du méme c6té de H. Notons w’ := s1 - --s,_1 K. Il existe un plus petit
entier £ > 1 tel que ssy - - spK est du méme cété que K par rapport de H. Alors sK n’est
pas du méme coté. On pose u = ss1---sy_1. Alors uK et usyK ne sont pas du méme coté de
H, donc K et s;,K ne sont pas du méme c6té de u~'H, donc s, est la symétrie par rapport a
uw~1H, donc s; = u~!su. Maintenant, on écrit

W =USg- - Sp—1
=u(utsu)spr1 - 8p1
= 5551818041 Sn—1
=81 850-18¢41"" " Sn—1-
On peut alors utiliser ’hypothese de récurrence. o

Définition 5.14. Une base d’un systéme de racines réduit (E,X) est une partie A C 3 telle que
— elle soit une base du R-espace vectoriel F ;
— pour tout a € X, il existe une famille d’entiers (ng)sea de méme signe tel que o = ZﬁeA ngp.

Si les entiers ng sont positifs (resp. négatifs), on dit que la racine « est positive (resp. négative).
On note 7 et X~ les ensembles des racines positives et négatives.

Etant donnée une chambre de Weyl K, prenons z¢ € K et décrétons que X+ = {a | (a, o) > 0}
et ¥~ = {a | {(a,z0) < 0}. Ces deux ensembles forment une partition puisque zo n’est pas sur un
mer, donc r¢ ¢ a. On dit qu'une racine o € X1 est décomposable si on peut I'écrire sous la forme
a =+ avec 8,7 € F. On note A les racines positives indécomposables, dites simples.

Théoréme 5.15. L’application

{chambres de Weyl} — {bases de X},
Kr— A

L

est bien définie et bijective. De plus, ’ensemble des racines a avec a— est un mur de K est

I’ensemble A.

Démonstration. Montrons que I'application est bien définie, c’est-a-dire que ’ensemble A obtenu
est bien une base.
1. Montrons que ¥ C ZBEA Npj. Si ce n’est pas le cas, on regarde l’ensemble fini A =
¥\ 2 5ca NB. On choisit un o € A avec (a, zo) minimum > 0. Comme a ¢ A, la racine o
est décomposable qu’on écrit o = § + 7 avec 3,7 € . En particulier, on obtient

<Oé7 $0> = <67 .T()> + <’Y7 a:0>a
donc (B, x0) < (o, z0) et {7,20) < (o, x0) et au moins un des deux [ et y n’appartient par &
> sea NO ce qui contredit la définition de ov.

2. Montrons que, si a, 8 € A avec « # f3, alors {(«, ) < 0. Sinon « — 8 et § — « sont racines
d’apres le lemme précédent. L'un des deux, disons a — 3, est positive. Alors o = (a« — ) +
est décomposable ce qui est impossible.

3. Montrons que les éléments de A sont linéairement indépendants. Soit (i )aca une famille
réelle telle que Y5 A pa = 0. On pose AT :={a € A| g >0} et A~ =={a € A pu, <0}.

Alors
S pea= Y —psB=w.

aceAt BEA—
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(w,w)y = > > —papsia, B) <0,

aeAt BeA-

donc w = 0, donc

Z —/AB(B,$0> = <’LU,:ZJQ> =0,

BeA—

donc pg = 0 pour tout § € A™. De méme pour les p,. Ainsi A est bien une base au sens des
systémes de racines.

Etant donnée une base A du systéme de racines, on pose K(A) = {z € E |VYa € A, (o, ) > 0}.

Si B est un mur, alors § = > aea Nac avec les n, de méme signe. On peut supposer qu'’ils sont

positifs. Alors pour tout z € K(A), on a (3,z) > 0, donc K N 3+ = (), c’est bien une chambre et
son bord est bien les at avec a € A. 1l s’avére que I'application A — K (A) est Iinverse. o

Corollaire 5.16. Soit ¥ un systeme de racines.
— Alors le groupe de Weyl agit simplement transitivement sur ’ensemble des bases de X.

— Si le systeme de racines est réduit, alors WA = 3.

Remarque. Une base est un ensemble et pas un uplet.

Démonstration. Le premier point est une simple reformulation du théoréme. Pour le second, on
trouver un hyperplan qui passe a coté de « et assez loi des autres racines sauf —a. On peut trouver
xo et 'hyperplan H := Ker((-, zo)) et, quitte & prendre —z¢, on peut supposer que {«, zg) > 0. Si
on a bien fait les choses, avec X7 = {(53, () > 0}, on obtient

min{{(B,z¢) | B € X"} = (o, z0)

ce qui fait de la racine « une racine indécomposable ce qui est impossible. o

En conclusion, étant donnée une algebre de Lie complexe semi-simple g, on choisit une sous-
algebre de Cartan h. Cela nous donne un systeme de racines 3 et on choisit une base A de X.
Pour remonter en arriére, on sait que W = (s, | @ € A). Alors la base A détermine W et donc
détermine ¥ = WA.

Données combinatoires associées a I’ensemble des racines simples

Etant donné un ordre sur ensemble A, la matrice de Cartan est la matrice (g g)a.gea-

Remarque. On a vu que, pour deux racines simples distinctes « et 8, angle Z(«, 3) est obtus,
donc ng,g € {0, —1, -2, =3} et ng,q = 2.

Exemple. En dimension 2, les seules matrices de Cartan sont

2 0 2 -1 2 =2 ot 2 -3
0 2/’ -1 2 ) -1 2 -1 2 )

Il existe une autre fagcon d’encoder ’ensemble des racines simples, ce sont les diagrammes de
Dynkin. C’est un graphe ou les sommets, correspondant a chacune des racines simples, sont reliés
par
0 trait sur les deux racines sont orthogonales;

1 trait si 'angle entre les deux racines est 2m/3;

2 traits si Pangle entre les deux racines est 37/4;
3 traits si Pangle entre les deux racines est 57 /6

N

ou

— o @b

‘on rajoute une fleche sur les traits si une racine est plus longue.
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Exemple. On prend g = sl(4,C) et b C g la sous-algeébre des matrices diagonales. Un systéme de
racines est ¥ = {\; — A; }ix;. On fixe Hy = diag(2,1,0,—3) et on décrete que X1 = {a(Hy) > 0}.
Alors A = {O‘i}i:1,2,3 est une base avec a; = A\; — A\jy1. On calcul

Lo, a) = 2m/3, L(ag,a3) =2m/3 et oy L ag.

Remarque. Comme W agit transitivement sur les bases, le diagramme de Dynkin ne dépend pas
du choix de la base. Par ailleurs, le diagramme est connexe si et seulement si le systeme de racines
est irréductible.

Théoréme 5.17 (Killing, Cartan). Les seuls diagrammes de Dynkin (irréductible) connexes sont
du type A, avecn > 1, B,, avec n > 2, C,, avec n > 3, D, avec n > 4, Gy, Fy, Fg, F7 ou Fg. De
plus, tous ces diagrammes sont réalisées comme un systeme de racines d’'une algebre de Lie simple
complexe.

Démonstration. On admet la forme de ces diagrammes. Donnons une idée de la preuve de la
classification. On oublie les normes, on enléve les fleches. A une base A d’un systéme de racines, on
associe n = |A| vecteurs unitaires e; d’un espace euclidien qui sont les vecteurs a/||c|| avec o € A.
Les diagrammes sans les fleches refléte les relations d’angles entre ces vecteurs. On dit qu’un graphe
est admissible s’il existe un espace euclidien et des vecteurs unitaires linéairement indépendants
ayant les angles prescrits par le graphe. La classification découle du fait suivant : les seuls graphes
connexes admissibles sont les neufs de la liste.

Lemme 5.18. Tout sous-graphe d’un graphe admissible obtenu en effagant certains noeuds et les
arétes y menant est encore admissible.

Lemme 5.19. Dans un diagramme admissible a n sommets, il y a au plus n — 1 liens entre sommets
distincts.

Démonstration. Onregarde v =" | e;. Comme les ¢; sont linéairement indépendants, on a v # 0.
On a (e;, e;) = cos Z(e;,e5) € {0,—1/2,—V/2/2,—\/3/2}. Si ¢; et ¢; sont reliés, alors 2(e;, e;) < —1.
On calcule
0< (v,v) = Z(ei7ei> + 22(61-,%-),
i i<j
donc
0 < n+ (—nombre de paires (e;, e;) non orthogonales),

donc nombres de paires liées < n. o
Lemme 5.20. Il n’y a pas de cycle dans un graphe admissible.

Démonstration. Sinon on peut effacer les sommets en dehors du cycle. Par le lemme 1, le graphe
reste admissible. Mais dans un cycle de longueur n, il y a n liens ce qui contredit le lemme 3. ¢

Lemme 5.21. Aucun sommet n’est attaché a plus de 3 lignes.

Démonstration. Notons e; le sommet en question. Elaguons en enlevant tous les sommets non
reliés a ej. Il nous reste e; et ses voisins eg, ..., ex. Or e; L e; pour ¢ # j et i,j > 2 car
sinon on aurait un cycle de longueur 3. Regardons H = Vect(es,...,er). Comme e; ¢ H par
indépendance linéaire des e;, on a |le1]|? > ||proj. orth. de e; sur H||?, donc 1 > ||Zf:2<el,ei)ei\|,
donc 1 > Y% (e1, ;)% Or 4ey, ;)2 = 4cos® Z(e1,e;) = nombre de traits entre e; et ¢;, donc
1 > 1#{lignes arrivant en e;}. o

Corollaire 5.22. Pour un diagramme admissible connexe, s’il y a un lien triple, c’est Gs.

Lemme 5.23. Si un diagramme admissible contient une « ligne simple » ou seules les extrémités
sont reliées a d’autres sommets, alors on peut fusionner la ligne en un seule sommet et le diagramme
obtenu est encore admissible.
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Démonstration. Posons v = Zle e;. Alors (v,v) =3 (e e5) =23, (e e5) =k —(k—1) =1,
donc v est unitaire. Si on remplace les e; par v, soit e; un autre vecteur. Si e; est relié a aucun ey,
..., e, alors e; L v, donc il n’y a toujours pas de lien. Si e; est relié¢ & I'un d’eux, c’est soit e; soit
ey car il n’y a pas de cycle, donc (e;,v) = (ej, e1), donc le nombre de liens est le méme. o

Corollaire 5.24. Il y a au plus un double lien dans un graphe admissible connexe.

Démonstration. Si on en avait deux, alors on en prend deux plus proche. On peut alors enlever
des sommets pour n’avoir qu'une ligne simple entre les deux. On fusionne ensuite les lignes simples
et on se retrouve avec un sommet avec 4 liens ce qui est impossible. o

Corollaire 5.25. Il y a au plus 1 sommet de valence 3.

Lemme 5.26. Les diagrammes suivants sont non admissibles.

Démonstration. Montrons-le pour le deuxieme diagramme. On pose

2es + e3 2e4 + €5 2e¢ + €7
= T, v = T et w = T
Alors les vecteurs u, v et w sont orthogonaux et unitaires. Or e; ¢ Vect(u, v, w) car (eq,...,e7) est
libre, donc
1= |les]|* > ||proj. orth de ey sur Vect(u,v,w)|?
> (e, u)? + (e, u)? + (e, u)? =1/3+1/3+1/3=1
ce qui est absurde. o

Avec ces lemmes, on peut alors montrer le théoréme (cf. dessins). o
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Complete réductibilité

Définition 6.1. Une représentation w: g — gl(V') d’une algebre de Lie est complétement irréductible
s’il existe des sous-espaces m-stable V; qui soient irréductibles tels que V =@ V;.

Théoréme 6.2 (Weyl). Toute représentation de dimension finie d’une algébre de Lie semi-simple
est completement réductible.

Par exemple, partons d’une représentation de groupe p: SL(n,R) — GL(V) ou V est un
C-espace vectoriel. Alors elle nous donne une représentation dp: sl(n,R) — gl(V) et, en la
complexifiant, une représentation dp: sl(n, C) — gl(V). Finalement, on trouve une représentation
gipsu(n) : su(n) — gl(V). Pour la suite, on admet le théoréme suivante.

Théoréme 6.3. Si ¢: g —> b un morphisme d’algebres de Lie associées a des groupes de Lie G et
H. On suppose que le groupe G est simplement connexe. Alors ¢ est réalisée par un morphisme de
groupes G — H.

Comme SU(n) est simplement connexe, il existe un morphisme ¥: SU(n) — GL(V) tel que
dV = dp|su(n). Comme SU(n) est un groupe compact, il existe un produit hermitien invariant par
V' qui rend la représentation Elp unitaire. Si W est un espace p-invariant, alors il est Elp—invariant,
donc son orthogonal W+ est Eipﬁu(n)-invariant, donc il est dp-invariant, donc il est dp-invariant,
donc il est p-invariant car SL(n,R) est connexe.

On effectue de méme pour chaque algebre de Lie semi-simple complexe : il existe un groupe
compact simplement connexe dont le complexifié de 'algebre de Lie est I’algebre de Lie de départ.

Poids et réseau des poids

Soient g une algebre de Lie complexe semi-simple et §j une sous-algebre de Cartan. Soit ¥ une
systeme de racines avec H,, les coracines. Soit A une base de ¥. On note E' = Vectg X.

Définition-proposition 6.4. Un élément x € F est un poids entier si, pour tout racine o € A, le
nombre x(H,) est un entier. Le poids fondamental relativement & la base A = {ay,...,a,} est un
élément de la base duale (x1,...,xn) de la base (Hy,, ..., H,, ). L’ensemble des poids entiers est

un réseau de FE, c’est-a-dire un Z-module libre de rang n qui engendre ’espace vectoriel E, dont
une Z-base est (x1,-..,Xn)- On le note Aw et on appelle le réseau des poids.

Démonstration. Soit x € E qu’on écrit x = > A AaXa- Alors pour tout o € A, ona Ay = x(Hq).
Donc Aw = > ca ZXa- o
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Exemple. On prend g = sl(3,C) et h = {diag(A1, A2, A3) | A1 + A2 + A3 = 0}. Les racines sont les
Ai — Aj pour i # j et une base est A = {\; — X2, Ao — A3}. Pour H,H' € b, on a
By(H,H') =2 (A — X)) (H)(Ai — X)) (H').
i<j
On peut vérifier

. 1 N 1
— — diag(2, -1, -1 —  diag(—1,2, 1).
A1 18 diag(2,—1,-1) et Ao 18 diag(—1,2,-1)

Pour oy = A\ — X3, on a
. . 1 1
(al,a2> = B()\l — )\2, )\1 — )\2) = ()\1 — )\2)()\1 — )\2) = ()\1 — )\2) (18 dlag(?), —3,0)) = §

On trouve

H,, = diag(1,—-1,0).
Avec as = A9 — A3, on trouve

H,, = diag(0,1,—1).
La base duale de (H,,, Hy,) est alors (A1, A1 + A2). Ainsi le réseau des points est

Aw =72\ @ Z()\l + )\2)

Théoréme 6.5. Soit 7: g — gl(V') une représentation de dimension finie. Alors il existe une base
de V qui diagonalise simultanément les éléments de h. Plus précisément, on peut écrire

V=P

xed

avec
Vi={veV|VH e, n(H)v=x(H)v}
et
o :={xeFE|Vy#0}CAw.

On appelle dim V}, la multiplicité de x.

Démonstration. Soit « € A. On regarde l'algebre S, = Vectc (Hq, Xo, Yo) ~ s[(2,C). On regarde
m restreinte a S,. C’est une représentation de sl(2, C), donc H, est diagonalisable et ses valeurs
propres sont entieres. Comme [w(H, ), 7(Hg)] = n([Ha, Hg]) = 0, les w(H,) commutent deux a
deux et sont diagonalisables, donc ils sont codiagonalisables, c’est-a-dire qu’il existe une base qui

diagonalise les 7(H, ) avec a € A. Or Vectc (Hy) = b, donc les éléments de 7(h) sont diagonaux
dans cette base. On écrit

7T(H) = diag(XI(H)v' .- 7XP(H))’ VH €h.

On vérifie que les fonctions x; sont linéaires. Or les valeurs propres de w(H,) sont des entiers, donc
X(Hy) € Z pour tout x € ¥, donc x € Aw. o

Le diagramme des poids est la représentation graphique de ’ensemble ¥ ou les multiplicités
sont notées.

Exemple. On considére la représentation standard p: SL(3,R) — GL(R?). Il y a 3 poids A1, A2
et A3. Les espaces de poids sont Vect ey, Vect e; et Vect es.

Exemple. On considére la représentation adjoint ad: g — gl(g). On écrit

g=bog. avec bh=go.

aces
Exemple. On considere la représentation duale de la représentation standard
s[(3,C) — gl(C?),
X — —'X.
Alors @ = {—\1, — X2, —A3}.
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Proposition 6.6 (calcul fondamental). Soit m: g — gl(V) une représentation de dimension finie.
Soient o € ¥ et X € g,. Soit x € ®. Alors 7(X)V, C Vyyq.

Démonstration. Soit v € V, et H € h. Alors

donc 7(X)v € Vy1aq. o

Attention, contrairement aux systémes de racines, les poids ® de la représentation p ne sont pas
symétrique par rapport a 0.

Théoréme 6.7. Les poids et leurs multiplicités sont invariants par le groupe de Weyl.

Démonstration. Pour sl(2,C), le théoréme est vrai pour les représentations irréductibles et donc
aussi vraie pour des sommes directes.

Pour une algebre semi-simple g, il suffit de montrer que, pour tout a € 3, on a s,® C ®. Soit
X € ®. On a la sous-algebre M, := Vectc (Hqa, Xo, Ys) =~ s[(2,C). On regarde la a-chaine & travers

X

v6:::E£)v&+ka
k€eZ

qui est stable par M, grace a la proposition précédente. Les poids de cette représentations sont

(v + k) Hy) = 2]

Ce sont des entiers symétriques par rapport a 0. La symétrie s, correspond & x — —x sur la ligne
parallele a a passant par x. o

Représentations irréductibles

Définition 6.8. 1. Soient x et X" deux points entiers. On écrit x < x' si X' — x = > cn Aa
avec A\, = 0.

2. Le représentation m a un plus haut poids s’il existe xo € ® telle que
— pour tout x € @, on ait x < xo;
— il existe un vecteur v € V,,, \ {0} tel que la représentation V' soit la plus petite sous-
représentation contenant le vecteur v.
Définition-proposition 6.9. Soient xo € ® et v € V, \ {0}. On suppose que
vE ﬂ Kerm(X,) avec go = Vectc (Xq)-
aext

On note Vj le plus petit sous-espace m-invariant contenant v. Alors 7|y, est une représentation

irréductible de plus haut poids xg et les poids de cette représentation sont de la forme

XO—E mqa  avec mg € N.
a€EA

Si xo est maximal, alors yg + a n’est pas un poids pour tout o € 3+.
Exemple. On fait agir s[(3,C) sur R® & (R?)*.

Lemme 6.10. Soit 7: g — gl(V') une représentation. Soit (X7, ..., X,) une base de g. Alors toute
combinaison linéaire de compositions du type

w(Z1)o---om(Zy) avec Z;E€g
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est une combinaison linéaire d’opérateurs de la forme
(X)) ™ o---om(X,)" avec m; € N.
Démonstration. On procede par récurrence sur k. Pour k£ = 1, un élément Z; € g s’écrit Z; =

> XX et alors 7(Z1) est une combinaison linéaire des 7(X;). On suppose le résultat établi pour
des compositions de longueurs < k. Chaque Z; s’écrit ) A; ;X;. Par multilinéaire, le terme

7w(Zy) o - om(Zy)
est une combinaison linéaires de compositions de la forme
(X))o om(Xy,), i; € [1,n].

Mais comme 7([X;, X;]) = 7(X;)om(X;) —7(X;)om(X;), on peut réarranger ces derniers termes. ¢

Démonstration de la définition-proposition. On a
Vo = Vecte {n(Z1) ® - @ 7(Zp)v | Z; € g}

On choisit, pour tout a € £, des éléments X, € g, \ {0} et Y, € g_, \ {0}. On prend une base
(Hi,...,Hy,) de h. On note X7 = {ay,...,a,}. On prend la base de g

Yars s Yoy, Xas o os X Hy, oo Hy).
D’apres le lemme, on a
Vo = Vecte {m(Ya, )™ 0- - -om(Yy, ) "Pom(Xq, ) to. .. m(Xy, ) "Pom(Hy )o- - -om(Hy) ™ v | my, ni, q; € N}

Or v € (,exn+ Kerm(X,), donc si n, # 0, ca fait 0. On peut donc supposer n; = --- = n,. Donc

% = VeCtC {ﬂ-(Yal )ml 00 7T()/O‘p)rnpv | mi € N} c @ VXO*Z =+ maa’
(1SS

Comme %+ C 37, Nf, on obtient
eV, -y
mg

Par construction, Vg est le plus petit espace w-invariant contenant v, donc 7T|V0 est une repré-
sentation de plus haut poids. Il reste & montrer qu’elle est irréductible. Sinon le théoréeme de Weyl
fournirait Vj = V4 @ V5 pour deux sous-espaces invariants V; et V,. Remarquons que (Vp),, = Cu.
On peut décomposer chaque V; en espace de poids

Vi= P W)y

XEPv,

mps  AVEC X0 — Z mgB < Xo-

BeEA BeA

On a @y, = @y, U Py,. Alors xo € Py, ou xo € Py, donc v € Vi ou v € V5 car (Vp)y, est de
dimension 1. Or Vj est le plus petit espace m-invariant contenant v ce qui est impossible. o

Corollaire 6.11. Toute représentation irréductible est une représentation de plus haut poids et
réciproquement.

Démonstration. Si 7 est irréductible, on choisit xo € ®y maximal, v € V,, et on applique la
proposition. Par irréductibilité, le V{, construit est V. o

Définition-proposition 6.12. Un élément yg € Aw est dominant si les conditions équivalents
suivants sont vérifiées :

1. Xo appartient & la chambre de Weyl fermée @ := {\ € E | Va € A, (A, a) > 0};
2. siwy, ..., wy, sont les poids fondamentaux, alors xog = Z?:l Aiw; avec A; € N.

Démonstration. En notant xo = > A\;w;, il suffit de remarquer que

2(x0, )

<O[ Oé> = XO(Hai) =\ <

| Lemme 6.13. Le plus haut poids d’une représentation irréductible est dominant.
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Démonstration. Soit xo le plus haut poids. Soit a € A. On veut montrer que (xo, @) = 0. Or les
poids sont invariants par le groupe de Weyl. En particulier, on a s,(x0) < Xxo, ¢’est-a-dire

_2<X0,0{>
0 <a’a> X XO0»

donc (xp,a) > 0. o
Proposition 6.14. Deux représentations irréductibles de méme plus haut poids sont isomorphes.

Pour cela, on utilise le lemme suivant.

Lemme 6.15 (Schur). 1. Si V1 et Va sont des représentations irréductibles d’'un groupe ou
d’une algebre de Lie complexe et ¢: V3 — V5 un entrelacement, alors ¢ = 0 ou ¢ est un
isomorphisme.

2. Si Vj et V5 sont des représentations irréductibles d’un groupe ou d’une algebre de Lie complexe
et ¢1,¢2: Vi —> V5 deux entrelacements avec ¢ # 0, alors ¢o = A¢p pour A € C.

3. Si V est une représentation irréductible d’un groupe ou d’une algebre de Lie et ¢p: V — V'
un entrelacement, alors ¢ = AIdy pour A € C.

Démonstration de la proposition. Soient (mq,V;) et (w2, V) deux représentations irréductibles de
plus haut poids xo. On choisit v € (Vi)y, €t v2 € (V2)y, non nuls. On prend v = (v, v2) € V1 & Va.
Il est de poids xp qui est un poids maximal pour la représentation Vi @ V5. On applique la
proposition clef & xo et v. On obtient Vy C Vi @ V5 tel que my @ maly, soit irréductible. On considére
les projections p;: Vi @ Vo — V;. Alors pily, et pa|y, nne sont pas nuls car p;(v) = v; # 0. Ce
sont des entrelacements entre des représentations irréductibles. Par le lemme de Schur, ce sont des
isomorphismes, c’est-a-dire V7 ~ V >~ V5. o

Théoréme 6.16 (classification des représentations irréductibles). Soit xo € Aw N%€ un poids entier
dominant. Alors il existe une unique représentation & isomorphisme pres qui soit irréductible et de
plus haut poids xg.

Démonstration. L’unicité a déja été vue. Pour 'existence, montrons qu’il suffit de montrer que c’est
vrai pour les poids fondamentaux. Supposons qu’on dispose de n = rg g représentations (mq, V1),
.+, (7, Vi), dites représentations fondamentales, de plus haut poids les poids fondamentaux wy,
..y Wy S0it xo un entier dominant. On ’écrit xo = Z?:l m;w; avec m; € N.
Remarquons que m; ® T2 a pour poids les sommes ®y, + ®y,. En effet, soit (el,...,e}) une base
2

de diagonalisable de h pour V; et (e2,..., ep) la méme pour V5. Alors pour tout H € b, on a

m(H)ej =xi(H)e; et m(H)ej = xj(H)ej,

donc
(1 @ mo)(H)(ef ® €3) = (xi +x3)(H)ej @ 5.

Les poids de 78" @ - .- @ 7€ sont les sommes de m; poids de 7y, ..., m, poids de m,. Donc
le plus haut poids de cette représentation est > m;w; avec w; le plus haut poids de 7. On peut
appliquer la proposition clef et le produit tensoriel contient donc une représentation irréductible de
plus haut poids xg. Donc il suffit de construire les représentations fondamentales. o

Théoréme 6.17 (admis). Les poids d’une représentation irréductible de plus haut poids xo sont
précisément les poids x € Aw tels que

X € Conv(Wxo) et X —Xo € Ag = Z Za.
acA

Le réseau Ay engendré par les racines est, en général, d’indice fini dans Awy.






49

Chapitre 7

Groupes de Lie et exponentielle

7.1 Motivations . . . . ... 49
7.2 Formule de Baker-Campbell-Haussdorff . . .. ... ... ... ... .... 49
7.3 Morphismes de groupes et d’algebres de Lie . . ... ... ... ....... 51
7.4 Revétements et groupesde Lie . . .. ... ... ... ... ... ... ... 52
7.5 Sous-groupes avec algebre de Lie prescrite . . . ... ... .o L. 53

7.1. Motivations

Théoréme 7.1. Soient G et H deux groupes de Lie linéaires et ¢: G — H un morphisme continu.
Alors il est de classe €°° et sa différentielle dy en l'identité vérifie

<p(eX) = (X, Xeg.

On peut se poser la question de la réciproque. Etant donné un morphisme ¥: g —s b, se
réalise-t-il comme la différentielle d’'un morphisme de groupes G — H ? La réponse est négative.
Considérons le morphisme d’algébres

R — R,
t—t.

Alors il n’existe pas de morphisme non trivial continu ¥: R/Z — Z. Son image est un sous-groupe
compact de R.

H Théoréme 7.2. Soient G un groupe de Lie simplement connexe et H un autre groupe de Lie.
Soit 6: g — b un morphisme. Alors il existe un unique morphisme «: G — H tel que § = da.

Une autre question a la suivante : si G est un groupe linéaire et i C g une sous-algebre, existe-t-il
un sous-groupe H C G dont I'algebre est h. La réponse est non. Considérons I’algébre de Lie g = R?
qui est associée au groupe G' = R2/Z%. On prend la sous-algebre b := Vect((1,v/2)).

7.2. Formule de Baker-Campbell-Haussdorff

Théoréme 7.3. Soit G un groupe de Lie linéaire. Alors il existe un voisinage V' C g de zéro tel que,
pour tous éléments X,Y € V, I’élément log(eXeY) est bien défini et
—1)k dX)Pr(ad V)% - - (ad X)Pr(ad V)% (ad X)"Y
gl ¥e = x5 Y (-1) (3 X) (ad V) - (ad X)P* (2 V)% (2 X)"Y
oy D@+ +a+1) pilg!- - prlge!n!
(pi,qi)EN?
pi+qi>0

Lemme 7.4. On pose ®(z) = (1 —e *)/z et ¢(z) = zlog z/(z — 1). Alors pour tout nombre z € C
tel que |z| < log2, on a ¥(e*)¥(z) = 1.

Cette formule reste vraie quand on remplace z par un endomorphisme de C¢ de petite norme.
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Lemme 7.5. Soit X € .#,(C). On définit ’application
Mp(C) — M, (C),
Y — XY,
Alors
dexp(X) = Ao ®(ad X).

Démonstration. Pour t,s € R, on pose

v(t,s) = exp(—s(X + tY))%[exp(s(X +tY))].

Alors

% =exp(—s(X +tY))[—(X + tY)]%[exp(s(X +tY))]

+ exp(—s(X + tY))%[(X + 1Y) exp(s(X + tY))]

exp(—s(X +tY)[—-(X + tY)]%[exp(s(X +tY))]

+exp(—s(X +tY)) |YVexp(s(X +tY)) + (X + tY)%

[exp(s(X + tY))]

= exp(—s(X +1tY))Y exp(s(X +tY))
= Ad(exp(—s(X +tY)))Y
= exp(—sad(X +tY))Y.
Remarquons que
Y(t,1) = exp(—=(X +tY)) dexp(X)(Y),
~(t,0) = 0.
Alors )
exp(—(X +tY)) dexp(X)(Y) = /0 exp(—sad(X +tY))yds.

On prend ¢t = 0 et on obtient

P& (—s)F(ad X)*F

exp(—X) dexp(X)(Y) = kl

yds

S—

k
too k gk+1
_ ((kl)+1)! (ad2)*(Y)

Proposition 7.6. Pour X, Y assez petits, on a
1
log(e®e¥) =2 + / (e XeladYyy gy,
0

Démonstration. On pose F(t) = log(eXe!Y). Calculons sa dérivée. On pose U(t) = eXet¥ = '),

Alors
U'(t) = eXetVy ='Wy,

Par ailleurs, on a
U'(t) = dexp(F(t))(F'(t)) = " D (ad F(t))F'(t).

Or pour Z assez petit, on a ¥(e?) = ®(Z)~L. On obtient alors
F'(t) = (T )Y = p(Ad("M))Y.

On trouve alors

log(eXe¥) = F(1) = F(0) + / P
0
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1
:X+/ P(Ad(eF ™))y dt
0
1
:x—i—/ Y(erdXetadYyy (¢, ©
0

Pour obtenir la formule de Baker-Campbell-Haussdorff, on développe la fonction v en série
entiere puis on integre.

Morphismes de groupes et d’algebres de Lie
Montrons le théoreme 8.2. On procede en quatre étapes.

Etape 1. Montrons qu'il existe un voisinage U C G de 1’élément neutre et un morphisme lo-
cal a: U — H de dérivé 6. On considére des petits voisinages de e et eg et Oy et Oy tel que expy,
loge, expy et logy soit des difféomorphismes locaux. On définit a(A) = expy(d(logg A)) sur un
petit voisinage de eg. C’est une fonction de classe ¥°° d’un voisinage de eg sur un voisinage de eg.
On restreint encore les voisinages de maniere a s’assurer que la formule de Bell-Campbell-Haussdorff
soit vraie pour les éléments de g et h. On note A = e® et B = e avec a,b € g. Alors

a(A)a(B) = expy(6(a)) exp, (5(b))
—oxpy (8(0) + D" g (a0 3(@)” -+ (ad 5(a))"5(0)).
n,k,pi.qi
Or ad(d(u))(6(v)) = [6(u),d(v)] = §([u, v]), donc
a(A)a(B) = expy, ((5 (a + Z Cnkopsq; (@d a@)P -+ - (ad a)”b))

n,k,pi,q;
= expy (§(log(e”e”)))
= a(AB).

Etape 2. Soient g € G et ~[0,1] — G un lacet continu entre e et g. On va définir une valeur
par a,(g) qui va dépendre du lacet v. On se donne une subdivision tg =0 <t; <--- <t =1de
I'intervalle [0, 1] tel que

A(t) " ([t tia]) CU
pour le voisinage U de I’étape 1. On pose

ay(9) = aly(to) " )(t) - aly(te-1) " ().

Ca dépend a priori de la subdivision.
Montrons que c’est invariant si on raffine la partition. Rajoutons un temps s € |¢t,, tpy1[. Alors

a(y(tp) "y (tp1)) = a(v(ty) T (8)7(s) " Y (tps1))
= a(y(t,) "y (s)a(y(s) T (tpr)-
Ainsi le résultat ne change pas si on intercale un temps en plus.

Remarquons maintenant que, si on a deux subdivisions, on peut construire une subdivision qui
raffine les deux. Cela conclut : la quantité c.,(g) ne dépend que du chemin choisi 7.

Etape 3. On suppose que G est simplement connexe. Montrons que la valeur o (g) ne dépend pas
de . Soient y; et 2 deux chemins reliant eg a g. Soit v une homotopie a extrémités fixées entre
ces deux derniers. On peut trouver un quadrillage rectangulaire (¢;) et (z;) de sorte que

Y(ti, 55) 7y ([Eis tig] X [, 8541]) € U™
On note
oiji=aly(ts) y(tiv,s) et Tig=aly(ts) Ty (tn s541))

et on a 7; j0; j+1 = 04,;Ti+1,5. Ceci permet de conclure.
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Etape 4. On a donc défini une application a: G — H. Montrons que ¢’est un morphisme de
groupes. Soient g, ¢’ € G deux éléments. Soient v, et vo deux chemins reliant e & g (resp. ¢'). Alors
g(%') est un chemin de g & gg’. On trouve alors a(g)a(g’) = a(gg’).

Corollaire 7.7. Si deux groupes de Lie G et H sont simplement connexes dont les algebres de Lie
sont isomorphes, alors ils sont isomorphes.

Démonstration. Soit §: g — b un isomorphisme. On peut écrire da = 6 et dB = 6. Alors on
trouve d(f5 o ) = Idg et 'unicité donne alors o a = Idg. De méme, on trouve ao § = Idg. o

Corollaire 7.8. Soit g une algebre de Lie qu’on peut écrire sous la forme g = h; & hs. Soit G un
groupe simplement connexe d’algebre de Lie g. Alors il existe deux sous-groupes fermés simplement
connexe Hy, Hy C G dont les algébres de Lie sont by et by et tels que G ~ Hy x Ho.

Démonstration. On regarde les projections p;: g — h; C H. Ce sont des morphismes d’algebres
de Lie. Il existe ainsi deux morphismes de groupes ®;: G — G tel que p; = d®;. Posons
H; = (Ker ®;)°. Ce sont des sous-groupes fermés d’algebres de Lie Ker p; = b;. Regardons

d(®1|n,) = (dp1)|m, = 1dy,

qui coincide avec la différentielle du morphisme Idg,, donc @]y, = Idg, .

Montrons que Im ®; C H;. Le morphisme p;: g — h; provient d’un morphisme de groupes de
Lie G — Hy, c’est donc @1 qui est a valeurs dans Hj.

Vérifions que le sous-groupes H; sont simplement connexes. Soit v un lacet de H; reliant e a e.
Montrons que ce lacet est homotope au lacet constant. En tant que lacet de G, il est homotope au
lacet constant. On note « une homotopie dans G. Regardons S(t, s) := @1 («(t, s)). Alors c’est une
homotopie dans H. Ainsi le sous-groupe H; est simplement connexe. De méme pour Hs.

Considérons les applications

H1><H2—)G, G—)H1XH2,
et v
(z,y) — zy g+ (21(9), ®2(9))-

Alors les composées uov et vou ont pour différentielles Idg et Id gy, « m,. Ce sont donc les applications
IdG et IdHleQ. <

Revétements et groupes de Lie

Théoréme 7.9. Soient G un groupe de Lie connexe te g: G — G un revétement universel. Alors
il existe une structure de groupe de Lie sur le groupe G tel que 'application g soit un morphisme.

Remarque. La donnée d’une structure de groupe sur ’ensemble GG correspond & choisir un neutre
-1
ex €q (eq).

Théoréme 7.10. Soient G un groupe de Lie connexe te ¢: G — G un revétement universel. Alors
le noyau Ker ¢ ~ 11 (G) est discret et central. De méme, il existe un isomorphisme G ~ G/ Ker q.

Remarque. Le noyau Ker g est discret car c’est un revétement et il est distingué car c’est un noyau.

Lemme 7.11. Un sous-groupe discret distingué d’un groupe connexe est central.

Démonstration. Soit N C G un sous-groupe distingué discret. Soit n € N. L’application
geGr—gng teN

est continue & valeurs dans un espace discret. Comme le groupe G est connexe, elle est constante et
vaut ene”! = n. Ainsi ’élément n appartient au centre du groupe G. o

Théoréme 7.12. Soit g une algebre de Lie. Alors il existe un unique, a isomorphisme pres, groupe
de Lie simplement connexe G d’algebre de Lie g. De plus, il existe une bijection entre les classes

d’isomorphismes de groupes connexes ayant pour algebre de Lie g et les orbites sous Aut(G) de
I’ensemble des sous-groupes discrets centraux de G.
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Exemple. On considére l'algebre de Lie abélienne R™. Alors un groupe de Lie simplement connexe
qui a cette algebre de Lie est le groupe additif R™. Ici on a Aut(R™) ~ GL(n,R) et les sous-groupes
discrets de R™ sont isomorphes & des groupes ZF. Ainsi les groupes de Lie abélien connexe sont les
groupes R¥/ZF x Rk,

Exemple (décomposition d’Iwasawa). On consideére le groupe G := SL(2,R) et ses sous-groupes

K = S0(2), A::{(é ;_H) )\>0} of N::{(é i) teR}.

Alors l'application
KxAxN—G

(k,a,n) — kan

est un difféomorphisme. De méme, on trouve une décomposition similaire du groupe SL(2, C).
Corollaire 7.13. Le groupe SO(2) (resp. SU(2)) est un rétract par déformation du groupe SL(2,R)
(resp. SL(2,C))

—_~—

En particulier, on a 71 (SL(2,R)) =~ Z et SU(2) ~ S3. Appelons SL(2,R) le revétement universel
du groupe SL(2,R). Ce n’est pas un groupe linéaire.

Proposition 7.14. Soit G un groupe de Lie connexe linéaire d’algebre de Lie s[(2,R). Soit ¢: G —
SL(2,R) un revétement. Alors lapplication ¢ est un isomorphisme.

Démonstration. On suppose G C GL(n,R). Soit ¢ == (dg)~': sl(2,R) — g C gl(n,C). On peut
étendre ce morphisme a l'algebre s((2, C) en posant @(A + iB) = ¢(A) + ip(B). Cela donne un
morphisme ¢: sl(2,C) — gl(n, C). Or le groupe SL(2, C) est simplement connexe, donc il existe
un morphisme de groupes de Lie 1: SL(2,C) — GL(n,C) qui réalise ce morphisme. Alors la
composée Y|sp2,r) © ¢: G — GL(n, C) est I'identité car sa différentielle est I'identité. De méme,
on trouve un inverse & droite ce qui conclut que 'application ¢ est un isomorphisme. o

Exemple. Sin > 3, alors m1(SL(n,R)) ~ 71(SO(n)) ~ Z/2Z.

Sous-groupes avec algebre de Lie prescrite

Définition 7.15. Soit H C GL(n,C) un sous-groupe. On définit
Lie(H) == {X € .#,(C) |Vt € R, ' € H}.

Ce n’est pas évident que ce soit une algebre de Lie.
Définition 7.16. Soit G un groupe de Lie linéaire. Un sous-ensemble H C G est un sous-groupe
intégral de G si

— P'ensemble H est un sous-groupe de G ;

— I’ensemble b := Lie(H) soit une algebre de Lie de g;

—ona H = (e").

Le dernier point exprime que tout les éléments de H sont de la forme e ---e"» pour h; € b.

Théoréme 7.17 (du sous-groupe intégral). Soient G un groupe de Lie linéaire et h C g une
sous-algebre de Lie. Alors il existe un unique sous-groupe intégral H C G tel que h = Lie(H).

Démonstration. L’unicité est assurée par le troisieme point. Pour l'existence, on pose H = (e").
Les premier et troisiéme point sont alors clairs. Il reste & vérifier que b = Lie(H). On peut déja
écrire linclusion h C Lie(H). Réciproquement, soit D C g un sous-espace vectoriel supplémentaire
a h. L’application

hxD— G,

(X,Y) — eXe¥
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est un difféomorphisme local au point (0,0). Quitte a réduire le voisinage U de (0,0), on peut
supposer que la formule de Baker-Campbell-Haussdorff soit valide pour les produits de quatre
éléments de U et que I'application

eV — b x D,
g— (X(9),Y(g)) tel que g = eX(9) Y (9)
soit lisse.

Lemme 7.18. L’ensemble E := {Y(g) | g € eV N H} est au plus dénombrable.

Ce lemme suffit. En effet, soit Z € Lie(H). Alors pour ¢ assez petit, on a tZ € U, donc on peut
écrire et? = eXMeY 1) ot les fonctions X (t) et Y (t) sont continues pres de 0. Pour ¢ assez petit, on
a donc e¥®) = e=X(etZ ¢ HNU, donc Y(t) € E. Or E est dénombrable et Y est continue, donc
la fonction Y est constante (c’est le théoréme des valeurs intermédiaires) sur un voisinage de 0 et
elle vaut Y'(0) = 0. Donc e*? = eX®) pour t assez petit, donc X (t) € b, donc Z = X (t)/t € b pour
t # 0 assez petit.

Il reste donc a montrer le précédent lemme. Pour cela, on va passer par le lemme suivant.

Lemme 7.19. Donnons-nous une Q-structure sur b, c’est-a-dire une base de h modulo changement
linéaires & coefficients rationnels (un élément de h est rationnel si ses coordonnées dans la base fixée
sont des rationnels). Soit g € H. Alors il existes des éléments rationnels Ry, ..., Ry, X € hN U tels

que g = eXefti ... eftr,

XoRi ... Rk

Ce lemme suffit & montrer le premier lemme. Remarquons que, si on fixe R;, alors Y (e ‘e
ne dépend pas du X € hN U choisi. En effet, on pose g; == eXieft ... efte Alors g; = eX (i)Y (99)
donc e~ X1eX(91)eY(91) = =X2X(92)eY(92) Or e=X1eX(91) = 21 avec Z; € b par la formule de
Baker-Campbell-Haussdorff car §j est une algebre de Lie. De méme, on écrit e X2eX(92) = %2 Ainsi
e~ Z1eY(91) = ¢=22¢Y(92) done Zy = Zs et Y(g91) =Y (g2). On n’a qu'un nombre dénombrable de
choix de k et R;, donc un nombre dénombrable de possibilité pour Y (eXeft ... efir), D’apres le
lemme 2, I’ensemble E est donc dénombrable.

Il reste & montrer le lemme 2. Tout élément de H s’écrit sous la forme eX! - .- eX* avec X; € b.
On peut supposer X; € U qui & modifier la longueur. Soit ¢ = eX*...eXr € H avec X; € U.
Montrons par récurrence sur k qu’on peut le mettre sous la forme g = eXeffr ... eft . Clest vrai
pour k = 0. Pour ’hérédité, on suppose cela vrai au rang k. Alors

eXl .. .eXk+1 — €X1 (€X2 .. _eXk+1) — 6X1€Z€R2 . .eR/H'l'

Or eX1eZ = ¢T avec T € U? N b par la formule de BCH. On écrit T = Ry + € avec Ry rationnel
et [le]] < 1. Alors efe™ft = X avec X € b petit. Ainsi eX1e? = €T = eXeflt ce qui permet de

conclure que
X1 eXht = e XeRipha L o R o

Théoréme 7.20. Soit H C G un sous-groupe intégral. Alors on peut lui donner une structure de
groupe de Lie tel que 'ensemble Lie(H) soit son algébre de Lie et 'inclusion H — G soit lisse.

Exemple. Soit h C g une sous-algebre abélienne maximale. Alors le sous-groupe intégrale corres-
pondant H C G est fermé. En effet, 'adhérence Z := H est encore un sous-groupe. On remarque
que le sous-groupe H est abélien puisque H = €Y. Ainsi le sous-groupe Z est abélien, donc son
algebre de Lie est abélienne. Comme elle contient la sous-algébre abélienne maximale b, on en
déduit que Lie(Z) = b, donc Z = H.

Exemple. Soit h une algebre de Lie semi-simple et isomorphe a 'algebre de Lie d’'un groupe
compact. Alors le sous-groupe intégrale correspondant H est compact.
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8.1. Motivations

Théoréme 8.1. Soient G et H deux groupes de Lie linéaires et ¢: G — H un morphisme continu.
Alors il est de classe € et sa différentielle dp en 'identité vérifie

pe¥) =M, Xegq

On peut se poser la question de la réciproque. Etant donné un morphisme U: g — b, se
réalise-t-il comme la différentielle d’'un morphisme de groupes G — H ? La réponse est négative.
Considérons le morphisme d’algebres

R — R,
t—t.

Alors il n’existe pas de morphisme non trivial continu ¥: R/Z — Z. Son image est un sous-groupe
compact de R.

Théoréme 8.2. Soient G un groupe de Lie simplement connexe et H un autre groupe de Lie.
Soit §: g — b un morphisme. Alors il existe un unique morphisme «: G — H tel que § = da.

Une autre question a la suivante : si G est un groupe linéaire et ) C g une sous-algebre, existe-t-il
un sous-groupe H C G dont I'algébre est h. La réponse est non. Considérons I’algébre de Lie g = R?
qui est associée au groupe G' = R2?/Z%. On prend la sous-algebre b := Vect((1,v/2)).

8.2. Formule de Baker-Campbell-Haussdorff

Théoréme 8.3. Soit G un groupe de Lie linéaire. Alors il existe un voisinage V' C g de zéro tel
que, pour tous éléments X,Y € V, I’élément log(eXe) est bien défini et
—1)k dX)P1(ad Y --- (ad X)P*(ad V) (ad X )Y
g ¥e = x4 Y (-1) (3 X) (ad V) - (ad X)P* (2 V)% (2 X)"Y
o=y D@+ +a+1) pilqi! - pelge!n!
(pi,q:)EN?
pi+qi>0

Lemme 8.4. On pose ®(z)

=(1—-e"*)/zet ¢(z) = zlogz/(z — 1). Alors pour tout nombre z € C
tel que |z| < log2, on a ¥ (e*)¥(z) =

1.

Cette formule reste vraie quand on remplace z par un endomorphisme de C¢ de petite norme.
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Lemme 8.5. Soit X € ., (C). On définit application
My (C) — M, (C),
Y — XY,
Alors
dexp(X) = Ao ®(ad X).

Démonstration. Pour t,s € R, on pose

v(t,s) = exp(—s(X + tY))%[exp(s(X +tY))].

Alors

% = exp(—s(X + V)~ (X + tY)]%

+ exp(—s(X + tY))%[(X + 1Y) exp(s(X + tY))]

exp(—s(X +Y))[~(X + tY)]%

+exp(—s(X +tY)) |YVexp(s(X +tY)) + (X + tY)%

[exp(s(X +tY))]

[exp(s(X +tY))]

[exp(s(X + tY))]

= exp(—s(X +1tY))Y exp(s(X +tY))
= Ad(exp(—s(X +tY)))Y
= exp(—sad(X +tY))Y.
Remarquons que
Y(t,1) = exp(—=(X +tY)) dexp(X)(Y),
~(t,0) = 0.
Alors )
exp(—(X +tY)) dexp(X)(Y) = /0 exp(—sad(X +tY))yds.

On prend ¢t = 0 et on obtient

P& (—s)F(ad X)*F

exp(—X) dexp(X)(Y) = kl

yds

S—

k
too k gk+1
_ ((kl)+1)! (ad2)*(Y)

Proposition 8.6. Pour X,Y assez petits, on a
1
log(e®e¥) =2 + / (et XeladYyy gy,
0

Démonstration. On pose F(t) = log(eXe!Y). Calculons sa dérivée. On pose U(t) = eXet¥ = '),

Alors
U'(t) = eXetVy ='Wy,

Par ailleurs, on a
U'(t) = dexp(F(t))(F'(t)) = " D (ad F(t))F'(t).

Or pour Z assez petit, on a ¥(e?) = ®(Z)~L. On obtient alors
F'(t) = (T )Y = p(Ad("M))Y.

On trouve alors

log(eXe¥) = F(1) = F(0) + / P
0
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1
:X+/ P(Ad(eF ™))y dt
0
1
:x—i—/ Y(erdXetadYyy (¢, ©
0

Pour obtenir la formule de Baker-Campbell-Haussdorff, on développe la fonction v en série
entiere puis on integre.

Morphismes de groupes et d’algebres de Lie
Montrons le théoreme 8.2. On procede en quatre étapes.

Etape 1. Montrons qu'il existe un voisinage U C G de 1’élément neutre et un morphisme lo-
cal a: U — H de dérivé 6. On considére des petits voisinages de e et eg et Oy et Oy tel que expy,
loge, expy et logy soit des difféomorphismes locaux. On définit a(A) = expy(d(logg A)) sur un
petit voisinage de eg. C’est une fonction de classe ¥°° d’un voisinage de eg sur un voisinage de eg.
On restreint encore les voisinages de maniere a s’assurer que la formule de Bell-Campbell-Haussdorff
soit vraie pour les éléments de g et h. On note A = e® et B = e avec a,b € g. Alors

a(A)a(B) = expy(6(a)) exp, (5(b))
—oxpy (8(0) + D" g (a0 3(@)” -+ (ad 5(a))"5(0)).
n,k,pi.qi
Or ad(d(u))(6(v)) = [6(u),d(v)] = §([u, v]), donc
a(A)a(B) = expy, ((5 (a + Z Cnkopsq; (@d a@)P -+ - (ad a)”b))

n,k,pi,q;
= expy (§(log(e”e”)))
= a(AB).

Etape 2. Soient g € G et ~[0,1] — G un lacet continu entre e et g. On va définir une valeur
par a,(g) qui va dépendre du lacet v. On se donne une subdivision tg =0 <t; <--- <t =1de
I'intervalle [0, 1] tel que

A(t) " ([t tia]) CU
pour le voisinage U de I’étape 1. On pose

ay(9) = aly(to) " )(t) - aly(te-1) " ().

Ca dépend a priori de la subdivision.
Montrons que c’est invariant si on raffine la partition. Rajoutons un temps s € |¢t,, tpy1[. Alors

a(y(tp) "y (tp1)) = a(v(ty) T (8)7(s) " Y (tps1))
= a(y(t,) "y (s)a(y(s) T (tpr)-
Ainsi le résultat ne change pas si on intercale un temps en plus.

Remarquons maintenant que, si on a deux subdivisions, on peut construire une subdivision qui
raffine les deux. Cela conclut : la quantité c.,(g) ne dépend que du chemin choisi 7.

Etape 3. On suppose que G est simplement connexe. Montrons que la valeur o (g) ne dépend pas
de . Soient y; et 2 deux chemins reliant eg a g. Soit v une homotopie a extrémités fixées entre
ces deux derniers. On peut trouver un quadrillage rectangulaire (¢;) et (z;) de sorte que

Y(ti, 55) 7y ([Eis tig] X [, 8541]) € U™
On note
oiji=aly(ts) y(tiv,s) et Tig=aly(ts) Ty (tn s541))

et on a 7; j0; j+1 = 04,;Ti+1,5. Ceci permet de conclure.
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Etape 4. On a donc défini une application a: G — H. Montrons que ¢’est un morphisme de
groupes. Soient g, ¢’ € G deux éléments. Soient v, et vo deux chemins reliant e & g (resp. ¢'). Alors
g(%') est un chemin de g & gg’. On trouve alors a(g)a(g’) = a(gg’).

Corollaire 8.7. Si deux groupes de Lie G et H sont simplement connexes dont les algebres de Lie
sont isomorphes, alors ils sont isomorphes.

Démonstration. Soit §: g — b un isomorphisme. On peut écrire da = 6 et dB = 6. Alors on
trouve d(f5 o ) = Idg et 'unicité donne alors o a = Idg. De méme, on trouve ao § = Idg. o

Corollaire 8.8. Soit g une algebre de Lie qu’on peut écrire sous la forme g = b & hs. Soit G un
groupe simplement connexe d’algebre de Lie g. Alors il existe deux sous-groupes fermés simplement
connexe Hy, Hy C G dont les algébres de Lie sont by et by et tels que G ~ Hy x Ho.

Démonstration. On regarde les projections p;: g — h; C H. Ce sont des morphismes d’algebres
de Lie. Il existe ainsi deux morphismes de groupes ®;: G — G tel que p; = d®;. Posons
H; = (Ker ®;)°. Ce sont des sous-groupes fermés d’algebres de Lie Ker p; = b;. Regardons

d(®1|n,) = (dp1)|m, = 1dy,

qui coincide avec la différentielle du morphisme Idg,, donc @]y, = Idg, .

Montrons que Im ®; C H;. Le morphisme p;: g — h; provient d’un morphisme de groupes de
Lie G — Hy, c’est donc @1 qui est a valeurs dans Hj.

Vérifions que le sous-groupes H; sont simplement connexes. Soit v un lacet de H; reliant e a e.
Montrons que ce lacet est homotope au lacet constant. En tant que lacet de G, il est homotope au
lacet constant. On note « une homotopie dans G. Regardons S(t, s) := @1 («(t, s)). Alors c’est une
homotopie dans H. Ainsi le sous-groupe H; est simplement connexe. De méme pour Hs.

Considérons les applications

H1><H2—)G, G—)H1XH2,
et v
(z,y) — zy g+ (21(9), ®2(9))-

Alors les composées uov et vou ont pour différentielles Idg et Id gy, « m,. Ce sont donc les applications
IdG et IdHleQ. <

Revétements et groupes de Lie

Théoréme 8.9. Soient G un groupe de Lie connexe te ¢: G — G un revétement universel. Alors
il existe une structure de groupe de Lie sur le groupe G tel que 'application g soit un morphisme.

Remarque. La donnée d’une structure de groupe sur ’ensemble GG correspond & choisir un neutre
-1
ex €q (eq).

Théoréme 8.10. Soient G un groupe de Lie connexe te ¢: G — G un revétement universel. Alors
le noyau Ker ¢ ~ 11 (G) est discret et central. De méme, il existe un isomorphisme G ~ G/ Ker q.

Remarque. Le noyau Ker g est discret car c’est un revétement et il est distingué car c’est un noyau.

Lemme 8.11. Un sous-groupe discret distingué d’un groupe connexe est central.

Démonstration. Soit N C G un sous-groupe distingué discret. Soit n € N. L’application
geGr—gng teN

est continue & valeurs dans un espace discret. Comme le groupe G est connexe, elle est constante et
vaut ene”! = n. Ainsi ’élément n appartient au centre du groupe G. o

Théoréme 8.12. Soit g une algebre de Lie. Alors il existe un unique, a isomorphisme pres, groupe
de Lie simplement connexe G d’algebre de Lie g. De plus, il existe une bijection entre les classes

d’isomorphismes de groupes connexes ayant pour algebre de Lie g et les orbites sous Aut(G) de
I’ensemble des sous-groupes discrets centraux de G.



CHAPITRE 8. GROUPES DE LIE COMPACTS 59

Exemple. On considére l'algebre de Lie abélienne R™. Alors un groupe de Lie simplement connexe
qui a cette algebre de Lie est le groupe additif R™. Ici on a Aut(R™) ~ GL(n,R) et les sous-groupes
discrets de R™ sont isomorphes & des groupes ZF. Ainsi les groupes de Lie abélien connexe sont les
groupes R¥/ZF x Rk,

Exemple (décomposition d’Iwasawa). On consideére le groupe G := SL(2,R) et ses sous-groupes

K = S0(2), A::{(é ;_H) )\>0} of N::{(é i) teR}.

Alors l'application
KxAxN—G

(k,a,n) — kan

est un difféomorphisme. De méme, on trouve une décomposition similaire du groupe SL(2, C).
Corollaire 8.13. Le groupe SO(2) (resp. SU(2)) est un rétract par déformation du groupe SL(2,R)
(resp. SL(2,C))

—_~—

En particulier, on a 71 (SL(2,R)) =~ Z et SU(2) ~ S3. Appelons SL(2,R) le revétement universel
du groupe SL(2,R). Ce n’est pas un groupe linéaire.

Proposition 8.14. Soit G un groupe de Lie connexe linéaire d’algebre de Lie sl(2,R). Soit ¢: G —
SL(2,R) un revétement. Alors lapplication ¢ est un isomorphisme.

Démonstration. On suppose G C GL(n,R). Soit ¢ == (dg)~': sl(2,R) — g C gl(n,C). On peut
étendre ce morphisme a l'algebre s((2, C) en posant @(A + iB) = ¢(A) + ip(B). Cela donne un
morphisme ¢: sl(2,C) — gl(n, C). Or le groupe SL(2, C) est simplement connexe, donc il existe
un morphisme de groupes de Lie 1: SL(2,C) — GL(n,C) qui réalise ce morphisme. Alors la
composée Y|sp2,r) © ¢: G — GL(n, C) est I'identité car sa différentielle est I'identité. De méme,
on trouve un inverse & droite ce qui conclut que 'application ¢ est un isomorphisme. o

Exemple. Sin > 3, alors m1(SL(n,R)) ~ 71(SO(n)) ~ Z/2Z.

Sous-groupes avec algebre de Lie prescrite

Définition 8.15. Soit H C GL(n,C) un sous-groupe. On définit
Lie(H) = {X € #,(C) |Vt € R, "X € H}.

Ce n’est pas évident que ce soit une algebre de Lie.
Définition 8.16. Soit G un groupe de Lie linéaire. Un sous-ensemble H C G est un sous-groupe
intégral de G si

— P'ensemble H est un sous-groupe de G ;

— I’ensemble b := Lie(H) soit une algebre de Lie de g;

—ona H = (e").

Le dernier point exprime que tout les éléments de H sont de la forme e ---e"» pour h; € b.

Théoréme 8.17 (du sous-groupe intégral). Soient G un groupe de Lie linéaire et h C g une
sous-algebre de Lie. Alors il existe un unique sous-groupe intégral H C G tel que h = Lie(H).

Démonstration. L’unicité est assurée par le troisieme point. Pour l'existence, on pose H = (e").
Les premier et troisiéme point sont alors clairs. Il reste & vérifier que b = Lie(H). On peut déja
écrire linclusion h C Lie(H). Réciproquement, soit D C g un sous-espace vectoriel supplémentaire
a h. L’application

hxD— G,

(X,Y) — eXe¥
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est un difféomorphisme local au point (0,0). Quitte a réduire le voisinage U de (0,0), on peut
supposer que la formule de Baker-Campbell-Haussdorff soit valide pour les produits de quatre
éléments de U et que I'application

eV — b x D,
g— (X(9),Y(g)) tel que g = eX(9) Y (9)
soit lisse.

Lemme 8.18. L’ensemble E = {Y(g) | g € eV N H} est au plus dénombrable.

Ce lemme suffit. En effet, soit Z € Lie(H). Alors pour ¢ assez petit, on a tZ € U, donc on peut
écrire et? = eXMeY 1) ot les fonctions X (t) et Y (t) sont continues pres de 0. Pour ¢ assez petit, on
a donc e¥®) = e=X(etZ ¢ HNU, donc Y(t) € E. Or E est dénombrable et Y est continue, donc
la fonction Y est constante (c’est le théoréme des valeurs intermédiaires) sur un voisinage de 0 et
elle vaut Y'(0) = 0. Donc e*? = eX®) pour t assez petit, donc X (t) € b, donc Z = X (t)/t € b pour
t # 0 assez petit.

Il reste donc a montrer le précédent lemme. Pour cela, on va passer par le lemme suivant.

Lemme 8.19. Donnons-nous une Q-structure sur b, c’est-a-dire une base de h modulo changement
linéaires & coefficients rationnels (un élément de h est rationnel si ses coordonnées dans la base fixée
sont des rationnels). Soit g € H. Alors il existes des éléments rationnels Ry, ..., Ry, X € hN U tels

que g = eXefti ... eftr,

XoRi ... Rk

Ce lemme suffit & montrer le premier lemme. Remarquons que, si on fixe R;, alors Y (e ‘e
ne dépend pas du X € hN U choisi. En effet, on pose g; == eXieft ... efte Alors g; = eX (i)Y (99)
donc e~ X1eX(91)eY(91) = =X2X(92)eY(92) Or e=X1eX(91) = 21 avec Z; € b par la formule de
Baker-Campbell-Haussdorff car §j est une algebre de Lie. De méme, on écrit e X2eX(92) = %2 Ainsi
e~ Z1eY(91) = ¢=22¢Y(92) done Zy = Zs et Y(g91) =Y (g2). On n’a qu'un nombre dénombrable de
choix de k et R;, donc un nombre dénombrable de possibilité pour Y (eXeft ... efir), D’apres le
lemme 2, I’ensemble E est donc dénombrable.

Il reste & montrer le lemme 2. Tout élément de H s’écrit sous la forme eX! - .- eX* avec X; € b.
On peut supposer X; € U qui & modifier la longueur. Soit ¢ = eX*...eXr € H avec X; € U.
Montrons par récurrence sur k qu’on peut le mettre sous la forme g = eXeffr ... eft . Clest vrai
pour k = 0. Pour ’hérédité, on suppose cela vrai au rang k. Alors

eXl .. .eXk+1 — €X1 (€X2 .. _eXk+1) — 6X1€Z€R2 . .eR/H'l'

Or eX1eZ = ¢T avec T € U? N b par la formule de BCH. On écrit T = Ry + € avec Ry rationnel
et [le]] < 1. Alors efe™ft = X avec X € b petit. Ainsi eX1e? = €T = eXeflt ce qui permet de

conclure que
X1 eXht = e XeRipha L o R o

Théoréme 8.20. Soit H C G un sous-groupe intégral. Alors on peut lui donner une structure de
groupe de Lie tel que 'ensemble Lie(H) soit son algébre de Lie et 'inclusion H — G soit lisse.

Exemple. Soit h C g une sous-algebre abélienne maximale. Alors le sous-groupe intégrale corres-
pondant H C G est fermé. En effet, 'adhérence Z := H est encore un sous-groupe. On remarque
que le sous-groupe H est abélien puisque H = €Y. Ainsi le sous-groupe Z est abélien, donc son
algebre de Lie est abélienne. Comme elle contient la sous-algébre abélienne maximale b, on en
déduit que Lie(Z) = b, donc Z = H.

Exemple. Soit h une algebre de Lie semi-simple et isomorphe a 'algebre de Lie d’'un groupe
compact. Alors le sous-groupe intégrale correspondant H est compact.
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