Géomeétrie différentielle

Christophe DUPONT

Master 1 de mathématiques fondamentales - Université de Rennes 1
Notes prises par Téofil ADAMSKI (version du 9 avril 2021)

1 Sous-variétés de R™
1.1 Définition et notion de dimension . . ... ..
1.2 Caractérisation des sous-variétés
1.3 Espacetangent .. ................

2 Variétés différentiables
2.1 Définition et exemples . . . . . ... ... ...
2.2 Variétés quotients . . .. ... ... ... ...
2.3 Partitions de I'unité et théoréme de With-

0T O

3 Formes différentielles
3.1 Formes différentielle sur un ouvert de R™ . .
3.2 L’algébre extérieure sur un ouvert de R™ . .
3.3 Tiré en arriere de formes différentielles

00~ =3 Ul W =

N

"RENNES ¥

3.4 Fibré tangent, champ de vecteurs . . . . . .. 14
3.5 Formes différentielles sur une variété . . . . . 15
3.6 Différentielle extérieure . . . . . ... ... .. 15
4 Orientation des variétés et intégration 18
4.1 Orientation . ... ................ 18
4.2 Intégration des formes différentielles . . . . . 20
5 Domaines réguliers et théorémes de Stokes 22
5.1 Domaines réguliers . . ... ... ... ... ... 22
5.2 Théoreme de Stokes . . .. ... ... ... ... 24
6 Cohomologie de de Rham 27
6.1 Formes fermées, formes exactes, lemme de

Poincaré . .. ... ... Lo 27
6.2 Cohomologie de de Rham . .. ... ... .. 28



1.1

Chapitre 1
Sous-variétés de R"

1.1 Définition et notion de dimension . . ... ... 1 1.3 Espace tangent . . . ... .............. 5
1.2 Caractérisation des sous-variétés . ... ... .. 3
Dans toute la suite, on fixe un entier n € N. On notera 0,, := (0,...,0) € R™ I’élément neutre

du groupe additif R™.

Intuitivement, une sous-variété de R” est un objet géométrique tel que chacun de ses points
admette un voisinage difféomorphe & un ensemble assez simple, c’est-a-dire de la forme R? x {0,_,}
pour un certain entier p € [0,n]. Géométriquement, cela veut dire qu’on peut « détordre » chaque
petite portion de la sous-variété en une droite, un plan, un hyperplan, etc.

Définition et notion de dimension

DEFINITION 1.1.  Une sous-variété de R™ est une partie M C R" telle que, pour tout point z¢ € M,
il existe
— un voisinage ouvert U de zy dans R"™,
— un difféomorphisme ¢: U — ¢(U) C R™ de classe €°°,
— un entier p € [0, n]
tels que
p(xo) =0, et o(UNM)=[RP x{0,_p}] Np(U).

On dira que Papplication ¢ est un difféomorphisme, ou une carte locale, associé au point zy pour la
sous-variété M.

EXEMPLES. — Un singleton {zo} avec zo € R™ est une sous-variété de R™ en prenant
U=R", p:zeR"—z—120 et p=0.

— Tout sous-espace affine est une sous-variétés de R".

— Un cercle, une ellipse et une hyperbole du plan sont des sous-variétés de R2.

— L’union d’un plan et d’une droite de ’espace se coupant en un seule point n’est pas une sous-
variété de R3. L'union de deux droites sécantes du plan n’est pas une sous-variété de R2. Justifions
ce dernier point. Dans le cas contraire, on considére un difféomorphisme ¢: U — ¢(U) associé au
point d’intersection xy € R? des deux droites. Alors 'ouvert U \ {x} posséde quatre composantes
connexes, alors que l'ensemble p(U) \ {p(z0)} n’en posseéde que deux. Ceci est impossible car
lapplication ¢ réalise un homéomorphisme entre U \ {zo} et ©(U) \ {p(z0)}.

— Un serpent qui se mord la queue (voir la figure 1.2) et le graphe de la valeur absolue ne sont pas
des sous-variétés de R2.

PROPOSITION 1.2.  Soit M un sous-variété de R™. Alors

1. Ventier p € [0, n] précédemment défini est unique, on I'appelle la dimension de la sous-variété M

au point zg € M et on le note dim,, M ;
2. si la sous-variété M est connexe, alors I’application x € M —— dim, M est constante.

Preuve 1. Soit zg € M. Quitte & prendre l'intersection des deux ouverts, on peut considérer deux
tels difféomorphismes ¢1: U — ¢1(U) et p3: U — @o(U) associés a deux tels entiers py € [0, n]
et py € [0,n]. Etudions 'application ¢g 0@y : o1 (U) — 2(U) (voir la figure 1.3). Sa différentielle
en I

dz, (02 © @;1): R” x {0y—p, } — RP? x {0,—p, }

est un isomorphisme (la différentielle en un point d'un € *°-difféomorphisme est un isomorphisme).
On obtient ainsi p; = po. Cela montre 'unicité de entier p € [0, n].

Sous-variétés de R"™ — CHAPITRE 1 1



1.1. DEFINITION ET NOTION DE DIMENSION
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FIGURE 1.1 — Illustration d’une variété M de R".
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FIGURE 1.2 — Deux droites s’intersectant et un serpent qui se mord la queue ne sont pas des
sous-variétés de R2.
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FIGURE 1.3 — La composée en image.
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1.2

1.2. CARACTERISATION DES SOUS-VARIETES

2. On considere désormais que la sous-variété M est connexe. Considérons 1’ensemble

Dy, :={z € M | dim, M = p}.
Pour conclure, il suffit d’observer qu’il est a la fois ouvert et fermé dans M. Montrons qu’il est
ouvert dans M. Soit g € D,. Soit ¢z, : U — ¢4, (U) un difféomorphisme associé en ce point.

Alors pour tout point z; € U N M, le difféomorphisme ¢,, — ¢4, (z1) fonctionne pour le point x4
avec le méme entier p, donc xy € D,,. Ceci montre U N M C D, et conclut.

Montrons qu'il est fermé. C’est assez clair puisque D, = M \ Un=p Dn- I est donc ouvert, fermé
et non vide. La connexité de M conclut D, = M. O

Caractérisation des sous-variétés

PRrROPOSITION 1.3. Soit M C R™. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) la partie M est une sous-variété de R"™;

(if) pour tout zy € M, il existe

— un voisinage ouvert U de g dans R",

— une permutation linéaire des coordonnées L: R" — R",

— un entier p € [0, n],

— un ouvert A de RP,

— une application f: A — R" 7P de classe €

tels que
UNM=Un{L(a,b) € AxR"7?| f(a) =b};

(iii) pour tout point z¢ € M, il existe

— un voisinage ouvert U de zy dans R"™,

— un entier p € [0,n],

— une application F': U — R" P de classe €°

tels que la différentielle d,,F' soit surjective et
UNM=F"({0,_,));

(iv) pour tout point zo € M, il existe
— un voisinage U de xy dans R",
— un entier p € [0,n],
— un voisinage ouvert € de 0, dans R?
— une application j: 2 — R" de classe €
tels que
(a) on ait j(0,) = zo;
(b) la différentielle dgj: RP — R™ soit injective;
(c) 'application j: © — U N M soit un homéomorphisme 5.

Preuve o Implication (i) = (iii). On suppose le point (i). Soit zg € M. On note ¢: U — ¢(U)
un difféomorphisme associé au point ¢ ainsi que Uentier p € [0, n] associé. On note ¢;: U — ;(U)
les n coordonnées de ¢. 11 suffit alors de considérer 'application F == (¢pi1,...,¢n): U — R" L
On obtient alors UN M = ¢ *(R? x {0,_,}) = F~'({0,,—,}). De plus, 'application ¢ étant
un difféomorphisme, la différentielle d,, ¢ est inversible. En particulier, la différentielle d,, F' est
surjective.

o Implication (i) = (#i). On suppose le point (iii). On fixe un point xy € M et on adopte les
notations de I’énoncé. Alors pour tout (a,b) € RP x R"P, I’hypothése affirme que

(a,b) eUNM <= [F(a,b) =0,_, et (a,b) € U].

§1. On induit la topologie de R™ sur U N M.
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1.2. CARACTERISATION DES SOUS-VARIETES

Quitte & permuter les coordonnées & la source, on peut supposer JpF € GL,_,(R) ol on identifie
matrices et applications linéaires. En effet, la différentielle d,, F' est surjective, donc il existe n —p
colonnes linéairement indépendantes de la matrice dF'. On permute alors les coordonnées afin de
mettre ces n — p colonnes en derniéres positions.

D’apres le théoréeme de fonctions implicites, il existe un produit d’ouverts A x B C U et une
application f: A — R"™ 7P de classe € tels que

V(a,b) € Ax B, F(a,b)=0 <= b= f(a).
Ainsi 'ouvert A x B vérifie
(AxB)NM =(Ax B)n{L(a,b) € AxR"7?| f(a) =b}

pour le changement des coordonnées L € GL(R™) donné par le paragraphe précédent. Cela assure
le point (ii).

o Implication (i) = (i). Soit xg € M. Alors lapplication
(a,0) — (a,b— f(a))
composée avec une translation vérifie bien les conditions : elle est bijective, de classe €° et sa
réciproque est de classe ¥°°. Vérifions ce dernier point. Sa différentielle

Id 0
dp = (—8af 1d>

est inversible au point xy. Ainsi le théoréme d’inversion locale assure qu’il existe un voisinage
ouvert V- C U de zy dans R™ tel que la restriction ¢: V. — (V) soit un ¢*°-difféomorphisme.
En particulier, la réciproque de cette restriction est de classe €°°. En remplagant 'ouvert U par V|
on en déduit le point (i).

e Implication (ii) = (iv). Soit xo = (ag,bg) € M. Alors I'application

A— AX B,
a+— (a+ aop, f(a+ ag))

(Y2

VE

vérifie bien les conditions pour un ouvert B O A de R"P. En effet, la différentielle dgpj est injective
parce que sa premiére coordonnées vaut 1. Montrons que Papplication j: A — (A x B) N M est
un homéomorphisme. C’est une bijection de classe ¢ °°. 1l suffit de montrer que sa réciproque est de
classe €°°. Soit A’ un ouvert de A. Vérifions que I'image j(A’) est un ouvert de M et c’est évident
puisque j(A") = (A’ x B) N M ou le produit A’ x B est un ouvert de R™. Cela conclut le point (iv).

o Implication (iv) = (ii). Soit xg = (ag,by) € M avec ag € RP. En premier lieu, montrons qu’il
existe un voisinage A de ag dans RP, un ouvert ' C Q de R? et une application f: A — R"P
de classe €*° tels que

J() ={(a;b) e AxR" | b= f(a)}.

On note a: Q@ — RP et B: Q@ — R" 7P les coordonnées de j. Comme dgj est injective, quitte a
permuter le coordonnées au but, on peut supposer doaw € GL,(R). D’apres le théoréeme d’inversion
local, il existe alors un voisinage A de ag = «(0) dans R? et un ouvert ' C 2 de RP? tels que la
restriction a: ' — A soit un ¢ °°-difféomorphisme. Posons

A— R" P
" la— Boa"Ya).
Alors le graphe de f est 'ensemble j(Q').
Ensuite, montrons qu’il existe un ouvert V/ de R"™ tel que j(€') = V' N M. On sait que
lapplication j: @ — V N M est un homéomorphisme par hypothese. Comme €’ est un ouvert
de Q, 'image j(£2') est un ouvert de V.N M et donc de M, donc il existe un voisinage ouvert V'

de zg dans R"™ tel que j(Q') = V' N M. Cela nous donne le point (ii) et termine la preuve de la
proposition. O

DEFINITION 1.4. 1. Soit U un ouvert de R™. Une application différentiable F': U — R"™~P dont
la différentielle est surjective en tout point de U s’appelle une submersion.

2. Soit © un ouvert de RP. Une application différentiable j:  — R™ dont la différentielle est
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1.3

1.3. ESPACE TANGENT

injective en tout point de €2 s’appelle une immersion.
3. Une application j: & — R™ est un plongement si

— c’est une immersion injective;

— l'application j: Q — j(Q2) est un homéomorphisme.

REMARQUE. Attention, 'image d’une immersion n’est pas toujours une sous-variété. On peut
prendre I’exemple d’une immersion non injective ou de 'immersion ¢t < 1 +— (¢(t*—1),t>—1) € R%

Espace tangent

DEFINITION 1.5.  Soient M une sous-variété de R™ et xg € M. Soit ¢ une carte locale de M en xo.
L’espace tangent a la sous-variété M au point zg est I’ensemble

Ty M = (dyyp) H(RP x {0,,_,}) avec p:=dim,, M.
L’espace tangent affine est 'ensemble z¢ + T, M

REMARQUE. L’espace tangent ne dépend pas de la carte locale choisies. En effet, soient (1 et (o
deux cartes locales de M en z( définie sur un méme ouvert W. Alors la différentielle do(¢1 o @5 ')
est inversible. De plus, en utilisant les définitions, on a
03 (R? x {0np} Np2(W)) = MOW = o7 (R? x {0, } N o1 (W),
donc
P10 ‘PEI(RP X {0n—p} Np2(W)) =RP x {0,—p} N1 (W)

ce qui permet d’écrire
dO(QOl °© 90271)(Rp X {Onﬁv}) =R" x {Onfp}'

Pour des raisons de dimension, I'inclusion précédente est une égalité. En composant des deux cotés
de I’égalité, on obtient

(dagp2) (R X {0n—p}) = (duy01) " (RP x {0,-p}).

D’un point de vue pratique, si la sous-variété M est définie localement autour d’un point xg € M,
qu’on note z¢ = (ag, by) avec ag € RP, comme
— un graphe M = {(a, f(a)) | a € A}, alors Ty, M = {(h,ds, f(R)) | h € RP};
— une équation M = F~1({0,,_,}), alors T,, M = Kerd,, F;
— une nappe M = j(Q), alors T, M = dgj(RP).
L’application dy étant injective, cette derniere égalité montre que I’espace tangent T, M est une
sous-variété de R™ de dimension p au point xg.

EXEMPLES. — On considere le huitieme de sphere

M= {(z,y,v/1 -2 —?) [ + > < 1,2 >0,y > 0} C R,

Elle correspond au graphe de la fonction définie par Pégalité f(z,y) == /1 — 22 — y2. Alors pour
tout point (zo, Yo, 20) € M, on obtient

—2z9 —2Yo 2
Tz Z M: x77 (E+ x’ ER .
(20,0.%0) {( Yol 2 1x3y§y) )

— On considere la sphére S2 € R? qu’on peut écrire sous la forme S? = {F = 0} avec
F:(z,y,2) e R — 2? + 9> + 2% — 1.
Alors pour tout point (g, yo, 20) € S?, on a
T(In’y0720)82 ={(2,y,2) € R® | 20z + yoy + 202 = 0}
puisque la différentielle de F' en (z0, yo, 20) s’écrit

d(IO,yo,Zo)F = (2%0, 2y0, 220).

Sous-variétés de R"™ — CHAPITRE 1 5



1.3. ESPACE TANGENT

— On considére la courbe M C R? paramétrée par I'application j: t € R — (te™* %) € R2. Alors
pour tout réel ty € R, le vecteur vitesse au temps ty s’écrit

7' (to) = (e7"°(1 —to), 3t3)
et le plan tangent au point j(to) est
TjyM = {(e”"(1 —to)t,3t3t) | t € R}.

6 Sous-variétés de R" — CHAPITRE 1
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Définition et exemples

DEFINITION 2.1.  Soit M un espace topologique séparé. Un atlas de 'espace M est la donnée d’une
famille (Ul, (pi)ie[ Ofl

— les ensembles U; forment un recouvrement par des ouverts de M ;

— les applications ¢;: U; — ¢(U;) C R™ sont des homéomorphismes pour un entier n € N

telle que, pour tous j,k € I, ’application de changement de cartes

;o (pk_:lz ox(U; NUL) — ¢, (U; NUy)
soit de classe ¥>°. Chaque couple (U;, ;) est appelé une carte de atlas. Si x € U;, on dit que la
carte est une carte au point x.

Deux atlas (Us, ¢;)icr et (Vi,1;);es de I'espace M sont équivalents si, pour tous i € J et j € J
tels que U; N'V; # 0, lapplication

pio i (U NVy) — @i(Us N V)

et sa réciproque sont de classe °.

REMARQUES. - Les applications ¢; o Lp,:l sont alors des difféomorphismes de classe ¢ °.
— La relation « sont équivalents » sur les atlas est bien une relation d’équivalence.

DEFINITION 2.2. Une variété différentiable est la donnée d’un espace topologique séparé M muni
d’une classe d’équivalences d’atlas. Une carte de la variété est une carte quelconque de I'un des atlas
de la classe considérée. Sa dimension est U'entier n € N de 'application précédente.

DEFINITION 2.3. Soient M et N deux variétés de dimensions respectives m € N et n € N. Une
application f: M — N est de classe €°° si, pour tout point x € M, il existe une carte (U, ¢) de M
en z et une carte (V, 1) de N en f(z) telles que f(U) C V et la composée 1o fop™t: o(U) — (V)
soit de classe €.

REMARQUE. La propriété « étre de classe € » ne dépend pas des cartes locales choisies dans le
sens oil, si 1o f o~ ! est de classe €°° pour des cartes données (U, ¢) et (V,1), alors ¢ o f o @t
I'est aussi pour une autre carte (U, @) et il en va de méme pour un changement de cartes a larrivée.

DEFINITION 2.4. Un difféomorphisme entre M et N est une bijection f: M — N de classe €
telle que sa réciproque f~1: N — M soit de classe €.

REMARQUES. — On définit, comme pour les sous-variétés de R"™, les immersions, les submersions
et les plongements.

— Soit (U, ) une carte de M. Alors ¢: U — ¢(U) est un difféomorphisme. En effet, pour tout
point x € M, on considere les cartes (U, ¢) de M en z et (R",Idg~) de R™ en p(z) de telle sorte
que la composée Idgn o @ 0 ¢~ = Idr~ est bien de classe €°°. Cela montre que I'application ¢ est
de classe °° et on procede identiquement pour sa réciproque.

Cas des sous-variétés de R"™

Comment peut-on munir les sous-variétés de R™ d’une structure de variété abstraite de fagon
naturelle ? Soit M une sous-variété de R™. Pour tout point x € M, fixons une carte (U, ¢,) de M

Variétés différentiables — CHAPITRE 2 7



2.2

2.21

2.2.2

2.2.3

2.2. VARIETES QUOTIENTS

en x au sens des sous-variétés. Alors la famille (U, N M, v.|u,na)zenr constitué un atlas de M.
On munit alors I’espace topologique M de la structure de variété abstraite donnée par la classe
d’équivalence de cet atlas.

EXERCICE 2.1. Vérifier que les changements de cartes sont de classe €°.

Variétés quotients

EXEMPLE. Le cercle S! est une variété quotient R/Z, i. e. on peut établir un difféomorphisme
entre ces deux variétés.

Topologie quotient

Soient M un espace topologique et % une relation d’équivalence sur M. On note p: M — M /%
la projection. On définit une topologie sur 'ensemble M /% en décrétant qu'une partie de M /% est
un ouvert si sa pré-image par p est un ouvert de M. Dés lors, une application f: M/%# — Y sera
continue si et seulement si la composée fop: M — Y est continue.

Action de groupe

Soit M une variété et I' un groupe agissant sur M. On dit que ce groupe agit
— de maniére lisse si, pour tout v € I', Papplication z € M —— -z € M est de classe € ;
— proprement si, pour tous compacts K; et Ko de M, la partie {y € T'| (v- K1) N Ka # 0} est
finie ;
— librement si, pour tout v € G\ {1} et tout z € M, on a v-x # .

EXEMPLES. — L’action de Z sur R par translation est libre et propre. L’espace quotient R/Z est
le cercle S'. Les propriétés sont les mémes pour I'action de Z? sur R? et I’espace quotient R?/Z?
est le tore.

— L’action (k,2) € Z x R — 2*z € R n’est pas libre car le neutre 0 est fixé par tout entier et elle
n’est pas propre.

— L’action (o,p) € {£1Idgrs} x S? — o(p) € S? est propre et libre. En quotientant, on obtient le
plan projectif P?(R.).

Variété quotient

Soient M une variété et I' un groupe qui agit de maniere lisse sur M. On définit la relation
d’équivalence Z en décrétant © Z y si et seulement si y € Orbr(z) pour tous points z,y € M. Le
but est de munir le quotient M/T" d’une structure de variété en supposant que 'action est propre
et libre.

EXERCICE 2.2. 1. Montrer que, si 'action est lisse, alors la projection p: M — M/T est ouverte.

2. On suppose que l’'action est propre. Soient x,y € M deux points tels que p(z) # p(y). Montrer
qu’il existe un voisinage V' de = et un voisinage W de y tel que

VNny-W=0 Vyel.
Cela implique que I’espace M/T" est séparé et localement compact.
3. Montrer que, si 'action est propre et libre, tout point z € M posséde un voisinage V' tel que
VNny- V=0, Vyel\{1}.
> 1. Soit O un ouvert de M. Montrons que son image p(O) est un ouvert de M/T". Par définition

de la topologie quotient, il suffit de vérifier que la partie p~1(p(O)) est un ouvert de M et c’est
évident puisque

p(p(0) = J(v-0)

yel’

ol les ensembles v - O sont des ouverts de M puisque I’action est lisse.

8 Variétés différentiables — CHAPITRE 2



2.3

2.31

2.3.2

2.3. PARTITIONS DE L’'UNITE ET THEOREME DE WITHNEY

THEOREME 2.5. Soit I' un groupe agissant de maniére lisse, proprement et librement sur une
variété M. On note p: M — M /T la projection. Alors la famille (p(V'), ¢) indexée par les cartes ot

(i) Vensemble V est un ouvert de M contenu dans une carte (U, ¢) de M vérifiant

VNny V=0, Vyel\{1}; (%)
(ii) I'application @ est la composée ¢ o p|;': p(V) — p(U) € R™
constitue un atlas de M/T.

REMARQUE. La condition (x) assure que la restriction p|y: V' — p(V) est un homéomorphisme.
On peut donc bien parler de sa bijection réciproque.

Preuve Les ouverts de cette forme p(V') recouvrent bien M/T. En effet, d’apres I'exercice, tout
point = € M posséde un voisinage V tel que V N~y -V = () pour tout v # 1. Soit (U, ¢) une carte
de M contenant x. On pose V := V N U. Alors Pouvert V vérifie bien le point (i).

Vérifions que I’application ¢ = ¢ o p|‘_/1: p(V) — »(U) est un homéomorphisme. C’est évident
car c’est la composition de deux homéomorphismes : on le montre en utilisant ’exercice, i. e. le fait
que Dapplication p|y est ouverte.

Montrons que les changement de cartes sont de classe €*°. Soient (p(V1),¢1) et (p(Va), $2)
deux cartes. On suppose p(V1) Np(Vz) # 0. 11 existe un point = € V5 et un élément v € T tels que
~v-a € Vq. Il faut montrer que 'application

®:=@1o@; " G2(p(Vi) Np(Va)) — @1(p(Vi) Np(V2)).

Cette derniere est ’application ¢ op\‘_,l1 oply, oy 1 Or la composée p|‘_,11 oply, est la multiplication
par vo. Ainsi application ® est ’expression de la multiplication vo: M — M vue dans les cartes
1 et po. Comme 'action est lisse, cette application ® est lisse. Cependant, pour faire tout cela, il
faudrait montrer que I’élément vy ne dépend pas de x. C’est bien le cas car I'action est libre (cf.
notes). Ceci termine la preuve. O

Partitions de 'unité et théoreme de Withney

Partitions de ’unité

On va construire des fonctions qui régularisent les indicatrices 1y pour un ouvert de carte U,
1. e. qui les rendent de classe €.

PROPOSITION 2.6. Soient M une variété compacte et (U;);c; un recouvrement ouvert fini de M.
Alors il existe un recouvrement ouvert fini (V;);c; de M et une famille (¥;);cs de fonctions de M
dans [0, 1] telle que, pour tout ¢ € I, on ait

- V; C Us;
— supp X; = {X: # 0} C U;;
- X; = 1 sur V.

CONSEQUENCE. Pour i € I, posons
i = Xi
P = = -
> jer Xi
On obtient alors une famille finie de fonctions de M dans [0, 1] dont la somme vaut 1 et telle que
chaque fonction y; voit son support inclut dans U;.

Théoreme de Whitney

THEOREME 2.7 (Whitney). Pour toute variété compacte M de dimension m € N, il existe un
entier a > 1 tel que la variété M se plonge dans R“.

Autrement dit, modulo le plongement, on peut voir la variété M comme une sous-variété de R®.
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2.3. PARTITIONS DE L’'UNITE ET THEOREME DE WITHNEY

> EXEMPLES. — Les variétés S!, S2, SL,,(R) et O, (R) sont déja des sous-variétés d'un espace R,
— On considére le tore T? := R?/Z? de dimension deux. L’application
R? — R?,

passe au quotient par Z2. On obtient alors une application &: T? — T?2. C’est une involution,
donc elle engendre le groupe (5) = {Id2,5}. La bouteille de Klein est le quotient K := T?/(5)

Preuve Soit (Us, 0i)ieq,n une atlas de M. Soient (V;)iepi,np et (Xs)ieq1,n7 deux familles comme
dans la proposition précédente. Pour tout ¢ € [1, N], on considére le produit X;¢;: U; — R™ et
on le prolonge naturellement en une fonction x;p;: M — R™ en la rendant nulle en dehors de
I'ouvert U;. Posons

M — R™Y xRV,
pr— (Xae1(P); -, Xxnven (@), xa(P); -, Xn(p))

et a = (m + 1)N. Montrons que cette application F' est un plongement, i. e. une immersion
bijective homéomorphe sur son image.

Dans un premier temps, admettons qu’elle est injective et que sa différentielle est injective en
tout point. Alors 'application F': M — F(M) est bijective et continue. Comme M est compacte,
c’est une homéomorphisme. De plus, c’est une immersion.

Montrons qu’elle est injective. Soient z,y € M deux points tels que F(z) = F(y). Comme on a
une partition de l'unité, il existe un entier ig € [1, N| tel que = € V;, ce qui implique X;,(z) = 1.
Comme F(z) = F(y), on a X, (z) = Xi,(y), donc y € U;, puisque supp X;, C U;,. On peut alors
écrire Xio ()i () = Xio (¥) @i (¥), donc @, (x) = vi,(y). Comme @, : Uiy, — @i, (Ui,) est un
homéomorphisme, on a = y. Cela montre I'injectivité.

Il ne reste plus qu’a montrer que sa différentielle est injective en tout point. On reprend un
point z € V;,. Soit © un voisinage de = contenu dans V;,. Alors X;, i, = ®i,, donc le ip-ieme bloc
de D, F qui est égal a D,y;, est une application linéaire injective. Ceci termine la preuve. |
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Formes différentielle sur un ouvert de R"

1-forme différentielle sur un ouvert de R”

On note (e, ..., e,) la base canonique de R™. On considére sa base duale associée (dz1, ..., dx,).
Pour tous i, j € [1,n], on a donc dz;(e;) = 0; ;.

DEFINITION 3.1. Une I-forme différentielle sur U est une application w: U — (R™)* de classe
%°°. On note Q(U) I'ensemble des 1-formes différentielles sur U.

ExEMPLES. L’application x € R —— coszdzr € R* est une 1-forme différentielle sur R et
application (z,y) € R%? — ydr+23dy € (R?)* en est une sur R?. Pour une fonction f: U — R
de classe €°°, 'application
n
=3
i=1

est une 1-forme différentielle. On fera souvent cet abus de notation.

K2

DEFINITION 3.2. Soit v :== (y1,.--,7a): [a,b] — U une application de classe ¥*°. L’intégrale
d’une 1-forme différentielle w € Q(U) est la quantité

[o=] bknlwxww(t» "

EXEMPLES. On consideére le chemin 7: ¢ € [0,1] — (¢2,¢%) € R? et la 1-forme différentielle

w = ydz.

! 2
/w::/ 3 x 2tdt = =.
vy 0 5

DEFINITION 3.3. Une 1-forme différentielle w € Q!(U) s'il existe une fonction f: U — R de
classe € telle que w = df.

Alors son intégrale vaut

Attention, toute 1-forme différentielle n’est pas exacte : il suffit de considérer
1

W(—ydx +ady) € Ql(R2 \ {(0,0)}).

k-forme différentielle sur un ouvert de R"

DEFINITION 3.4. Soit k € N*. Une k-forme linéaire sur R™ est une application k-linéaire de (R"™)¥
dans R.. Une k-forme linéaire ¢: (R™)¥ — R est alternée si

Yo S Glm v(”lw"v”k) € (R")k, <p(/UCT(1)7"'7UO'(k)) :G(U)QO(U17...,’[]]€)-

On note A¥(R™)* I'espace des k-formes linéaires alternes sur R"™.
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3.1. FORMES DIFFERENTIELLE SUR UN OUVERT DE R"

> EXEMPLE. Le déterminant est une n-formes linéaires alternées sur R"™.

DEFINITION 3.5.  Soit ¢: (R")* — R une k-forme linéaire sur R". On introduit la fonction
(R")* — R,
Alt(p):

1
(Ulv cee 7Uk) — F Z G(U)So(va(l)a cee avo(k))'
T oEGy

o REMARQUE. La k-forme linéaire ¢ est alternée si et seulement si ¢ = Alt(p).

> EXEMPLES. — On consideére la 2-forme linéaire ¢ := dz ® dz, c’est-a-dire
o((a1,a2), (b1,b2)) = arba, a1,a2,b1,b2 € R.
Alors
Alt(p)((a1,a2), (b1,b2)) = %(albl —bia1) =0, aj,a2,b1,bs €R.

— Si ¢ == dz ® dy, alors
Alt(p)(a,b) = det(a,b), a,be R

NOTATION. Pour 4y, ..., € [1,n], on note

dag, Ao Aday, = K Alt(dz;, ® -+ @ day,).

PROPOSITION 3.6. 1. La famille (dz;, A -+ Adw;, )1<i,<...<iy<n st une base de A¥(R™)*
2. La dimension de A*(R™)* vaut (Z) si0< k< netOsinon.

Preuve La liberté de la famille est assez claire. Montrons qu’elle est génératrice. Soit ¢ € A¥(R™)*.
Alors on peut ’écrire sous la forme

Y= Z @il,...,ik dxil ®"'®dxik.
(41,52 )E[1,n]*
Mais comme ¢ est alternée, on a

b= 3 Ll};i"ik dai, A Aday,
(ir,ir) €[]k

- Z (% Z 6(0)900(11),...70(%)) dai, A Aday,

1< < <ig<n cES),

ce qui montre que cette famille est génératrice. O

DEFINITION 3.7. Une k-forme différentielle sur un ouvert U C R"™ est une application
w: U — AFR™)*
de classe ¥’*°. Elle est donc de la forme
w(z) = Z Wiy, g (@) diy Ao Aday,, e U.

1<i1 < <ip<n

ot les fonctions w;, .. ;. : U — R sont de classe €°°. On note Qk(U) I’ensemble des k-formes
différentielles sur U. Par convention, on notera Q°(U) := € (U).

EXEMPLES. On a
e Y dx + cos(zy) dy + dz € Q1 (R?),
r?ydz Ady € Q*(R?),
2vdx Ady +dz Adz € Q*(R?).
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3.2. L’ALGEBRE EXTERIEURE SUR UN OUVERT DE R”Y

3.2 L’algebre extérieure sur un ouvert de R"

DEFINITION 3.8. Pour un ouvert U de R™, on note
QU) =)@ --- @ Q" ().

On munit ensemble Q(U) d’une structure d’algebre.

DEFINITION 3.9. Pour a € QF(U) et 8 € QY(U), on définit leur produit

k+0)!
ahf = ( Jg') Alt(a ® B) € QD).
C’est la k + (-forme différentielle sur U définie par la relation
1
(a AN /8)(1}1, ce 7U;€+g) = W Z 6(0’)04(1}0(1), N ,’l)a(k))ﬁ(vg(k+1), ce ,Ug(kJrg)).
o Gkie

PROPOSITION 3.10. Soient a € QF(U), g € QYU) et v € Q™(U). Alors
aN(B+y)=aAB+ary, (m=1{)
aN(BAY)=(anpB) A,
ahpB= (D3 Aa.

> EXEMPLE. On pose a = dx + 3% + 2ydz € QY(R?) et 3 € dx € Q}(R?). Alors
aANB=deAde+y>dy Adz +zydz Ade
= —y?dz Ady — zydz Adz.

o REMARQUE. Par la troisiéme égalité, pour tout entier k et toute forme k-différentielle , on a
aAa=0.
Lorsque k est impair, ce n’est pas vrai : on peut considérer dz A dy + dz A dt € Q?(R?).

3.3 Tiré en arriere de formes différentielles

Soient U C R™ et V C R™ deux ouverts. On notera respectivement (x1,...,Zm) et (y1,...,Yn)
les coordonnées sur ces ouverts. Soit f: U — V une application de classe €. Soit a € QF(V).

DEFINITION 3.11. L’image réciproque ou le tiré en arriére de la k-forme différentielle o par
I'application f est la k-forme différentielle f*a € QF(U) définie par la formule

(f*a)(x)(vlu cee 7vk) = Of(x) (da:f(vl)v cee 7d93f(vk))7 T € Uv V1,0,V € R™.

> EXEMPLES. On pose f: (21,72) € R? — 22 4+ 12e%%1 et a = 3> dy. Alors

fra= (2% + 22€5)3(221 day + €™ dag + 512e7t dzp) € QH(R?).

PRroPOSITION 3.12. 1. L’application f*: Q(V) — Q(U) est linéaire.
2. Pour tous a, B € Q(V),on a f*(aAB) = f*a A f*S.
3. Sig: U — W est de classe ¥, alors (go f)* = f* o g*.

Preuve 1. Le premier point est évident.
2. Par linéarité, il suffit d’établir la propriété pour oo = dy;, A --- Ady;, et a = dy;, A--- Adyj,
pour des indices vérifiant i1 < --- < iy et j3 < --- < jp. Alors
frlanp)=f(dyy A+ Adyi, Adys, Ao Ady,)
=dfi, A...dfi, Adf AL d S,
= ffa A f*B.
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3.4

3.4.1

3.4. FIBRE TANGENT, CHAMP DE VECTEURS

3. On procede par récurrence sur le degré de o € Q¥(U). On suppose k = 0. Alors o € € (W) et
on obtient

(gof)la=ao(gof)=(aog)of=f"(aog)=f" og"(a).

Traitons le cas k = 1. Par le théoréme des fonctions composées, pour tous z € U et v € R?, on a

(f" (g7 @)2(v) = (97) p(a)(da f(v))
= gor(z)(df(x)g © e f(v))
= O‘gOf(m)(dw(g © f)(“))
= ((go f) a)a(v).
On peut passer a 'hérédité. Pour voir ce qui se passe, on va juste faire le cas k = 2 pour une
2-forme différentielle a de la forme a = a(w) dwy A dwq. Alors

(go f)*(a) = (g0 f) (a(w)dwy A dws)

=a(go f(z))((go f)"(dw Adws))
f(@)((go f) dwi A(go f)* dws)
f@)(f* (9" dwi) A f*(g" dws))
F@)f*(g* dwy A g* dws)
(2))
“(a(

=a

|
@

m

(go

(g0 (f

(9o (g

= (gof ) f*(g" (dwy A dws))

= f* o g"(a(w) dwy A dws). O

Fibré tangent, champ de vecteurs

Vecteurs tangents, espace tangent

LEMME 3.13. Soient M une variété de dimension m et 2 € M. On note C, ’ensemble des cartes
qui contiennent le point x. La relation définie sur C, x R" définie par la formule

((va)vu)'%((vaz/})vv) <~ v:dtp(m)(d)ogp*l)(u)

est une relation d’équivalence.

DEFINITION 3.14. Un wvecteur tangent & M au point x est une classe d’équivalence pour cette
relation. L’espace tangent est I’ensemble des vecteurs tangents a M au point x, noté T, M.

REMARQUE. Fixons une carte (U, ). Alors 'application
oU) . T,M — R",
[(U7 QD), u]%’ —u

est une bijection

DEFINITION 3.15. Soient M et N deux variétés de dimension m et n. Soit f: M — N une
application de classe ¥*°. Soient x € M un point, (U, ¢) une carte de M contenant z et (V1)) une
carte de N contenant f(x). Quitte & restreindre 'ouvert U, on suppose f(U) C V. On définit

Tof = [0;‘(/1?)] ody@y(ofop o ICH2

Cette application ne dépend pas des cartes choisies.
Preuve Soient (U’,¢') et (V',4’) deux autres cartes. Alors
\%8 _ AN
040317 0 dyray (8 0 f 0 /1) 0 974D
= 00,1 0y (@ 0w oo fop Tl opo ) o)

= 105" 17" e dy(ran (¥ 0¥ ™) 0 dyytr o f ot 0 dy (0o ') 0 B
— [0}‘(/:’;))]71 o dw(w)w ofo gpfl o 0§3U"'0). O
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3.4.2

3.4.3

3.5

3.6

3.5. FORMES DIFFERENTIELLES SUR UNE VARIETE

Construction du fibré tangent

Soit M une variété de dimension m. On va munir I'ensemble TM = | J,cps T2 M d’une structure
naturelle de variété. Soit 7: TM — M T’application définie par I'égalité m(q) = x lorsque ¢ € T, M.
Fixons une carte (U, ). On pose

U9 = (po W’gfofé;ﬂ)); 7' (U) — o(U) x R™.

C’est une bijection. On décréte que cette application 7(V#) est un homéomorphisme. Cela permet
de munir I’ensemble TM d’une topologie.

Notons (U;, ;)ier un atlas de M. Alors la famille (7~1(U;));er recouvre M. Vérifions que les
changements de cartes sont de classe €°°. Soient (U, 1) et (Uz, ¢2) deux cartes de M. Alors le

changement de cartes

m m
T(Uz,s@z) . [T(Ulytpl)}*l: 7T1(U1 N UQ) x R™ — 71'2(U1 N U2) x R s
(z:u) — (02 0 07 1 (2), 07292) o [6872 %2 (u))

avec p1(z) = 2.

REMARQUE. On adimTM = 2dim M.

Champ de vecteurs

DEFINITION 3.16. Un champ de vecteurs sur une variété M est une application X : M — TM de

classe €° telle que
X(x) e T,M, xz€ M.

REMARQUE. Pour tout point & € M, on peut alors écrire 7 o X (z) = x.

PROPOSITION 3.17.  Soit (U, ¢;i)icr un atlas de M. Alors tout champ de vecteurs X sur M est
caractérisé par les applications X;: p;(U;) — R™ avec i € I vérifiant les relations de compatibilités :

VpeUinU;, X;(¢;(p) = dyp(w; 007 ) (Xi(ei(p))).

Formes différentielles sur une variété

Soient x € M et (U, ¢) une carte contenant ce point x. L’application gLv#) permet de munir
I’espace tangent T, M d’une structure de R-espace vectoriel. On note T M son dual. On note
AFT*M = ] AT M.
z€M
On pose
TW) = (pom, (05717 =1 (U) — #(U) x AFR™)".

DEFINITION 3.18. Une k-forme différentielle sur M est une application w: M — AFT*M telle
que
w(z) € AFTIM, z € M.

PROPOSITION 3.19. Soit (U;, ¢;)icr un atlas de M. Alors une k-forme différentielle w sur M
est caractérisée par les applications w;: ;(U;) — A¥(R™)* avec i € I vérifiant les relations de
compatibilités :
—1\*
Wile, winuy) = (®5 0 9; ) wile,wWwinu;)-

Différentielle extérieure
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3.6. DIFFERENTIELLE EXTERIEURE

DEFINITION 3.20. Soient U C R™ un ouvert et a := a(z) dx;, A -+ Adx;, € Q¥(U) une k-forme
différentielle. On pose

n
da
da =daAdz; A---ANdx;, = Z%(x)dxj ANdziy A Adw,.
j=1 "
Par linéarité, on étend cette définition a toute forme k-différentielle sur U.

EXEMPLES. Avec w = z?ydr € Q'(R?), on a
dw = (2zyda + 22 dy) A dz
= —z?dx A dy.
Avec w = (cosz)dx Ady + dzr Adz + 2 dy A dz € Q*(R3), on a dw = 0.
PROPOSITION 3.21. 1. L'opérateur d o d: QF(U) — Q¥*2(U) est identiquement nul.
2. Pour tous a € Q*(U) et 5 € Q¥ (U), on a
d(aAB)=daA B+ (-1)Fands.

3. Pour toute application f: U € R™ — V C R™ une application de classe € et tout a € Q¥ (V),
on a

d(f*e) = f*(da).

REMARQUE. Le troisieme point permet de définir 'opérateur - pour une variété en utilisant les
changements de cartes f = ¢; o <pi_1.

Preuve 1. Par linéarité, il suffit de vérifier que d o d(a)) = 0 pour des k-formes différentielles « de
la forme o = a(x)dx;, A--- Aday,. Notons I := {i,...,it}. Comme a est de classe €, on peut
utiliser le théoreme de Schwarz qui va nous donner

doda:d(zg—adx]—/\dxil/\.../\dxik)

jg1 Ot
82
zzza ;_dxg/\dxj/\dxil/\~-~/\dxik
(g1 j¢I TeOT;
2
:fz:z:ﬂdxj/\dxg/\d:vil/\~~/\d:17i,C
L~ Ox;0xy
0¢1 jgr 7
= —doda

ce qui implique d o d(a)) = 0.
2. De méme, on va supposer a = adwx;, A---Adx;, et §=bdx; A---Adwj,,. Alors
d(a A B) =d(abdx;, A--- ANda, Adxy, A--- Aday,,)
= (bda +adb) Adxs, A--- Adwg, Adxj, A--- Aday,,
=daAdz; A Adag, Abdzy A Adxg, +
(=1)*a Adxi, A+ Adzg, AdbAday, Ao Aday,,

=daAB+(-1)fandg.

3. Procédons par récurrence sur le degré k. Si k = 0, alors o € € (U), donc

do(ffa) =ds(ao f) =djmyaode f = f(dpma), z€U.

Soit N € N. Supposons que la formule de I’énoncé soit vraie pour toute k-forme différentielle et pour
tout k < N. Soit a € Q¥ (u) une N+ 1-forme différentielle de la forme o = a(y) dy;, A+ - Adyiy., -
Cette derniere peut s’écrire

a=a(y)dr avec 7:=y; dyi, A - Adyiy,, € QV(U).
Avec le point 2 puis le point 1, on obtient

da = d(adr) = da Adr + (-1)%8%d(dr) = da A d7.
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3.6. DIFFERENTIELLE EXTERIEURE

Avec ’hypothese de récurrence, on a alors
ffda) = f*(dandr) = f*dan frdr
=d(f*a) Ad(f*T).
Observons que
d(f*a Ad(f*7)) = d(f*a) Ad(f*r) (=) fra nd(d(fT))
=d(f*a) ANd(f*T).
Avec I’égalité précédente et I'hypothese de récurrence, on obtient
fr(de) =d(ffaAd(f*T))
=d(f*an f*dr)
=df*(andr) =d(f*a).

Cela termine la récurrence.
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4.1

4.1.1

4.1.2

Chapitre 4
Orientation des variétés et intégration
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Orientation

Atlas d’orientation

DEFINITION 4.1.  Soit M une variété. Un atlas d’orientation est un atlas (U;, p;)icr tel que les
changements de cartes aient un jacobien strictement positif, c’est-a-dire tel que, pour tous ¢,j € I
avec U; NU; # 0 et tout p € U; N Uj, on ait
-1
det(dw_j(p)(pi o ®; ) > 0.
La variété M est orientable si elle posséde un atlas d’orientation.
EXEMPLE. On munit la sphére S? des deux cartes (S%\ {N}, 1) et (S2\ {S}, p2) correspondant

respectivement aux projections stéréographiques par rapport aux poles nord et sud. Alors pour
tout (z,y) € R*\ {0}, on a

—1 o (Cﬂ,y)
®2 0@ (-T,y) - l‘2+y2
et
1
—1y _
det(d(w,y)gog o Yy ) = —m < 0.

Donc I'atlas considéré n’est pas d’orientation.
Cependant, on peut remplacer 'application @9 par la composée R o o ou 'application R est la
réflexion (x,y) — (x, —y). Dans ce cas, l'atlas est d’orientation.

DEFINITION 4.2. Deux atlas d’orientation (U, ¢;)icr et (V},1;) ey d'une variété M sont équivalents
si, pour tous i € J et j € J tels que U; N'V; # () et pour tous p € U; NV}, on a

det(dy, i o ¥; ') > 0.
Une orientation est la donnée d’une classe d’équivalence d’atlas d’orientation.

REMARQUE. On peut montrer que toute variété connexe orientable possede exactement deux
classes d’équivalence d’atlas d’orientations.

Orientation et formes volumes

DEFINITION 4.3. Soit M une variété de dimension n. Une forme volume sur M est une forme
différentielle de degré n sur M qui ne s’annule pas.

THEOREME 4.4. Soit M une variété de dimension n.

1. Si M posseéde une forme volume, alors on peut munir ’espace M d’un atlas d’orientation.
2. Si M est orientable et posséde une partition de I'unité, alors M possede une forme volume.

Preuve 1. Supposons que la variété M posséde une forme volume w € Q"(M). Soit (U;, i)icr
un atlas. Quitte & décomposer les ouverts U;, on peut supposer qu’ils sont connexes et méme des
boules. Soit i € I. On peut écrire le tiré en arriere (p; ')*w sous la forme

(90;1)*0.; =w;(xz)dzy A--- Adzy,
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ou la fonction w;: ¢;(U;) — R ne s’annule pas. Comme ¢;(U;) est connexe et w; ne s’annule pas,
cette derniere est soit strictement positive soit strictement négative. Posons

- R siw; <0,
@i = 0;0p; avec 0; = .
Idgr~» sinon
ou l'application R est la réflexion (z1,...,z,) — (—x1, 9, ...,x,). Posons également
—w;(R(x siw; <0,
i B
w;(x) sinon.

Vérifions que la collection (w; dZ; A «-- A diy,)ier définit un élément @ € OQ"(M). Admettons
provisoirement cela. Dans ce cas, les relations de compatibilités donnent

w; ()
w; (@i 0 @7 (7))

Cela montre que l'atlas (U;, @;)ics est bien d’orientation.

det(dy(@; 0 35 ) = > 0.

Il reste & montrer ce qu’on a admis. Il faut vérifier les relations de compatibilités. Ainsi pour
tout £ € U;, on a

(@io @j—l)*a)i(x) diy A - AdiE, = (~]-_1)*(~1 “Ga) iy Ao A di
- (~j_1)*<pfa:‘&;1(x) dzy A--- A day,
= (¢; ) prwi(x)dey A--- Aday,
= (o7 ) (07 ) grwilx) dag A+ Aday,
= (o5 Y*wi(y)dys A---Ady,  (relations de compatibilités)
=a;(§)dir A -+ Adgy

ce qui termine notre preuve.

2. Soit (Us, p;)ier un atlas d’orientation. Soit (V;);er un recouvrement ouvert de M tel que V; C U;
pour tout ¢ € I. Pour tout i € I, on consideére une fonction x;: M — R telle que

suppx; CU;, et x;=1surV,.
Construisons une forme volume @. Pour ¢ € I, on pose
“(dzy Ao Adan) € QUL of @ = @ S Ui
w; =@ (dzy A+ Ado ) oet @ =
1= G " ‘ ’ 0 sur M\ U;.

et on obtient une forme @; € Q™ (M). Montrons qu’alors I'application @ = ";c; @; est une forme
volume sur M. Comme la famille (V;);c; recouvre M, il suffit de vérifier que, pour tout ig € I, la
forme (cpi_ol)*d) € Q" (¢4, (Vi,)) ne s’annule pas. Posons

Jo 5:{i€I|UimUi0 75@}
Alors on peut écrire
(i@ =" ()@
i€Jo

= (@) (% x @i (daf A+ Adal,))
i€Jo

= o (93 (@) (93, 1) 07, (At A - A day?)) +
Do Riley @) @i (dag A Ada,))

i€Jo\{io}
=dzlo Ao Adaio + Z )Zi(wi_ol(a:io)) det(dio s © <pi_01) x dzlo A - Adaio
i€Jo\{i0}
= <1 + Z )Zl(gol_ol(x“])) det(dyi0 s © goi_ol)) daio A - A daio
i€Jo\{io}
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4.2. INTEGRATION DES FORMES DIFFERENTIELLES

et, comme l’atlas est d’orientation, on a
T+ ) Xlps, (2™) det(dyi s 0 05,") > 0.
i€Jo\{io}

Ceci montrons que la forme (ga;o 1)*&) ne s’annule pas. Finalement, ’application @ est une forme
volume ce qui conclut. O

EXEMPLES. — On consideére la sphere S™. Pour montrer qu’elle est orientable, par le théoreme, il
suffit de montrer qu’elle possede une forme volume. Définissons le champ radial Xo: R* — R"
et U'inclusion J: S® — R™*!. En notant N =1ix,(dxy A--- Adzxy), la forme J*n est une forme
volume sur S™. En effet, soient p € S™ et (v1,...,v,) une base de T,,S™. Alors

(J*n)p(vlv cee 7“17) = np(vla e 7Un)
=dzy A--- /\dxn(XO(p)a'Ula cee 7vn) # 0

puisque le vecteur Xo(p) est orthogonal aux vecteurs v;, ces derniers générant T),S™. Finalement,
on a (J*n), # 0. Cela montre que la n-forme (J*n), est une forme volume.

— On peut généraliser cette construction. Soit F': R"*! — R™ une submersion. Alors la sous-
variété M = {F = 0} est orientable par la forme volume J*(igp(dazy A -+ Adzpi1)).

— Soient M une variété et I' un groupe agissant de maniere lisse, proprement et librement sur M.
Notons p: M — M/T" la projection.

o Soit a € Q(M/T'). La forme w = p*« est invariante sous 'action de T, 4. e. elle vérifie
Y'w=w, ~vel.

o Soit w € Q(M) une forme invariante sous l'action de T'. Il existe une unique forme « € Q(M/T")
telle que p*a = w. Pour 'unicité, on pourra exploiter le fait Kerp* = {0}. Pour D'existence,
on pourra construire des applications ) pour tout ouvert U de M et montrer que ces
applications se recollent bien en une forme «.

Ces deux points meénent aux conséquentes suivantes.
o Si M/T posséde une forme volume, alors M en posséde aussi une.

o Si M posseéde une forme volume invariante sous I’'action de T', alors M/T" posséde une forme
volume.

Intégration des formes différentielles

Intégration sur un ouvert de R"

DEFINITION 4.5.  Soient U C R™ un ouvert et o € Q™(U) une forme a support compact. L’intégrale

de « sur U est la quantité
/ = / a(x)dL(x)
U U

ou la fonction a: U — R est telle que o = a(x)dzy A -+ - Adxy,.

PROPOSITION 4.6. Soit f: U — V un difféomorphisme entre deux ouverts de R™. Soit o € Q™ (V)
une forme & support compact. On suppose que, pour tout z € U, on a det(d, f) > 0. Alors

/Uf*a:/va.

REMARQUE. En prenant f = ;o <p;1, cela va nous donner que la définition de I'intégrale ne
dépend pas de la carte choisie.

Preuve On note a = a(x)dx; A--- Adx,. Alors f*a = a(f(x))det(dsf)dzr A+ Aday, et il
ne reste plus qu’a utiliser la formule du changement de variables qui est valable grace & notre
hypothese. O
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4.2.2 Intégration sur une variété orientable

DEFINITION 4.7. Soient M une variété compacte, (U;, p;)ier un atlas d’orientation, (V;);e; un
recouvrement ouvert de M et (x;)ics une famille de fonctions M — R tels que

ViCcU, suppx; CU; et ZXiZl
iel

pour tout ¢ € I. Pour toute forme w € Q™(M), son intégrale sur M est la quantité

/ ;/( )*(xi X w).

o REMARQUE. Cette définition ne dépend pas de I'atlas d’orientation choisi dans la méme classe et

ne dépend pas de la partition de I'unité choisie.

Orientation des variétés et intégration — CHAPITRE 4
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Domaines réguliers
Définition
DEFINITION 5.1.  Soit M une variété de dimension m. Un compact D C M est un domaine régulier

s'il satisfait les deux points suivants :

— il est égal a ’adhérence de son intérieur;
— sa frontiere 9D := D\ D est soit vide, soit une sous-variété de dimension m — 1.

EXEMPLES. — Si M est compacte, alors M est un domaine régulier de M.
— Une boule fermée dans R™ est un domaine régulier.
— L’hémisphere S? N {z > 0} est un domaine régulier.
— Le carré [0,1]? n’est pas un domaine régulier.
LEMME 5.2. Soit D C M un domaine régulier de bord non vide. Soit p € dD. Alors il existe une
carte (U, ) contenant le point p telle que
e(UND) =¢U)N{x <0}

ot l'on a noté (z1,...,x,) les coordonnées dans R™ D ¢(U).

Preuve Comme 0D est une sous-variété de dimension m — 1, par définition d’un sous-variété, il
existe une carte (U, ) de M telle que

e(UNOD) =¢U) N{x1 = 0}.
Quitte & diminuer 'ouvert U, on peut supposer que I'image ¢(U) est un boule B centrée en 0 et de

rayon r > 0. On remarque que l'image (U N D) possede une frontiere vide dans B \ {z; = 0}. On
est donc dans 1'un des trois cas suivants.

Premier cas On suppose o(U N D) = B\ {z1 = 0}. Ce cas ne peut pas se produire. En effet,
raisonnons par l’absurde et supposons que ce soit le cas. Comme D est égal a 'adhérence
de son intérieur, tous les points de B N {xz; = 0} sont dans D : ce sont des limites de points
de la partie B\ {z1 = 0} = ¢(D). Alors o(DNU) = B = ¢(U), donc U C D. Cela rentre en
contradiction avec notre hypothese p € U NAD donnant U N ID # .

Deuziéme cas On suppose (U N D) = BN {z; < 0}. En passant & 'adhérence, on obtient
o(UND)=Bn{z <0}

Troisiéme cas On suppose (U N D) = B N {x; > 0}. On fait une réflexion et on se rameéne au
deuxiéme cas : on pose ¢ := Ro g avec R: (z1,...,2,) — (=21, %2,...,Zy).

Ceci termine la preuve. ([l

Orientation du bord d’un domaine régulier

PROPOSITION 5.3. Soient D C M un domaine régulier d’une variété orientable de dimension n > 2
et (U;, vi)icr un atlas tel que les ouverts U; soient connexes et

@Z(UZHD):%(UZ)ﬂ{xl <0}, 1el.

Soit (Vj,1,)jes un atlas d’orientation. Alors il existe un atlas d’orientation (U;,@;)ier de M
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équivalent a l'atlas (Vj, ;) e tel que

2i(U;ND)=¢;(U;)n{z1 <0}, iel (%)
Preuve Soit ¢ € I. On considere 'application

U, — {£1},
: p— sgndet(d,, ) (¥ 0 9; 1)) avec j € J tel que p € Vj.
Elle est bien définie. Comme elle est continue et 'ouvert U; est connexe, on a S; =1 ou S; = —1
sur U;. Si S; =1, on pose R; :=Idr» et ¢; = R; 0 p; = ¢;. Si S; = —1, on pose
Ri(x1,...,xn) = (X1, —T2, T3, ..., Tp)
et @; = R; o ¢;. Montrons que l'atlas (U;, @;)iesr convient. On a
sgn[dg, () (V5 0 &; )] = sgnldy, () (¥ 0 ;") det R;] = S; sgn[det R;] = +1.

Ainsi I'atlas (U;, @;)icr est d’orientation et il a la méme orientation que l'atlas (V;, ¥;);es. Enfin,

comme on n’a pas touché a le coordonnées z1, la relation (x) est vérifiée. O

PROPOSITION 5.4. Soient D C M un domaine régulier de bord non vide et (V},9,),cs un atlas
d’orientation. Soit (U;, §;)icr un atlas d’orientation équivalent a latlas (Vj,;);jes vérifiant les
relations (x). Pour ¢ € I, notons

€i = @i'aD: Ui N E)D — sz(Ul) n {531 = 0}
Alors

1. la famille (U; N 9D, &;);cr est un atlas d’orientation du bord 9D ;
2. deux tels atlas d’orientation du bord 9D, i. e. provenant d’un atlas (U;, @;)ic; vérifiant les

relations (x), sont équivalents.
Preuve 1. On veut montrer que, si U;, NU;, N 0D # (), alors
det[d(z,,.. z,) (& © f{ll)] >0, pour tout (Za,...,T,) =&, (p) avec p € U;; NU;, NOD.

Rappelons que Papplication @;, o @;1 envoie {0} x R""1 N @, (U;,) sur {0} x R*1 N @, (Uy,),
donc sa différentielle au point @;(p) est de la forme

0 - - 0

dg, () (Biy © B;, 1) = N
' ' de, () (&2 0 &)

et on en déduit
det[dg, () (Fir 0 $;,1)] = T det[dg, () (Eiy 0 &,7)] > 0.

Il reste & montrer 7 > 0. Notons [p;, o @, !11 1a premiére coordonnée du difféomorphisme @;, o ‘»52‘_11~
Omn a

Pin 0 o ({3 < 0}) < {21 <0},
donc
[@i, © g?:i_ll]l(ft, 0,...,0) <0, ¥t>0 assez petit.

De plus, en écrivant les taux d’accroissement, on peut

o Pieo@n @0, 0)
B r—0 €T
ce qui, avec ce qui précede, implique
= lim [@12 © @;1]1(_15707 s 70)

t—s0+ —t

> 0.

Comme c’est un difféomorphisme, on trouve 7 > 0.

Domaines réguliers et théorémes de Stokes — CHAPITRE 5 23



5.2

5.2. THEOREME DE STOKES

2. Soient (U;, @i)ier et (W, 6x) ke k deux atlas d’orientation qui sont équivalents a I'atlas (V}, ;) e
et vérifiant les relations (x), c’est-a-dire

@i(UiﬁD):@i(Ui)ﬂ{fl QO} et 5k(WkﬂD):5k(Wk)ﬂ{X1 gO}, iel, ke K.

Pouri € I et k € K, on pose & = @ilop et Ay := dx|op. On veut montrer que det[d(¢; oAgl)] >0
en tout point de Ag(9D). Comme dans le point précédent, le difféomorphisme ¢; o 5,;1 envoie
{0} x R™™1 x 0 (Wy,) sur {0} x R"™! x 3,(U;) et on a @; 06 ({ X1 < 0}) C {# < 0}. De méme,
le nouveau 7 est strictement positif et on conclut det[d(& o A ')] > 0 en tout point. O

En résumé, a partir d’une orientation sur la variété M, on munit la variété 9D d’une orientation
« canonique » donnée par la « normale sortante ».

EXEMPLE. On travaille dans le plan R? muni de I'orientation dz A dy, 4. e. on décréte que la base
canonique est directe. Notons || || la norme euclidienne sur le plan. On considére le domaine régulier

D ={1<|z| <2}

On peut alors orienter le bord 9D : le cercle intérieur est orienté dans le sens trigonométrique et le
cercle extérieur dans le sens horaire.

REMARQUE. Soit (U;, @;)icr un atlas d’orientation vérifiant les relations (x). Pour ¢ € I, on pose

ni = @r(daey A--- Aday,) € QPH(M).
Soit (x;)ier une partition de I'unité associée au recouvrement (U;);cs. Alors I'application
n= Z XiMi
iel

définit une forme volume sur chacune des composantes connexes du bord 9D.

Théoréme de Stokes

THEOREME 5.5. Soit M une variété compacte orientée de dimension n > 2. Soient o € Q" ~1(M)
et D C M un domaine régulier. On munit le bord 0D de 'orientation induite par celle de la variété

M. Alors
/ J*a:/ do
oD D

ou l'application J: 9D — M est I'inclusion.

Preuve Soit (U;, @;)icr un atlas d’orientation compatible avec lorientation fixée sur la variété M
et vérifiant les relations (x). Il suffit de montrer la formule de Stokes pour des formes o € Q"~1(M)
dont le support est inclus dans I'un des ouverts U;. En effet, il suffit de considérer la forme > ", ; x:o
qui vérifie
J'a= Z J*(xia)
oD el
pour une partition de 'unité (x;)iecr et on se rameéne au cas ou le support est inclus dans 'un des
ouverts U;. Soit donc a € Q"7 1(M) une forme dont le support est inclus dans I'un des ouverts U;.
On pose «; = ;.
e Premier cas. On suppose U; NID = (). Comme 0D = D\ D, on peut écrire

Ui = (U;nD)U (U; N M\ D)

ol les deux ensembles de cette réunion disjointe sont des ouverts. Par connexité de U;, on est mené
a traiter deux cas.

— On suppose U; C M\ D. Comme supp a;; C U;, on a o = 0 sur D. Cela entraine que da = 0 sur
0D. Dans ce cas, la formule de Stokes est triviale.
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— On suppose U; C D. Comme suppa C U;, on a suppa; N ID = () ce qui assure faD J*a = 0.
Montrons alors que |’ pda = 0. Avec un changement de cartes, comme suppa C D, on a

/daf/ )*(dev)
‘Pl(U)

-/ i(Ui)d«so;l)*a)
— [ dleitya)

ott on a prolongé la forme (7 *)*a € Q"1 (p;(U;)) est une forme sur R”. Ecrivons cette derniére
sous la forme

(goi_l)*oz:Zak(z)dzl/\~«/\d/\m€/\~'/\dxn
de telle sorte que sa différentielle vaille
d((er*a) =3 25 (=1 T day A+ Aday.

En intégrant, on obtient

n dan -
/nd /nzaxk (1, xn) (=) dL(zq, . .., zp)-

En réinjectant dans notre expression précédente et en utilisant le théoreme de Fubini, on trouve

/da—Z/ Oay (xl,...,xn)(—l)kfldL(mk)> dL(z1, ..., Ty ..., xn) = 0.
R»—1

6a:k

car les fonctions ay, sont a support compact dans R™. Ceci conclut le premier cas.

e Second cas. On suppose U; N 9D # . Calculons d’abord 'intégrale fD da. Comme précé-
demment, on trouve

da = d((e; ) ) = (7))
/D /%(UmD) /R_><R“1

ot 'on a prolonge la forme (¢; *)*a € Q" (p;(U;)) par zéro sur R™ \ ¢;(supp ). En reprenant
les mémes notations, on écrit

0
/ ey = | ( 00 .. ) dL(a:l)) AL (2, .. 2) +
R_xRn—1 Rn—1 rR_ O%1

zn:(—l)k“/ an—2( 8ak(m1,...,xn)dL(zk))dL(a:l,...,E;,...,a:n).

Ox
k=2 R- k

ou la derniére somme est nulle. On en déduit

/da—/ (a1(0,za,...,x,) —a1(—00, xa, ..., x,)) dL(za, ..., x,)
R”»— 1
7/ a1(0,22,...,z,)dL(z2, ..., xy).
R 1

Calculons 'autre intégrale fBD J*a. On a

/ J*a:/ (gpi\gé)*(fka)
oD Lpl(UlﬂaD)
- [ peitya
»i(U;NOD)

en notant j: {z; = 0} — R™ linclusion. D’ou

/ Jro = / Zak(o,xg,...,xn)j*(dxl REE /\cT\a:k A--oANdxy)
oD Lpi(UiﬂaD) k=1
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:/ a1(0,z9,...,z,)dza A -+ - Aday,
Lpi(Uif-‘laD)

car j*(dzy) = 0 et j*(dzy) = dxp pour tout k € [2,n]. Etant donné l'orientation du bord, on

obtient finalement
/ J*a:/ a1(0,za,...,x,)dL(za, ..., xy,).
oD Rn-1

Ceci conclut le second cas. O

COROLLAIRE 5.6. Pour toute forme o € Q"~1(M), on a

/ da = 0.
M

Preuve Comme la variété M est compacte, on a OM = ) et il suffit d’utiliser le théoréme de
Stokes. O

REMARQUE. Cela implique qu'une forme volume d’une variété compacte orientable ne peut étre
exacte, 7. e. elle ne peut s’écrire comme la différentielle d’une forme. Cette remarque n’est pas vraie
dans le cas général : il existe des variétés non compactes ayant des formes volumes exactes. En effet,
il suffit de considérer la variété R? avec la forme volume dx A dy = d(z dy).
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Formes fermées, formes exactes, lemme de Poincaré
Définition
DEFINITION 6.1.  Soient M une variété de dimension n et k € [0,n]. Une forme o € Q¥ (M) est

— fermée si da = 0;
— exacte s'il existe une forme B € QF~1(M) telle que a = dj.

REMARQUE. Comme dod = 0, toute forme exacte est fermée.

EXEMPLES. — On se place sur R. Toute forme o = f(z)dx € Q*(R) est exacte puisque o = df3
pour une primitive g de f.

— Une forme a = a(x,y) dz + b(z, y) dy € Q' (R?) est fermée si et seulement si 9,b = dya. Cette
remarque se généralise a la dimension supérieure.

Lemme de Poincaré

LEMME 6.2 (Poincaré). Sur R™, toute 1-forme fermée est exacte. Plus précisément, pour toute
forme fermée o € Q'(R"), la fonction

F:xER”r—>/ o
Yo

vérifie dF = a ou 'on a noté

Yo:t €0,1] — tx € R™, zeR™
Preuve Rappelons que, pour tout point z = (z1,...,2,) € R", on a
n 1
F(x) :/ o= Z/ a;(tx)z; dt
Ya i=1"0

ou 'on a noté

o= i a;(z) da;.
i=1

En différentiant, on obtient

n

1 n n_oel
aF =3 (/ o (tx) dt> da; + ) x; (Z / td;c(tx) dt dxj>
i=1 \/0 i=1 j=1"0
1 n nooe1
(/ a;(tx) dt) dz; + sz (Z/ t0;a; (tx) dt dxj> (cf. la remarque précédente)
0 i=1 j=1"0

1 n n 1
(/ a;(tx) dt) dz; + Z ( / tz;0;a;(tx) dt> dz;
0 ; — Jo

j:1 1=

1 no . n
(/0 a;(tx) dt) dz; + ];/0 (tzzl tz;0i;(tx) dt) dz;

Il
<. . .
— = =
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6.2.1

6.2.2

6.2. COHOMOLOGIE DE DE RHAM

|

Il
—

1 noolog
/0 a;(tx) dt) dz; +;/0 ta[aj(tx)] dx;
/0 a;(tx) dt) dz; + Z ([taj(tx)]é - /0 a;(tz) dt) dz; (IPP)

j=1

K2

I

(
1

aj(z)dz; = . O

K2

[

Il
-

J

PROPOSITION 6.3. Soit U C R™ un ouvert étoilé. Soit v € Q(U) une forme fermée. On considere
I’application

U—U,
s:
T +—> ST
pour un réel s € [0,1]. Alors la fonction
U—R,
Fy: /
T — «
[sz,x]
vérifie
dFs =a—T;a.
Preuve Le preuve est immédiate avec le lemme de Poincaré. O

THEOREME 6.4. Soit U C R™ un ouvert étoilé. Pour tout p € [1,n], toute forme fermée a € QP (U)
est exacte

Preuve Sans donner de détails, on a a = dB ou la forme [ est définie par la relation

1
ﬁm(vo,...,vp,l):/ tp_lam(xml,...7vp,1)dt. O
0

Cohomologie de de Rham

Introduction

Soit M une variété de dimension n. Pour k € [0, 1], on note F*(M) C QF(M) et EF(M) C QF(M)
les sous-espaces vectoriels constitués respectivement des formes fermées et exactes. Soit k € [1, n].
On sait déja que E*¥(M) C F¥(M) et on définit I’espace vectoriel quotient
H*(M) :== F*(M)/E*(M).
Par convention, on pose H?(M) := FO(M) : c’est 'espace des fonctions localement constante de M
dans R. L’ensemble H¥(M) est appelé le k-iéme groupe de cohomologie de M. Pour o € F¥(M),

on note [ sa classe dans H*(M). Deux formes de F¥(M) dans la méme classe de cohomologie sont
dites cohomologue.

EXEMPLE. Soit U C R” un ouvert étoilé. Le lemme de Poincaré nous donne alors H*(U) = 0
pour tout k € [1,n].

Cohomologie du cercle

On rappel que I'ensemble Q°(S?) est constituée des fonctions lisses de S! dans R. Le cercle S*
peut étre vu comme le quotient R/Z, donc on peut identifier 'ensemble °(S!) & I'ensemble des
fonctions 1-périodiques de R dans R.. Ainsi I'ensemble Q!(S!) peut se réécrire comme

Q'(SY) = {a(x)dz € Q'(R) | a € Q°(SH}.

Comme S! est connexe, 'ensemble H%(S!) est constituée des fonctions constantes sur S2.
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Calculer du premier groupe de cohomologie
Comme dim S! = 1, on sait déja que F1(S!) = Q!(S!).

THEOREME 6.5. Une forme o € Q1(S?) est exacte si et seulement si son intégrale sur St est nulle.

Preuve On suppose que la forme « est exacte. Il existe une fonction 3 € Q°(S?!) telle que o = dj.
Comme 9S! = (), le théoréme de Stokes assure que

/a: dp =0.
st ast

Réciproquement, on suppose f51 a = 0. Soit p: R — R/Z la projection. Il existe alors une
fonction 1-périodique a: R — R telle que p*a = a(x) dz. On choisit 'orientation définie par la
forme dz sur R. Pour z € R, posons

flx) = /[071} pra= /0z a(t) dL(t).

Alors df(z) = a(z) dz. De plus, pour tout z € R, on a
x x+1
= d d
fla+1) /O a(t) dL (1) +/z a(t) dL(1)
~ @)+ [ o= f.

On a donc construit une fonction 1-périodique f: R — R telle que df = p*a. On peut alors
trouver une fonction f: S' — R telle que df = a. En conclusion, la forme « est exacte. O

COROLLAIRE 6.6. Fixons une orientation sur le cercle S'. Alors I'application linéaire
F!(s') — R,
o — e
Sl

induit un isomorphisme
¢: HY(S') — R.

Preuve Soit v € Q'(S!) 'unique 1-forme sur S! telle que p*y = dt. Si le cercle est orienté dans le

sens trigonométrique, alors
¢(7)=/7=i/ Py = dt = 1.
St Jo,1] 10,1{

Ceci montre que Im ¢ = R.. Par conséquent, on obtient un isomorphisme $: H'(S') — R. O

REMARQUE. Soit a € Q(S!). Alors la forme

o= (L)

est d’intégrale nulle, donc elle est exacte. Cela signifie que les deux formes « et ( fsl a) v sont
cohomologue sur S!
Cohomologie en degré maximal

THEOREME 6.7. Soit M une variété compacte, connexe et orientable. Une orientation étant choisie,
I'application linéaire
Q" (M)

— R

@ /
o — (0%

M
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induit un isomorphisme
@: H" (M) — R.

LEMME 6.8. Soit (U;, ¢;i)icr un atlas d’orientation de M. Soit U un ouvert contenu dans 1'un des
ouverts U;. Alors il existe une forme o € Q"(M) telle que

suppo C U et /a:l.
M

Preuve Soit x: ¢;(U;) — R une fonction de classe €>° dont le support est contenu dans ¢;(U)

et telle que
/ xdL = 1.
U
Il suffit alors de considérer la forme
_Jei(xdzy Ao Aday)  sur Uy,
7= {0 sur M\ U;.

Dans la suite, on fixe un entier iy € [1,n] et une forme oy € Q" (M) telle que

suppog C U;, et / oo = 1.
M

PROPOSITION 6.9. Soit o € Q"(M) une forme. Alors il existe une forme 3 € Q"~1(M) telle que

o ([ @)oo=t

Preuve 11 suffit de montrer la proposition pour les formes o € 2™ (M) dont le support est contenu
dans I'un des ouverts U;. En effet, soit o € Q"(M). Prenons une partition de I'unité (x;)ici,n]
associé a atlas (U;, ¢;)icr. On peut alors écrire v = Ef\;l xi. Si la propriété est établie pour les
formes x;«, alors il suffit de sommer pour obtenir la propriété sur la forme «.

Soit i1 € [1, N] un entier tel que supp o C Uy, . Soient i1, . ..,i; € [1, N] des entiers tels que

UilﬁUiQ;«é(Z), RN UikﬂUio?é@-
[A TERMINER] O

PROPOSITION 6.10. Soient U C R¥ un ouvert et f € €>°(]0,1[" x U). On suppose que, pour tout
point u € U, le support supp f(,...,-,u) est un compact de ]0, 1[™ et on a

/ f(x17'";$n7u)dL($17...7.’L‘n):0_
10,1["

On pose
U — "(]0,1["),
ur— f(x1,.. ., xp,u)dey A Aday,.

Alors il existe une famille lisse 3: U — Q"~1(]0, 1[") telle que, pour tout point u € U, on ait

df(u) = a(u) et supp By C I, soit compact.

COROLLAIRE 6.11. On suppose que la forme a € 97(]0,1[") est & support compact et vérifie
jio 1 @ = 0. Alors il existe une forme g € Q"~1(]0, 1[") & support compact telle que o = df.
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