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DEFINITIONS

RAPPEL. Une partie D c C est un ouvert de C si
VzoeC,36>0, {zeC||z—zy| <d}cD.

DEFINITION 1.1.  Soit D un ouvert de C. On dit qu'une fonction f: D — C admet A € C pour limite en ¢ € D si
VYe>0,36>0,YzeD, |z—cl<d = |f(z)—al<e.

On écrit alors lim,_.. f(z) = Aou f(z) - Aquand z — c.

DEFINITION 1.2. On dit qu'une fonction f: D — C est dérivable ou C-dérivable en c € D si

f2) - f(o)

z—c
admet une limite quand z — ¢. Dans ce cas, on note f’(c) cette limite.

EXEMPLES. 1. Les fonctions constantes sont dérivables en tout c € C.
2. On considere la fonction f: C— C définie par f(z) = z pour tout z € C. Cette fonction n’est dérivable en aucun point.
En effet, soient z,c € C. Si z— c€R, alors

f@-fl) _z=¢

Z—cC Z—=C

=1

Siz—c=1ihe€ iR, alors
f@-flo z-c¢ -ih _
z—¢  z-c ih
Donc le quotient n’admet pas de limite quand z — ¢, i. e. la fonction n’est pas dérivable en c.
3. Les fonctions z— Re z, z— Im z et z— |z| ne sont dérivables en aucun point.
4. Soit n € N*. La fonction f: z€ C— z" € C est dérivable. En effet, soient z,c€ C. On pose h=z—c.Ona
fR=fl) (c+m)"-c"
z—¢c h

-3 E [E]rerer

(=]

donc f'(c) = nc™ 1.
THEOREME 1.3. Soient f: D— Cetce D.Si f est dérivable en c, alors f est continue en c.

CONVENTION. Soit f: D — C.Onpose u:=Re f et v:=Im f de sorte que f = u+ iv. On peut voir u et v comme des
fonctions {(x,y) € R?|x+i y € D} — Cen utilisant I'isomorphisme

R*—C
x,)—x+1iy.

PROPOSITION 1.4 (équations de CAUCHY-RIEMANN). Soient c € D et f: D — C dérivable en c. Alors les dérivées
partielles de u et v par rapport a x et y existent en ¢ = (a, b) et elles vérifient

ux(c) =vylc) et uylc) =-vy(c).

Preuve Onnote c=a+ ibavec a,beR.D’'une part, on a
fleth)-flo) lim u(c+h)+ivic+h)—ulc)—iv(c)

h h—0 h
heR

/ T
o=
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1.2. FONCTIONS HARMONIQUES

u(c+h)—u(c)+iflvic+ h) +v(c)]

= lim
h—0 h
heR
oo ulc+h)y—ulc) ... vic+h+vio)
= lim +ilim
h—0 h h—0 h
heR heR

=uyx(c) +ive(c).

D’autre part, on a

fle+ih)—f(c) ~ lim u(c+ih)+ivic+ih)—u(c)—iv(c)

ih h—0 ih
heR

. ulc+ih)—u(c)+ilv(c+ih)+v(c)]
= lim

h—0 ih
heR

/ T
o=

. vie+ih)—-v(e) ... ulc+ih)+ulc)
=lim —ilim

h—0 h h—0 h
heR heR

= vy(c) —iuy(c). O
LEMME 1.5 (lien avec la différentiabilité). Soit A:= (a; j)i<i,j<2 € #>(R). Alors cette matrice A définit une application
R-linéaire T': C — C telle que

a,  aip

Vx, € R, T(x+1i =
y ( y) (aZ,l az;n

x .
) (y) =ax+apy+ilai1x+az2y).

Alors 'application T est C-linéaire si et seulementsia;; =azs et a;» =—a,.

Preuve On suppose que T est C-linéaire. Alors pour tous ¢,z € C, on a T(cz) = ¢T(z). En particulier, pourc=ietz =1,
onaT()=iT(),doncays+iazs=iay—azi,donca;, =axeta;»=—ay;.
Réciproquement, on suppose que a:=aj,; = az et f:= a2 = —ay,. Pour tous x,y€R,ona
Tx+iy)=ax—-PBy+i(Bx+ay)=(a+if)(x+iy),

i. e.I'application T est C-linéaire. O

o REMARQUE. Onrappel que,si f = (u,v): D — Cest différentiable en c € C, alors sa différentielle en ¢ s’écrit

ux(c) uy(C))

VheC, df(c)(h):(v () vy(x)
x y

en identifiant matrice et application linéaire. En prenant C = R?, si f est dérivable en c = a+ ib € C, alors

_ _ I
lim LM = f) - flh
h—0 h

0,
alors la fonction f vue comme une fonction de deux variables est différentiable et sa différentielle est C-linéaire.

THEOREME 1.6. Soit f: D — C. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) lafonction f est C-dérivable en c€ D;
(ii) lafonction f est différentiable en c et la différentielle d f(c) est C-linéaire;
(iii) lafonction f est différentiable en c et satisfait les équations de CAUCHY-RIEMANN.

THEOREME 1.7. Soient D c R? et u, v: D — R. Si les fonctions u et v possédent des dérivées partielles continues et
vérifient les équations uy = vy et uy = —ivy, alors la fonction u + i v est C-dérivable en tout point de D = C.

> EXEMPLES. — Onnote f: ze C— x°y? +ix?y?. Soit (x, y) € R? tel que f soit C-dérivable en (x, y). Alors I'équation

uy(x,y) = vy(x,y) est vérifiée. Léquation uy(x, y) = —vx(x, y) donne 2x3y =-2xy3, donc x = 0 ou y = 0. On en déduit
que f est C-dérivable sur {z€ C|Rez =0 ou Imz = 0}.

- Lafonction z € C— e? vérifie bien les équations de CAUCHY-RIEMANN, donc elle est C-dérivable sur C.

1.2 FONCTIONS HARMONIQUES

DEFINITION 1.8. Une fonction u: D c R? — R est harmonique si elle satisfait I'équation de LAPLACE

Uxx + Uyy =0.

2 Dérivabilité complexe — CHAPITRE 1



1.3

1.3. FONCTIONS HOLOMORPHES

o REMARQUE. Soit f: D — C une fonction C-dérivable. Alors u, = vy et u;, = —vy. On suppose que les dérivées partielles
secondes de u et v existent et sont continues. Alors u et v sont harmoniques. En effet, il suffit de calculer les dérivées
secondes et d’utiliser le théoréme de SCHWARZ.

EXERCICE 1.1. Montrons qu’il existe une fonction C-dérivable f: C — Ctel que u =Re f.

FONCTIONS HOLOMORPHES

DEFINITION 1.9. Soit D un ouvert de C. Une fonction f: D — C est holomorphe en un point c € D si elle est C-dérivable
sur un voisinage de c. Elle est holomorphe sur D si elle est holomorphe en tout point de D.

NOTATION. On note H(D) I'’ensemble des fonctions holomorphes sur D.

> EXEMPLE. Lafonction f: ze C— x3y? +ix?y® n’est holomorphe en aucun point.

PROPOSITION 1.10. Soient f,g: D — Cholomorphes et a € C. Alors

1. lafonction a f + g est holomorphe et (af +g)' =af' +¢’;

2. lafonction fg est holomorpheet (fg)' = f'g+ fg’;

3. si g ne s’annule pas, alors la fonction f/g est holomorpheet (f/g)' = (f'g - fg")/g?%;

4. si f(D)< D' avec g: D' — Cholomorphe, alors la fonction g o f est holomorphe et (go f)' = (g'o f) x f'.

THEOREME 1.11. Soit f: D — C. Alors f est holomorphe et f' = 0 si et seulement si f est localement constante.

Preuve Le sens réciproque est évident. On suppose que f est holomorphe et f = 0. Alors uy = v, =0et u, = —v, =0,
donc uy = u, =0 et vy = v, =0, donc u et v sont constantes, donc f est localement constante. O

LEMME 1.12. Onreprend I'application T de la page précédente, i. e.

C—C,
T: ain az Reh
h— .
sz 612'2 Imh

Alors il existe A, i € C tel que T(h) = Ah+ ph pour tout h € C.
Preuve On pose
1 1
w= 5[T(1)+iT(i)] et )L::E[T(i)—iT(i)]
et on vérifie que ces deux complexes fonctionnent. O

DEFINITION 1.13. Soit f: D — C différentiable en c € D. Pour h € C, on pose

ux(c) uy(c))(Reh
ve(x) vy(c))\Imh)’

Tf@(h) = (
On définit

fx(©)=Tf(c)Q) = ux(c) +ivy(c),
fy©)=Tf)@) = uylc) +ivy(c),

1
fz(0)=A= > [fx(©)—ify(0)],
1
fzlo)=p= > [fx(c) +ify(x)].
Avec ces nouvelles notations, les équations de CAUCHY-RIEMANN deviennent
ifx=1f

THEOREME 1.14. Soit f: D — C différentiable. Alors f est holomorphe si et seulement si

fz(c)=0, VceD.
¢ REMARQUE. Lafonction f = u— iv est holomorphe si et seulement si u, = —v,, et uy, = vy si et seulement si

1 ;
fz= E(fx_lfy)

Dérivabilité complexe — CHAPITRE 1 3



1.4

1.4. CONSERVATION DES ANGLES

1
= E(uy+ivx—i[uy+ivy])
1
= E(ux+vy+i[vy—uy]):0.

EXERCICE 1.2. Montrer que ?I(C) = Tg(c).

CONSERVATION DES ANGLES

Pour w, z€ G, on pose
(w,z) =RexRez+Imwlmz<|w||z|.

Alors I'angle ¢ entre z et w vérifie
(w, 2)

Izl lwl

cosp =

Une application R-linéaire T: C — R converse les angles si
(Tw), T(2)) (w,z)
IT@T @]zl lwl’

On rappel que T peut s’écrire T'(z) = Az+ uz pour tout z € C.

Yw,zeC.

LEMME 1.15. Alors T conserve les angles si et seulement si (A #Z0et u=0) ou (A =0etu#0).

Preuve Pourtous w,zeC,ona
(T(2), T(w)) =Re(T(2) T(w))
=Re((Az + pz) AW + iw))
= (AP + |u|*) Re(2) + 2 Re(Aiw2)
= (1A% +|u|*) (2, w) + 2Re(ATiw2).
On suppose que T conserve les angles. Alors pour z=1et w=1i,0na
(T(D), T(D) _
[TMIT @)
donc (T'(1), T(i)) = 0, donc Re(Auli) = 0, donc A et u appartient a R. De méme, pour z=1+ietw=1-1,0na
Re(Au(1+i)(1 —1i)) = 0, donc Re(A) = 0, donc A € iR. On en déduit que Ag = 0, donc A = 0 ou u = 0. Les deux

complexes A et 1 ne peuvent étre égaux a 0.
Réciproquement, on vérifie que T conserve bien les angles. |

)

DEFINITION 1.16. On dit qu'une fonction f: D — C conserve les angles en un point c € D si elle est différentiable en ¢
et si sa différentielle d f(c) conserve les angles.

PROPOSITION 1.17. 1. Si f est C-dérivable et f' ne s’annule pas, alors f conserve les angles.

2. Si ? est C-dérivable et 7 ne s’annule pas, alors f conserve les angles.

DEFINITION 1.18. On dit qu’'une fonction f: D — C est anti-holomorphe si f est holomorphe.

THEOREME 1.19. Soient D un ouvert connexe de C et f: D — C. On suppose que uy, Uy, Uy €t vy existent et sont
continues. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) f estholomorphe sur D et f’ ne s’annule pas ou f est anti-holomorphe sur D et 7, ne s’annule;
(i) f conserve les angles sur D.

Preuve Le sens direct vient de la proposition précédente. Réciproquement, on suppose que f conserve les angles. On
considere

g = fz(c) = fz(c) _) si fz(c) =0,
T L+ 0 |0 sifi(c)=0.
Comme g est continue et D est un connexe, ona g =1 ou g = —1. Donc f converge les angles. d

Soient f: D — C différentiable, y: [a, b] — C et £y € [a, b]. On pose c :=y(fy) et on note y = x + iy ou1 les fonctions x
et y sont a valeurs réelles. Alors vy est différentiable en fg si et seulement si x'(#y) et y'(f) existent. Dans ce cas, on a
Y (t0) = X' (t9) + iy’ (fp). On consideére la composée
[a) b] - Cr

Forsl s ueo, y(0) + iv(x(0), y(0).

4 Dérivabilité complexe — CHAPITRE 1



1.5

1.5. APPLICATIONS BIHOLOMORPHES

Alors
(f o) (o) = ux(0)x' (1) + uy (x) ¥ (£o) + i (V1 () x' (1) + v (©)y' (1))

:(ux(C) uy(C))(x’(to)
ve(c)  vy(0)) Y (t0)

Maintenant, on considére deux chemins différentiables y; et y» tel que y1 (%) = y2(f) = c. On définit 'angle entre y, et
y2 comme la quantité (y! (1), y5(f)).

)= T f(c)(y ().

PROPOSITION 1.20. Si f est holomorphe en c et f'(c) # 0 ou ? est holomorphe en ¢ avec ?l(c) # 0, alors I'angle entre y;
ety, en c et 'angle entre f(y;) et f(y2) en ¢ sont égaux.
APPLICATIONS BIHOLOMORPHES

DEFINITION 1.21. Une application f € H(D) est dite biholomorphe de D dans D' := f(D) si D’ est un ouvert et f est
une bijection dont la bijection réciproque appartient a H(D').

MATRICES DE .#>(C) ET APPLICATIONS BIHOLOMORPHES.  Soit

A= (‘Cl b)eﬁg(C)

d
avec (c,d) #(0,0). Si ¢ # 0, alors cette matrice définit une application
C\{-d/c} —C,
ha: az+b
cz+d’

Dans ce cas, la fonction h4 est holomorphe et, pour tout z€ C, on a
ad — bc

n =
AB =T ae

Alors la fonction h 4 est constante si et seulement si det A = 0.

REMARQUES. - On considére maintenant que A € GL,(C). Alors k4 =1d si et seulement si cz2+z(d—a)+b=0siet
seulementsi c=b=0etd = a, i. e.1a matrice A est un homothétie.

— Soient A,B € GL,(C). Alors hag = hao hg.
- Sic=0,alors

VzeCb hu@)="z+2
) A _d d’

donc h4 est biholomorphe. On suppose que ¢ #0. On a

Al 1 ( d —b)
detA\-¢c a)’
donc hy: C\{—al/c} — C\{a/c} est biholomorphe.

EXEMPLE. On note
H={zeC|Imz>0} et E:={zeC]l|z|<1}.

Montrons qu'’il existe une application biholomorphe de H vers E. On considere la matrice

A= (} ‘j).

Alors I'application h4: z— (z—1i)/(z+1) estholomorphe sur C\{—i}. Calculons h4(H). Soit z:= x+iy € Havec x,y € R.
Alors
x*+(y—1)?

Cx+ily-1)
¥+ (y+1D?%

2 _
= YrigTD donc |ha(2)|° =

ha(z)

Ory>0,donc |y—1| <|y+1|. D’'ott |ha(2)]* < 1 et h4(z) € E. Ainsi I'application 114 est holomorphe et bijective de H
dans E. Comme

ona

Dérivabilité complexe — CHAPITRE 1 5



1.6

1.6. AUTOMORPHISMES

Alors I'application £ 4-1 est holomorphe sur C\ {1}. Calculons & 4-1(E). Soit z:= x+ iy € E avec x, y € R. Alors
ix+iy)+i  —2y—i(x*+y*-1)
—(x+iy+1  (x—D2+y2

hAfl (y) =

doncImhy-1(2) <0.D'ott hy-1(E)c H.OnadonclIdg = hgohy-1 etIldy = hy-1 0 hy. On en déduit que I'application
ha: H— E est biholomorphe, appelée application de CAYLEY.

AUTOMORPHISMES

DEFINITION 1.22. Soit D un ouvert de C. Une application biholomorphe f: D — D est appelée un automorphisme de
D. On note Aut(D) '’ensemble des automorphismes de D. Alors (Aut(D), ) est un groupe.

EXEMPLES. - Toute application de la forme z+— az + b avec a € C* est un automorphisme de C. Plus tard, on va
meéme montrer que les automorphismes de C sont exactement de cette forme.

— Que vaut Aut(H) ? On considere A € GL, (R) telle que det A > 0. Soit z € C. Apres calculs, on a
az+b  ady-bcy
cz+d (cx+d)?2+(cy)?

Imhy(z) =Im

donc h4(z) € H. On en déduit que h4 est un automorphisme de H.
- Que vaut Aut(E) 2 On peut montrer que, si f: D — D' est biholomorphe, alors
VgeAut(D), fogof !eAut(D).

On considere

. H—E,
| z2— (2= (z+1).

Soit A € GL,(R) telle que det A > 0. D’apres ce qui précéde, on a hy € Aut(H). Alors g:=hohyo h~1 e Aut(E).
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RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LES TYPES DE CONVERGENCE

Définitions et premieres propriétés

DEFINITION 2.1. Une suite (f;) ,en de fonctions de X dans C converge localement uniformément sur X si, pour tout
x € X, il existe un voisinage U, de x dans X tel que la suite converge uniformément sur Uy.

THEOREME 2.2. Soit (f,) nen une suite de % (X). Si elle converge localement uniformément dans X vers f, alors f est
continue. Si ) f;, converge localement uniformément sur X vers f, alors sa somme est continue sur X

LEMME 2.3. Soit (f;,) nen une suite de fonctions de X dans C qui converge localement uniformément dans X. Alors elle
converge uniformément sur tout compact de X.

Preuve 1l suffit d’appliquer la caractérisation de BOREL-LEBESGUE des compacts et d’étudier la convergence de la
suite sur des boules bien choisies. O
DEFINITION 2.4. Une suite (f,) ,en de fonctions de X dans C converge compactement sur X si, pour tout compact K

de X, elle converge uniformément sur K.

REMARQUE. Lelemme assure alors que la convergence localement uniforme implique la converge compactement. On
peut montrer que la réciproque est vraie si X est localement compact.

Critéres de convergence

THEOREME 2.5 (critere de CAUCHY). Soient (f;;)en une suite de fonctions de X dans C et A € X une partie non vide.
Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

() la suite converge uniformément dans A,
(ii) la suite est de CAUCHY dans A.

PROPOSITION 2.6 (critere de WEIERSTRASS). Soient (f;;) ,en une suite de fonctions de X dans C et A < X une partie non
vide. S'il existe une suite (M) nen de réels positifs tel que || f, || , < M, pour tout n € N et Y79 M,, < +oo, alors la série
Y fn converge uniformément sur A.

DEFINITION 2.7. Une série ). f,, de fonctions de X dans C converge normalement sur X si, pour tout z € X, il existe un
voisinage U, de z dans X tel que Y>) ”f””Uz < +00.

PROPOSITION 2.8. La convergence normale d'une série de fonctions implique sa convergence localement uniforme.
THEOREME 2.9. Soit (f;,) nen une suite de ¢'(X). Si Y. f;, converge normalement, alors sa somme est continue sur X.

PROPOSITION 2.10. Soit ). f;, une série de fonctions de X dans C qui converge normalement vers f: X — C. Alors pour
toute extraction 7: N — N, la série ) f;(,) converge normalement et sa somme est f.

Séries entieres

Intégration et développement en série entiere — CHAPITRE 2 7



2.1

2.1. RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LES TYPES DE CONVERGENCE

LEMME 2.11 (ABEL). Soit ) a,z" une série entiére. On suppose qu'il existe s, M > 0 tels que |a,| s < M pour tout n € N.
Alors la série ) a,z"* converge normalement sur B(0, s).

Preuve Soit r €]0, s[. Alors pour tout n € N, on a
r\n r\n
Hanzn“B(O,r) <lanlr" =\an|s" (;) < M(;) .
Or la série ) (r/s)" converge, donc la série }_ a,z" converge normalement sur B(0, r) et ceci pour tout r € ]0, s[. On en
déduit que la série }_ a, 2" converge normalement sur toute la boule B(0, s). a

COROLLAIRE 2.12. Si une série entiére Y a, z" converge en un point ¢ € C*, alors elle converge normalement sur
B(O, leD.

DEFINITION-PROPOSITION 2.13. Soit }_ a, z" une série entiére. On pose

R:=sup{r=0|sup|a,t”| < +oo}
neN

son rayon de convergence. Alors

1. la série entieére converge normalement sur B(0, R);
2. la série entiere ne converge pas dans C— B¢(0, R).

THEOREME 2.14 (CAUCHY-HADAMARD). Le rayon de convergence d'une série entiére Y a, z" est

(limsup |,/
n—+oo

THEOREME 2.15. Soit . a,(z— 2p)" une série entiere de rayon de convergence R. On suppose qu’il existe N € N tel que
an # 0 pour tout n = N. Alors

N . lan|
liminf —— < R < limsup ——.
n—=+00 |dp+] n—+oo |Aps1l

Holomorphie des séries entiéres

THEOREME 2.16. Soit ). a,(z — z9)™ une série entiére de rayon de convergence R. Alors les séries

Y ann(z—z9)"' et Y

Ap
n=1 n+1

(Z— ZO)VH-I

ont un rayon de convergence égal a R.

Preuve On note R; = 0 le rayon de convergence de la série entiere }_ ;-1 a,n(z — z9)" 1. On a R = R,. Montrons
I'inégalité réciproque. Il suffit de montrer que, pour tout r < R,on a r < Ry. Soit r €10, R[. On considere s € |1, R[. Alors
la suite (|a,| s™) nen est bornée, donc la suite (|a,| nr™ 1) .en est bornée car

_ rnn
vneN, l|a,lnr" 1=|an|s"(—) —.
s)or

Donc r < R;. On conclut alors que R = R’ O

THEOREME 2.17. Soit ). a,(z — z9)" une série entiére de rayon de convergence R > 0. Alors la fonction
B(ZO) R) - C)
f: +00

n
z— Y an(z—z)
n=0

est infiniment C-dérivable. En particulier, elle est holomorphe. De plus, on a

+00
VkeN, VzeB(z,R), fF)=) k!(Z)an(z—zo)"k.
n=k

Preuve Montrons le théoreme dans le cas k =1 et zg = 0. On considére la fonction
B(0,R) — C,

§: Py n—1
z— Y napz"".
n=1

Cette fonction est bien définie d’apres le théoréme précédent. Montrons que g = f’. Soit b € B(0, R). Alors pour tout
z€B(O,R),ona

+oo +0oo

f@Q-f) =Y anz"-b" =Y anz-b) ("' +2" b+ + "),
n=0

n=0
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2.1
(0]

(ii)

2.1. RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LES TYPES DE CONVERGENCE

donc N
—f(b 00
f@-f®) _ fulz) avec fu(2):=an(2" ' +2" b+ + D",
z-b n=0
11 suffit de montrer que le membre de droite est continue en b. Les fonctions f;, sont continues. Soit r € ]0, R[. De plus,
pour tous z€ B(0,r)etneN,ona

n-1

-1-k -1 -1

|[fn@)| <lanl Y 12"b" ' F | <nlapr™', donc | fullgon <nla,lr"
k=0

La série Y n|a,|r""! converge, donc la série ¥ f,, converge normalement. On en déduit que la fonction Y0 faest
continue. Par conséquent, on a

+ +
X X _ fla)-f(b) ,
L@ L a0 =) et T [0,
Par unicité de la limite, on a f’(b) = g(b). O

Exemples fondamentaux

Exponentielle

La fonction exp: C — C est une somme de série entieére de rayon de convergence infini. Par conséquent, elle est
infiniment dérivable et holomorphe sur C. En particulier, pour tout z € C, on a
+oo nznfl +00 Zn—l

, = = —
exp (z) = n;l T P exp(z).

Montrons que h(z) := e“e™?

=1 pour tout z € C. La fonction & est holomorphe et, pour tout z € C, on a
HW(z)=e*e *—e“e *=0.

Donc elle est constante égale a 7(0) = 1. De cette égalité, on trouve que e * = 1/e” pour tout z € C et que la fonction
exponentielle ne s’annule jamais.

PROPOSITION 2.18. Soient G un ouvert connexe de C, f: G — C holomorphe et b € C. Alors
(Ja€C,VzeC, f(z2) =ae’® <« (VzeC, f'(z)=bf(2)).

REMARQUE. En particulier, on a e e? = eV*#

pour tous w, z € C. En effet, soit w € C. On pose
f:zeC— V"7,
Comme f’ = f, d’apres le théoréme précédent, il existe a € C tel que e?? = ae® pour tout z € C. Pour z = 0, on obtient
p p q p
a = e".D’ou I'égalité recherchée.

PROPOSITION 2.19. Lafonction exp: C — C* est surjective et périodique.

Logarithmes
DEFINITION 2.20. Soit D un ouvert de C. Un logarithme sur D est une fonction holomorphe ¢: D — C telle que
VzeD, exp(l(z))=z.

EXEMPLE. La fonction
C\iR—C,

l:
x+iy—Iny/x%+ y? +iArctan(y/x)

est un logarithme sur {z € C|Rez > 0}.

NOTATION. Pour z € C*, on note Arg z 'unique argument de z dans |-, 7].

DEFINITION-PROPOSITION 2.21. La branche principale du logarithme est la fonction
C\]-00,0] — C,

Log: .
z—log|z| +iArgz.

C’est un logarithme.
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2.2

2.2. INTEGRALES ET PRIMITIVES

THEOREME 2.22. Soit D un ouvert et f: D — C* continue telle que exp(f(z)) = z pour tout z € D. Alors f est holo-
morphe sur D et f'(z) = 1/z pour tout z € D.

Preuve Soitzpe D.Ona
z0+h h
=1+—.
20

exp(f(zo+h) — f(z0)) =

Comme f est continue, on a w(h) = f (29 + h) — f(z9) — 0. La fonction w ne qu’en 0 sur un voisinage de 0. Comme
I'exponentielle est dérivable en 0, on a
exp(w(h)) —exp(0)

w(h) h—0

Il existe alors une fonction ¢ définie sur un voisinage V de 0 et tendant vers 0 en O telle que
VheV, expw(h)-1=w(h)[l+eh)].

Alors pourtout he€ V,ona
_exp(w(h) -1

wih) ==
done 1+hizg—1 h
flzo+ )= f(z0) = 1+£(0h) T (teh)
donc
flzo+h) — flzo) _ 1 1
h zo(L+€&(h) h—0 zo

COROLLAIRE 2.23. Lafonction Log est holomorphe sur C\ ]—o0,0].

DEFINITION-PROPOSITION 2.24. Soient a € Cet £: G — Cun logarithme. Alors la fonction
G—C,

Pa: z— z% = explal(z)]

est holomorphe sur G et p,(z) = az*~! pour tout z€ G.

EXEMPLE. On prend G :=C\]—o00,0] et £ := Log. Trouvons i’. On a

i = expliLog(i)] = exp[i (O+ t%)] =e 72,

NOTATION. Pour 1€ N* et z€ C, on pose n? := e?In"

THEOREME 2.25. Lasérie ) ,-; 1/n* converge uniformément sur {z € C|Rez = 1 + ¢} avec € > 0 et converge normale-
ment sur {z€ C|Rez > 1}.

REMARQUE. Il suffit de remarquer que |n?| = nRez pour tous ze Cet n € N*.

INTEGRALES ET PRIMITIVES

DEFINITION 2.26. Soit U un intervalle de R. Une fonction f: I — C est (contintiment) dérivablesi u:=Re f et v:=Re f
sont (continiiment) dérivables. Dans ce cas,ona f' = u'+iv'.

LEMME 2.27. Soienty: I — D c Cdérivable et f: D — C holomorphe. Alors f oy est dérivable et
(fo)'=foy®-y'(®, tel

DEFINITION 2.28. Une fonction continue F: I — C est une primitive d'une fonction f: I — Csi F est dérivable et

F =f.

THEOREME 2.29. Soit f: I — C continue. Alors

1. lafonction x — f; f(#)dt est une primitive de f;
2. pour toute primitive F de f, alors

S
Vr,sel, / f)dt=F(s)—F(r).
r
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2.3

2.3

2.3. INTEGRALES SUR UN CHEMIN

PROPOSITION 2.30 (changement de variables). Soient ] c Run intervalle, ¢: J — I de classe &' et f: I— Ccontinue.

Alors pour tous r,s€ J,ona
S @(s)
/ fle®)e' (nde= f(wdu.
r @(r)

PROPOSITION 2.31. Soient f,g: I — Cde classe €. Alors pour tous a,b € I, on a

b b
L/.ﬂngunh=LﬂngUHZ—/1f%ngndn

a

INTEGRALES SUR UN CHEMIN

Définitions et premieéres propriétés

DEFINITION 2.32. Soienty: I — C de classe ¢! et f: D — C continue telles que D > y(I). On pose

b
/f(z)dz::/ fly@)y' (ndte.
Y a

EXEMPLES. 1. Le chemin constant est la fonction ¢t — c avec c € R.
2. Soient zj, z € C. Le chemin y(¢) := tzp + (1 — 1) z; décrit le segment [z1, z2].
3. Soient zp € Cet r > 0. Le chemin y () := 2o + rei! avec t € [a, b] décrit un arc du cercle de centre z, et de rayonr.

DEFINITION 2.33. Soient yy,...,y: I — Cde classe €'. On pose y:=y; +---+ 7y, et

/f(z)dz—z f(z)dz

DEFINITION 2.34. Deux cheminsy: I — C et ¥: I — C continiment dérivables sont équivalents s'il existe une bijection
¢: I — I continiment dérivable telle que ¢’ >0 et ¥ =yo .

THEOREME 2.35. Soient I:=[a,blet]:= [5{, IB]. Siy et ¥ sont équivalents, alors

/f(z)dz:/f(z)dz.
Y ¥

Preuve Celarésulte du changement de variables u = ¢(1). d

VOCABULAIRE. On dit qu'une fonction y: [a, b] — C est continiment dérivable (ou lisse) si elle est continue sur [a, b],
dérivable sur ]a, b| et les limites de sa dérivée y' () quand t — b~ et t — a* existent.

PROPOSITION 2.36. Soienty,y;,Y2: I — C des chemins lisses par morceauxet f,g: D — C telles que y(I) < D. Alors
1. fy(f+g)(z) dz= fyf(z)dz+fyg(z) dz;

f},cf(z)dz: cfyf(z)dzpourtout ceC;

f?’1+)’2 flz)dz= fyl flz)dz+ fm f(z)dz;

Jy-f@)dz=~ [ fla)dzavecy™ :=yopety: te(abl— b+a-tela,bl.

Lol

PROPOSITION 2.37. Soient D et D deux ouverts de C, g: D — D holomorphe telle que g’ soit continue et ¥: I — D un
chemin lisse par morceaux. On pose y := go7. Soit f: D — C continue sur y(I). Alors

/ﬂmuz/ﬂgmywﬁ.
Y Y

PROPOSITION 2.38. Soient I un segment fermé de R, y: I — C un chemin lisse par morceaux et f: D — C continue sur
y(I) < D. Alors
/f(z) dz
Y

THEOREME 2.39. Soienty: I — Cun chemin lisse par morceaux et (f;,) ,en une suite de fonctions continues sur y(I)

< fllooymLy) avec L(y)=/|7f’(t)|dt
1
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2.3

2.3. INTEGRALES SUR UN CHEMIN

qui converge uniformément sur y(I) vers f: y(I) — C. Alors

nEIPm/J/fn(z)dz=/}/f(z)dz.

THEOREME 2.40. Soient f: D < C— C continue et F: D — C. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) lafonction F est holomorphe sur D et vérifie F' = f;
(ii) pour tous z1,zp € D et tout chemin lisse par morceaux y: [a, b] — D tel que y(a) = zj et y(b) = zp, on a

/f(z) dz = F(zp) — F(z1).
Y

Preuve = Onsuppose (i). Soient z1,z, € Z et y: [a, b] — D un chemin lisse par morceaux tel que y(a) = z; et y(b) = z,.
On suppose que ¥ est lisse. Alors

b
/f(z)dz=/ fly@)y (vde
I a

b
=/ F'(y(n)y' (ndt

= [Foy(0]2 = F(z) - F(z)).

On procede de méme si y est lisse par morceaux.
< On suppose (ii). Soit ¢ € D. Comme D est ouvert, il existe r > 0 tel que B(c,r) < D. Soit z € B(c, 7). On note
y:t€[0,1]— (1—#f)c+tz. Alors

F(z)-F(c)= /f(Z) dz,
Y

donc
F(z)-F 1
o -ro —-flo)= —/f(Z)dz—f(C)
z—c z—cJy
1
= Z_C/Y[f(Z)—f(C)]dZ
donc
F(z)-F(c) 1
T - flof< m”f—f(é‘)” le,z1L(Y)
=11f = F©llez1 = 0.
Donc la fonction F est C-dérivable en tout point c € D et vérifie F'(c) = f(c). d

DEFINITION 2.41. Une fonction F: D — C est un primitive si une des propositions (i) et (ii) du théoréme précédent est
vérifiée.
PROPOSITION 2.42. 1. Si F' =0, alors F est constante.

2. Si F et F sont deux primitives de f, alors F — F est constante.

DEFINITION 2.43. Une fonction f: D — C est intégrable si elle admet une primitive sur D.

REMARQUE. Si f est intégrable dans D, alors [ y f(2)dz =0 pour tout chemin lisse par morceaux et fermé v, i. e. tel
que y(a) =y(b).

THEOREME 2.44 (critere d'intégrabilité). Soient D un ouvert connexe de C et f: D — C continue. Alors les propositions
suivantes sont équivalentes :

(i) lafonction f estintégrable sur D;
(ii) pour tout chemin lisse par morceaux et fermé y, on a f}, f(z)dz=0.

Preuve Montrons le sens réciproquement. On suppose (ii). Il suffit de montrer que F: z — fyz f)d(¢ est une
primitive de f ot un chemin lisse y, joint un point zp € D a z. |

Théoréeme de CAUCHY
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2.3. INTEGRALES SUR UN CHEMIN

LEMME 2.45 (GOURSAT). Soit f: D — Cholomorphe. Alors pour tout triangle T < D, on a

f@)d¢=o.
ar

Preuve Soit T < D un triangle. Remarquons d’abord que max, e |w — z| < L(0T). On le découpe en quatre triangles
Ty, T», T3 et T4. Soit k; € [1,4] tel que

f(()dc‘=m_aX/ f(()dC‘-
Ty, I<i<k|/aT;
Alors
/ f@de s4/ f(@dgy.
oT 0Ty,

De méme, on découpe le triangle T}, en quatre triangle et on prend un sous-triangle Ty, i, tel que

'/ fdg / fdg
oT 6Tk1,k2

Par récurrence immédiate, on construit une suite décroissante de triangles (T,

<4?

k,)nen+ telle que

.....

| row
0Tky,...k

Treer n

n
<4

VneN*, ’/ fOd¢
orT

Par construction, I'intersection (,en+ Tk, ...k, €st réduite a un point ¢ € D par le théoréeme des compacts emboités car
k, — 0. Comme f est holomorphe, pour z € D, on pose

mm:{ﬂ@_ﬂq-fw>az¢a

.....

z—c
0 sinon.

Alors la fonction g est continue et, pour tout n € N*, on a

f(c)dz+/ f’(c)(z—c)dz+/ g(2)(z-c)dz
k 0Tky,...kn

— 0 ce qui montre le lemme. O

THEOREME 2.46 (CAUCHY). Soient G un ouvert connexe étoilé de C centré en c € C et f: G — C holomorphe. Alors la
fonnction f est intégrable dans G et la fonction

F:zeG— fde
[c,2]

est un primitive de f.

Preuve Soit zj € G. 1l existe r > 0 tel que B(zg, r) = G. Pour tout z € B(zp, ), on a

F(Z)—F(ZO)Z/ fd¢- fd¢
[c,z]

[¢,20]

=—/ f@dc- f@de
[z,c]

[¢,20]
= / f@Hde,
[20,2]

Intégration et développement en série entiere — CHAPITRE 2 13



2.3. INTEGRALES SUR UN CHEMIN

donc
F(z) — F(zp)
— —f(Zo)’ =‘ / [f Q) - flzo)d{
Z— 2 Z—20 [20,2]
<N f = f(20) iz, 2 - 0.
Finalement, la fonction F est C-dérivable en F' = f. O

LEMME 2.47 (GOURSAT renforcé). Soient D un ouvertdeC, ce D et f: D — C holomorphe sur D\ {c}. Alors pour tout
triangle T < D tel que c soit un des sommets, on a

f@)d¢=o.
ar

Preuve 1l suffit de considérer, pour tout € > 0, un découpage du triangle T en trois triangles 71, T> et T3 tels que c € T3
et L(0T3) < € et d’appliquer le lemme de GOURSAT. O

THEOREME 2.48 (CAUCHY renforcé). Soient G un ouvert connexe étoilé de C centré en ce C et f: G — C holomorphe
sur G\ {c}. Alors la fonnction f est intégrable dans G et la fonction

F:zeG— fde

[c,z]
est un primitive de f.
Preuve On proceéde de méme que dans la preuve du théoreme de CAUCHY. d

THEOREME 2.49 (formule de CAUCHY). Soient D un ouvertde Cet f: D — C holomorphe. Soient r >0 et ¢ € D tels que
B:=B(c,r)cDet Bc D.Alors pour tout z€ B,on a

f@©
J@= /B (-z .
Preuve Soit zp € B. Pour z € D, on pose
f(2) = f(20)
g(2) = z— 2 27 20,
0 sinon.

Alors la fonction g est continue sur D et holomorphe sur D\ {c}. Soit s > r tel que B’ := B(c, s) = D. Le lemme de CAUCHY
renforcé assure que la fonction g est intégrable sur B'. En particulier, pour tout chemin lisse et fermé y: B’ — C,on a
f}, g(2)dz = 0. On parametre la frontiére dB par un chemin y. Comme B c B/, on a

@) - f(z)

d¢ =0,
oB (2o ¢
donc d d
f(zo) ¢ =/ ) avec / ¢ =27i. O
oBC—20 Jop(—20 o8¢ — 2o

COROLLAIRE 2.50 (formule du maximum). Soient D un ouvert de Cet f: D — C. Soient r > 0 et c € D tels que
B:=B(c,r) € D. Alors pour tout{ € B,ona | f()| < I flla5-

Preuve On parametre 0B par le cheminy: t€[0,27] — c+ rei’ € 9B. Alors

|1 f(2
|fo]= 2”/ —dz
21 it
_1 flc+re ) ”dt‘
27 reit
1 27 X
=— f(c+re”)dt‘
21
<|fllap.
De plus, soit { € B. Alors
f(z) '
Q)< ‘
If©]< T
< fllop su —‘
! 63266% z—¢
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2.4

2.4. DEVELOPPEMENT EN SERIES ENTIERES

<|fl
f B | &
Soit k € N. On peut remplacer f par f* et on obtient
@<
(4 r* o5 |(|
donc
r 1/k
|F@]<Iflon ( ) :
4
En laissant tendre k vers +o0, on obtient que |f(()| <|flas- O

DEVELOPPEMENT EN SERIES ENTIERES

DEFINITION 2.51. Soie D un ouvert. On dit qu'une fonction f: D — C est développable en série entiere au voisinage
d’'un point c € D s’il existe r > 0 et une suite (a,),en de complexes tels que B(c,r) € D et

+00
VzeB(c,r), f(@=) an(z—o)".
k=0

LEMME 2.52. Soienty: I — Cun chemin lisse par morceaux et f: y(I) — C continue. On pose

F: 1
e [ 1O 4
2mi Jy (-z
Alors la fonction F est holomorphe sur C\y(I) et, pour tout ¢ € C\y(I), elle est développable en série entiére au voisinage
de c ot les coefficients a, sont données par

f@©
VneN, a,= 27:1/(( C)n+1

De plus, la fonction F est infiniment C-dérivable sur C\ y(I) et, pour tous ke Net ze C\y(I),on a

k' _f@ a@.

k
( ) (2) = (( z) 7 _ n+l

Preuve Soient c € C\y(I).1l existe r >0 tel que B(c,r) c C\y(I). Soient { € y(I) et z€ B(c, r). Alors

1 1 1 zZ—cC
(—z:(—cl—w avec w::(_c.
Comme |w|<1,ona
1 _+oo (Z—C)n
(—z_,;o((—C)"“’

On obtient alors

1 [ fO oo
F(z)_Z_ni/be_o(C——(z o)"dc.

C)n+1

Orpourtous{ey(l)etneN,ona

_fO SO < Ifllyn |z—c
¢ —ontt r(-c
Lasérie Y. f({)({ —c)~*V(z - c)" converge alors normalement. Cela permet d’intervertir 'intégrale et la somme, on a
+°° f©) n
F(z) = (2 l/(( A d()(z—c) : O

THEOREME 2.53. Soient D un ouvertde C, ce D et f: D — C holomorphe. Alors f est développable en série entiere au
voisinage de c.

Preuve Soit r >0 tel que B:=B(c,r) < D. Le formule de CAUCHY donne

©)
ro=— [ L4
2rwi Jop (-2
Le critére précédent assure alors que la fonction f est développable en série entiere au voisinage de c. d

REMARQUE. Ceci montre que les fonctions holomorphes sur un ouvert D sont infiniment C-dérivable sur D.
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2.4. DEVELOPPEMENT EN SERIES ENTIERES

THEOREME 2.54 (de prolongement de RIEMANN). Soient D un ouvertde C, ce D et f: D\ {c} — C holomorphe. Alors
les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) lafonction f se prolonge en une fonction holomorphe de D dans C;

(ii) lafonction f se prolonge en une fonction continue de D dans C;

(iii) lafonction f est bornée au voisinage de c;

(iv) quand z—c,ona(z—c)f(z) — 0.

Preuve Comme ’holomorphie implique la continuité, les implications (i) = (ii) = (iii) = (iv) sont vraies. Montrons la
derniére implications. On suppose (iv). Quitte a considérer la fonction z— f(z — ¢), on peut supposer que ¢ = 0. On
pose g: D — Cla fonction définie par

zf(z) siz#0,

VzeD, g(z)= { .
0 sinon.

Alors la fonction g est continue en 0. On considere la fonction h: z € D — zg(z). Alors

h(z)—h(0
@-hO) _ ),
z z—0

donc la fonction & est C-dérivable en 0. Comme elle est holomorphe sur D\ {0}, elle est holomorphe sur D. Au voisinage
de 0, on peut donc la développer en série entiere et I'écrire comme

+00
h(z)=)_ anz".
n=0

Or h(0) = h'(0) =0, donc ag = a; =0 et

h +o0
fl@)= —(ZZ) =) ap2z", z#0.
Z n=0

Alors les fonctions f et z+— Z;‘f{) an+22" coincident sur un ensemble V' \ {0} ol V est un voisinage de 0, donc la
fonction f se prolonge en une fonction holomorphe sur D. D’ot (i). O

THEOREME 2.55 (d’égalité). Soient D un ouvert connexe de C et f,g: D — C holomorphes. Alors les propositions
suivantes sont équivalentes :

(i) les fonctions f et g sont égales sur D;

(i) I'ensemble S:={z€ D| f(z) = g(2)} admet un point d’accumulation dans D;

(iii) il existe c € D tel que f®(c) = g® () pour tout k € N.

Preuve Limplication (i) = (ii) est clairement vraie. On suppose (i). La fonction % := f — g est holomorphe sur D. Soit
c € D un point d’accumulation de S. Par I'absurde, supposons qu'il existe m € N tel que 2™ (c) # 0. On considere le
plus petit tel entier m € N. Alors, au voisinage de ¢, on a

+oo (k) +oo (k)
h(z) = Z h k'(c) (z—=0)%=(z=0)"hyu(z) avec hpy(z):= Z h k'(c) (z—c)k—m,
k=m : k=m .

La fonction &, est holomorphe sur une boule B := B(c, r) et elle est nulle sur BN C\ {c} et non nulle en ¢, donc elle n’est
pas continue en c. Finalement, on a f® (c) = g® () pour tout k € N. D’oi (iii).

On suppose (iii), i. e. il existe c € D tel que f® (¢) = g™ (¢) pour tout k € N. Montrons que la fonction h:= f — g est
nulle sur D. Pour k € N, on pose Sy :={we D| AL (w) =0} qui est un fermé de D. On pose S :=[\ren Sk qui est un fermé
non vide. Montrons qu’il est ouvert dans D. Soit zy € S. Il existe r > 0 tel que B(zg, r) € D. Montrons que B(zg, r) c S. Sur
B(zp, r), on peut écrire
+00
h(z)=)_ anlz—2z0)".
n=0
Comme zp € S, on a a, = 0 pour tout n € N. Donc h =0 sur B(zy, 1), donc B(zg, r) c S. Finalement, '’ensemble S est a la
fois ouvert et fermé dans D. Comme D est connexe et S # @, on en déduit que S = D, i. e. 1a fonction k est nulle sur D.
D’ot1 (i). a

COROLLAIRE 2.56. Soient D un ouvert de C et f: D — C holomorphe non localement constante. Alors pour tout a € C,
I'ensemble f ~1({a}) est discret, i. e. ne contient pas de point d’accumulation.

COROLLAIRE 2.57. Soient ¢: ]a,b[ — R et D un ouvert connexe de C tels que ]a, b[ c D. Alors il existe une unique
fonction holomorphe f: D — Ctel que flj4,5 = ¢.
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SUR LE CONCEPT D’HOLOMORPHIE

DEFINITION 2.58. Soit D un ouvert de C. On dit qu’'une fonction continue f: D — C est localement intégrable sur D s'il
existe une famille d’ouverts (Uy)qc 4 de C telle que D = e 4 Uy et la fonction f soit intégrable sur U, pour tout a € A.

THEOREME 2.59. Soit f: D — C continue. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) lafonction f est holomorphe sur D;

(ii) pour tout triangle T D, ona [, f(2)dz=0;

(iii) lafonction f estlocalement intégrable sur D;

(iv) pour toute boule ouverte B de C telle que B< D et tout z€ D, on a

fo=- [ 19,

27i 63(—Z

(v) lafonction f est développable en série entiére au voisinage de tout point de D.

Preuve On utilise les différents théorémes et lemmes pour montrer chaque implication. a

COROLLAIRE 2.60 (holomorphie des intégrales). Soienty: I — Cun chemin lisse par morceaux et D un ouvert de C.

Soit g: y(I) x D — C continue telle que, pour tout w € y(I), la fonction g(w, ) soit holomorphe sur D. Alors la fonction
D —C,

Z*—'/g((,Z)dC
Y

est holomorphe sur D.

Preuve Pour cela, il suffit de vérifier le point (ii) du théoréme précédent. Soit T < D un triangle. Le théoréme de FUBINI

donne
/ h(z)dz:/ /g((,z)d(dz:// g((,z)dzd(:/odz:o.
or aT Jy yJoT Y

car la fonction g({,-) est holomorphe pour tout ¢ € y(I). On en déduit que la fonction £ est holomorphe. d

Formule de GUTZMER, principe du maximum et un théoréme de LIOUVILLE

PROPOSITION 2.61 (formule de GUTZMER). Soit Y a,(z— c)" une série entiere de rayon de convergence R > 0 dont on
note f: B(c, R) — Cla somme. Soit r € ]0, R[. On note

M(r):= max |f(2)].

Alors
+00 1 27 .
> |2 r?" = —/ |f(c+re'®)?de < M(r)%.
n=0 27 Jo

Preuve Soit z:= ¢+ re'? € dB(c, r). Alors
+o0o +00 .
f@=) a,z=0"=) apre’'?",
n=0 n=0

donc
+o00o

If(@1P=f@f(@) =Y anr"flc+re'?)e "

n=0

On obtient donc
27 +o0

1 27 ) 1 . .
21 /0 |fle+re'™)*dy = o Zoa_nr”f(c +re'?)e " dg.
=

0

Comme la série Y |a,| r" f(c+ re'?)e™'%" converge normalement, on a
n

1 [2m - 1t 2m . .
— c+re®)do=—)» a,r" c+re'®)e " de.
Zﬂ/o If( )I“de Znngo" l ) ¢
Or pour toutneN,ona
1
n=o5-= f(czwl dz
271 dB(c,r) (c— C)
1 (% f(c+rel®)

_ P17/
Tomi )y (reiwymt e de
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1
T 2mrn

2n . .
/ flc+re'?)e " de.
0

On en déduit que

21
—/ If(c+re'?)? d(p——Za,, "ora,r"

COROLLAIRE 2.62. Enreprenant les mémes notations que précédemment, pour tout n€Netr €]0,R[,ona
M(r)

rn

lan| <

Preuve 1l suffit de remarquer que, pour tous 7€ N, on a

+o00
lanPr?" < Y lagPr¥* < M(r)%. O
k=0

COROLLAIRE 2.63. On suppose qu'il existe m € N et r € ]0, R[ tels que |a,,|r™ = M(r). Alors
VzeB(c¢,R), f(2)=am(z—c)™.

Preuve Laformule de GUTZMER donne alors
+00
M(1)? = lam|r®™ < 3 lanlr®" < M(r)?
n=0

ce qui implique que | |r2™ = Z; 0Ianlr .D’ou a, =0 pour tout n € N\ {m}. O

THEOREME 2.64 (principe du maximum). Soient G un ouvert connexe de Cet f: G — C holomorphe. On suppose qu'’il
existe c € G tel que | f(c)| = || fly avec un voisinage U de c dans G. Alors f est constante sur G.

Preuve Sur une boule B(c, ), on peut écrire f(z) = Y72 an(z—¢)". Quitte a réduire cette boule, on peut supposer
que B(c,r) c U. Alors comme | f(c)| = || flly, on a |agl = M(r). Le corollaire précédent donne alors f = ag sur B(c, r). Le
théoréeme d’égalité conclut donc que f = g sur G. |

VOCABULAIRE. Rappelons qu'une fonction f: C — C est dite entiere si elle est holomorphe sur C et qu’elle est dite
bornéesi || fllp < +oo.

THEOREME 2.65 (LIOUVILLE). Toute fonction entiére et bornée est constante.

Preuve Soit f: C — C une fonction entiere et bornée. Au voisinage de 0 et en tout point z € C, la fonction f se
développe en série entiére f(z) = n hard anz".PourtousneNetr>0,onala,l<M(r)/r" <| flc/r". Enlaissant tendre
r vers +oo, on en déduit que a, = 0 pour tout n € N*. D’ol1 f = g sur C. O

COROLLAIRE 2.66. Onnote A:=B(0,1) cCet H:={ze C|Imz> 0} c C. Toute fonction holomorphe de C dans A est
constante. En particulier, il n’existe pas de biholomorphisme de A dans C ou de H dans C.

Théoréme de WEIERSTRASS

THEOREME 2.67. Soient D un ouvert de C et (f;,) ,en une suite de fonctions holomorphes de D dans C qui converge
localement uniformément vers une fonction f: D — C sur D. Alors

1. lafonction f est holomorphe;

2. pour tout k € N, la suite ( f,(lk)) neN converge localement uniformément vers f® sur D.

Preuve 1. Comme la suite (f;;) ,en converge localement uniformément vers f, la fonction f est continue. Pour tout
triangle T < D, le théoréme 2.39 et le lemme de GOURSAT

/f(z)dz:/ lim f,(z)dz= lim / fr(2)dz=0
oT aTnH+OO n—+oo oT

ce qui assure 'holomorphie de f.
2. 1l suffit de montrer la convergence pour k = 1. Soit c € D. Il existe r > 0 tel que B := B(c,2r)  D. Pour tout z € B(c, 1)
ettoutneN,ona

(O

S (-2? &

-1
fn@-f'2) = e /
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ce qui permet d’écrire

, , r 2
Z2)— [ (2)| =< - — < - -,
If (@)= (@<l fu f”aBminceaBlf—le Il f fIIaBr
donc
2
Ilf,'l—f'llaB<|Ifn—f|IaB;-
Cela montre la convergence locale uniforme de la suite (f,) sen- O

Théoréme de I'application ouverte

DEFINITION 2.68. Une application f: X — Y entre deux espaces topologiques X et Y est dite ouverte sil'image f(U)
de tout ouvert U de X est un ouvertde Y.

THEOREME 2.69 (d’existence de zéros). Soient D un ouvertde C, ce Detr >0 tels que B:=B(c,r) c D et B < D. Soit
f: D — Cholomorphe telle que min,epg|f(2)| > | f(c)|. Alors f admet un zéro sur B.

Preuve Raisonnons par I'absurde et supposons que f ne s’annule pas sur B. Par hypothése, elle ne s’annule pas sur B.
Par continuité, elle ne s’annule par sur un voisinage U de B. On considere g: U — C définie par g(z) = 1/ f(z) pour tout
z€ U.Dans ce cas,on a

lg(o)| > rzrelgglg(z)l.

Or la formule de CAUCHYdonne

1 g(2) 1 [ ,
= — —d = — i d[\
8(c) 2ni/aB zZ—cC “ 27:/0 gletrer) <£I;g§|g(z)|

ce qui est contradictoire. Donc la fonction f admet un zéro sur B. d

THEOREME 2.70 (de l'application ouverte). Soient D un ouvert connexe de Cet f: D — Cholomorphe et non constante.
Alors f est une application ouverte.

Preuve Soient U un ouvert de D et c € U. Comme f n’est pas constante, il existe une boule V c U centrée en c telle
que f(c) # f({) pour tout { € V. On pose

1
0= Egeléglf(c)—f(()l >0.

Montrons que B :=B(f(c),8) c f(U). Soit b € B. 1l suffit de montrer que la fonction g := f — b admet un zéro dans V.
Pour cela, remarquons que, pour tout { € 6V, on a

18I =1 - f(e)+ f(c)- bl
z|f()-f)l-If(c)- bl
226-6=6>|f(c)-bl=Iglc)l.

Le théoreme d’existence de zéros assure alors que la fonction g admet un zéro dans V, i. e. il existe z € V tel que b = f(z),
donc be f(V)c f(U). D’ou B c f(U). On en déduit que I'image f(U) est un ouvert de C. Donc f est ouverte. O

THEORIE DES RESIDUS

Notion de singularité et premiers théoremes
DEFINITION 2.71. Soient D un ouvert de C et c € D. Soit f: D\ {c} — C une fonction holomorphe sur D\ {c}. On dit
que le point c est une singularité isolée de f. De plus, on dit que cette singularité est

— effacable (ou apparente) si f peut étre prolongée en une fonction holomorphe f: D — C;

— un pdle si ¢ n'est pas une singularité effacable et sl existe n € N* tel que la fonction g: ze€ D\ {c} — (z—¢)" f(2)
puisse étre prolongée en une fonction holomorphe g: D — C;

— essentielle si ¢ n’est ni effacable ni un pole.

PROPOSITION 2.72. Soient D un ouvertde C, ce D et f: D\ {c} — Cholomorphe. Si f est bornée sur U \ {c} pour un
voisinage U de c dans D, alors c est une singularité effacable de f.

Preuve 1l suffit d’appliquer le théoréme de prolongement de RIEMANN d

Intégration et développement en série entiere — CHAPITRE 2 19



2.6. THEORIE DES RESIDUS

o REMARQUE. Si f n’est pas bornée au voisinage de c, alors ¢ n’est pas une singularité effacable. Si ¢ est un péle, I'entier
m:=min{neN" ’ z— (z—0)" f(2) est bornée sur U \ {c} pour un voisinage U de ¢ dans D}

est appelée I'ordre du pole c. Si m = 1, le pdle c est dit simple

THEOREME 2.73. Soient me N* et f: D\ {c} — C holomorphe. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) lasingularité c est un pole d’ordre m de f;
(ii) il existe une fonction holomorphe g: D — C telle que g(c) #0 et

8(2)
Vze D\{c}, =—
z {c}, f(2) Z_om
(iii) il existe un voisinage U de ¢ dans D et une fonction holomorphe i: U — C qui ne s’annule pas sur U \ {c} et dont ¢
est un zéro d’ordre m tels que

VzeU\{ch, f(2)=1/h(z);

(iv) il existe un voisinage U de ¢ dans D et M,, M* > 0 tels que

*
*

Vze U\{c},
2eUMay o

<If(2)] <

lz—c|™’

Preuve e (i)= (ii). Onsuppose (i). La fonction g: z€ D\ {c} — (z—¢)"" f(z) est holomorphe sur D\ {c} et bornée au
voisinage de c. Par la proposition précédente, la singularité c est alors effacable, donc on peut prolonger la fonction g
en une fonction holomorphe sur D, notée encore g: D — C. Montrons que g(c) # 0. Si g(c) =0, alors on peut écrire

g(2)=(z—-¢c)g(z), VYzeD

avec une fonction g holomorphe sur D et, dans ce cas, la fonction z— &(z) = (z— ¢)™"! f(z) est bornée au voisinage
de c ce qui contredit la minimalité de m.
e (i) = (iii). Onsuppose (i). Comme g ne s’annule par sur un voisinage U de ¢, on prend h: z€ U — (z—¢)"/ g(2).
* (iii) = (iv). On suppose (iii). On peut choisir un voisinage U de c dans D tel que

h(z)=(z-¢)"h(z), zeU

oit la fonction / est holomorphe sur U, ne s’annule pas sur U et vérifie

1
>0 et M":=sup— < +00

M, = inf —
zeU | h(2)| zeU |h(2)]
Pour ze U\{c},ona
If(2)| = !
lz—cl™ |h(z)|’

ce qui implique la relation voulue.
e (iv)= (i). Onsuppose (iv). Alors la fonction z+— (z—¢)" f(z) est bornée sur un voisinage de ¢, donc la singularité
c estun podle d’ordre inférieur ou égal a m. Raisonnons par 'absurde et supposons que le pole est d’ordre n < m. Alors la
fonction z+— (z— ¢)" f(2) est bornée sur V \ {c} pour un voisinage V de ¢ dans D. Quitte a le réduire, on peut supposer
que V c D.Or pourtoutze V\{c},ona
lz—c|" "M, <|z—cl|"|f(2)].

Comme n—m <0, le terme |z — c|/"*~™ nest pas borné au voisinage de c alors que la relation précédente assure sa
bornitude ce qui est absurde. Donc le péle c est d’ordre m. d
DEFINITION 2.74. Soit D un ouvert de C. On dit qu'une fonction D\ {c¢} — C tend vers 'infini en un point c € C si

|f ()] o too.
On note alors lim,_.. f(z) = co.

PROPOSITION 2.75. Soit f\ D\ {c} — C holomorphe. Alors ¢ est un podle si et seulement si f tend vers I'infini en c.

Preuve = On suppose que c est un pole. Par le théoreme 2.73, il existe m € N* et une fonction holomorphe g: D — C
telle que g(c) #0 et
8(2)
Vze D\{c}, =\
z {ch, f(@ Goom
Comme g est continue et vérifie g(c) # 0, il existe r, M > 0 tel que |g(z)| > M pour tout z € B(c, r). Alors pour z € B(c, 1),
ona

|f(2)] >

— +00.
|z—c|™ z—c
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< On suppose que f tend vers 'infini en c. Il existe r > 0 tel que f(z) # 0 pour tout z € B\ {c} avec B :=B(c, r). Alors
la fonction
B\{c} —C,
h:
z—1/f(2)

est holomorphe sur B\ {c}. Comme h(z) — 0 quand z — ¢, la fonction & est bornée sur un voisinage de ¢, donc elle se
prolonge en une fonction holomorphe %: B — C sur B en posant h(c) = 0. Par le méme théoréme, la singularité ¢ est un
pole. d

EXEMPLES. - Lafonction z— 1/z admet un pdle simple en 0.
— Lafonction z — sin(1/z) admet une singularité essentielle en 0.

THEOREME 2.76. Soientc€ D et f: D\{c} — Cune fonction holomorphe. On suppose que ¢ est un pole d’ordre m € N*
de f. Alors il existe by, ..., by, € C avec by, # 0 et une fonction holomorphe f: D — C tels que

m

b -
Vze D\{c}, (2) = -+ f(2). ()
z c, f(z ];(Z_C)] flz *

Les nombres b; et la fonction ? sont uniquement déterminés par f.

Preuve 1l existe une fonction holomorphe g: D — C telle que g(c) #0 et
g(z)
(z—om’
Comme g se développe en sérge entiere au voisinage de 0, il existe r > 0 vérifiant B(c, r) D, des complexes by, ..., b, € C
et une fonction holomorphe f: B(c,r) — C tels que

VzeD\{c}, f(2)=

VzeB(c,r), 8@ =bm+bnu1(z—c)++b(z—0)" '+ f(2)(z—c)™.

On en déduit la relation voulue sur B(c, r) \ {c}. Grace a la relation (), on déﬁni£ la fonction f sur D\B(c,r) etelle est
bien holomorphe sur D. Comme g est unique, les coefficients b; et la fonction f sont aussi uniques. O

Singularités essentielles

Une conséquence du théoreme précédent est la suivante : pour tout ouvert D de C, une singularité isolée c € D
d’une fonction holomorphe f: D\ {c} — C est essentielle si f n'est pas bornée au voisinage de c et f ne tend pas vers
I'infini en c. Mais on peut en dire beaucoup plus.

THEOREME 2.77 (sur les singularités essentielles). Soient ce D et f: D\ {c} — C une fonction holomorphe. Alors les
propositions suivantes sont équivalentes :

(i) lasingularité c est essentielle;
(ii) pour tout voisinage U de c dans D, 'image f (U \ {c}) est dense dans C.

Preuve Le sens réciproque vient de la remarque précédente. Directement, raisonnons par contraposée et supposons
qu’il existe un voisinage U de c dans D telle que I'image f (U \ {c}) ne soit pas dense dans C. Alors il existe ae Cet r >0
tels que B(a,r)n f(U\{c}) = ¢ ce quirevient a dire | f(z) — a| > r pour tout z € U \ {c}. La fonction

ARG R o
& z2—1/(f(2) - a)

est holomorphe sur U \ {c} et elle est bornée au voisinage de c¢. On en déduit que c est une singularité effacable de g.
Mais alors, la fonction f = 1/g+ ¢ admet une singularité effacable en c si g(c) # 0 ou un péle en c si g(c) # 0. Dans tous
les cas, la singularité ¢ n’est pas essentielle. d

D’apres ce théoreme et le théoreme de I'application ouverte, si ¢ est une singularité essentielle de f, alors f(U \ {c})
est a la fois ouverte et dense dans C. En fait, on verra méme que cette image est soit C tout entier soit C privé d'un point.

Théoréme fondamental de I'algébre

THEOREME 2.78 (D’ALEMBERT-GAUSS). Tout polyndme non constant a coefficients complexes admet au moins une
racine complexe.

Ce théoréme est équivalent au théoréme suivant.
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THEOREME 2.79 (factorisation des polyndémes). Tout polyndéme P(z) := ag+ -+ a,z" € C[z] de degré n = 1 s’écrit
comme un produit
P(z)=au(z—c1)...(z2—cp).

Cette factorisation est unique a I'ordre des facteurs pres.

Pour montrer ces théorémes, on va s’appuyer sur le lemme suivant.

LEMME 2.80 (de croissance). Soit P(z) = ag+---+ a,z" € C[z] un polyndéme de degré n = 0. Alors il existe R > 0 tel que

VzeC\B(0,R), 2 'la,llzI" <IP(2)| <2layll|zl".
Preuve Le résultat est trivial pour 7z = 0. On suppose n = 1. On pose
n-1 K
R(z):= ) lagllzl".
k=0

Alors pour tout z € C,on a|ayl|z|"—R(z) < |P(z)| <|ayl|z|"+R(z). Pour z € C\B(0,1),on a lzIF < |z ! pour k € [0, n—1],
donc R(2) < |z|"! Z;c’;é |ak|. Il suffit alors de prendre

n-1

> Idk|}-

R::max{l,—
lan| k=0

On vérifie alors que ce réel R > 0 fonctionne. |

Preuve du théoréeme Par I'absurde, supposons que P n'admet par de racine dans C. Alors la fonction
f:z2eC—1/P(2)eC

est holomorphe sur C. D’aprés le lemme de croissance, on a |P(z)| — +oco quand |z| — +co. On en déduit que f est
bornée. Le théoreme de LIOUVILLE affirme que f est constante ce qui est impossible car n = 1. Donc P admet une
racine dans C. O

Logarithmes d’applications holomorphes

DEFINITION 2.81. Soient D un ouvert de C et f: D — C* une fonction holomorphe. Un logarithme de f est une
fonction holomorphe g: D — C telle que
VzeD, exp(g(z)=f(z).

Une telle fonction g vérifie

!
VzeD, g'(z)= %

THEOREME 2.82. Soient D un ouvert étoilé par rapport a un point c € D et f: D — C une fonction holomorphe ne
s’annulant pas. Alors la fonction
D—C,
. !
g| . [ f©
[c,z] f(()

d¢
ol b € C vérifie exp b = f(c) est un logarithme de f.

Preuve Lafonction f'/ f est holomorphe sur I'ouvert étoilé D par rapport a ¢, donc elle admet des primitives dans D
de la forme
'@

[c,z] f(()

Comme exp: C — C* est surjective, il existe b € C tel que exp b = f(c). On définit alors la fonction g: D — C comme
dans I’énoncé. Vérifions que g est un logarithme de f. La fonction h: ze€ D — f(z) exp(—g(z)) est holomorphe sur D
et, pour tout z€ D, on a

d¢, beC.

!
h'(z) = f'(z) exp(—g(2)) — f(2) g’ (z) exp(—g(2)) = (f’(z) -f(2) ]}((ZZ)) exp(-g(z)) =0.
On en déduit que & est constante, i. e. il existe C € C tel que exp(g(z)) = Cf(z) pourtout z€ D.Or g(c) = betexpb = f(c),

donc C = 1. Cela montre que g est un logarithme de f. d

REMARQUE. Aulieu de prendre le segment [c, z], on peut prendre n'importe quel chemin reliant ¢ a z dans D.

22 Intégration et développement en série entiere — CHAPITRE 2



2.6. THEORIE DES RESIDUS

THEOREME 2.83. Soienty: I — Cun chemin lisse par morceaux et ¢ € C\ y(I). Alors

/—eZmZ

Preuve Onnote I = [a, b] avec a, b € R tels que a < b. Comme y(I) est compact, il existe des pointsa=f <---<t, =b
et des boules Uy,...,U, € C avec n = 2 tels que

Yielo,nl, c¢U;,
Viell,nl, vyi=yti-1,t])cU.

Pour i € [0, n], on pose z; := y(t;). Sur chaque ouvert Uj;, la fonction z — z — ¢ ne s’annule pas. Soit by € C tel que
exp by = zp — ¢. On définit la fonction

Ul - C;
: d¢ .
&l z— bo + / —(
20,21 § = €
Par une récurrence, pour tout i € [1, n — 1], on définit une fonction g;+;: U;4+; — C telle que
d¢
VzeUit1, &i+1(2) =gi(z))+ —.
(zi,1 €= ¢

Pour tout i € [1, n], le théoréme précédent assure exp g;(z;) = z;—c. De plus, pour tout i € [1, n—1], comme { — 1/({—c¢)
est holomorphe sur U; U U4 etla concaténation des chemins [z;+1, z;] et ¥;+1 est un chemin fermé lisse par morceaux,

ona
expgii(zi1) ( / dr ) ) / at
—————— =exp | = €Xp > |-
exp gi(z;) (2i,Zi+1] (—c Yis1 (-c

Comme le chemin y est fermé, on a zy = z,, donc
d¢ ol d¢ expgi1 (Ziv1) _ " Zin—C _
exp (/( ) (Z l—[ 1+ 1+ l—[ l+
y6—=¢ Yi+1 (-c i—o expgi(z) i=0 -

ce qui assure la conclusion. d

DEFINITION 2.84. Soit yI — C un chemin fermé lisse par morceaux. Pour c € C\ y(I), I'indice de c par rapport a y est

I'entier 1 d
Indy(c) ( (C eZ.

Lintérieur de y est'ensemble

Int(y) ={acC\y() | Indy(a) #0}.

Le chemin y est dit fermé simple si Indy (a) = 1 pour tout a € Int(y).

EXEMPLE. Soient zg € C et r > 0. On consideére le chemin y: t € [0,27] — 2o + reit paramétrisant le cercle de centre z

et de rayon r. Alors pour tout z€ C\dB(zp,r),on a
1 sia€B(zg,r),
Ind (@ =4 >¢B@n

0 siaeC\B(zy,r).

On en déduit que Int(y) = B(z, r).

THEOREME 2.85. Soient D un ouvert connexe de C et y: I — D un chemin fermé lisse tel que Int(y) c D. Alors
1. pour toute fonction holomorphe f: D — C, on a fy f(2)dz=0;
2. pour toute fonction holomorphe f: D — Cettoutae D \y(I), ona

f(2) (Z)

f(a)Indy(a) = Py - a

Preuve On se place dans le cas o1 'ouvert D est étoilé. On a déja vu le point 1. Montrons le point 2. Soient f: D — C
une fonction holomorphe et a € D\ y(I). On considére la fonction
D\{a} —C,
f: - f (2)—f (a)
z—a
Comme f est holomorphe sur D, la fonction f; est holomorphe sur D\ {a} et bornée au voisinage de a, donc elle se
prolonge en une fonction holomorphe sur f;: D — C. On en déduit que

/Mdz=/fl(z)dz=0.
Y -a Y
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(ii)

2.6. THEORIE DES RESIDUS

La linéarité de I'intégrale donne alors la relation voulue. d

Résidus
Définition et théoreéme des résidus
DEFINITION 2.86. Soient D un ouvertde C, ce D et f: D\ {c} — C une fonction holomorphe. Le résidu de f en c estle

complexe

i

1
Res. f = —/ f(z)dz
271 JoB(e,r)

ol r >0 est un réel tel que B(c, r) c D. Cette définition ne dépend pas d'un tel réel r.

EXEMPLE. Soit f: D\ {c} — C une fonction holomorphe admettant un pole ¢ d’ordre m € N*. On peut I'écrire sous la

forme a a
—_m L L1 4F
f(z)—(z_c)m+ +Z_C+f(z)

sur D ot la fonction f est holomorphe sur D. Alors

/ flz)dz=0.
0B(c,1)
De plus, on a déja vu que, pour tout k€ Z, on a

0 sik#1,
/ (z—c)*dz = o 4
0B(c,r) 2mi sinon.

THEOREME 2.87 (des résidus). Soient D un ouvert connexe de C et y: I — D un chemin fermé lisse par morceaux. Soit
S < D\ y(I) une partie finie. Soit f: D\ S — C une fonction holomorphe. Alors

1
Y Indy(c)Resc f = — / f(2)da.
Y ¢ 2mi y

ceSnint(y)

On en déduit Res. f = a_;.

Preuve On note S = {cy,...,cy}. On suppose que f n’a pas de singularité essentielle. Alors pour tout i € [1, 7], la
singularité c; est un pole ou une singularité apparente de f, donc on peut écrire

ai,—m; aj — —
e

ol les entiers m; € N sont les ordres des singularités c; (valant 0 si ¢; est apparente) et on pose
D\{ci}—C,
h: !
Z— Z a;i(z— Ci)k.
k=-m;

On remarque que la fonction f—Y 7' | h; est holomorphe sur D\ S et se prolonge donc en une fonction holomorphe sur
D.On adonc

(f =) hd(z)dz=0. (%)
y =l

Comme dans'exemple précédent et avec le théoreme de CAUCHY, pour i € [1, n], comme les fonctions z — a; i (z—c;) k
sont intégrable sur D\ {¢;} pour k € [-m;,—1],0on a

/hi(z) dz= / aj-1(z— ¢;) ldz= ai,—1-2mwilndy(c;) = 2mwiRes, fIndy(c;).
Y Y
Grace alarelation (*), cela montre que

L / f(z)dz=)_Res, fInd,(c;). ]
Y i=1

27 i

Regles de calculs
PROPOSITION 2.88. Soient f,g: D\ {c} — C deux fonctions holomorphes et a, b € C. Alors

Resc(af + bg) = aRes. f + bRes. g.

24 Intégration et développement en série entiere — CHAPITRE 2



2.6

2.6. THEORIE DES RESIDUS

PROPOSITION 2.89. Soit f: D\ {c} — C une fonction holomorphe. On suppose que c est un pole simple d’ordre m € N*
de f. Par conséquent, on peut I'écrire sous la forme

flg=-—2m

(z—c)™

sur S oi1 la fonction f est holomorphe sur un voisinage de c. Alors

a1 —
+--~+;+f(z)

Res. f = a-1 = lim f(2)(z - 0).

Preuve On procede comme dans I'exemple précédent. O

PROPOSITION 2.90. Soient & et h deux fonctions holomorphes sur un voisinage de c telles que g(c) # 0, h(c) =0 et
I (¢) # 0. Alors la fonction f := g/h admet un péle en simple en ¢ et

Res. f = g(c)/h'(c).

Preuve La fonction h se développe en série entiere au voisinage de 0 et, sur ce voisinage, on a

n
h(z)=H(c)(z—c) + @(z—c)z.k...'

donc ©
. glc
lim(z—¢)f(2) = W #0.
Donc ¢ est un pole simple de f et la proposition précédent donne Res, f = g(c)/h'(¢). O

PROPOSITION 2.91. Soient g et h deux fonctions holomorphes sur un voisinage de c. On suppose que c est un zéro
d’ordre m € N* de g. On note f := hg'/g. Alors
Res; f =m-h(c).

Preuve Surun voisinage V de c, on peut écrire g(z) = (z—c)"" g(z) oula fonction g est holomorphe sur V et ne s’annule
pas en c. Alors pour tout z€ V, on a

gk miz-o"'g@)+(z-0"g (@) m LE@

g2 (z-)"g(2) Cz-c g@)’
Avec les propositions précédentes et comme la fonction hg'/ g est holomorphe sur V, on a
h(- hg'
Rescf:m-Resc(£)+Resc(?g):m-h(c). a
-—c

PROPOSITION 2.92. Soient g et h deux fonctions holomorphes sur un voisinage de c¢. On suppose que c est un pole
d’ordre m € N* de g. On note f := hg'/g. Alors

Res. f = —-m- h(c).

Preuve 1l existe une fonction holomorphe g sur un voisinage U de c telle que g(z) = g(z)/(z—¢)" pour tout z€ U \ {c}
et g(c) #0. On procéde alors de méme que dans la preuve précédente. |

EXEMPLE. On note S := {e!™/4, ¢317/4 Sin/4 glinl4} I'ensemble des racines du polynome X*+1 et on considere la
fonction f: z€ C\ S— z2/(1+ z*). Le complexe ¢ := e/™# est un pdle simple de f. Cette fonction est le quotient des
deux fonctions définies par g(z) = z% et h(z) = 1+ z* qui sont holomorphes et vérifie g(c) # 0, h(c) =0 et h'(c) # 0. Alors

glo) ¢

e
Res. f = _h’(c) = E = 2

—in/4

Comptage des zéros et des poles

DEFINITION 2.93. Soit D un ouvert de C. Une fonction f est dite méromorphe sur D si elle est holomorphe sur D\ S ot
I'ensemble S c D est discret tel que tout point de S soit une singularité apparente ou un pole de f.

REMARQUE. Quitter a prolonger f en une fonction holomorphe, on peut considérer que les fonctions méromorphes f
n’ont pas de singularités apparentes.

THEOREME 2.94 (de comptage). Soient D un ouvert étoilé de C et f une fonction méromorphe sur D ayant un nombre
fini N € N de zéros et un nombre fini M € N de péles. Soit y: I — D un chemin lisse par morceaux, fermé et simple qui
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1 !
o [ L2 -n-u
2ni J, f(2)
Preuve Onnote P < D 'ensemble des poles de f'/ f. La simplicité du chemin y et le théoréme des résidus donnent

!
1 [r® dz =) Ind,(c)Resc(f'/f) =) Resc(f'/ ).

2ni Jy f(2)  cephmuy cePAIt(y)

ne passe par aucun zéro ou pole de f. Alors

Soit ¢ € P. Alors la singularité c est soit un zéro soit un pole. Si ¢ est un zéro d’ordre m € N*, on aRes.(f'/f) = met, sic
est un pole d’ordre m € N*, on a Res.(f'/ f) = —m. Cela montre le résultat. O

THEOREME 2.95 (ROUCHE). Soient D un ouvert connexe de C, f,g: D — C deux fonctions holomorphesety: I — D
un chemin lisse par morceaux, fermé et simple. On suppose

Vzey(), |f(z)-g@)l<I|g2)l.

Alors f et g ontle méme nombre de zéros a l'intérieur de y(I).
Preuve Pour tout z € y(I), on a f(z) # 0 et g(z) # 0, donc |f(z)/g(z) — 1| < 1. Soit z € y(I). Alors il existe donc un

voisinage U, de z dans y(I) tel que f/g(U) < C\R_. Alors I'application Logo (f/g) est une primitive de f'/f—g'/g
dans U,. Ceci étant vrai pour tout z € y (), avec les théoréme 2.59 et de CAUCHY, on a

! !/
/(M - &)dz =0.
y\f(2) g

On conclut alors en utilisant la linéarité de I'intégrale et le théoréeme de comptage. a
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