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Chapitre o
CARDINAUX, DENOMBRABILITE

0.1 Cardinalité . .. ... ... ... .. ... ... ...... 1 0.2 Dénombrabilité . . . . ... .. ... ... 0. . 1

CARDINALITE

DEFINITION 0.1. Deux ensembles F et F sont dits équipotents s’il existe une bijection de E dans F'. On note
alors £ ~ F ou Card F = Card F.

EXEMPLE. Si E est un ensemble, alors #(E) ~ {0,1}¥ car la fonction A C E +—— 14 est une bijection.

NOTATION. Si E et F sont deux ensembles, on note Card E < Card F' ¢'il existe une injection de E dans F'. Si,
de plus, les ensembles E et F' ne sont pas équipotents, on note Card E < Card F'. De la méme fagon, on définit
les notations Card E > Card F' et Card E > Card F.

REMARQUE (aziome du choiz [AC]). Soit E un ensemble non vide. Il existe une fonction choix f: Z(E) - FE
telle que, pour toute partie non vide A de E, on ait f(A) € A. Une formulation équivalente est la suivante : si I
est un ensemble et (E;);c; est une famille d’ensembles non vides, alors le produit [1ier Ei est non vide.

PROPOSITION 0.2. — Si Card F < Card F, alors Card F' > Card E.
— Si Card E > Card F', alors Card F' < Card F.

THEOREME 0.3 (CANTOR-BERNSTEIN). Si Card E < Card F et Card F' < Card E, alors Card E = Card F.

PROPOSITION 0.4. Si E est non vide, alors Card E' < Card Z(E).

Preuwve On a Card E < Card Z(E) car la fonction z € E — {z} € P(F) est clairement injective. Par
Pabsurde, supposons 1’égalité. Alors il existe une fonction ¢: E — Z2(F) bijective. On pose

A= {zeF o ¢ o)}
Comme ¢ est une bijection, il existe a € E tel que p(a) = A. Sia € A, alors a ¢ ¢(a) = A ce qui est absurde. Si
a ¢ A, alors a € p(a) = A ce qui est également absurde. D’oti le résultat. O

DENOMBRABILITE
DEFINITION 0.5. Un ensemble E est dit dénombrable si Card E < Card N.

REMARQUE. De maniere équivalente et sans avoir a recourir a I’axiome du choix, un ensemble E est dénombrable
si et seulement si Card N > Card E.

EXEMPLES. — Les ensembles Z et N? sont dénombrables par les bijections
2n sin >0,

nezr— et (n,m)ENQl—>(n+m)(n+m+1)+m
—2n —1 sinon, 2

— Par récurrence, on montre que Card N¥ = Card N pour tout k € N.

- Si Eq, ..., Ej sont k ensembles dénombrables, alors Hle E; est dénombrable.

— L’ensemble Q est dénombrable.

— L’ensemble Z(N) ne I'est pas car Card N < Card 2 (N), donc {0, 1} ne I'est pas.

PROPOSITION 0.6. Si (Ey)nen est une suite d’ensembles dénombrables, alors | ey En est dénombrable.
THEOREME 0.7. L’ensemble R n’est pas dénombrable.

Preuve La fonction )
T
(@n)nen € {0, 1} — 3nj1 € [0,1]

n>0

est injective, donc Card N < Card{0, 1} < Card[0, 1] < Card R. O

Tribus, tribu borélienne — CHAPITRE 0 1
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Chapitre 1
TRIBUS, TRIBU BORELIENNE

1.1 Définitions et exemples . . . . . ... ... L. 2 1.3 Tribu image réciproque, tribu image . . . . . . ... .. 3
1.2 Tribu borélienne . . . ... ... ... ... ... ... .. 2 1.3.1 Tribu image réciproque . . ... ... ... ..... 3
1.2.1 Espaces topologiques . . . . ... ... ... ... 2 1.3.2 Tribuimage . ... ... ... ... ... ... . 4
1.2.2 Tribu borélienne . ... ... ... ... ... ... .. 3 1.3.3 Lemme de transport . . ... ... ... ... ... . 4
1.1 DEFINITIONS ET EXEMPLES
Soit E un ensemble. On appelle classe de parties de E tout sous-ensemble de Z(E).
DEFINITION 1.1.  On appelle tribu (ou o-algébre) sur E toute classe de parties &7 de E telle que
- e,
—si A€ .o/, alors A® € &7 ; (stabilité par passage au complémentaire)
— si (Ap)nen est une suite de 7, alors | J,,en An € 7. (stabilité par union dénombrable)

On appelle alors (E, o) un espace mesurable.

o REMARQUE. Un tribu est aussi stable par intersection dénombrable. En effet, si (A, ),cn est une suite de A,
alors (Npen An = (Unen 4%)° € .

> EXEMPLES. - La classe de parties {0, F} est une tribu sur E appelée tribu grossiére.
— La classe de parties Z(F) en est une appelée tribu triviale.
~ Si AC FE, alors {0, E, A, A°} est une tribu.
— La classe de parties {4 C E | A dénombrable ou A° dénombrable} est une tribu.

o REMARQUE. Une intersection quelconque de tribus sur E est encore une tribu sur E.

DEFINITION-PROPOSITION 1.2. Si % est une classe de partie de E, alors il existe une plus petite tribu (au sens
de l'inclusion) contenant C. On appelle cette tribu la tribu engendrée par € et on la note o(%). En d’autres
termes, si & est une tribu sur F telle que ¥ C &, alors o(%) C <.

Preuve La plus petite tribu qui contient % est clairement

a(C) = 0

o/ tribu de E
CcCco
> EXEMPLE. Si A C E, alors 0({A}) = {0, 4, A°, E'}.

EXERCICE 1.1. Quelle est la tribu engendrée par les singletons de E 7

Il arrive fréquemment, lorsqu’on est confronté & une tribu engendrée par une classe de parties €', qu’on veuille
démontrer qu'une propriété vérifiée par les éléments de ¢ reste vraie pour (%) tout entiére. Pour montrer
une telle chose, on pourrait vouloir essayer de décrire un élément quelconque de o(%€) & partir d’éléments de %
Malheureusement, il n’y a pas de procédé général pour y parvenir : un élément de o(%) ne peut pas toujours étre
décrit comme une union dénombrable d’ensembles de %, ni comme une intersection d’union de tels ensembles,
etc. La remarque suivante suggere un procédé de démonstration bien commode pour montrer que o (%) continue
de vérifier une propriété vraie pour €. Nous 'utiliserons & de nombreuses reprises dans ce cours.

¢ REMARQUE. Pour montrer que les éléments de o(%) vérifient une propriété (P), il suffit de montrer que

— les éléments de € vérifient (P),
— la classe de parties # := {B € 0(%) | B vérifie (P)} est une tribu.

En effet, on aura alors ¥ C %, donc 0(€¢) C £, donc B = o(¥).

1.2 TRIBU BORELIENNE

1.2.1 Espaces topologiques

2 Tribus, tribu borélienne — CHAPITRE 1



1.3

1.3.1

1.3. TRIBU IMAGE RECIPROQUE, TRIBU IMAGE

DEFINITION 1.3. Soit E un ensemble. On appelle topologie sur E toute classe de parties .7 sur E vérifiant
-PpeTetEcT,

— 51 (Q4)icr est une famille d’éléments de .7, alors J;e; s € 7,

—si ..., Q, € T, alors NiL, 4 € T

On appelle ouverts les éléments de 7 et on note O(FE) 'ensemble des ouverts de E, on appelle fermés leurs

complémentaires. On appelle alors (E, .7) un espace topologique.

EXEMPLE. L’ensemble R (ou RY) muni de ses ouverts au sens usuel est un espace topologique.

REMARQUE. Une intersection quelconque de topologies sur E est encore une topologie sur E. Si € C #(E),
alors il existe une plus petite topologie sur E contenant 4. On 'appelle topologie engendrée par €.

Tribu borélienne
DEFINITION 1.4. Soit (E, Z) un espace topologique. On appelle tribu borélienne sur E la tribu engendrée par
les ouverts de E. On la note B(E) := 0(.7). Les éléments de Z(F) sont appelés les boréliens de E.

REMARQUES. - La tribu borélienne A(E) est aussi engendrée par les fermés de E.

— En général, on n’a pas B(E) = P(F) : c’est le cas de R. En effet, on peut construire des parties de R non
boréliennes (avec ou sans axiome du choix). En fait, on peut montrer que Card Z(R) = Card R.

PROPOSITION 1.5 (boréliens de R). On a
#AR) =o({]a, B[ | o, 8 € Q}) = o({]-00,a[ | a € Q}).
De méme avec les autres types d’intervalles pour la seconde égalité.

Preuve o Premiére égalité. Sia,f € Q, alors o, 8] € O(R), donc o({]e, B[ | o, 5 € Q}) C o(O(R)) = B(R).
Réciproquement, soit 2 € &(R). Alors

2= {J Jofleo({lo B[] . €Q)),
i

donc O(R) C o({]a, B[ | a, 8 € Q}), donc B(R) = 0(O(R)) = o({]e, B[ | o, B € Q}).
e Deuzieme égalité. Comme |—o00, a] C O(R) pour tout a € Q,ona o({]—00,al| a € Q}) C o(O(R)) = B(R).
Réciproquement, soient o, 8 € Q. On a

Jo B = =00, B\ ] -o0,a] = ]=o0, 6\ [ | -0+ + | C o({]-c0,al |a € @),

neN*
donc Z(R) = o({Ja, B[ | a, B € Q}) C o({]—00,a[ | a € Q}). Dot I'égalité. 0

PROPOSITION 1.6 (boréliens de R?). On a
BRY) = o({Jar, bi[ x -+ x Jag, Bal | 1,51, ..., a4, Ba € Q}).

PROPOSITION 1.7. Si B € Z(R%) et a € R?, alors B + a € #(R?).

Preuve Soit a € R%. On montre que la classe de parties o = {B € Z(R%) | B+ a € Z(R%)} contient ¢(R%)
et que c’est une tribu sur R? ce qui permet de conclure que &/ O o(€(R?)) = Z(R?). O

BORELIENS DE R.  On introduit deux éléments —oo et 400, puis on étend I’ordre totale et posant —oo < = < +00

pour tout € R avec R = R U {—00, +00}. On munit R de la topologie engendrée par les ouverts de R, les
ensembles [—00,a[ avec a € R et les ensembles ]a, +00] avec a € R. On a alors B(R) = o({[—00,a[ | a € Q}).

TRIBU IMAGE RECIPROQUE, TRIBU IMAGE

Tribu image réciproque
NOTATION. Si € est une classe de parties de F', on note

U ={f1C)|Cce¢}.

Tribus, tribu borélienne — CHAPITRE 1 3



1.3.2

1.3.3

1.3. TRIBU IMAGE RECIPROQUE, TRIBU IMAGE

DEFINITION-PROPOSITION 1.8.  Si % est une tribu sur F, alors f~1(2) est une tribu sur E. On Pappelle tribu
image Téciproque

EXEMPLE. Soient % une tribusur E et A C E. Onnote i: x € A+~ z € E. Alors i~ 1(%) est une tribu sur A
appelée tribu trace.

Tribu image
Soient E et F' deux ensembles et f: F — F. Si & est une tribu sur F, la classe de parties
f()={f(A)|Ac #}

est-elle une tribu sur F'? Non, il suffit de prendre £ = F' = {0,1} muni de & := #(E) et f: 2 € E~— 0. On a
alors f(Z(F)) = {0,{0}} qui n’est pas une tribu.

PROPOSITION 1.9. Si & est une tribu sur E, alors {B C F | f~!(B) € &} est une tribu sur F appelée tribu
image de <7 par f.
Lemme de transport

LEMME 1.10 (de transport). Soit ¢ une classe de parties de F. Alors o(f~1(%€)) = f~1(c(¥)).

Prewve On a ¢ C o(€), donc f~1(€) C f~Ho(%)), donc o(f~1(€)) C f~1(a(¥)).
Réciproquement, montrons que f~(o (%)) C o(f~ (‘5)) i. e.que f~(B) C o(f~1(€)) pour tout B € o(%).
f7H(B) € o(f1(€))} est une tribu sur F (la tribu image de o(f~(%))
o(€) C B ce qu ‘on souhaitait démontrer. (]

Or la classe de partie # = {B CcCF {
par f). On a clairement ¥ C %, donc

4 Mesures — CHAPITRE 1



Chapitre 2
MESURES

2.1 Définitions et exemples . . . . . ... ... ... 5 2.3 Mesure de LEBESGUE . . ... ............... 6
2.2 Propriétés des mesures . . . ... .. ... ... ... .. 5 2.4 Ensembles négligeables . . ... ... ... ... .. 7

DEFINITIONS ET EXEMPLES

Dans cette section, le couple (E, <) désigne un espace mesurable.

DEFINITION 2.1.  On appelle mesure sur F toute application p: o/ — Ry U {400} vérifiant

- M(@) = Oa
— si (Ap)nen est une suite d’éléments de 7 deux a deux disjoints, alors fu(| |,en An) = Y nen 4(An).

On appelle alors (F, .7, (1) un espace mesuré.

EXEMPLES. — L’application p: A € & —— 0 est une mesure sur (F, &) appelée mesure nulle.
— La mesure grossiére sur (E, /) est Papplication
0 51 A =
w:Ae o — { b% 0,
+00  sinon.
— La mesure de comptage sur (E, Z(E)) est 'application

Card A si A est fini,

m: A€ — { .
+0o0 sinon.

— La mesure de DIRAC sur (E, &) en x € E est I'application d, définie par §,(A) = L4(x) pour tout A € &

DEFINITION 2.2.  Soit u une mesure sur (E, o).

— On dit que p est finde si u(E) < +o0.

— On dit que p est une mesure de probabilité ou probabilité et que (E, o7, 1) est un espace probabilisé si u(E) = 1.
— On dit que p est o-finie, 8'il existe (Ey,)nen € &N telle que E = (J,en En et p(Ey) < +0o0 pour tout n € N.

EXEMPLE. La mesure de comptage sur (N, Z(N)) est o-finie en posant E,, = [0,n] pour tout n € N.

REMARQUES. — Si p est une mesure sur (E, <) et B € &/, alors 'application

| — RU{+o0},

v Av+— u(ANB)

est encore une mesure sur (E, &).

— Si (fn)nen est une suite de mesure sur (E, .o7), alors Y, o fin €st encore une mesure sur (E, ¢7). En particulier,
si (Zn)nen est une suite de E et (o, )nen est une suite de réels positifs, alors Y, oy an 0y, est une mesure.

En particulier, soit X une variable aléatoire discrete dont les valeurs sont les x,, avec n € N. Pour n € N, on
pose a,, =P(X = x,). Alors la loi Px de X s’écrit Px =", cny @nda,, -

PROPRIETES DES MESURES

Dans toute la suite, le triplet (F, 7, 1) désigne un espace mesuré.

PROPOSITION 2.3 (croissance). Soient A, B € o tel que A C B Alors u(A) < u(B). De plus, si u(A) < 400,
alors p(B\ A) = u(B) — u(A).

Preuve Ona p(B) = p(AUB\A) = u(A)+p(B\A) > u(A). Si p(A) < 400, alors u(B) —u(A) = p(B\A). O

PROPOSITION 2.4 (o-sous-additivité). Si (An)nen est une suite de &, alors

p(U A0 < Y u(4n).

neN neN

Mesures — CHAPITRE 2 5



2.3

2.3. MESURE DE LEBESGUE

Preuve On définit la suite de parties (Bj,)nen par

n—1

By =Ag, et B,=A,\ ] Ak

k=0
pour tout n € N*. Alors
(i) la suite (Bp)nen est une suite de 7,
(ii) les parties B, sont deux & deux disjointes,
(iii) on a | |,en Bn = Unen 4n-
Montrons (ii). Par Pabsurde, supposons qu'’il existe n,m € N tels que n < m et B, N B, # 0. Soit © € B, N B,,.
Alors x € A, et x ¢ A, donc x ¢ B,, ce qui est absurde

Montrons (iii) par double inclusion. L’inclusion directe est claire. Réciproquement, si & € |J, ey An, alors

Z € By, oum:=min{n |z € A,}.

Finalement, on a
w(U 4n) =n(L] Ba) = D u(Ba) <3 plAn)

neN neN neN neN
car B, C A, pour tout n € N. O

PROPOSITION 2.5 (continuité). 1. Si (An)nen est une suite croissante de o7, alors
A,) = 1l Ap).
1( LGJN n) = lim p(An)
n
On dit alors que u est continue a gauche.
2. Si (A,)nen est une suite décroissante de o7 et il existe ng € N tel que u(4,,) < +oo, alors
m( ﬂN An) = lim p(Ay).
n
On dit alors que p est continue a droite.

Preuve 1. S'il existe ng € N tel que p(Ay,) = +00, alors p(|J,eny An) = +00 et p(A,) = +o00 & partir d'un
certain rang, d’ou ’égalité. On suppose que p(A4,) < +oo pour tout n € N. On considére la méme suite (B, )nen
que dans la preuve précédente, i. e. telle que By = Ag et B,, = A, \ A,_1 pour tout n € N*. Alors

n

p(UA) =n(L Ba) =D wBa) = tim > u(By) = tim > lu(A) = p(Ar-1)] + u(Ao)
k=0

n—-+oo n—+oo
neN neN neN k=1

= lim wu(A,). O

n—-+4oo

2. On peut supposer que ng = 0 quitte & considérer la suite (A, 4n)nen. La suite (Ag \ Ap)nen €st une suite
décroissante de A. Par continuité & gauche, on a alors

Jim A0\ An) = (U A0\ An) = (Ao \ ) An) = 1(40) = (] An)
neN neN neN
car p(Ao) < 400, donc p(Npen An) = limy 400 p(Ap).

REMARQUE. La seconde hypothése du point 2 est nécessaire. En effet, sur (N, #(N), m), un contre-exemple est
la suite (A, = [n, +00])nen car m(U,en An) = () = 0 et m(A,) = 400 pour tout n € N.

MESURE DE LEBESGUE
BuT. On veut généraliser la longueur ¢ des intervalles de R, i. e. pour tout intervalle I,

1) = {b —a sil est un intervalle d’extrémité a,b € R,

+o00  si [ est un intervalle non bornée.

Egalement, on veut généraliser le volume des pavés dans R (les ensembles ngl Ij, ot les I}, sont des intervalles
de R), 7. e. pour tout pavé P,

d d
7 (P) =[] tdx) avec P=]][Lk
k=1 k=1

avec la convention ¥ (P) = 0 sl existe k € [[1,d] tel que ¢(I) = 0.

6 Mesures — CHAPITRE 2



2.4

2.4. ENSEMBLES NEGLIGEABLES

THEOREME 2.6. Soit d € N*. Il existe une unique mesure \g sur (R% 2(R%)) telle que
- (0,1 =1,
— Ag est invariante par translation, i. e. si B € Z(R9) et a € R?, alors \q(B + a) = \a(B).

Quand d = 1, on note cette mesure A.

Preuve On 'admet pour I'instant. La mesure de LEBESGUE sera construite pour d = 1 dans la section 5.1.2. O

PROPOSITION 2.7. Si P est un pavé de R?, alors \y(P) = 7 (P). En particulier, si x € R?, alors A\y({z}) = 0.

REMARQUE. Si D est une partie dénombrable de R?, alors A\y(D) = 0. La réciproque est fausse : un contre-
exemple est 'exemple de CANTOR définit comme suit. Pour tout n € N, on pose
K, K,+2

Ko = [0, 1] et Kn+1 = —U 3 .

3
L’ensemble de CANTOR est I'ensemble K = (N),,ey K- Alors A(K) = 0 et 'ensemble K n’est pas dénombrable :
on peut montrer qu'il est en bijection avec {0, 2}Y.

Ky
K,

K, — @ — _— —
Ky — — == - - -

Ks

FIGURE 2.1 — Les premiers ensembles de la suite (K},)nen

LEMME 2.8. Si B € Z(R?) et ¢ > 0, alors il existe un ouvert 2 et un fermé F tels que
- FCBCQ,

- )\d(Q \ F)<e.

THEOREME 2.9 (régularité de la mesure de LEBESGUE). Si B € %(R%), alors

Ad(B) =1inf {X4(Q) | @ D B, Q ouvert} = sup {\¢(K) | K C B, K compact}.

ENSEMBLES NEGLIGEABLES

DEFINITION 2.10. Soit N C E. On dit que N est pu-négligeable s'il existe A € o tel que N C A et p(A) = 0.
On dit qu'une propriété (P) sur F est vraie u-presque partout si ’ensemble

{z € F'| z ne vérifie pas (P)}
est p-négligeable.

EXEMPLES. 1. L’indicatrice 1g est nulle A-presque partout.
2. L’indicatrice 1g, est continue A-presque partout.
3. La suite (1{g,1/5])nen~ converge vers la fonction nulle A-presque partout.

DEFINITION 2.11.  On dit que (E, <7, 1) est complet si {N C E | N est p-négligeable} C .

Fonctions mesurables — CHAPITRE 2 7



Chapitre 3
FONCTIONS MESURABLES

3.1 Mesurabilité . ... ... ... ... ... ... 0. 8 3.4 Suites de fonctions mesurables a valeurs réelles . . . . 9
3.2 Montrer la mesurabilité . .. ... ... ... ...... 8 3.5 Approximation des fonctions étagées . ... ... ... 10
3.3 Propriétés des fonctions mesurables . . . ... ... .. 9

Dans tous le chapitre, les couples (E, .o7) et (F, %) désigneront deux espaces mesurables.

MESURABILITE

DEFINITION 3.1.  On dit que f: E — F est (<7, %)-mesurable (ou simplement mesurable) si f~1(B) C o, i. e.
VBe %, fYB)cd.

Si E et F sont des espaces topologiques associés a leurs tribus boréliennes, on qualifiera de boréliennes les
fonctions (B(F), Z(F))-mesurables.

ExEMPLES. — Une fonction constante est mesurable. En effet, soit f: x € E—— yg € F. Si B € A, alors
i B
f*l(B) _ @ ST Yo ¢ cof
E siyeB
— Soit A C E. Alors 14 est (R, Z(R))-mesurable si et seulement si A € &7. En effet, si B € Z(R), alors
E si0eBetlebB,
A si BetleB
151(B) = s%0¢ et 1 € B,
A° si0eBetlé¢ B,
) si0¢Betl¢B.
REMARQUES. — Si & = Z(F), alors toute fonction f: E — F est mesurable. Par exemple, dans (N, Z(N)),

toute fonction de N dans R est mesurable, i. e. les suites réelles sont mesurables.
— Trés souvent, on aura F € {R, R, ,R,C} et, dans ce cas, il sera implicite que la tribu sur F est %(F).

Mesure image

DEFINITION 3.2 (mesure image). Soient p une mesure sur (E, <) et f: E — F une fonction mesurable. Alors
B — RU {400},
B ps(B) = p(f1(B))

est une mesure sur (F, &) appelée mesure image par f.

My

REMARQUE. Si X: (Q,4) — (R, #(R)) est une variable aléatoire (i. e. une fonction mesurable), alors on
appelle loi de X la mesure image de P par X ou P est une probabilité sur (2, &).
MONTRER LA MESURABILITE

PROPOSITION 3.3. On suppose que & = o(%) ou € est une classe de parties de E. Alors f: E — F est
mesurable si et seulement si f~1(%) C .

Preuve Le sens direct est évident car f~1(¢) C f~1(%). Réciproquement, si f~1(¥¢) C o, alors o(f~1(%)) C
o/, donc f~1(c0(%€)) C & par le lemme de transport, donc f~1(%) € . O

APPLICATION. Si f: R — R est monotone, alors elle est borélienne.

REMARQUE. On suppose que (F, %) = (R, #(R)). Pour montrer que f: £ — R est mesurable, il suffit de
montrer que f~!(]—o00,a[) C &, noté {f < a}, pour tout a € R. Idem sur R avec [—o0, a].

8 Fonctions mesurables — CHAPITRE 3
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3.3. PROPRIETES DES FONCTIONS MESURABLES

Continuité et mesurabilité
Soient (E,.7) et (F,.7) deux espaces topologiques.

PROPOSITION 3.4. Si f: E — F est continue, alors f est borélienne.

Preuve Si Q est un ouvert de F, alors f~1(Q) € & C #(E). Donc f~1(%) C B(E). Comme %B(F) = (%),
la fonction f est mesurable. O

APPLICATION. Donnons une deuxi¢me démonstration du résultat : si B € Z(R?) et a € R?, alors B+a € B(R?).

La fonction
R? — RY,

TH——T —a

f:
est continue, donc elle est mesurable, 7. e. pour tout B € Z(R?), on a f~1(B) = B+ a € Z(R?).

DEFINITION 3.5. Soient (F, &) un espace topologique et f: E — R. On dit que f est semi-continue inférieure-
ment (resp. supérieurement) si, pour tout a € R, Uensemble {f < a} (resp. {f > a}) est fermé.

PROPOSITION 3.6. Si f: F — R est semi-continue inférieurement ou supérieurement, alors f est borélienne.

Preuve Si f est semi-continue inférieurement, alors {f < a} est fermé pour tout a € R, donc {f < a} € #(F),
donc f est mesurable car Z(R) = o({]—00,qa] | a € R}). O

PROPRIETES DES FONCTIONS MESURABLES

PROPOSITION 3.7. Soient (E, <), (F,#) et (G,€) trois espaces mesurables, f: E — F mesurable et g: F — G
mesurables. Alors g o f est mesurable.

Prewve SiC € €, alors (go f)~1(C) = f~1(g71(C)) € & car g71(C) € B. Donc g o f est mesurable. O
EXEMPLE. Si f: R — R mesurable, alors |f| est aussi mesurable car | | est continue, donc mesurable.

LEMME 3.8. Soit f: (E, ) — (R?, Z(R?). On note f; et fo sont composantes. Alors f est mesurables si et
seulement si fi et fo sont mesurables.

Preuve On suppose que f est mesurable. Pour i € {1,2}, en notant 7;: R — R la projection sur la i-iéme
coordonnée, on a f; = m; o f ou f est mesurable et m; est continue, donc f; est mesurable.

Réciproquement, on suppose que f; et f sont mesurables. Si I; et I sont deux intervalles de R, alors f~1(I; x
L) = fiH (L) N fy Y (L) € o car fi et fa sont mesurables. Comme #(R?) = o({I; x I | I}, I; intervalles}), la
fonction f est mesurable. O
PROPOSITION 3.9. Soient f,g: E — R deux fonctions mesurables. On a

1. pour tout a € R, la fonction af + g est mesurable;
2. la fonction fg est mesurable.

Preuve 1. On écrit af + g = ¢ o1 ou les fonctions
Yz € B (f(2),9(x)) €ER* et ¢p:z€R+—ar+yecR

sont mesurables, donc la fonction af + g est mesurable.
2. Idem avec ¢: (x,y) — xy. O

EXEMPLE. Si Ap,...,Ay € & et ag,...,an € R, alors la fonction Ef\;l a;1 4, est mesurable de E dans R.
On appelle ces fonctions les fonctions étagées.

PROPOSITION 3.10. Si f: E — C est mesurable, alors f est mesurable si et seulement si Re f et Im f le sont.
De plus, les points 1 et 2 de la proposition précédente restent vrais (avec a € C).

SUITES DE FONCTIONS MESURABLES A VALEURS REELLES
RAPPEL.  Si (Z)nen est une suite de R, alors on note
lim z,:= lim inf z; et lim z,:= lim supaxy

n——+oo n—-+oo k>n n—-+00 n—-+oo k>n

Fonctions mesurables — CHAPITRE 3 9
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3.5. APPROXIMATION DES FONCTIONS ETAGEES

resp. les limites inférieure et supérieure de la suite (z,)nen. On peut montrer que lim, .\ %y <limy sy 00 Tn.

Sl y a égalité, alors la suite (x,,),en converge vers lim,, . x,. La réciproque est également vraie.

PROPOSITION 3.11.  Soit (f,)nen une suite de fonctions de E' dans R mesurables.

1. Alors les fonctions

E—R, E —R,
I oo int @) SR 2 s fu(e)

sont mesurables. De méme pour les limites inférieure et supérieure.
2. Sila suite (f,,)nen converge simplement vers f: E — R, alors f est mesurable.

Preuve 1. Soit a € R. Comme les ensembles {f,, < a} sont dans la tribu, on a
{érellfwf"<a}: U {fn<a}led.
neN
Donc la fonction inf,, ¢y f,, est mesurable. Par ailleurs, on a

{Supfn a} = ﬂ{fn a} € .

neN
Donc la fonction sup,,cy fr est mesurable.

Onalim, .. fn = sup,cygn avec g, = infy>, f,, pour tout n € N. D’aprés ce qui précede, les fonctions gy,
sont mesurables, donc leur borne supérieure lim,_, f, I'est. De la méme maniere, la fonction lim, o fr =
inf,en supys,, fn est mesurable.

2. Si la suite (fn)nen converge simplement vers f, alors la fonction f vaut lim, , _ f, qui est mesurable. [J.

APPROXIMATION DES FONCTIONS ETAGEES A VALEURS REELLES

DEFINITION 3.12. Une fonction f: E — F est appelée fonction étagée si elle est mesurable et elle ne passe que
par un nombre fini de valeurs.

REMARQUE. Si f est étagée et x1, ..., x, sont ses valeurs distinctes, alors elle s’écrit

n
= ZLL]l{f:Ii}'

Les fonctions étagées sont exactement les fonctions de la forme Z ", a;14, ou les parties A; sont des éléments
de la tribu 7.

PROPOSITION 3.13. Soit f: E — R mesurable positive. Alors il existe une suite croissante (f,)nen de fonctions
étagées positives qui converge simplement vers f. De plus, si f est bornée, alors la convergence est uniforme.

Preuve Pour n € N, on pose
n2"—1

k
Y g lie/zres<trny 2y + 0z
k=0

Alors les fonctions f,, sont étagées positives car, comme f est mesurable, les ensembles {k/2" < f < (k+1)/2"}
sont dans la tribu. Soit z € E. Si f(z) = 400, alors f,(z) = n pour tout n € N, donc f,(z) = 400 = f(z)
quand n — 4o00. On suppose que f(z) < +oo. Pour n assez grand, i. e. pour n € N vérifiant f(z) < n, il existe
k € [0,n2™ — 1] tel que

|f(z) = fu(x)] < Ton T on = o

donc f,(z) — f(x) quand n — 4o00. Donc la suite (f,)nen converge simplement vers f. Montrons que cette
suite est croissante. Soit z € F.
- Si f(z) = n+1, alors fn( ) < frsa ().
~ Si f(x) <n,alors f(z) € {k/2", (k+1)/2""}, donc fria(z) = k/2" = fo(x).
- Sin< f(x) <n+1,alors fri1(z) = k/2" > n.

On suppose que f est bornée. Soit N > || f|| .- Pour tous n > N et x € E, on a |f(z) — fn(x)] < 1/2", donc
If = foll <1/2" — 0 quand n — +o00, donc la suite (fy,)nen converge uniformément vers f. O

REMARQUE. Dans le cas ot la fonction f est mesurable de signe quelconque, il existe une suite (fy,)nen de
fonctions étagées qui converge simplement vers f. Si f est bornée, alors la convergence est uniforme.
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INTEGRATION DE FONCTIONS

Intégration des fonctions étagées positives

RAPPEL.

Les fonctions étagées sont exactement les fonctions ¢: E — R de la forme

N
¥ = Z a;ly,
=1

ouag,...,ay € Ret Aq,...,

ci-dessus implique que les parties A; forment une partition de E.

NOTATION.

DEFINITION 4.1.  Soit ¢ = E

On note &4 l'ensemble des fonctions étagées de £ dans Ry.

—1a;ly, € &. On définit l’mtegmle de ¢ par rapport a la mesure p comme

/E pdp = Z aip(A;)

avec la convention : si u(4;) =

REMARQUES
=N, ail,—q, } ott les a; sont distincts et ¢ = ST

ZﬁjM(B ) = Z > Biu(By)
j=1 i=1 f=ou
-~ Sipe &y, alors [Ledu>0

NOTATION. On note indifféremment

= ;%ﬂ( |_|

+oo et a; = 0, alors a;u(A;) = 0.

—1 Bilp, ou E = [_| 1Bz, alors

B;) = Z aipl{p = ai}).

Bj=ou

[ [ean [ c@an. [ e,

EXEMPLES.
lespace (E, o). Alors

o(z).

En effet, on suppose que ¢ = Zf\il ai]-{w:ai} ou les a; sont distincts. Alors

/ 0dd, Zaz {p =ai}) = a4, avec a;y = ().
E

— o Mesure de comptage.

Soit ¢ € &_. Notons m la mesure de comptage sur 'espace (N, Z(N)). Alors

/@dm > p(n)

En effet, si ¢ = vazl a;ly,—q,) o les a; sont distincts, alors

> e(n)

neN

> Y

=1 p(n)=a;

Intégrale de LEBESGUE — CHAPITRE 4

)= Y cm({e = ai}) = /N pdm.

A, € o tels que E = [_|fV:1 A;. Dans la suite, on supposera toujours que 1’écriture

— La définition ne dépend pas de I’ ecrlture Y= ZZ 1ol g, ou E= |_|l 1 A;. En effet, si on note

— o Mesure de DIRAC. Soient xz € E et ¢ € &. Notons J,, la mesure de DIRAC associée a x sur

/@dém—
E

11



4.1. INTEGRATION DE FONCTIONS

PROPOSITION 4.2. 1. Sip,¢ € & et a = 0, alors ap + ¢ € & et

/(asoer)du:a/sodwr/wdu.
2. Sip, ) € & vérifient ¢ < 9, alors
/wdué/d)du-

Preuve 1. On note ¢ = Zf\; Qili,—a,) et = Zjle Bjliy=p,y, alors
N M

N M
ap+1 = ZZ(aai‘f‘Bj)]lAmBj €& et E= U U(AiﬂBj)

i=1 j=1 i=1j=1

On a

/(a<p+¢ ZZaaz—i—BJ (A; N B;y)

=1 5=1

N M M M

= aZaiZ‘u(Ai ﬂBj) +Z/8]Z/J’(AZ ﬂBj)
i=1 j=1 =1 =1
N ’ N ]M M

= QZOL”L<|_| A; N B]) + Zﬂ]ﬂ('_l AN B])
P . j=1 i=1

_aZOzlu +Zﬂj/¢

—a/cpdu—&-/wdu

2. Ona ¥ =p+ (¢ — ) ou les fonctions ¢ et h — ¢ sont dans &;. D’apres le point 1, on a

/wdu=/<ﬁdu+/(w—<ﬁ)du>/<ﬁdu- O

NOTATION. Pour ¢ € &4 et A € &7, on note

/gpdu::/cp]lAd,u.
A E

On a bien ply € &4 car, si p = Zfil a;1y,, alors plg = Zfil ;i la,na.

LEMME 4.3. Soient ¢ € &4 et (E,)nen une suite croissante de o7 telle que E = | J,,en En. Alors

/ <pd,u—>/ pdu.
E, n—-+4oo E

Preuve On note ¢ = Zf\il ;1 4,. Alors

N N
/ wdu=zaiu(AiﬂEn)m>Zaiu(U [A; N Ey) ) Zazu /wdu

E, i=1 i=1 neN

car les suites (p(A; N Ey))nen sont croissantes et | J,ey En = E. O

Intégration des fonctions mesurables positives

NOTATION. On note .#4 'ensemble des fonctions mesurables de E dans Ry U {4o00}.

DEFINITION 4.4. Soit f € .4, . On définit son intégrale par rapport & la mesure y comme

/fdui=sup{/ pdp weé"wpéf}-
E E

REMARQUES. — Par croissance de 'intégrale des fonctions de &4, la définition précédente n’est pas ambigué.
- Sifeuy, alors [ fdu>
- Si f,g € M, vérifient f < g, alors [ fdp < [gdp.

12 Intégrale de LEBESGUE — CHAPITRE 4



4.2. THEOREME DE BEPPO LEVI ET CONSEQUENCES

NOTATION. Pour p € & et A€ o7/, ona fla € #, et on note

/Afdu iz/AfllAdu-

EXEMPLES. — e Mesure de DIRAC. Soient x € E et f € .#,. On montrera plus tard que
[ b= fa).
E

— o Mesure de comptage. Soient m la mesure de comptage sur (N, Z(N)) et f € .#,. Alors

[ gam =3 o).

neN

THEOREME DE BEPPO LEVI ET CONSEQUENCES

Théoreme et conséquences

THEOREME 4.5 (Beppo LEVI). Soit (fn)nen une suite croissante de fonctions de ., . Alors

/ lim f,dy= Ilim / fndu.
E n——+4oo n—-+oo E
Preuve Comme (f,)nen est croissante, la suite ([ f,, dp)nen est croissante, donc elle admet une limite et

Vn € N, / fndp < / fdu avec f:= lim f,,
E E n—+oo
donc

li < .
Jm /E frndu /E fdu (1)

Montrons Pautre inégalité. Soit ¢ € & telle que ¢ < f. Soit a € ]0, 1[. Pour n € N, posons E,, = {f, > ap} € .
La suite (Ey,)nen est croissante et E = | J, ey En car, si ¢ € E, il existe n € N tel que f,(z) > ap(x). Par le

lemme précédent, on a alors
/ apdy — / apduy.
E, E

Comme aplp, < fp, la croissance de 'intégrale donne

/ a¢du</fndu, donc a/cpdug lim /fndu.
E, E E n—=teo /g

Ceci est vrai pour tout a € ]0,1[. En laissant tendre « vers 1, on obtient

/wdué lim /fndu-
E n—-4oo E

On passe a la borne supérieure sur les fonctions ¢ € & vérifiant ¢ < f et on obtient
/ fdp < lim / fndp. (2)
E n—+oo | p
Les inégalités (1) et (2) montrent I’égalité voulue. O
REMARQUE. Le résultat est faux pour les suites décroissantes. Par exemple, si f, = 1{,, ;o pour n € N, alors

Vn € N, /fnd)\:)\([n,Jroo[):Jroo et / lim fnd)\:/()d)\:().
R R R

n—-+oo

PROPOSITION 4.6. Soient f,g € .41 et a > 0. Alors

/E(af+g)du:a[Efdu+/Egdu.

Preuve On sait qu’il existe deux suites (f)nen €t (gn)nen croissantes de & qui convergent simplement
respectivement vers f et g. Comme la suite (f,, + gn)nen est croissante de &, le théoréme de Beppo LEVI donne

o [ fudit [gndn= [(afa+g)an— [(af +9)dn

oz/fndwr/gnduHa/fdwr/gdu-

D’ou I’égalité. (]

Intégrale de LEBESGUE — CHAPITRE 4 13



4.2.2

4.2. THEOREME DE BEPPO LEVI ET CONSEQUENCES

APPLICATION. e Mesure de DIRAC. Soient x € E et f € . Il existe une suite (f,,)nen croissante de &4 qui
converge simplement vers f. D’apres le théoréme de Beppo LEVI, on a

ful) = [ £8. — [ 1as..
Or f,(z) — f(x), donc [ fddé, = f(x).

REMARQUE. Si f,g € 4y vérifient f < get [ fdp < 400, alors

/(g—f)du=/gdu—/fdu-

PROPOSITION 4.7. Soit (f,)nen une suite de fonctions de .#. Alors >, oy fn € A4 et

[ fe=% [ fudn

neN neN

Preuve La fonction 3, oy fn étant une limite de fonctions mesurables positives, elle est elle-méme mesurable
positive. De plus, la suite (Zf«yzo fn)Nen est croissante, donc on peut appliquer le théoréme de Beppo LEVI, i. e.

é/fndu—/éfndue/zjzdu.

neN
Or

N

S [ fudi—

n=0
PROPOSITION 4.8 (mesure d densité). Soit g € A +. Pour A € &/, on pose

V(A) = /A gdu.

Alors v est une mesure sur (E, o), appelée la mesure & densité g par rapport & p. Par ailleurs, si f € .4, alors

/Edez/Efgdu-

EXEMPLE. Cette notion a déja été utilisée en probabilité. Si X : 2 — R est une variable aléatoire réelle sur un
espace probabilisé (Q, &7, P), on dit que X suit la loi normale 4 (u, o) si sa loi Px est la mesure a densité

op( 1P,

202

Z/fndu. O

neN

i. e. pour tout A € ZA(R), on a

Px(A) :/A ! exp(—%) dX(z).

oV 2T

Inégalité de MARKOV et conséquences

LEMME 4.9 (inégalité de MARKOV). Soient f € 4, et a > 0. Alors

p{f =a}) < E/Efdu-

Preuwve On a alrsq < f. Par croissance, on a
on((f>a))=a [ 1psadu< [ Fan
D’ou Iinégalité. O
COROLLAIRE 4.10. Si f € . vérifie [ fdu < +oo, alors pu({f = +oo}) = 0.
Preuve Pour tout n € N*, on a
1

W17 =+o0) <ullr znp < 5 [ fdu—so.

donc pu({f = +o}) =0. O
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4.2. THEOREME DE BEPPO LEVI ET CONSEQUENCES

PROPOSITION 4.11. 1. Si f € .44, alors [ fdu =0 si et seulement si f = 0 p-presque partout.
2. Si f,g € M, vérifie f = g p-presque partout, alors [ fdu = [ gdp.

© REMARQUE. Si f € .4 et A € o vérifie u(A) =0, alors [, fdu =0.

4.2.3 Lemme de FATOU

LEMME 4.12 (FAaTOU). Soit (fn)nen une suite de .#;. Alors

/ lim fodu< lm [ foda
E

n—-+oo n—+oco JFE

Preuve Comme la suite (infg>y fi)nen est une suite croissante de .#4, le théoreme de Beppo LEVI donne

/ lim fndu:/ lim inf fidy = ET /inffkd,u.

n—=+too n—+o0o k>n k>n

Soit m > n. On a infy>, f, < fin. Par croissance de l'intégrale, on a

/églfdeS/fmdM

En passant a 'infimum pour m > n, on obtient que

. <
/ ;g{l Jedp < nlgfn / fm dp.

D’ou le lemme. U
APPLICATION.  Si (f,)nen est une suite de fonctions de .Z telle que

sup / fndp < 400
neN
et qui converge simplement vers une fonction f, alors [ fdu < +oco. En effet, par le lemme de FATOU, on a

[ran=[ i poaus tm [ <o [ fodo< oo

n—-+oo n—+oo neN

o REMARQUE. — Il est essentiel que les fonctions soient positives. Un contre-exemple est le suivant. Pour n € N*,
on pose fr = Lo 1] — L 41)- On verra que

/fnd)\:o ot / lim fnd)\:/]l[o,l]d)\:)\([o,l])zl,
R R R

n—-+oo

mais on a

lim [ fudA=0.

n—+oo JR

— Les inégalités avec la limite supérieure ne sont pas vraies dans le cas général. En revanche, le résultat suivant
est vrai.

LEMME 4.13. Soit (f)nen une suite de .4y telle qu’il existe g € .#, vérifiant

vneN, f,.<g et /gd,u<+oo.

Alors

[ faduz T [ fan
g n—+oo n—+oo | p
Preuve On applique le lemme de FATOU & la suite (¢ — fn)nen et on obtient

/@ (9—fa)< tm [(g— fu)du.

n—+00 n—-+00
Or
/ng%loo(g —fn) = /(9 = Jm  fo)dp = /gdu - nEToo/f” du
et
lim (g*fn)du:/gdu* lim /fndu-
n—+o00 n—+too
D’ou I'inégalité. (I
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4.3.1

4.3.2

4.3. FONCTIONS INTEGRABLES

FONCTIONS INTEGRABLES

L’espace L' (E, o/, )
Dans la suite, on notera K = R ou C. Attention, le corps n’est pas le corps « rouc ».

DEFINITION 4.14. On dit qu’une fonction f: (F, &) — (K, B(K)) est u-intégrable si elle est py-mesurable et

/|f\du<+oo.
E

On note L (E, o/, 1) (ou L' (E, 1) ou encore £* (E)) l'ensemble des fonctions p-mesurables de £ dans K. On
étend cette définition aux fonctions a valeurs dans R ou dans un sous-ensemble de K.

Notation. Si f: (B, &) — (R, %(R)) est mesurable, on note
fT=max(f,0) = flir=0y et [~ :=—min(f,0) = —fl{s<o}.

On remarque que ce sont des fonctions positives telles que f = f* — f~ et |f| = f* + f~. Alors la fonction f
est mesurable si et seulement si les fonctions f* et f~ le sont.

PROPOSITION 4.15. Soit f: (E, %) — (K, Z(K)).
1. Si K = R, alors f est intégrable si et seulement si f+ et f~ sont intégrables.
2. Si K =C, alors f est intégrable si et seulement si Re f et Im f sont intégrables.

Preuve 1. D’aprés la remarque précédente, on sait déja que f est mesurable si et seulement si f+ et £~ le sont.
D’autre part, on a fT < |f|=fT+ f~ et f~ <|f|=f"+ f~, donc

[raus< finae= [ £raus [ an

donc [ |f]dp < +oo si et seulement si [ f*du < +oo et [ f~du < +oo.
2. L’équivalence est vraie pour la mesurabilité. On a |Re f| < |f] < |Re f|+|Im f] et [Im f| < |f] < |Re f|+|Im f].
De méme, on établit ’équivalence. (I

DEFINITION 4.16. Soit f: (F, &) — ) une fonction p-intégrable. Si K = R, on pose

/fdw/f*du [ an
/Efd,u::/ERefdqui/EImfdu.

Si A€ o, alors flz GXI(E) et on pose
/fd,u::/f]lAdu.
A E

PROPOSITION 4.17. Soient f,g: E — K mesurables tels que f = g u-presque partout. Alors f € Diﬂl(E) si et
seulement si g € £ (E). Dans ce cas, on a [ fdu = [ gdpu.

Si K = C, on pose

Preuve On suppose que K = R. On a {ft #£g*t} C {f#g} et {fT #g } C {f#g}, donc f+ = g" et
f~ =g~ p-presque partout, donc f+, f~ € Z*(E) si et seulement si g7, g~ € Z*(E). Dans ce cas, on a

/fJ“d,u—/f_d,u:/ngdu—/g_du7 donc /fd,u:/gd,u.

On suppose que K=C. Ona {Ref #Reg} C{f # g} et {Imff #Img} C {f #g}, donc Ref =Reg et
Im f = Im g p-presque partout, donc Re f,Im f € £ (FE) si et seulement si Re g, Im g € £ (E). O

Propriétés de l’intégrale

PROPOSITION 4.18 (linéarité). Soient f, g € £ (E). Alors

1. onaf+ge LYE)et
/(f+g)du=/fdu+/gdu;
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4.3. FONCTIONS INTEGRABLES

2. pour tout o € K, on a af € L' (E) et

/afd,u:a/fdu.

/|f+9|du</\fldu+/\g|du<+oo,

donc f + g € .Z*(E). On suppose que K=R. Ona f+g=ft —f~ +gt —g~, donc
(f+9) +f +g = +9) +f"+g"

/(f+g)+du+/f’du+/g*du:/(f+g)’du+/f+du+/g+du,

En réarrangeant les termes, on obtient I’égalité. On suppose que K = C. On a

Ju+oan= [®er+Regauri [mf+1mg)au

Preuve 1. On a

donc

:/Refd;wr/Regd,u+i/1rnfd,u+i/1mgdu

:/fdﬂ—k/gdu.
[lantan< [lalifidau< ol [171an < +ox,

donc af € £ (E). On suppose que K =R. Si a > 0, alors

Jatdu=[@ntan- [@nan=[af du- [af du

:a/f+du—a/f_du:a/fdu.
Si a < 0, alors

[atau=[@n au- [@h du=[-ar du- [-artau=a [ an

Si K = C, on utilise la linéarité dans le cas K = R.

2. Soit « € K. On a

COROLLAIRE 4.19 (relation de CHASLES). Soient f € £ (E) et A, B € o tels que AN B = (). Alors

fdu=/Afdu+/deu-

AUB
Preuve On utilise la linéarité et le fait que 14up = 14 + 15.

COROLLAIRE 4.20 (croissance). Soient f,g € Z*(E) tels que f < g sur E. Alors

/fdu</gdu~

Preuve La fonction g — f est mesurable et positive, donc [(g — f)du > 0, d’ott 'inégalité par linéarité.

REMARQUE. Le résultat est également vraie si f < g p-presque partout.

PROPOSITION 4.21 (inégalité triangulaire). Soit f € £ (E). Alors

[ rau] < [1nan
Preuve On suppose que K =R. On a

Jrof-|f o< o e fir

On suppose que K= C. Si [ fdu =0, 'inégalité est vraie. On suppose ainsi que [ fdu # 0. On a

d
’/fd/i’:/afdy avec a_|§;d5|

Intégrale de LEBESGUE — CHAPITRE 4
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4-3-3

4-4

4.41

4.4. THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE ET APPLICATIONS

On remarque que |a| = 1. D’apres 'inégalité triangulaire pour K = R et comme |f fd,u| est un réel, on a

] / fdu] ~ [Relan)du+i [Tmfas)a

< / Re(af)| du

< [1asldu= [ 171ap. 0

Formule de transfert

RAPPEL. Si une fonction ¢: (E, o) — (F, #) est mesurable et application p est une mesure sur (E, .o7), alors
B — R,

Ho B w(p~(B)

est une mesure appelée mesure image de p par .

PROPOSITION 4.22. Soient f: I — K mesurable. Alors la fonction f est u, intégrable si et seulement si la
fonction f o ¢ est p-intégrable. Dans ce cas, on a

| rane= [ roean

Preuve On adopte la méthode de la Standard Machine pour montre cette propriété. On suppose que f = 1p
avec B € A. Alors

/ fopdu=p({peB)) et / f iy = po(B) = ple~(B)) = ul{p € BY).
E F

Par linéarité, c’est vrai pour des fonctions f étagées. On suppose que f > 0. Il existe une suite (fy,)nen de
fonctions mesurables positives qui converge simplement vers f. Alors

vneN, [ fiovdu= [ foap,

Comme les suites (fn)nen et (frn © ©)nen sont croissantes, le théoréme de Beppo LEVI donne

/fndﬂso—>/fduso et /Efnwdu—>/Efwdu-

D’ou I’égalité pour des fonctions f mesurables positives. Par linéarité, on montre que c¢’est vrai pour des fonctions
f mesurables. Enfin, on traire le méme dans le cas des fonctions f a valeurs dans C. O

APPLICATION AU CALCUL DE L'ESPERANCE. Soit X: € — R une variable aléatoire réelle définie sur un espace
probabilisé (2, o7, P). L’espérance de X vérifie

:/QXdIP’:/Rxd]P’X(x)

en prenant ¢ = X et f = Idg.

THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE ET APPLICATIONS

Théoreme de convergence dominée

THEOREME 4.23. Soient (f,)nen une suite de fonctions mesurables E dans K et f: E — K mesurable telles que

— pour p-presque tout x € F, la suite (f,,(x))nen converge vers f(z);
— il existe g: E — K intégrable telle que, pour tout n € N, on ait p-presque partout |f,| < g.

Alors les fonctions f,, et f sont intégrables et

/ |f — fuldp ——— 0.
E n—+oo
En particulier, on a

/ R p— / fdu.
E n—-+oo E
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4.4. THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE ET APPLICATIONS

Preuwve En notant {f, — f} ={z € FE | fu.(x) = f(x)}, soit
A={fa= 10l <gles.

neN
Alors
p(AS) < p{fn = 11+ D u{|fal > g}) =0.

neN
On applique le lemme 4.13 aux fonctions |f — f,,| 14 € #,. En effet, on a
car, si z € A, alors |f, ()| < g(x) pour tout n et f,(x) = f(z), donc |f(x)] < g(z). Comme 2¢g € .Z*(E), on a

0= [ T 1f - fultade> Tm [ 17 fl1adn,
n—+oo E

E n—-+o0o

ce qui donne
0< tm [ If-fldu< Fn_[1f - faldu<o,
n—+4o0o A

n—+oo J A

Ainsi, les limites supérieures et inférieures sont égales, donc la limite en nulle. Comme A° est un ensemble
négligeable, on en déduit que

i [ 17 = fuldp= Jim_ [ 1f = faldn=o O
n—-+oo E n—-+o0o A

COROLLAIRE 4.24. Soient (f,)nen une suite de fonctions mesurables de E dans K telle que

> [ 1faldi < +oc,

neN
Alors la fonction >, oy frn est définie y-presque partout, intégrable et

[ nau=3 [ pan

neN neN

Preuve Par le théoreme de Beppo LEVI, on a

/Eandu=Z/Efndu<+oo,

neN neN

donc la fonction Y, cn | fn| est finie p-presque partout, donc la série Y f,, () converge absolument pour p-presque
tout € E. On définit donc la fonction >, oy fn p-presque partout. Soit A = {3, oy |fn] < +o0} € &. On
pose >, cn fn(x) =0 pour z ¢ A. Alors la fonction 3,y fn est mesurable et méme intégrable car

/E'%fn‘dﬂg/E%UMdﬂ<+oo-

On applique le théoréme de convergence dominée & la suite (3";_o fr)nen qui converge p-presque partout vers
la fonction .oy fi et dont chaque terme est dominé par > o fr. Ainsi

n n
S [ gean= [ Y sdw—— [ S san -
k=0"E E k=0 ntee JB e
REMARQUE. Lorsqu’une fonction est définie pu-presque partout et égale a une fonction intégrable p-presque
partout, on s’autorisera & parler de son intégrale.
Intégrales dépendant d’un parameétre

Limite et continuité sous ’intégrale

Soient (Y, d) un espace métrique et f: E x Y — K. On s’intéresse aux propriétés de la fonction

Y — K,

oy [ s auta)

lorsqu’elle est définie.
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(ii)

4.4. THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE ET APPLICATIONS

THEOREME 4.25 (limite sous l'intégrale). Soient 5 € Y et £: E — K mesurable. On suppose que

(i) pour tout y € Y, la fonction x — f(x,y) est mesurable;

(ii) pour p-presque tout z € E, on a f(z,y) — £(x) quand y — 7;

(iii) il existe g € .,Sfl(E) telle que, pour p-presque tout = € F, on ait |f(x,y)| < g(z) pour tout y € Y.
Alors ¢ € £ (E), la fonction F est bien définie sur tout Y et

széjmwmmwggéamww

Preuve Par (i) et (iii), la fonction F' est définie sur tout Y. Soient (¥, )nen une suite de Y telle que y,, — 7. On
consideére la suite de fonctions (¢, )nen définie par

EF— K,
x’—>f(xvyn)

pour tout n € N. Par (i), pour tout n € N, la fonction ¢,, est mesurable. Par (ii), pour p-presque tout x € E, on
a pn(z) = £(z). Par (iii), pour tout n € N, on a p-presque partout |¢,| < g. Par le théoréme de convergence
dominée, on a £ € L (E) et

Pn:

FTyn)::JC)f(I,yn)du(I)*’*’*’% o) du(z). 0

n—-+o0o E

COROLLAIRE 4.26 (continuité sous l'intégrale). En remplagant '’hypothése (i) du théoréme précédent par
(ii") pour p-presque tout z € E, la fonction y — f(x,y) est continue en 7.

Alors la fonction F' est définie sur Y et continue en 7.

Preuve Idem que celle du théoreme avec £: x — f(z,7). a

Dérivation sous 1’intégrale

Soient I un intervalle non vide de R et f: E x I — R. On pose toujours

I — K,

y*—>/Ef(z7y)du(fv)

THEOREME 4.27 (dérivation sous l'intégrale). On suppose que

(i) pour tout y € I, la fonction x — f(x,y) est intégrable;

(ii) pour p-presque tout « € F, la fonction y — f(x,y) est dérivable sur I, de dérivée notée y — 0, f(x,y);
(iii) il existe g € fl(E) telle que, pour p-presque tout = € E, on ait |0, f(z,y)| < g(z) pour tout y € I.

Alors la fonction F' est dérivable sur I et, pour tout y € I, on a

~ [ st duta),

Preuve Soient § € I et (yn)nen une suite de I\ {7} telle que y,, — 7. Pour n € N, on pose
F—K,
P f(@yn) — f(2,7)

T — —
Yn — Y

Par (i), les fonctions ¢,, sont mesurables. Par (ii), pour pu-presque tout = € E, on a ¢, (z) — 9, f(x,7). Enfin,
pour tout n € N et pour u-presque tout z € E, le théoréme des accroissements finis puis (iii) donnent

nym—f@ww<

|90n — sup |8yf($vy)| <y
Yn =Y YE[Yn, 7]
Le théoréeme de convergence dominée affirme alors
F(yn) — F(y)

- Z/E%(a:)du( P /afxy du(z).

Ceci est vrai pour tout 7 € I, donc la fonction F' est dérivable en 7 et cette derniére limite permet de conclure. [

REMARQUE. Si on remplace « dérivable » par « de classe C! » dans (ii), on obtient que la fonction F est de
classe C! sur I. En effet, il suffit d’appliquer le théoréme de continuité sous I'intégrale & S5 0y f (2, y) du(z).
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4.5

4.5.1

4.5.2

4.5. LIEN ENTRE LES INTEGRALES DE RIEMANN ET DE LEBESGUE

LIEN ENTRE LES INTEGRALES DE RIEMANN ET DE LEBESGUE

Intégrale de RIEMANN

DEFINITION 4.28. Soit [a, b] un segment de R. On dit qu’une fonction f: [a,b] — R est en escalier si elle est de

la forme
N
f=> aily,
i=1

ol les ensembles I, ..., I, sont des intervalles de [a,b]. On note Esc 1’ensemble des fonctions en escalier. Avec

ces mémes notations, on note alors
b N
/ f@)de =Y aut(T)
a i=1

ou la notation ¢(I) désigne la longueur d’un intervalle I.

REMARQUE. Toute fonction en escalier est une fonction étagée. La réciproque est fausse.

DEFINITION 4.29. Soit f: [a,b] — R bornée. On pose

b
I_(f) = sup { [ ety

Lorsque ces deux quantités sont égales, on dit que la fonction f est RIEMANN-intégrable.

b
goEEsc,cpgf} et I+(f):—inf{/ o(x)dex cpeEsc,cp}f}.

EXEMPLE. L’indicatrice 1g n’est pas RIEMANN-intégrable car I_(1g) = 0 et I4(1g) = 1.

THEOREME 4.30. Soit (fy,)nen une suite de fonctions RIEMANN-intégrable qui converge uniformément vers une
fonction f. Alors la fonction f est RIEMANN-intégrable et

/ab fz)dx = nBToo /ab fu(x)de

DEFINITION 4.31.  On dit qu’une fonction f: [a,b] — R bornée est réglée si elle est limite uniforme d’une suite
de fonctions en escalier.

REMARQUE. Par le dernier théoréme, toute fonction réglée est RIEMANN-intégrable. On peut montrer qu’une
fonction f est réglée si et seulement si elle admet en tout point une limite a gauche et une limite a droite et que,
si f est réglée, alors elle admet un nombre dénombrable de discontinuité.

EXEMPLE. Les fonctions continues, continues par morceaux et monotones sont réglées. On peut montrer le
théoreme suivant.

THEOREME 4.32 (critére de LEBESGUE). Soit f: [a,b] — R bornée. Alors la fonction f est RIEMANN-intégrable
si et seulement si elle est continue A-presque partout.

Comparaison entre les deux intégrales

THEOREME 4.33. Soit f: [a,b] — R RIEMANN-intégrable. Alors il existe g: [a,b] — R intégrable telle que

b
f =g MA-presque partout et / flx)da = / gd\.
a la,b]

Preuve Par définition, il existe deux suites (¢n)nen €t (¥n)nen de fonctions en escalier telles que ¢, < f < ¥y,
pour tout n € N et

/abgan( dxm/ f(z)dz /wn dxm/abf(x)dx

On peut supposer la suite (@, )nen croissante quitte a remplacer ¢,, par max (o, ..., ¢n,). De méme, on peut
supposer la suite (¢, )nen décroissante. On pose alors g := lim,_, o0 @y Elle est mesurable comme limite de
fonctions mesurables. La suite (¢, — ©o)nen est une suite croissante de .#. Le théoréme de Beppo LEVI donne

/[ e AR OLY

n—-+4oo [a,b]
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Or comme les fonctions ¢, sont en escaliers, on a

b
on(z)de = / ond\ ——— gdA.
/a [a,b] =t Ja )
D’ou
b
/ gd/\:/ fl@)dx avec ¢g< f.
la,b] a

De méme, en notant note h := lim, 4o ¥n, On a

b
/ hd)\z/ f(z)dz avec f<h.
[a,b] a

La fonction h — g est positive et d’intégrale nulle, donc g = h A-presque partout. Comme {f # g} C {g # h}, on
en déduit I'égalité f = g A-presque partout. O

o REMARQUE. Dans la suite, lorsque f est RIEMANN-intégrable et mesurable, on écrira indifféremment

/abf(a:)dx, /[ab]fd)\ ot /abfd)\.

On peut montrer le théoréme suivant.

THEOREME 4.34. Si une fonction f: Ja, b — R est mesurable, localement RIEMANN-intégrable et d’intégrale de
RIEMANN absolument convergente, alors

b
feZ(a,b]) et fd)\:/ f(z)d.
la,b] a

Preuve  On applique le théoreme de convergence dominée a la suite f1y,, 5] ol les suites (an)nen €t (bn)nen
sont respectivement décroissante et croissante et tendent respectivement vers a et b. (Il
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Chapitre 5
CONSTRUCTION DE MESURES, UNICITE
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5.1 CONSTRUCTION DE MESURES

PROBLEMATIQUE. Par exemple, on peut facilement construire la mesure de LEBESGUE sur les intervalles de R :
on associe un intervalle I & sa longueur, notée £(I). On souhaite prolonger ¢a aux boréliens de R.

5.1.1 Mesures extérieures

Dans toute la sous-section, la lettre E désignera un ensemble quelconque.

DEFINITION 5.1.  On appelle mesure extérieure sur E toute application p*: P(E) — R U {400} vérifiant

- ,LL*((Z)) = Oa
— si A et B sont deux parties de F telles que A C B, alors u*(A) < u*(B),
— si (Ap)nen est une suite de Z(F), alors p* (Unen 4n) < D nen 45 (A4n).

o REMARQUE. Toute mesure sur (E, Z(FE)) est en particulier une mesure extérieure.

DEFINITION 5.2. Soit p* un mesure extérieure sur E. On dit qu'une partie A de E est p*-mesurable si, pour
toute partie B de E, on a p*(B) = p*(BN A)+ p*(B\ A). On note .#,,~ 'ensemble des parties p*-mesurables.

PROPOSITION 5.3. Soit p* est mesure extérieure sur E. Alors

1. la classe de parties .#),~ est une tribu sur £;
2. la mesure extérieure p* définit une mesure sur 'espace mesurable (E, 4+ ).

Preuve 1. On a bien ) € #),-. Si A € M)+, alors
VBCE, w(B)=p"(BNA)+u (B\A) = u*(B\ A°) + (B 1 A°),
donc A® € A),+. Soit (An)nen une suite de .#,-. Il suffit de montrer que

vBC B, () (Bl An) + e (B A

neN neN

Soit B C E. Par récurrence, on montre que, pour tout N € N, on a
N n—1 N
(B)=Y (B a0 4n) +p(B\ | 40)
n=0 = n=0
Coon
>3 (BN U Acnan) + (B 4n).
n=0 k=1

neN
En laissant tendre N vers +o0o, on obtient

>§u*(B\UAmAn) +r(B\ U An)

neN

(U B\ UA,mA )—i—u*(B\ UAn)

neN neN

>u*<Bﬂ U An) +u*<B\ U An)

neN neN

ce qui montre que l'union des A,, est dans .#,,». Donc .#),~ est bien une tribu sur E.
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2. On a bien p*(0) = 0. Soit (Ay)nen une suite d’éléments de .#),» deux & deux disjoints. Montrons que

u(|_| An> > pr(A

neN neN

Pour tout N € N, on a

(L) 20 (U ) =eam e (L ) == S ean

neN n=0

En laissant tendre N vers +o00, on obtient bien 'inégalité voulue. |

Mesure de LEBESGUE

On traite le cas d = 1. On note .# ’ensemble des intervalles ouverts bornés de R. Pour A C R, on introduit
A (A) = inf{z oI,) ‘ Ac | In, (In)nen € yN}.
neN neN

PROPOSITION 5.4. L’application A* ainsi définie est une mesure extérieure sur (R, #(R)).

Preuve Comme () C I pour tout I € #, on a A*()) = (). Soient A, B C R telles que A C B. Si (I,)nen est une
suite de & vérifiant B C | J,,en In, alors A C e In- Donc A*(B) > A*(A). Soit (Ax)ren une suite de Z(R).

Montrons que
A*(U Ak) <3N ().

keN kEN

Soit & > 0. Pour tout k € N, il existe une suite (I¥),cy de . telle que

SOk < X (AR) + % et Apc |JIE

neN neN
On a donc
UacJ Uz et A*(UAk)<ZZ€(I§)<ZA*(Ak)+€
kEN keNneN kEN keNneN kEN
En laissant tendre € vers o, on obtient bien 'inégalité voulue. Donc A* est une mesure extérieure sur R. O

PROPOSITION 5.5. 1. On a A*([0,1]) = 1.
2. La mesure extérieure A* est invariante par translation.

Preuve 1. Montrons ’égalité par double inégalité. Pour € > 0, on a [0,1] C |—¢,1 + €[, donc A*([0,1]) < 1+ 2¢
et, en laissant tendre e vers 0T, on obtient que A*([0,1]) < 1.

Montrons l'autre inégalité. Soient (a;);cn et (b;)ier deux suites telles que [0, 1] C (J;en]ai, bi[. Par la propriété
de BOREL-LEBESGUE, il existe n € N tel que [0, 1] C [J;j—oas, b;[. Soit i1 € N tel que 0 € Ja,,, b, [. Sib;, € [0,1], il
existe io € N tel que b, € Ja;,, b;, [ On répete ensuite 'opération pour créer des entiers iy vérifiant by, € Jas, , by, [
jusqu’a obtenir b;,, > 1. On a alors

N

N
Z(bl - ai) > Z(blk - aik) > Z(blk - bik—1> +bi, — =biy —ai, = 1.

ieN k=1 k=2
En passant a la borne inférieure, on obtient que A\*([0,1]) > 1.
2. Soient ACRet z€R. On a

— nf{z ((I,) ‘ A | In, (In)nen € JN}

neN neN

_ nf{ZE(Jn —a) | A+ a2 C | In, L)nen € fN}
neN neN

:jnf{ZE(Jn) ’A—l—xc U I, (In)neNEJN}:A*(A+x). O
neN neN

PROPOSITION 5.6. Les boréliens de R sont A*-mesurables.
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Preuyve 11 suffit de montrer que |—o0,a] est A*-mesurable pour tout a € R. Soit I := |—00,a] avec a € R. 11
suffit de montrer que, pour toute B C R, on a A*(B) > A*(BNI)+ X (B\I). Soit B C R. Si une suite (I,,)nen
de J vérifie B C | J,,en In, alors

BnIc |JI,nI et B\IC|JIL\I,
neN neN
donc

MBI+ A (BN Y AT, 0T+ Y I N\T) =D UIy).

neN neN neN

En passant & la borne inférieure sur les recouvrements (I,,)nen de B, on obtient I'inégalité. D’oti la proposition. [

REMARQUE. On vient de montrer que 'application \* est une mesure sur l’espace mesurable (R, #(R)) vérifiant
(i) A*([0,1]) =1,
(ii) A* est invariante par translation

ce qui montre l'existence de la mesure de LEBESGUE sur (R, Z(R)). Sur R¢, on définit de méme la mesure
extérieure de LEBESGUE d-dimensionnelle par

N5(A) = inf {Z ¥(P,) ‘ AC | Puy (Pen € gzN}

oll 2 est I'ensemble des pavés ouverts bornées de R?. De méme que précédemment, on montre que Ay est une
mesure sur (R?, Z(R%)) telle que

(i) A3([0,1)%) =1,

(if) A} est invariante par translation

On retrouve alors la propriété de régularité 2.9 de la mesure de LEBESGUE : pour tout A € .y, on a
A5(A) =inf {\;(Q) | QD A4, Q ouvert} et
Ag(A) =sup{\(K) | K C A, K compact}.

UNICITE DES MESURES

PROBLEMATIQUE. Soit (F, &) un espace mesure dont la tribu & est engendrée par une classe de parties €. Si
deux applications p et v sont deux mesures sur (E, &) telles que = v sur €, a-t-on p = v ? En général non!
Par exemple, on prend E = {0,1} et &7 := Z(E) = 0({0}). On prend deux mesures p et v vérifiant

A 0 {0} {1} {01}

w(A) o o 0 0
v(A) o o 1 1

Lemme des classes monotones

DEFINITION 5.7. On appelle classe monotone sur E toute classe de parties .# de E telle que
- FEe,

— si A et B sont des éléments de .# tels que A C B, alors B\ A€ .#

— si (Ap)nen est une suite croissante de .#, alors | J,,cn An € A

REMARQUES. 1. Une tribu sur E est une classe monotone. La réciproque est fausse.

2. Une intersections quelconques de classes monotones est encore une classe monotone. Pour tout ¥ C Z(F), il
existe une plus petite classe monotone m(%’) contenant . Elle vérifie

m(€) =

A classe monotone de E
CCM

LEMME 5.8. Si.Z est une classe monotone sur E stable par intersection finie, alors .# est une tribu sur E.

Prewve Ona()=FE\FE € .4 et,si A€ .#,alors A°=FE\ A€ .#. Soit (Ap)nen une suite de .#. Alors

UAn:UOAk:U(ﬁA;)Ce//z. O

neN n€eN k=0 neN k=0
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5.2.3

5.2. UNICITE DES MESURES

LEMME 5.9 (des classes monotones). Si € est une classe de parties de F stable par intersection finie, alors on a

m(€) = o(€).

Preuve La tribu o(%) est une classe monotone qui contient ¢, donc o(%) D m(%). Montrons que m(%€) est
une tribu ce qui permettra de conclure. Il suffit de montrer que m(%) est stable par intersection finis. Montrons
que, si A € m(%) et C € €, alors ANC C m(%). On montre que la classe de parties

M ={Aem(¥)|VCeF, ANC e m(¥)}

est une classe monotone contenant €, donc .#; O m(%) et méme .#, = m(¥). Montrons que, si A, B € m(%),
alors AN B € m(%). De méme, on montre que la classe de parties

My = {Aem(€)|¥B em(%),ANB € m(€)}

est une classe monotone contenant ¢ par ce dernier point et on conclut identiquement que .# = m(%€). On a
montré que m(%) est stable par intersection finie. D’ou le résultat. O
Théoréme d’unicité des mesures

THEOREME 5.10. Soient p et v deux mesures sur (E, &) qui coincident sur une classe de parties € telle que

— % stable par intersection finie,

- FEe%,
- o =0(%).
Alors

1. si p et v sont finies, alors y = v sur & ;
2. ¢’il existe une suite croissante (Ey,)nen de € telle que
VneN, pu(E,) =v(E,) <+oo et |JE,=E,
neN

alors 4 = v sur .

Preuve 1. On suppose que p et v sont finies. On considére la classe de parties
M={Aecd|ulA)=v(A)}.
Montrons que .# est une classe monotone sur E. On a E € .# car u(E) = v(E). Si A, B € .4 sont telles que
A C B, alors u(B\ A) = w(B) — u(A) = v(B) —v(A) = v(B\ A) car les mesures sont finies, donc B\ A € ./Z.
Enfin, si (A, )nen est une suite croissante de ., alors la continuité donne
p(U ) = Jim ) = Jim o) =v(U 40).
neN neN

donc J,eny An € #. Comme 4 est une classe monotone contenant ¢, on a .# O m(%). Par le lemme des
classes monotones, on obtient que m(%) = (%), donc A O .
2. Pour n € Net A € &7, on pose

pn(A) =p(ANE,) et vp(A)=v(ANE,).

Alors les applications u,, et v, définissent des mesures finis sur (E, .o7) et elles coincident sur €, i. e. pour tous
neNetCe¥ onau(CnNE,)=v(CNE,). Finalement, si A € &, on a

(A) = M( UNA N En) = lim p(ANE,) = lm v(ANA,)=v(A). O
ne
Unicité de la mesure de LEBESGUE

RAPPEL. Si p est une mesure sur (R, Z(R)), invariante par translation et telle que u ([0, 1]) = 1, alors u(I) = £(I)
pour tout intervalle I de R.

THEOREME §.11 (unicité). Il existe une unique mesure A sur (R, Z(R)) invariante par translation telle que

A(0,1]) = 1.
Preuve D’apreés le rappel, si A et X’ sont deux telles mesures sur (R, Z(R)), alors A = X sur € = .#. Or € est
stable par intersection finie et on a R € €. De plus, en posant E,, = [-n,n] € € pour n € N, on a
R=|JE. et AE,) =2n<+00, VneN.
neN

Par le théoréme d’unicité, on a A = X sur 0(%) = B(R) ce qui montre 'unicité de la mesure de LEBESGUE. [J
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5.3. TRIBU COMPLETEE, MESURE COMPLETEE

o REMARQUE. On montre de la méme fagon 'unicité de la mesure de LEBESGUE d-dimensionnelle \; sur I’espace

5-3

5.3.1

5.3.2

mesurable (R?, Z(R?)) en considérant ¢ := {P C R? | P pavé}.

TRIBU COMPLETEE, MESURE COMPLETEE
Définition
NOTATION. Soit (E, 47, 1) un espace mesuré. On note .4, 'ensemble des parties de E qui sont p-négligeables.
Si A, C A, on dit que (E, </, 1) est complet.
DEFINITION 5.12. On appelle tribu complétée de o7 la classe de parties
o ={BUN |Be€ ,NecN}
C’est une tribu sur F.

Prewve Ona() € /. Si BUN € o/, alors (BUN)® = (B°\ A)U(A\NNB®) C & avec A € o tel que N C A
et u(A) = 0. Enfin, si (By,)nen et (Ny)nen sont des suites de &7 et 4}, alors

UBrnuN] =) B.u|JNued.

neN neN neN

Ce qui montre que &7 est une tribu sur E. (I
DEFINITION-PROPOSITION 5.13. Pour BU N € &/, on pose
(B UN) = u(B).

Alors I'application 7i est une mesure sur (F, <7).

Preuve Montrons que la définition est cohérente. Si BUN = B’ U N’, alors on peut écrire BC BUN C BUA
et BB C BBUN' C B'UA" avec u(A) = p(A’) =0, donc u(B) < p(B' U A") < p(B’) et de méme p(B') < p(B),
d’ott w(B) = u(B’). On montre ensuite que c’est bien une mesure. O

PROPOSITION 5.14. L’espace mesuré (E, .o/, i) est complet.

Preuve 11 faut montrer que A5 C o7. Si N € A4, alors N C BUN' avec i(BUN') =0ou B € & et N € 4,
donc N € BU A" avec u(A") =0, donc B € A, C 7. O

Complétion de Z(R?)
DEFINITION 5.15. On appelle tribu de LEBESGUE sur RY la tribu complétée de Z(R?) et on la note
Z(RY) = B(R?).

On définit aussi Ay la mesure complétée de \g sur (R?, Z(R?)). Généralement, on la note toujours \g.

PROPOSITION 5.16. 1. On a Z(R?) = /).

2. La mesure A\, coincide avec A} sur Z(R?).

Preuve 1. Montrons que £ (R%) C M. Comme B(RY) C My, il suflit de montrer que A3, C . Soit
N € A, llexiste A € o tel que N C Aet A\g(A) = 0. Soit B C R%. Montrons que \(B) = \5(BNN)+\5(B\N).
11 suffit de montrer I'inégalité >. On a Xj(BNN) < A5(N) < Ag(A) = 0, donc 'inégalité est vraie.

Réciproquement, montrons que .. xs C Z(R%). Soit A € A ;. Par régularité de la mesure de LEBESGUE, il
existe B,C € B(R?) tels que BC AC C et \g(C\ B)=0.0naalors A= BU(A\ B) € Z(R%).
2. Soit BUN € Z(R%). On note A € A tel que N C A. Alors \y(BU N) = \y(B) = \3(B). Or

Ni(B) < Ni(BUN) < Ai(BU A) = \i(B).

On en déduit que

Ay (BUN) = Mj(B) = Xa(B) = Ag(BUN). O
PROPOSITION 5.17. On a Card .Z(R) = Card Z(R).
Preuve On note K Pensemble de CANTOR. On a montré en TD que K € B(R), A(K) = 0 et Card K = CardR.

On a donc Card Z(R) = Card Z(K) < Card 45 < Card Z(R) car Z(K) C A, et Ny C Z(R). L’autre
inégalité est clairement vraie car Z(R) C Z(R). D’ou 'égalité O
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6.1.1

Chapitre 6
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TRIBU PRODUIT
Définition
DEFINITION 6.1. Soient (F, o, u) et (F, %, 1) deux espaces mesurés. On note

A x B ={AxB|Ac o, Bec R}
On appelle tribu produit de o et % la tribu & @ B :=o(/ X B) sur E x F.

On étend la définition au cas d’un nombre fini d’espaces mesurables (E;, o%) avec i € [1,k]. On note
AR QR =0({A X - X Ay | A; € &, Vi € [1,K]}).

PROPOSITION 6.2. Si (E, ), (F, %) et (G, %) sont trois espaces mesurables, alors
T RBREC)= (A QB)RE
qu’on note alors & ® B R €.

PRroOPOSITION 6.3. On définit les projections

ExF—E, ExF—E,
Ty et T .
(@,y) — (@,y) —y
les projections sur E et F'. Alors
1. les projections 7 et mo sont respectivement (&7 ® %, o7 )-mesurable et (& ® £, %B)-mesurable ;
2. la tribu &7 ® £ est la plus petite tribu telle que 71 et w5 soient mesurables, i. e. si 2" est un tribu sur £ x F'
telle que les projections w1 et mo soit mesurables, alors 2" C & @ B

Preuve 1. Soit A € o. Alors 77 {(A) = Ax F € of x B C o/ ® 2. Donc m; est mesurable. De méme pour 7s.
2. Soit £ un tribu comme dans 1’énoncé. Soit A x B C o/ x ZAB. Alors

AxB=AxFNExB=nA)nNm'(B)cZ,
donc &/ ® B C 2. O
PROPOSITION 6.4 (cas des boréliens de R?). On a
BRY = BR)®-- @ BR).

d fois

Preuve Si Iy, ..., I sont des intervalles de R, alors Iy x -+ x I € Z(R) ® - -- @ #(R). D’ou

BRY) =o({I; x --- x Iy | I; intervalle de R}) € BR) @ --- @ B(R).
Réciproquement, pour i € [[1,d], la projection sur la i-iéfme composante est continue, donc elle est (Z(R%), Z(R))-
mesurables. D’ou 'inclusion réciproquement. O
Sections
DEFINITION 6.5. Soit C C E x F. Pour x € E et y € F, on pose

Co={yeF|(z,y)eC} et CY={xeFE|(x,y) €C}.

REMARQUES. — Pour tout C'C E x F et pour tout (z,y) € E X F,on a lo(x,y) = 1o, (y) = Lov(x).
— Pour tout C:=Ax BCE X F et (z,y) € Ex F, alors

CZ{B six €A, ot C’y{A siy e B,

®  sinon ® sinon
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6.2. MESURE PRODUIT

PROPOSITION 6.6. Soit C € &/ ® %. Alors

1. pour tout z € E, on a C, € A,
2. pour tout y € F,ona CY € & ;

Preuve Soit x € E. On pose
2, ={CedRB|C, €B}.

Par la remarque précédente, on a &/ x B C 4. Montrons que 2, est une tribusur E x F. On a0, =0 € 4,
donc 0 € Z,. Si C € %2, alors

(C)e={yeF|(x,y €eCYt={yeF|(x,y) €C} =(Ca)° € Zs.

Si (Cp)nen est une suite de 2, alors

(Uen) =Un.e2

neN ¥ nen

Finalement, c¢’est une tribu contenant & ® %, donc Z, = &/ ® % ce qui conclut. De méme pour le point 2. [

REMARQUE. Pour tout C := A X B € &/ x % et pour tout (z,y) € E x F,on a

v(Cy) =v(B)la(z) et pu(CY) = pu(A)ls(y).
PROPOSITION 6.7. Soient (E, ), (F, B) et (G, P) trois espaces mesurables et f: E x F — G. On suppose que
[ est (o7 @ B, D)-mesurable. Alors

1. pour tout z € E, la fonction f,: y € F — f(x,y) est (£, Z)-mesurable;
2. pour tout y € E, la fonction f¥: x € E+—— f(x,y) est (&, Z)-mesurable.

REMARQUE. Attention : la réciproque est fausse.

Preuwve Pour tout z € E et pour tout D € 2, la proposition précédente donne f, (D) = f~4(D), € & car
f YD) € & x B. De méme pour le point 2. O

LEMME 6.8. On suppose que i et v sont des mesures o-finies. Alors pour tout C' € & ® %, les fonctions
€ Er—v(Cy) et yeF— u(CY)

sont mesurables.

Preuve On suppose que p et v sont finies. On montre aisément que la classe de parties
M={CedRA|x+— v(Cy) est mesurable}
est une classe monotone. De plus, elle contient &7 x . En effet, pour tous (A,B) € & x B et x € E, on a
V((A X B)z) = v(B)La(z),

donc la fonction  — v((A x B),) est mesurable. Alors .# D m(</ ® #). Mais comme o/ @ A est stable par
intersection finie, le lemme des classes monotones donne m(& ® £) = o(« ® %). Finalement, on montré que

M =oc(Ad RB).

On suppose que p et v sont o-finies. Alors il existe une suite croissante (F,),en de Z vérifiant F = J,,en Fn
et v(F,) < 400 pour tout n € N. Pour n € N et B € %, on pose alors

Un(B) =v(BNFy,).

Alors pour tout B € %, on a v(B) = lim,,_, 4o vn(B), donc la fonction x — v(Cy) est mesurable comme limite
simple de fonctions mesurables. On raisonne de méme pour montrer que x € E — p(CY) est mesurable. [

MESURE PRODUIT

THEOREME 6.9. Soient (F, o, ) et (F,%,v) deux espaces mesurés o-finies. Il existe une unique mesure p ® v
sur (E X F, o ® A) telle que

p®v(Ax B)=pu(A)v(B), V(A B)ec oA
De plus, la mesure @ ® v est o-finie et, pour tout C € & ® £, on a

peu(C) = [ e dua) = [ ucn) avty) (61)

E F
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Preuve Pour C € &/ @ %, on pose
peu(C) = [ vC (o).

Montrons que l'application u ® v est bien une mesure de (E x F, o/ ® #). On a
pev®) = [ v, du o

Soient (C},)nen une suite de & x Z d’éléments deux & deux disjoints. Le théoréme de Beppo LEVI donne

wev(la) = [ (L))

eN
o D IUCABENE
EnEN
=3 [ (@) du@) = Y ne v(Cy)

Donc c’est bien une mesure. Montrons qu’elle vérifie (6.1). Pour tous A € &7 et B € %, on a

v(4xB) = [ (A% B)a) duta) = [ v(B)Lad = v(BIu(A).

Montrons 'unicité. Soit m une autre mesure sur (E x F, o/ ® %) vérifiant (6.1). Alors u ® v et m coincident
sur &7 X 9B qui est stable par intersection finie et contient E x F. De plus, soient (Ey, )nen et (Fy)nen deux suites
croissantes de &7 et A telle que

:UEn, F:UFm

neN et neN
VneN, u(E,) <+ Vn e N, p(F,) < +oo.

Alors (E,, X F,)nen est une suite croissante de o7 x % vérifiant

ExF=|J(EyxF,) et YneN, p@v(E, x Fn) = p(En)v(F,) < +00.
neN

Ainsi le théoréme d’unicité des mesures affirme que m = p ® v.
Enfin, pour C € &/ ® A, on pose

m(C) = [ ueavy).
F
Alors m est une mesure sur (E x F, & ® #) vérifiant (6.1). Par unicité, on a conclut également que m = p@v. 0O

REMARQUE. Par le théoréme d’unicité, si u, v et £ sont des mesures sur (E, o), (F, %) et (G,€), alors
pOVRE)=Ear){=pores

car les mesures coincident sur &/ x B x €.

PROPOSITION 6.10. Soit d € N*. Alors Ay = A®%.

Preuve Procédons par récurrence sur d. C’est évident pour d = 1. Soit d > 2. Supposons que Ag_; = A®@=1),
Soit P := 22:1 I;; un pavé de R?. Alors

d—1 — d
ABd(P) = \&d-1 (H Ik))\(Id) IR H (I) = Aa(P).
k=1 k=1

Les mesures coincident sur les pavés. Par le théoréme d’unicité, on en déduit que A®?¢ = \,;. D’ou la proposition. O

THEOREMES DE FUBINI

THEOREME 6.11 (FUBINI-TONELLI). Soient (E, o/, u) et (F, %, v) deux espaces mesurés o-finiset f: ExF — Ry
une fonction (& @ B, B(R))-mesurables. Alors les fonctions

- /F fay)dv(y) ety /E f(@,y) dp(a)
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6.3. THEOREMES DE FUBINI

sont mesurables et

/E><FfdM®V:/</fxde( )>dﬂ /(/fwdu ) v(y). (6.2)

Preuve Soit C € o x A. Le résultat pour [ := 1o a déja été démontré (cf. lemme 6.8). Par linéarité, c’est
vrai si f € &. On suppose que f € #,. Il existe une suite croissante (f,)nen de &+ qui converge simplement
vers f. On applique le théoréme de Beppo LEVI & la suite ((f,)z)nen avec € E. On obtient que

Ve e B n(z,y)dr — z,y) dv(y).
Donc la fonction

xH/Ff(w,y)dV(y)

est mesurable comme limite simple de fonctions mesurables. De méme pour 'autre fonction. On applique
maintenant le théoréme de Beppo LEVI & la suite croissante (x — fF fn(z,y) dv(y))nen et on obtient que

/E(/an(x,y)du(y)) dM(I)—)/E(/Ff(I,y)dV(y)) dp(x).

De plus, par ce méme théoréme, on a
[ ([ repaw)ae=[ sy — [ jauey
ENJF ExF ExF
car les fonctions f,, sont en escalier. Ce qui montre le premiére égalité de 1'égalité (6.2). De méme pour 'autre. O

REMARQUE. L’hypothése o-finie est cruciale. On considére les espaces mesurés (R, Z(R), A) et (R, Z(R), m).
On pose C = {(z,z) |z € R}. On a

/R(/R}i(x;_yldk(x)) dm(y) = /RA({y})dm(y) =0,

Tiyy(2)

/(/R lc(z,y)dm(y d/\(x) =/m({y})d)\(z) :/Rld/\(x) - 1oo.

Or 1¢ est (Z(R) @ Z(R), Z(R))-mesurable car C € Z(R) ® B(R) C B(R) @ Z(R).

mais

EXEMPLE. Soient (F, 47, u) un espace mesuré et f: E — R, mesurable. Alors

/Efdu/R+ﬂ({f>t})dt~

Preuve En effet, en justifiant plus tard I'interversion, il vient que

/R+ p({f >t})dt :/]R </E Lijsy(2) d,u(x)> dt

+

= /E (/R+ Lifsey(x) dt) dp(z)
= /E /R+ Lio,£(2)((t) dt) du(z)

E
Justifions 'interversion. Si m: Ry X E — Ry et mo: Ry X E — E sont les projections sur Ry et F, la fonction
(t,2) — Ly (2) = Lispyery x B f(5)>s} (8 ) = Lifom,—m >0y (£, @)
est mesurable puisque les fonctions f, m; et m le sont. On peut donc appliquer le théoréme de FUBINI. (]
THEOREME 6.12 (FUBINI-LEBESGUE). Soient (E, 7, u) et (F, %, v) deux espaces mesurés o-finis et f: Ex F' —
K une fonction p ® v-intégrable. Alors

(i) la fonction f, est v-intégrable pour u-presque tout x € E;
(ii) la fonction fY est p-intégrable pour v-presque tout y € E;
(iii) la fonction @ — [L. f(x,y)dv(y) est p-intégrable;
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(iv) la fonction y — [, f(z,y) du(z) est v-intégrable;
(v) légalité (6.2) est vérifiée.

Preuve On peut appliquer le théoréme de FUBINI-TONELLI & la fonction |f| et on obtient que

[ ([ ueiaw)we= [ iawsy <o,

donc la fonction z —— fF |f(z,y)| dv(y) est fini p-presque partout ce qui veut dire que la fonction f, est
v-intégrable pour p-presque tout x € E. De méme, on a montre le point (ii). De plus, on a

/E /Ff(x,y)du(y)’du(x)</E(/F|f(x,y)|dy(y)> (@) < 4o,

donc la fonction 2 — [ f(x,y) dv(y) est p-intégrable. De méme, on montre le point (iv). Pour montrer le
point (v), si K =R, on écrit f = f* — f~, on applique le théoréme de FUBINI-TONELLI & fT et f~ et on obtient
Pégalité (6.2) en soustrayant. Si K = C, on écrit f = Re f + iIm f et on applique le cas K = R. O

REMARQUE. On peut avoir

/E(/F f(m,y)dz/(y)> dp(z) < +oo et /F</E f(m,y)du(x)) dv(y) < +oo,

1
nv

1 L g2 2 - 1 L g2 2
/</ @iy W)= o / / @iy &) W="

et, pour cause, la fonction n’est pas As-intégrable, i. e.

22— y?
/[0 " 7@2 R dhe(z,y) = +o0.

sans pour avoir f € %, . (E). Par exemple, on a

e
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7.2.1

Chapitre 7
CHANGEMENT DE VARIABLE

7.1 Application Cl-difféomorphe et inversion globale . .. 33 7.2.2 Théoréme . . ... ... ... ... ... ... ... 34
7.2 Théoréme de changement de variables, applications . 33 7.2.3 Passage en coordonnées polaires . . ... ... .. 34
7.2.1 Cas particulier : changement de variables affine . 33 7.2.4 Passage en coordonnées sphériques . . . . ... .. 35

RAPPEL. Soient (E, o) et (F, %) deux espaces mesurables, 4 une mesure sur (E, &) et ¢: E — F mesurable.
On note p, la mesure image par ¢. Alors la formule de transfert donne, pour f: F' — R mesurable,

| rane= [ roean

EXEMPLE. Soient f: RY — R intégrable et a € R?. Alors
f@) Wata) = [ flo+ @) dra(a).
Rd Rd

En effet, si on note p: x € R — = + a € R?, alors
VB e BRY), (A)p(B) =Xl '(B)) = Ma(B — a) = Xu(B).

APPLICATION C!-DIFFEOMORPHE ET INVERSION GLOBALE

Soient U et V deux ouverts de R% et p: U — V. Si ¢ est différentiable sur U, on appelle jacobienne de ¢ en
un point z € U la matrice de 'application linéaire dip, dans la base canonique de R? et on la note

1) = (220 - 2Ew) € al®).

RAPPELS.
— La fonction ¢ est classe C! si et seulement si ses dérivées partielles existent et sont continues sur U.
— On dit que ¢ est un C'-difféomorphisme si ¢ est classe C!, bijective et de réciproque de classe C*.

On rappel également le théoréme d’inversion globale qui découle de sa version locale.

THEOREME 7.1 (d’inversion globale). Soit ¢: U — RZ. Alors ¢ est un C!-difféomorphisme si et seulement si
— ¢ est classe C! sur U,

—  est injective,

— pour tout € U, on a J,(z) € GLg(R), 7. e. det J,(x) # 0.

THEOREME DE CHANGEMENT DE VARIABLES, APPLICATIONS

Cas particulier : changement de variables affine

LEMME 7.2. Soient A € GLy4(R) et b € R%. On pose ¢: € R — Ax 4 b. Alors la mesure image de \q par ¢
est le mesure

Ad
A = .
(Aa)e |det A]

Preuve Pour tout B € #(R%), on a
(Ad)e(B) = Aa(¢™1(B)) = Ma(A™'B — A7'b) = \g(A™'B).

Sans perte de généralité, on peut donc supposer b = 0. La mesure (\g), est invariante par translation. En effet,
pour tous B € B(R?) et a € R?, on a

(Aa)e(B) = Xa(¢™ (B +a)) = M(AT B+ A7 a) = M(A7'B) = (A\a)y(B).
Par unicité de la mesure de LEBESGUE, on a

()‘d)go
(Aa)e ([0, 1])

Il existe donc v > 0 tel que (Aq), = yAq. Montrons que v = 1/ |det A|.

= A\
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7.2. THEOREME DE CHANGEMENT DE VARIABLES, APPLICATIONS

e Cas particuliers. On suppose que A € Og(R). On pose B := {z € R? | |z|| < 1}. Comme A™'B = B, on
a (Aq)p(B) = Ag(B), donc v =1=1/det A.
On suppose que A € YIJr(R). Il existe P € O4(R) et aq,...,aq > 0 tels que

A='PDP avec D :=diag(ay,...,aq).
On pose B = "PDI0,1]%. Alors
(Ad)p = Ma(A7IB) = \y(*PD7'PB) = \y(D'PB) = X\4([0, 1]%) = 1
et
d
Aa(B) = Xa(‘PDI[0,1)%) = \a(D[0,1)%) = [ ] i = |det A],
donc

e Cas général. Soit A € GL4(R). Par décomposition polaire, on sait qu'il existe P € O4(R) et S € .71 (R)
telles que A = PS. Soit B € #(R?). D’apres les cas particuliers, on obtient que

(A)o(B) = Aa(A™'B) = \(S"'P71B) = Adgz;SB) - /(\ideii')'

Or |det A| = det S, donc v = 1/ |det A] O

COROLLAIRE 7.3. Soit f € Z"(R%). Alors

/ f(y)dyz/ f(Az +b) |det A| dz.
R4 R4

Preuve On applique la formule de transfert et le lemme précédent. O

Théoréme

THEOREME 7.4. Soient U et V deux ouverts de R? et ¢ un C!-difféomorphisme de U dans V.
1. Si f: V — R4 est mesurable, alors

[ twdy= [ 1ot ldetd(a)]| o (+)
1% U

2. Si f: V=K, alors f € Z(V) si et seulement si f o @|detJ,| € £ (U) et, dans ce cas, on a (x).
REMARQUES. — En d’autres termes, I’égalité (*) exprime que \; est la mesure image par ¢ de la mesure qui a

pour densité |det J,(-)| par rapport & Aq.
~ Si V est un ouvert de R? s’écrivant V = ¢(U) ot ¢: U — V est un C!-difféomorphisme, alors

/|detJ ) dha(z).

Passage en coordonnées polaires
On pose
U =R} x|-m,a[ — V:=R?*\ D,

v (r,0) — (rcosf,rsinf).

Ici, on a « perdu » la demi-droite D := R_ x {0}, mais ce n’est pas trés grave car celle-ci est de mesure nulle
dans R2. L’application ¢ est de classe C! et c’est une bijection de U dans V. Pour tout (r,0) € U, on a

cosf —rsinf

[det Jy,(r, 0)] = sinf rcosf

=r#0.

Finalement, c’est un C!-difféomorphisme de U dans V. Par la formule de changement de variables puis le
théoréme de FUBINI, si f € 2 (R?), alors

/ F(,y) dra(z,y) = / £ () Dol )
R?2 R2\D

= / f(rcosf,rsinf)rdia(r,6)
P x]=mm|
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7.2. THEOREME DE CHANGEMENT DE VARIABLES, APPLICATIONS

/ / f(rcosf,rsinf)rdrdd.

7.2.4 Passage en coordonnées sphériques

On pose
U=R} x]-mn[x]0,7[ — V =R*\ P,
(r,0, ) — (rsinpcosf, rsinpsinb, rcos ).

b

On a « perdu » le demi-plan P :=R_ x {0} x R_. L’application ® est de classe C! et c’est une bijection de U
dans V car, pour tout (r,0,¢) € U, on a

sinpcosf —rsinpsinfd rcosycosd
|det Jg (1,0, )| = [sinpsind  rsinpcosf rcosesind
cos 0 —rsing

= |—r?sin® p cos® 6 — r* sin® psin® 6 — 1% cos p(sin ¢ cos @ sin® 6 + sin @ cos ¢ cos® 0)|
= ‘—7“2 sin® p — r? cos? gosingo\ =rZsing # 0.

Cela montre que ® est un C'-difféomorphisme de U dans V. Par la formule du changement de variables et le
théoreme de FUBINL si f € 2" (R?), alors

fds = / f(rsinpcosf,rsinpsin b, rcos )r? sinp ds(r, 0, )
R3 R% X]—m,m[x]0,7]

/ / / f(rsinpcosf,rsinpsin, r cos )r? sin o dr d de.
r= —T
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8.1 DEFINITIONS
On se place dans un espace mesuré (E, &, p).

8.1.1 Espaces £?(FE) et LP(E)

DEFINITION 8.1.  Soit p € ]0, +oo[. On note

ZLP(E, o, ) = {f: E — K mesurable

/ |f|pd,u<—|—oo}.
E
On note également

LB, o, u) ={f: F— K mesurable | 3C > 0, |f < C| p-presque partout}.

On notera souvent £} (E) ou £*(E) ces ensembles quand le contexte est clair. Les fonctions de > (F) sont
appelées les fonctions essentiellement bornées. Si m est la mesure de comptage sur (N, #(N)), on note

? = LP(N, Z(N),m).
| PROPOSITION 8.2. Soit p € |0, +00]. L’ensemble .#7(E) est un sous-espace vectoriel de 7 (E,K).

Preuve On suppose que p < +00. On a clairement 0 € £?(F). Soient f,g € Z?(E). On a
|f + 9" < (f1 +1gD? < (2max(| f], 1g))” < 2°(1f]” +19”),

/ |f +glPdu < 2P </|f|pd,u+/|g|pdp> < 400
E

ce qui montre que f + g € Z?(FE). De méme, on montre que af € Z7(E) pour a € R. Cela montre que Z%(FE)
est un sous-espace vectoriel. De la méme facon, on montre que Z°°(E) est un sous-espace vectoriel. O

donc

o REMARQUE. Soit p € |0, +00]. L’ensemble {f € Z?(E) | f = 0 u-presque partout} est un sous-espace vectoriel.

DEFINITION 8.3. Soit p € |0, +o0c]. On note
LY(E, o p) = 2LY(E, o, pn)/{f € L"(E, o, p) | f=0 p-presque partout}.
On le notera souvent L} (E) ou L (E).

¢ REMARQUE. De maniére équivalente, on peut définir L”(E) comme LP(E) = £ (FE)/~ ou la relation d’équiva-
lence ~ est définie par f ~ g si et seulement si f = g u-presque partout.

A partir de maintenant, on fait I’abus d’identifier un élément de LP(E), i. e. une classe d’équivalence, a 'un
de ses représentants. On s’autorisera a dire que f € LP(F) vérifie une propriété (P) si 'un de ses représentants
pour la relation ~ la vérifie.

¢ REMARQUES. — L’ensemble LP(E) possede une structure de K-espace vectoriel muni des lois définies, pour
toutes f,g € LP(E) et tous a« € K, par f +g=f+ g et af =af.
— En toute généralité, si p < ¢, on a ni LP(E) C LY(F) ni LY(F) C LP(E). Par exemple, on a

(a: ER+— \/1511]0,10 € LY(R)\L*(R) et (a: ER+— %1[1,%[) € L*(R) \ LY(R)
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8.2. INEGALITES DE HOLDER ET MINKOWSKI

PROPOSITION 8.4. Soit p,q € ]0,+o0[ tels que p < gq.

1. On suppose que p(E) < +oo. Alors LY(E) C LP(E).
2. Ona (P C ¢4.

Preuve 1. Soit f € LY(E). On a

/ PP dp = / Pyt / PP dp
E {IfI<1} {IfI>1}
< u(E) + / |fI*dp < +oo

ce qui permet d’écrire f € LP(E).
2. Soit (up)nen € £P. 1l existe N € N tel que
Yn >N, |u,| <1

Alors
N oo
Dl =3 fual > fun]”
neN n=0 n=N-+1
N oo
<l + 3 Junf”
n=0 n=N+1
N “+00
<D lunl”+ 3 Jun|? < oo O
n=0 n=0
Norme p
NOTATION. Pour p € ]0,4+00[ et f: E — K mesurable, on pose
1/p
10, 5= ([ 17 am) et 1 =i {C > 0] 17] < € pepresque partou)
E
avec la convention inf () = +oo.
REMARQUES. — Soient f,g: £/ — K mesurables. Si f = g p-presque partout, alors [|f||, = [|g]|, pour tout

p €10, +00]. C’est clair pour p < +00. Si p = +00, on remarque que u({|f| > C}) = pu({lg| > C}) pour C > 0.

~ Si f € O(RL,K), alors |[f]. = supga |f]:

LEMME 8.5. Soient f: £ — K mesurable et p € ]0, co[. Alors |f[ < [|f]|, #-presque partout.

Preuve On sait que, pour tout n € N*, on a u({f > ||f| . +1/n}) =0. Or
{171 > 1} = U 51> 1flle + 1/n}
neN
donc la continuité de la mesurable donne
pT> 1F 1) < D0 md1f > 1l +1/nd) = 0.
neN
On en déduit que |f[ < [[f]|, p-presque partout.

REMARQUE. Soient f: E — Ket p € ]1,00]. Alors f € LP(E) si et seulement si || f||,, < +oc.

PROPOSITION 8.6. Solent pg € 1,00 et f € L*(E). Alors |||, — || fll,, auand p — +oc.

INEGALITES DE HOLDER ET MINKOWSKI

Inégalité de HOLDER

DEFINITION 8.7. Soient p, g € [1,00]. On dit que p et ¢ sont conjugués si
1 1
4+ >=0
p q
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8.2. INEGALITES DE HOLDER ET MINKOWSKI

avec la convention 1/00 = 0.

THEOREME 8.8 (inégalité de HOLDER). Soient f,g € E — K mesurables et p, ¢ € [1, 00] conjugués.

1. Si f et g sont a valeurs dans R, alors

| faau <, lal,

E

2. Si f € LP(E) et g € LY(E), alors fg € L'(E) et || fgll, <1, llgll,

Prewve 1. On suppose d’abord que p =1 et donc ¢ = co. On a g < ||g||, pu-presque partout, donc

/ Fodu < gll / Fdp=1£1 gl
E E

On suppose désormais que p et ¢ ne valent pas oco. Si ||f||p =0ou ||g||q =0, alors fg = 0 p-presque partout

et I'inégalité est triviale. Supposons alors que || f|[, # 0 et [|g|[, # 0. Par concavité du logarithme, on montre que
Yu,v = 0, ul/Pyl/a < 4 + g.
p q

Pour x € E, en appliquant cette inégalité & u = fP(x)/ ||f||§ et v=gz)/ ||g||g, on obtient

f@g@) 1) 1¢%)
17T, o, S p 7+ a Tal?

En intégrant, on obtient que

| S+l
T, I, ¢ ¢

En multipliant par || f||, [|g[l,, I'inégalité est démontrée.
2. On applique le point 1 & |f| et |g]. a

REMARQUE (cas d’égalité). L’inégalité ||fgll, < | fl, lg]l, est une égalité si et seulement si g = 0 p-presque
partout ou il existe a € R tel que |f|” = a|g|" p-presque partout

Inégalité de MINKOWSKI
THEOREME 8.9 (inégalité de MINKOWSKI). Soient p € [1,00] et f,g € LP(E). Alors f 4+ g € LP(E) et
1f +gll, < A1, + llgll,

Preuwve  On suppose que p = oo. Alors |f + g| < |f[ +[g] < [|f[l, + [l9]l- On obtient I'inégalité triangulaire
en passant a la borne inférieure. On suppose désormais que p < oo. Alors |f + g[? < (|f| + |gD)|f + g|P~!, donc
I'inégalité de HOLDER pour ¢ = p/(p — 1) donne

/|f+g|p</|f\|f+9|”_1du+/Igl\f+g|p_1du
E E E

<(/ ran) /| rraran)” / ran) /| frdras)

—1 -1
1 +ally < WL I+l + llgll, 11 + gl

Si|lf+ ng = 0, I'inégalité est triviale. Sinon, on divise par || f + 9||§71 ce qui conclut. O

donc

COROLLAIRE 8.10 (inégalité de MINKOWSKI généralisée). Soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables

positives. Alors
I ] <0,
neN ' neN

Prewve La suite (327 _g fr)nen est une suite croissante de fonctions mesurables positives, donc I'inégalité de
MINKOWSKI donne
n n +oo
IS n <, — D,
k=0 7 k=0 k=0
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8.3.2

8.3. LES ESPACES DE BANACH L”

et le théoreme de BEPPO-LEVI donne
n n 1/
S, = (1SSl — |55,
= = neN

ce qui montre l'inégalité. O

PROPOSITION 8.11.  Soit p € [1, 00]. Alors le couple (LP(E), || ||,) est un espace vectoriel normé.

Preuve 1l suffit de montrer que I'application || ||, est une norme sur L”(E). On suppose que p < oo. Si || f[|, =0,
alors f = 0 u-presque partout, donc f =0 dans L”(E). L’inégalité de MINKOWSKI donne 'inégalité triangulaire
et on a bien 'homogénéité. On montre également le cas p = oc. O

LES ESPACES DE BANACH LP

Théoréme de RIESZ-FISCHER

THEOREME 8.12 (RIESz-FISCHER). Soit p € [1,00]. L’espace LP(E) muni de la norme || ||, est complet.

Preuve On suppose que p < 00. Soit (f,)nen un suite de CAUCHY de LP(E). Il existe une sous-suite (fy(n))nen
telle que
Vn €N, |[fom+1) = fomllp < 1/2

En effet, on peut construire 'extraction ¢: N — N par récurrence. Montrons que la série | fomt1) — fom)l
converge absolument u-presque partout. En effet, 'inégalité de MINKOWSKI généralisée donne

1
Hz‘ftp(n-‘rl) - f:,a(n)|Hp < Z”ftp(’rl-‘rl) - fz,a(n)”p < Z ﬁ < +-o00. (*)
neN neN

neN
On en déduit que

p
/E(Z|fsﬂ(n+1) _fea(n)|) du <400 et Y [fomn) — Soim)] < +oo.

neN neN
On définit alors p-presque partout
F= 3 Fotnrr) = fotm) + Fo0)-
neN

Alors la suite (f,(n))nen converge u-presque partout vers f. L’inégalité (+) nous donne que f € LP(E). De plus,
elle tend vers f pour la norme || ||, puisque, pour tout n € N, on a

+o0 too >
1
If = fomyllp = HZ(fga(k+1) - fmm)”p < Moty = Fomlly <D o — 0
k=n k=n k=n

Donc la suite (fy,)nen admet une sous-suite convergente dans LP(E), donc elle converge dans LP(E). D’ou la
complétude de LP(E).

On suppose que p = oo. On se rameéne & la complétude de I'ensemble %, (E,K) des fonctions bornées de E
dans K. Soit (f,)nen une suite de CAUCHY de L°°(FE). On consideére

A= (1 ﬂjh|$;”fn”“J'm (1 ﬂfh "fnJ < Hfﬁ "ﬁ%”oo}'
neN m,neN

On remarque que u(A°) = 0. De plus, la suite (f,14)nen est une suite de .#1,(E,K) qui est de CAUCHY, donc
elle converge vers une fonction f € F(E,K). Alors

”fn—-fH@)::”fnlA._(me —0
ce qui montre la complétude de L°°(E). O

Lien entre convergences pu-presque partout et LP

Soit (fn)nen une suite de LP(E). La convergence simple p-presque partout de cette suite n’implique pas la
convergence LP(E) : il suffit de considérer la suite (n1o,1/pn))nen. Mais la réciproque est-elle vraie? Encore une
fois, c’est faux : des fonctions créneaux qui se décalent de gauche a droite et qui rétrécissent. En revanche, on a
le résultat suivant.
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8.3.3

8.4

8.4. DENSITE DE Cc(R”) DANS L¥(RP)

PROPOSITION 8.13.  Soit (fy)nen une suite de LP(E) convergeant dans LP(E) vers f. Alors il existe une sous-suite
( fw(n))neN convergeant u-presque partout vers f.

Preuve Comme (fy,)nen est convergente, elle est de CAUCHY. On peut donc construire une sous-suite (fy,(n))nen
comme dans la preuve du théoréme précédent qui converge p-presque partout vers une fonction g € LP(F). La
sous-suite (fi(n))nen converge a fortiori vers f dans LP(E). Par unicité de la limite, on en déduit que f =g. O

Théoréme de convergence dominée LP

THEOREME 8.14 (de convergence dominée LP). Soient (f,)nen une suite de LP(E) et f: E — K mesurable
telles que

(i) la suite (fn)nen converge p-presque partout vers f,
(ii) il existe g € LP(E) telle que, pour tout n € N, on ait u-presque partout |f,,| < g.
Alors || fn — fll, = 0.

Preuve On applique le théoréme de convergence dominée a la suite (|f,, — f|”)nen. D’apres les hypothese (i) et
(ii), on a || f|| < g p-presque partout, donc

/ |fIPdp < /gpdu < +o0,
E
donc f € LP(E). De plus, on a |f, — f|’ — 0 et
[fo = fIP < (Ifal +1£D)P < (29)P  p-presque partout

avec (2g)P € L'(E). Par le théoréme de convergence dominée, on obtient que || f,, — fll, = 0. O

DENSITE DES FONCTIONS CONTINUES A SUPPORT COMPACT DANS L?(R9)

DEFINITION 8.15. On dit qu’une fonction f: R? — K est & support compact si elle est nulle en dehors d’un
compact de R?. On note C.(R?) I’ensemble des fonctions continues & support compact de R% dans K.

THEOREME 8.16.  Soit p € [1, 00[. Alors C.(R?) est dense dans L”(R?) pour la norme || ||,. En d’autres termes,
si f € LP(RY) et e > 0, alors il existe p € C.(RY) telle que

If=ell, <e

REMARQUE. Le résultat est faux pour p = co. En fait, 'adhérence de C.(R?) pour la norme || ||o est 'ensemble
des fonctions continues f: R? — K telle que f(x) — 0 quand ||z — +oc.

LEMME 8.17. On note &' (R?) I’'ensemble des fonctions étagées intégrables sur RZ. Alors
7@@1(Rd)” Il _ LP(RY).

Preuve Soient f € LP(R%) et € > 0. Si f est & valeurs dans R, alors il existe une suite croissante (¢, )nen de
fonctions de &% qui converge simplement vers f. Or pour tout n € N, on a ¢,, < f € L?(R%). Le théoréme de
convergence dominée LP donne ||f — ¢, ]| » — 0 ce qui conclut. Si f est a valeurs dans R, on conclut en écrivant
f=ft — f~ et en utilisant I'inégalité de MINKOWSKI. De méme si f est & valeurs dans C. (]

Preuve du théoréeme 1l suffit de montrer que
C.®) " 5 (R,

Le lemme donnera alors la conclusion. On se place dans le cas d = 1. Soit f € LP(R%).
D’abord, supposons que f = 1; ot I est un intervalle de R. Alors I est borné. Pour n € N, on pose

fo:x € R— nmax(0,1 —d(z,I)).

sy = ([1r-ara) < (2)" =0

Supposons que f = 1 ou  est un ouvert de R. Alors A\(Q2) < +00. On peut écrire

Q:|_|Ik

Alors pour tout n € N, on a

40 Espaces L — CHAPITRE 8
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ou les ensembles I}, sont des intervalles ouverts (bornés). Alors

1o = Z]l,k.

keN

donc la suite (3"7_( 1, Jnen converge simplement vers L1o. De plus, pour tout n € N, on a
n
> 1, <1g € LP(R).
k=0
Le théoreme de convergence dominée donne alors
n
o3>,
k=0

Soient € > 0 et n € N tel que ||[1o—> 3 _o 11|, < &/2. D’apres le cas précédent, pour k € N, il existe ¢, € C.(R)
telle que ||17, — ¢k, < &/2%+2. Par I'inégalité de MINKOWSKI, on obtient que

o= < - 351, S50 -, <=
k=0 7 k=0 P o p

— 0.
p

ce qui conclut.
Supposons que f = 1g ot B est un borélien de R. Alors A\(B) < +o00o. Par la régularité de la mesure de
LEBESGUE, il existe un ouvert €2 de R tel que

BcCcQ et A\ B) < (g/2)".
Soit ¢ € C(R) telle que ||1g — ¢|| < £/2. Alors
115 =, < 1o - 1sl, + 1o — ¢,

1/p
< (/ HQ\BdA> +e/2<e.
R

Supposons que f =1, a;14, € &Y(R). Pour i € [1, N], il existe ¢; € Cc(R) telle que
1La; = ill, <e/nleul.
Alors

< Z || [[La, — will, <& avec Zaigoi € C.(R).

i=1 i=1

p

3o
i=1

Cela termine la preuve dans le cas d = 1.
e Idée de la preuve pour d > 1. Tout fonctionne sauf le point suivant. Un ouvert Q € R? ne s’écrit pas, en
général, sous la forme d’une union disjointe dénombrable de pavés ouverts de R?. Cependant, on peut écrire

0= U P,
keN
ou les ensembles Pj sont des pavés ouverts et bornés. On peut réécrire cette réunion comme
| | @
keN
a un ensemble \j-négligeable pres. Dans ce cas, on a

1o = Z 1g, Ag-presque partout. O
keN
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OPERATEUR DE TRANSLATION

DEFINITION 9.1.  Soit @ € R?. On définit 'opérateur
LP(R?) — LP(RY),
Ta: Rd — Rd7
fr—Taf:
x+— f(x —a).

REMARQUE. Cet opérateur est bien définie puisque la mesure de LEBESGUE est invariante par translation, i. e.
deux fonctions f et g égales A-presque partout vérifient bien f(x — a) = g(z — a) pour A-presque tout z € R?.
De plus, si f € LP(R?), alors un changement de variables affine donne 7, f € LP(R?).

PROPOSITION g.2. Soient p € [1,00] et a € RY. Alors l'opérateur 7, est une isométrie, 4. e.
VfeLPRY), |rafll, =11,

Preuve Sip < oo, il suffit d’appliquer le changement de variables x — x — a. Si p = 0o, on remarque que,
pour tout C' > 0, on a |f| < C presque partout si et seulement si |7, f| < C presque partout. a
THEOREME 9.3. Soient p € [1,00[ et f € LP(R%). Alors

- 0.
[7af f\\pm

Preuve On suppose d’abord que f € C.(R?). Soit (a,)nen une suite de R? telle que ||a,|| — 0. On souhaite
montrer que

/ |f(z —an) — f(z)|" dz — 0.
Rd

A partir d’un certain rang N, on a lan| < 1. Soit K un compact de R? tel que f soit nulle sur K°. Sin > N,
alors la fonction z — f(x — a,,) — f(z) est nulle sur K§ ot K7 := K + B¢(0,1) est un compact. Comme f est
continue sur K, elle y est uniformément continue. Soit € > 0. Il existe alors n > 0 tel que

v,y eRY o —yll<n = |f(x) - fy)l<e
Finalement, en reprenant les mémes arguments, pour n assez grand, on peut écrire que

3

/Rd|f(wfan)ff(x)|pdm</,|f(:rfan)ff(x)|pdx</K,mdxze

Revenons au cas général. Soient f € LP(R?) et ¢ > 0. Il existe ¢ € Cc(R?) telle que [|f — ¢||, < &/3. D’aprés
le cas précédent, il existe 6 > 0 tel que

Va € B0,3). |rap— ol <&/3.
Alors pour tout a € B(0,6), il vient que

I7af = fll, < I7a(f = ), + ITap — @ll, + ¢ = flI,
<L2f =ell, +llTap —¢ll, <2e/3+e/3=¢

ce qui montre la limite dans le cas général. O

REMARQUE. Le théoréme est faux pour p = oo. Il suffit de prendre f = 1o ;) et a > 0. On voit alors que

I17af = floe = 11—a1-a) = L1l o = 1 - 0.
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9.2 CONVOLUTION

9.2.1 Le cas mesurable positif

DEFINITION 9.4. Soient f,g: R? — K deux fonctions mesurables positives. On définit
R? — R,

Jxo: T Rdf(w—y)g(y)dy-

PROPOSITION 9.5. Soient f,g € .#,. Alors f x g est mesurable positive et

[ regaae= [ f@yar [ o

Preuve On note que les fonctions (z,y) — = — y et (x,y) — y sont continues, donc elles sont mesurables.
On en déduit que la fonction (z,y) — f(x — y)g(y) est mesurable. Le théoréme de FUBINI-TONELLI assure
alors que la fonction f x g est mesurable. O

PROPOSITION 9.6. Soient f,g,h € .#,. Alors

1.ona fxg=gx*f;
2.ona (fxg)xh=fx(gxh);
3. ona{fxg#0}C{f#0}+{g#0}

Preuve 1. Ce point résulte du changement de variables z = = — y dans l'intégrale.
2. Pour tout = € R%, le théoréme de FUBINI-TONELLI donne

(F )@ = [ frlo—u)hto)dy

= [ ([ 1ot — =) by ay

— /R (/Rdg(x— z—y)h(y)dy) f(z)dz
:/Rdg*h(x—z)f(z)dzz[(g*h)*f](fﬁ):[f*(g*h)](ﬂf)-

3. Soit # € R?. Supposons que = ¢ {f # 0} + {g # 0}. Alors pour tout y € {f #0},ona z —y ¢ {g # 0}.
Autrement dit, pour tout y € R? tel que f(y) # 0, on a g(z — y) = 0. On en déduit que

[l /f y=0

et donc = ¢ {f * g # 0}. La contraposée de ce qu’'on vient de montrer donne 'inclusion voulue. O

> EXEMPLE. Soit f:= 1[_1/51/9. Pour tout z € R, on a
fxflz / —1/2, 1/2] T_1yo, 1/2](33—21) dy

/ [2—1/2,0+1/2)(Y) dy
= A( 1/2 1/2]N [z —1/2,2 +1/2))
six < —1,
[-1/2,24+1/2]) =z +1 size[-1,0],
x—1/2 1/2))=1—-2 sizel0,1],
six > 1.

9.2.2 Cas général

o REMARQUE. Soient f,g: R — K mesurables. Alors la convolution f * g existe en 2 € R? si et seulement si la
fonction y — f(z —y)g(y) est intégrable, i. e. |f| x|g| () < 4o0.
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-1 -1/2 /2 1
FIGURE 9.1 — Graphe de la fonction f := 1{_1/2,1/) (gras) et de sa convolution par elle-méme f x f (pointillé)

THEOREME 9.7 (convolution LP-L?).  Soit p, q € [1,00] des exposants conjugués. Soient f € LP(R%) et g € LI(RY).
Alors f x g existe sur R, est uniformément continue et

voe e RY - |fxg(@)| < |1, lgll, -

Preuve Soit z € R?. L’inégalité de HOLDER donne

e -vewlavs ([ 15e-wra) ([ lswrar)” =11, lol, < oo
. (L. ) ([ o)

Montrons que f * g est uniformément continue. Soient x,a € R4 On a

|[fxg(z+a)— frg(z)|= / (flxta—y)— f(z —y))g(y)dy‘

‘/ (r—af = )@ — )(y)dy‘

= [(7—af = f) x g()].
Comme 7, f — f € LP(R%) et g € LY(E). De ce qui précede, on obtient que

[fxg(e+a) = frg(@)] <llm—af = fll, llgllg-

Quitte a échanger p et ¢, on peut supposer que p est fini. Alors

—af — — 0,
I7-af = fly =

donc
[f*g(x+a) = frg(x)] —0
llall—0
et ceci indépendamment de x. Finalement, la fonction f * g est uniformément continue. (Il

THEOREME 9.8 (convolution LP-L').  Soit p € [1, 0o[. Soient f € LP(R?) et g € L*(R?). Alors f g existe presque
partout, appartient & L¥(R?) et
1S *gll, < 171, llglly -

Preuve Soit 2 € R%. On note ¢ € [1, 00[ le conjugué de p. L'inégalité de HOLDER donne

[ L1 rwlsmiazay < ([ e -wriswia) ([ swia) "

En utilisant le théoréme de FUBINI, on obtient alors

[ ([se-vswian) as< [ [ 156 -nPlawla ol as

= [ [ @ delalay gl = 115 ol < o

L’utilisation du théoréme de FUBINI-TONELLI est valide puisque la fonction (z,y) € RIxR? — |f(z — 3)|” |g(y)|
est mesurable. On en déduit que

/d |f(z —y)g(y)|dy < +0o  pour presque tout = € R%,
R

De plus, la fonction (z,y) € R% x RY +— | f(z — y)|* |g(y)| est intégrable par ce qui précede. Enfin, on a

/ 1 * (@) de < / (111 % 19l ()7 dz < 112 gl
Rd Rd

ce qui montre l'inégalité. O
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PROPOSITION g.9. L’espace Ll(Rd) muni de la loi de convolution x possede une structure de K-algebre
commutative qui n’a pas d’unité.

Preuve La commutativité se montre a I'aide du changement de variables z = x — y. La distributivité de % par
rapport a + se déduit de la linéarité de I'intégrable. L’associativité découle du théoréme de FUBINI. Montrons
que cette algebre ne possede pas d’unité. Par 'absurde, supposons qu’il existe ¢ € Ll(Rd) telle que

VfeL'RY), frp=¢.

Pour n € N, on pose
2
fn:zeRY— e loll” e R

Soit n € N. Alors I’égalité f, x ¢ = f,, est vraie dans L'(R?), i. e. ces fonctions sont égales presque partout.
Comme f,, € L®(R%) et p € L'(R%), la fonction f, ¢ est continue. Alors f,, x ¢(x) = fn(x) pour tout z € R?.
En particulier, on a f, x ¢(0) = f,,(0) = 1. Cependant, comme f,,(y) — 0 et |f.(y)| < |¢(y)| pour tout y € R9,
le théoréme de convergence dominée donne f,,(0) — 0 ce qui est impossible. (I

9.2.3 Approximation de 1’unité

DEFINITION g.10. On appelle approzimation de I'unité une suite (@, )nen de fonctions de L' (R?) telle que

— pour tout n € N, on ait ¢,, > 0 presque partout ;

/ @n(x) dz=1;
Rd

/ on(x)de — 0.
B(0,5)

— pour tout n € N, on ait

— pour tout § > 0, on ait

n—-+4oo
o REMARQUE. Soit ¢ € Ll(Rd) presque partout positive telle que f]Rd o(x) da < +o0. Quitte & diviser ¢ par son
intégrale sur R?, on peut supposer que fRd p(x)dax = 1. Pour n € N, on pose
on: z € R — nlp(nz).

Alors (pn)nen est une approximation de l'unité. En effet, pour n € N*| le changement de variables y = na donne

/Rd on(z)dz = /Rd o(nz)n? dz = /Rd o(y) dy = 1.

Soit § > 0. Le méme changement de variables et le théoréme de convergence dominée affirment

/ () dz = / Loy (1)) dy ——> 0.
B(0,8)° Rd

n—-+oo

THEOREME 9.11.  Soit p € [1, 00[. Soient f € LP(RY) et (¢, )nen une approximation de I'unité. Alors

1F % pn = £ll, —=— 0.

Preuve On note ¢ € [1, 00 le conjugué de p. Soient n € N et x € R?. L’inégalité de HOLDER donne

Frona) =@ = | [ o= neatn)dy - )

< [ Ve =) f@)lenlo)dy

< / @ — ) — @) g (w)el! () dy
]Rd

<([ e srama)

On en déduit, avec le théoreme de FUBINI-TONELLI, que

[ rsen@ = s@par< [ [ 1@=9) - 1@ euw) ayas

= [ ([ 1@ =0 = s az ) out) dy
- /R i = S only) dy.
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9.2. CONVOLUTION

Cassons l'intégrale en deux parties. Soit € > 0. Par le théoréeme 9.3, on sait qu’il existe § > 0 tel que
\V/y € B(O75)a ||7'yf - ng < 6/2
Comme la suite (¢, )nen est une approximation de 'unité, il existe N € N tel que

g
Vn > N, on(y)dy < 5 -
B(0,5)° (21f11,)7

Alors pour tout n > N, on obtient que

L ren@ = s@rar< [ ins e vt [ s~ A e dy

3
<SHely [ ewdy<e
B(0,8)°

ce qui montre la convergence de la suite (f * ¢, )nen vers la fonction f pour la norme || ||,. |

THEOREME g.12. Soient f € L°°(R?) uniformément continue sur R? et (¢, )nen une approximation de I'unité.
Alors

1% on = flloo 75772 O

Preuve Soit z € RY. Comme précédemment, on a

£ xule) = F@I < [ 1@ =) = F@]oala) o
Soit € > 0. Par 'uniforme continuité, on sait qu’il existe § > 0 tel que

VyEB(O,é), |f(1'—y)—f($)| <E/2‘
En utilisant le méme découpage que précédemment, on montre que |f x ¢, (z) — f(z)| < € pour n € N assez
grand. Cela montre que || f x ¢, — f|| — 0. O

Régularisation par convolution

THEOREME 9.13.  Soient f € L'(R%) et p € CL(R?). Alors f % ¢ est classe C! et, pour tout i € [1,d], on a

O, (f x ) (@) = [ % (0, 0) ()
pour tout = € R%.

Preuwve On applique le théoréme de convergence dominée en utilisant le fait que |0, ¢, < +o0. O

REMARQUES. — Par récurrence immeédiate, on montre que, pour toute fonction ¢ € C¥(R9), on montre que
o] _ lex]
0oy o (9% 0) = [+ (01 anP)
pour tout (o, ...,a,) € N™ tel que |a| ==a1 + -+ + ap, < k.

— On peut prendre f appartenant a L, _(R?), ’ensemble des fonctions intégrables sur tout compact de R%.

DEFINITION 9.14. On appelle suite régularisante une approximation de 'unité (¢, )nen dont les termes sont des
éléments de C°(RY).

EXEMPLE. On introduit la fonction
2 .
brr Rl {exp<—1/<1 ) i el < 1,
’ 0

sinon.

Alors on montre que ¥ € CX(R?). En utilisant le procédé de la remarque page 45, on construit une suite
régularisante ce qui montre leur existence.

THEOREME 9.15. Soit p € [1, 00[. Alors I'ensemble C°(R?) est dense dans LP(R?)

Preuve Soit f € LP(R?). On suppose d’abord que f € C.(R%). Soit (¢, )nen une suite régularisante. Alors pour
tout n € N, on a f %@, € C2(R?). Or ||f o p, — fll, — 0 ot la suite (f o ¢pn)nen est une suite de C(RY).

Revenons au cas général. Soit e > 0. Il existe ¢ € C.(R?) telle que || f — ¢||, < £/2. D’aprés le cas particulier,
il existe 1) € C°(R?) telle que |l¢ — 9|/, < £/2. Finalement, on a ||f — || < € ce qui montre le résultat. O

APPLICATION (LEMME D’URYSOHN). Soient K un compact de R? et Q un ouvert de R? tels que K C €. Alors
il existe une fonction f € C*®(RY) telle que f = 1 sur K et f = 0 sur Q°.
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