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OBJETS DE LA PHYSIQUE STATISTIQUE. Microscopiquement, dans un volume de gaz, on a environ N ~ 6 x 1023
molécules. Pour prédire I’évolution du systeme, il va falloir connaitre chaque position 7; et chaque quantité de
mouvement p;. On a alors les équations

dp; .
(ﬁ = ; Fie.

et il y en a beaucoup, ce qui est impossible a résoudre aussi bien analytiquement que numériquement.

Macroscopiquement, on peut considérer, pour ce méme volume, la pression P et la température T'. Dans ce
cas, on pose de plusieurs milliers de variable a plus que quelques variables. L’objectif est alors de faire le lien
entre le microscopique et le macroscopique.

ESPACE DES PHASES

Définition
SYSTEME A DEUX DEGRES DE LIBERTE. On considére un systéme régit par et 2. On note p, = mz sa
quantité de mouvement. Ces deux quantités sont reliées par 1’équation

On peut alors représenter ce systéme dans le plan (z, ) qui est appelé espace des phases.
EXEMPLE. Pour un oscillateur harmonique, on a
Lo, 1, 5
—ma” 4+ —kx* = cte,
2 2
donc le portrait de phase est une ellipse.

CAS GENERAL. On considére un systéme ayant N > 1 atomes. Il a donc 6N degrés de libertés qui sont les
coordonnées r¥, v/, rZ, p¥, p! et p7 pour i € [1, N]. L’espace de phase est alors la superposition des espaces

(x1,%1,), ..., (€n,ZN) appelée espace T.

Espace de GIBBS

On considére NV atomes dans un volume V fixé. On isole le systéme, donc son énergie E est fixé. Comme le
volume est fixé, des zones de 1’espace des phases sont interdites. Les points figuratifs (accessible) du systéme sont
alors dans un sous-espace appelé ensemble de GIBBS.

Micro-état classique

On va vouloir discrétiser espace des phases. A quel point deux états du systéme proche dans le temps sont-ils
similaires 7 Cependant, en mécanique quantité, il n’est pas possible d’obtenir avec précision la position et la
vitesse. En effet, I'inégalité d’HEISENBERG donne Az Ap, ~ h ot h = 6 x 10734 Js est la constante de PLANCK.
Ainsi, deux points suffisamment proche en position sont, en fait, le méme état. On peut alors représenter un
petit volume autour des points correspondant a I'incertitude. Chacun des petits volumes de I’espace des phases
est un micro-état.

REMARQUES. — On a alors discrétisé I'espace de phase. Dans la suite, on justifiera plus proprement cela.
— La taille du volume de discrétisation est relativement peu important.
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1.3

1.3.1

1.3.2

1.2. POSTULATS DE LA PHYSIQUE STATISTIQUE

POSTULATS DE LA PHYSIQUE STATISTIQUE

Equiprobabilité

On consideére toujours un systeme & N atomes dans un volume V fixé et possédant une énergie ' & AFE pres.
On discrétise alors 1’espace des phases en des boites de volume h3Y. On note Q(N,V, E, E+ AE) > 1 le nombre
de micro-état du systéme

POSTULAT 1.1 (équiprobabilité). Tous les micro-états d’un systéme & 1’équilibre sont occupés avec la méme
probabilité.

Hypotheése ergodique

Si on tire plusieurs fois des systemes, alors ces systémes rempliront I’espace des phases accessible tout entier.
Si on prend un systeme et qu’on le laisse dériver, alors il va occuper également ’espace tout entier. L’hypothése
ergodique dit que ces deux opérations sont équivalentes.

Moyennes d’ensemble et temporelles

Soit {75, p; } = {r¥,p¥,r!,p!, 17, p? }1<i<n un micro-état. On note p({7;, p;}) la probabilité d’occupation de ce
micro-état. Pour un systéme isolé & I’équilibre, on a p({73,p;}) = 1/€Q. Soit ¢({r3,p;}) une quantité. Initialement,
on a des quantités 7;(t = 0) et p;(t = 0).

DEFINITION 1.2. On définit la moyenne temporelle de ¢ par

T
p= lm = / S({F (1), P(D)}) .

T—~+oco T

On définit la moyenne d’ensemble de ¢ par
| et mher.myar
() = Lace
| etmmpar

ou dI' est I’élément de volume dans I’espace des phases. si tout les micro-états sont équiprobables, alors

<<P>=§ Z (micro-état).

micro-état

PROPRIETE 1.3. L’hypothése ergodique dit que @ = ().

FONCTION DE DISTRIBUTION

Définition

On veut s’intéresser au nombre de particule dV tel que la position 7/ et la quantité de mouvement p sont
telles que 7 < 7/ < dF et p <P’ <P +dp, i. e. autour de la position (7,p), on doit avoir AN o d7 - dp’ et
dN « N. Finalement, la quantité dN vérifie

dN - = = —
7=f(7‘,p)dr -dp

ou f(7,p) est la fonction de distribution. En intégrant sur ’espace, on a

N = /dN /Nf ,p)dr -dp, donc /ff’,ﬁ )ydr - dp = 1.

Distribution la plus probable

Quelle est la distribution f(7,p) la plus probable sachant I’équiprobabilité dans I’espace des phases? Pour
cela, on va discrétiser l'espace des phases (7,9 ) en pleins de cellules. On note M le nombre de cellules. Pour
chaque cellule j € [1, M], on note n; le nombre de particule dans le cellules et ¢; ’énergie d’une particule dans
la cellule. Si I'énergie est purement cinétique, alors €; = %mﬁ-g. On a alors

M M
Zn]—:N et ansj:E.
j=1 j=1
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1.3. FONCTION DE DISTRIBUTION

L’ensemble {n;} est appelé une distribution. On note Q({n;}) le nombre de dispositions. On considére que les
particules sont discernables. On a alors

N! (N —mnq)! N!
n (N — nq)! na!(N — ng)! [, !
Cherchons la fonction de distribution la plus probable sachant les contraintes. Pour tout j, on doit avoir

% InQ{n;}) —aan fﬂansj =0.
/ J J

Le terme ) ; n; est la maniere de traduire la contrainte ) ;n; = N et le terme « est le multiplicateur de
LAGRANGE associé a cette contrainte.

MULTIPLICATEUR DE LAGRANGE. Soit F(z1,... xN) une fonction de classe €°°. On a
dF =
Z o d
On cherche a avoir dF' = 0. On impose une contrainte f(xl, ...,xny) =cou (z1,...,xxN) est une solution. Alors

les vecteurs

dr = E de;x; et n:= E 3 T;
»
i=1 i

sont perpendiculaires, donc d7 - 7 = 0, donc

Alors pour tout A, on a

TRV (AT

EXEMPLE. On suppose que F(z,y) = 22 + y?. On impose la contrainte z +y = 1. Alors on cherche & minimiser
en imposant

F - M1—z—y)] o o AF-A1-zy)
Ox Jy
Onadonc A=—1,doncz=1/2et y=1/2.

=2y+A=0.

La distribution la plus probable vérifie donc, pour tout j,

o [ (S 2) < 5(S ) <o g

On a n; > 1. La formule de STIRLING donne Inn;! ~ n;Inn; —n;, donc
O(lnn,!)
8’11]'

La condition (*) donne, en notant nj la solution la plus probable,

= Inn;.

—Innj —a—pBe; =0, donc n;=exp(—a— fej).

REMARQUES. — C’est bien un maximum car
In Q2 2(In O 1
a(n ) :—lnnj, donc an):_7<0.
on; 6nj n;

— Les constantes « et 8 vérifient
N = Z e e P et E= Ze*aejefﬁej.
J J

— On a également 6InQ) — adN — SOFE = 0, donc

dInQ)  «
— — 8N =06F.
g g
Cette relation ressemble au premier principe dU = 0W + 8Q) = pdN + T'dS. En identifiant, on a
@ dIn 2
=—— e TdS= .
T8 E
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1.3. FONCTION DE DISTRIBUTION

Dans la suite, on montrera que S = kglnQ, donc f = 1/kgT et a« = —u/kpT. Finalement, on a
ot eXp<L€j)
J ksT /°

1.3.3 Exemple : distribution de MAXWELL-BOLTZMANN

Dans ce modele, la seule énergie sera 1’énergie cinétique, . e. pour tout j, on a

2
bj 1 2
€j = % = imvj
En notant c =e7“, on a
2 2
AN = cexp(—ﬁi> = Nf(7,p) A7 A, donc f(7,p)=¢ exp<—5i) .
2m 2m

ol ¢’ est une constante. La fonction de distribution ne dépend pas de la position. La normalisation donne

2
J[remara =1 aome ¢ [a [eo( -2 )ar=1.
m

Ona V = [dF. Par ailleurs, on a p* = p2 + p; + p? et dp = dp, dp, dp., donc

oo )= T fool -2}

i=x,y,z

En effectuant le changement de variable u = 8p;/2m, on a

/exp(—ifj) dp; :/\/?exp(—qf) du = (27;71)3/2.

Finalement, la distribution de MAXWELL-BOLTZMANN est
Lo _1(.8 )3/2 ( 6p2>
f(r’p)_V<27rm P\ o /)

RELATION 1.4 (distribution de MAXWELL-BOLTZMANN). On obtient

On écrit alors 8 = 1/kpT.

£7.7) 1 1 < mu? )
D) =— exp| — .
PI= v GrmksT)32 P\ 2kpT
o REMARQUE. — Cette distribution est une distribution a 1’équilibre, on n’a pas d’informations sur la maniere

dont I’équilibre est atteint.
— On veut calculer la moyenne

Or dp = p?dpdepsinfdf, donc

<p2 > B fexp(—zmp]:BT) %p2 dp x 47

2m fexp(—Qmp:BT) p2dp x 4m

En posant v = p/+/2mkgT, on a

<p2 > 1 fe_ap2p4 dp 1
Z V= 4 T " avec a= .
2m 2m [ e=oP’p2dp 2mkpT

/GWPde: Ve
e
par rapport a «, on obtient

1
/efap2p2 dp = §7T1/20FL°,/2 ot /efozp2p4 dp = Zﬂ_l/zaﬁs/z.

En dérivant deux fois la relation

On a donc

2m

2 1 371/2-5/2 3
<p >:—7‘117T & 2T
2m 5771/2@*3/2 2

4 Espace des phases et postulats — CHAPITRE 1



1.3. FONCTION DE DISTRIBUTION

1.3.4 Fluctuations autour de 1’état le plus probable
On a calculé {n;‘} I’état le plus probable. Quelles sont les fluctuations autour de cet état ? On veut calculer
Pécart-type de nj, i. e. la quantité (n7) — (n;)?. On va prendre

NI ;
szng;” avec nj > 1.
i

On a
In
an:1nN!fzj:1nnj!+zj:njlngj, donc a(annj)wlnnijlngj.

On veut maximiser et on trouve nj = gje*“e’ﬂsj. La valeur moyenne vaut

5 = iy ) = HNvij! I19;'n;
J Z{n;‘} Q({TLJ}) > HNri_,»! Hg;j .

Or d’apres I'expression de €2, on a
Q o0
n;Q=g;,—.
J 9i 7

On obtient alors

Zgj%si ' 0
(nj) = 723 = zgsmgi(zﬂ)‘

De méme, on a

2.0 2.0 X Q0g

a2 Y05, (95,) g 0 ( 0
- S = T = S (9, (29))

La variance vaut donc

Or
0 1 0 1 0 0 0
gj(?g(Zngﬁg(Z ) :Zngagj<Z )+gja <X:Q) gj@gj(z )
2 1 0 0
=<”j>—@79y9j@(29)x9j@(29)
= (n3) — (n;)*,
donc

On suppose que (n;) = nj. Or nj = gje~“e~P%i, donc

(n3) — (n;)? 1
n; — (N =nin onc J = .
(= ns))?) = mim, - =

Plus le nombre de particules augmente, plus les fluctuations diminuent.
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ENSEMBLE MICRO-CANONIQUE
Définition

On définit ’espace des phases accessibles avec la contrainte que I’énergie est fixée. On introduit la fonction
hamiltonien H({r;,p;}) et E la valeur de cette fonction. On appelle ensemble micro-canonique I’ensemble des
états tels que 'hamiltonien est compris entre E et E + AFE.

Entropie

On note Q(FE,AE,N,V) le nombre de micro-états d’énergie comprise entre E et F + AV, comportant N
particules contenues dans un volume V.

DEFINITION 2.1.  On définit I’entropie microscopique comme
Smic = S(E,AE,N,V)=kgInQ(E,AE,N,V)

ou kg est une constante arbitraire, appelée constante de BOLTZMANN, exprimée en J - K—1. La valeur fait coincider
les entropies microscopique et macroscopique, on a kg = 1,38 x 10723 J . K—1.

EXTENSIBILITE DE L’ENTROPIE. On divise un espace en deux parties (N1, Vi, E1) et (Na, Vo, Ey). L’énergie
totale vaut £ = E; + E5. En séparant les variables, ’entropie microscopique vaut

S:kBan

1
= Ky 1n(h3N ar d;‘)’N)

/E<H<E+AE

dP Nt dp ™M x /
Es<H<E3+AE>

1

dr dﬁNl) + kg 1n<7h3N1

:thl(i/ dr Nz dﬁNz)
3N, 13N,
R3NASN [ < B+ AR,

1
= kB IH<W

=51 + Ss.

di N2 dﬁN2>

/El<H1<E1+AE1 /;2<H2<E2+AE2

Donc ’entropie est une fonction extensive.

Equilibre thermique et température

On considére un systeme isolé séparé en deux parties de nombres de particules respectifs N7 et No. On fixe
I'énergie F et le volume V. Les énergies E et Eo peuvent varier. L’entropie totale est S(E) = S1(E1)+S2(E—Ey),
donc

as 0= 051 n 98 051 05 donc 051 0S5
0E; ~  0E, 0Ey 0E, 0Ey’ 0E;  0Ey
DEFINITION 2.2. On appelle température la quantité T vérifiant
l o 8Smic
T OF N,V'

D’apres ce qui précede, les températures des deux systémes sont identiques.
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2.1. ENSEMBLE MICRO-CANONIQUE

2.1.4 Equilibre mécanique

Maintenant, on laisse bouger la paroi et on a V; + Vo =V = ct®. De méme, on a

95 _\_ 05 _ 0%
1 \ A

DEFINITION 2.3. On appelle pression thermodynamique la quantité P vérifiant
P _ 85’mic

T 9V BN

A I'équilibre, on a Py /Ty = Py/Ts. S’il y a des équilibres mécanique et thermique, alors Ty = T3 et P; = Ps.

Equilibre chimique

Maintenant, on autorise le systéme a échanger des particules. On fixe le nombre de particules N = N7 + No.
De méme, on a

oS 0= 051 05,
ONy ~  ON;  ONs’
DEFINITION 2.4. On appelle potentiel chimique la quantité p vérifiant
_ﬁ o 85’mic
T ON

A Téquilibre chimique, on a pq J/T1 = po/To. S’il y des équilibres chimique et mécanique, alors pq = ps.

VARIATION DE L’ENTROPIE. En différentiant I'entropie, on a

o9 o9
e N s
9E |y T v

dV—i—a—S

ds
EN ON

dN.
E\V

Avec les définitions précédentes, on a
dE =TdS — PdV 4+ udN.

On reconnait le premier principe de la thermodynamique.

Théoreme d’équipartition généralisé
On note z1, ..., z;, ... les variables du probléme. Montrons que

OH
<x18$]> = 5i,jkBT~

oH
<xa£> _ Jp<ncpinp®io, AU
18953» N dr’

On a

avec dI =drV dp?.
fE<H<E+AE

Une intégration par parties donne

/ xlai dr :/ xi@ dr
H<E 3% H<E 3&03

:/ Mdp_/ axi(H_E)dF.
H<0 H

Ox; <p 0z;

La premiere intégrale est nulle car, d’apres le théoreme de GREEN-OSTROGRADSKY, c’est une intégrale de volume

qui est nul. On a donc
H
H<pg 0z; H<E

Le numérateur vaut

B<H<BE+AE 0Tj He<B+aE  O; H<p Oxj

:_m/ (H—[E+AE})dF+5i7j/ (H — E)drl
H<E+AE H<E

Ensemble micro-canonique — CHAPITRE 2 7



2.1. ENSEMBLE MICRO-CANONIQUE

=0; /H<E(H[E+AE])dF+/H<E(HE)dF
_/ (H - [E+ AE))dr
E<H<E+AE
= i; [AE dr + O(AE)} .

H<E

Le dénominateur vaut

/ dr :/ dr’ —/ dr
E<H<E+AE H<E+AE H<E

0
=AE— dr.
OF Jucp
On obtient alors
0; i dr -1
()~ Saduee g (0 (1 ar)])
dz; o8 Jucpdl OF H<E

Le nombre de micro-états Q(FE) vérifie

1
QE) = 7/ dl’ ~ —/ dr
EV =308 Jpnepins T s

car la surface et le volume sont a peu pres la méme chose. L’entropie vaut alors

S:kBan:kBln(/ dF)—BNkBlnh,
H<E

u([ )= S
H<E kg

< aH> (1 aS)—1
Ti— ) = 61‘,]‘ —_— .
al‘j k‘B oF

donc

En réinjectant, on obtient

Or 0S/0E = 1/T.

THEOREME 2.5 (d’équipartition généralisé). On obtient alors

OH
<xl(9x]> = 6i’jkBT.

> EXEMPLE. Pour un gaz parfait, son énergie H est uniquement de ’énergie cinétique, donc

On prend z; = v;; et T = v;5. Alors

OH 1 1
()~ () -3 ).

donc

Finalement, on a

(H) = gNkBT.

o REMARQUE. Si on a un degré de liberté de la forme Az?, alors

_ keT

(Ax?) = 22

(2
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2.2. GAZ PARFAIT CLASSIQUE

2.2 (GAZ PARFAIT CLASSIQUE

2.2.1 Entropie de partie discernables

On considére un gaz parfait. L’hamiltonien s’écrit alors

N
H= z imvf
i=1
En notant V' le volume du gaz, le volume ¥ de I'espace des phases entre les surfaces H = E et H = E+ AFE est
Y = drN dp N = VN/ dp'V.
E<Z p?/2m<E+AE E<Z p?/2m<E+AE

La quantité

dpN

/Z p?/2m<E
est le volume d’une boule de rayon R := v/2mFE dans un espace de dimension 3N. On admet que, dans un espace
de dimension n, la surface et le volume d’une boule de rayon R sont
7("/2

_ n—1 _ n .
Sn(R) =nCLR et V,(R)=C,R" avec C, = 71"(71/2 eyl

Le volume dans I’espaces des phases
¥ = VN AES,(V2mE) = 3NVN AECsy (2mE)BN—D/2,
Donc le nombre de micro-états est
Q(E,AE) = 7N

donc I'entropie vaut

B3N

N (3N—1)/2
S =kglnQ = kg ln<3NV AECsy (2mP) )

AE VN3N
= k‘B ln(fvidi]\[c%]v(sz)(gN_l)/QE>

VN3NC3y (2mE)BN+1/2 AE
=l {1“( B 2 ()

o ( VN3NCsy (2mE)BN+1/2 )
~ KRB .

h3N 2m

Or
9r3N/2

O Ty

donc

3N/2 /N (3N+1)/2
s mmf 2 VN (2mE)
T(3N/2) k3N 2m

. 7T3N/2VN(2mE)3N/2 (2mE)1/2
= n p
B h3N mI(3N/2)

3/2 3/2 1/2
= NkB 111(71-‘/(%@) + kB ln<(2m£)> - kB IHF(3N/2)

h3

D’apres la formule de STIRLING, on a

In['(3N/2) ~ .

— =NIn
2

3N BN 3N (3N)3/2 3N
2 "2 T3 '

Ainsi, on obtient
3 AmmEN\%/?
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2.2.2

2.2.3

2.2.4

2.2. GAZ PARFAIT CLASSIQUE

Paradoxe de GIBBS

On considere deux parties d'un systéme contenant un gaz parfait. Les parties contiennent respectivement Ny
et Ny particules et leurs volumes sont respectivement V7 et V5. On note € I’énergie par molécule. On a alors

FE4 = Nje. Les entropies des parties 1 et 2 sont
3 dmme\*/?
()]
2" n< "\ T3n2

La variation d’entropie est

AS =85 — (Sl +S2> = NthlV—le'Bln‘/l —NQkBanvg
= (N1 + No)kgInV — NikgInVy — Nokgln Vs

Si = N;kp

\%4 1%
=k {Nl Nl—} 0.
B 1DV+ 2nV2 >

Pourtant, I’entropie doit étre extensive. Le probléme vient du fait que ’on distingue les particules alors qu’il n'y
a aucune raison de le faire : des micro-états ont été comptés plusieurs fois.

Formule de Sackur-Tetrode

Pour prendre en compte 'indiscernabilité des particules, il faut prendre

v ),
= — dr.
NN [y

Dans ce cas et comme N! ~ NIn N — N, on aura

3 Amme |3/
S = NkB{ +ln(V( 3];) )}—kBInN!

5 V [ 4mme\*/?

L’entropie est donc bien extensive.

Equation d’état du gaz parfait

L’inverse de la température vaut
1 85

_ KA 3/2 1

On retrouve alors I’énergie du gaz parfait
3
E = §N kgT.

De méme, on a
P 39S 3] 1
— = NkglnV N,E)| = Nkg—.
T~ ov gy helnV (N E)l = Nkey;
Lot 2.6 (des gaz parfait). On obtient alors ’équation d’état

PV = NkgT.

Enfin, on pose la longueur thermique de DE BROGLIE

h
V2rmksT
On a alors
drmE 1
3NR2 N2’
donc

s (2on(,%).

Le potentiel chimique vérifie

10 Ensemble micro-canonique — CHAPITRE 2



2.2. GAZ PARFAIT CLASSIQUE

En utilisant la loi des gaz parfait, on obtient

3 P)\3>)
,u—k'BT <*§+1H<7kBT .

Ensemble canonique — CHAPITRE 2
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3.1.1

Chapitre 3
ENSEMBLE CANONIQUE
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3.2.1 Energie interne . . .. ... ... ... 0L, 13

ENSEMBLE CANONIQUE

Dans le chapitre précédent, le systeme était fermé isolé a E, V et N fixé. Maintenant, le systeme va pouvoir
échanger de ’énergie avec l'extérieur. On va étudier un état de I’espace des phases, dit ensemble canonique, a

partir de I’étude d’ensembles micro-canoniques.

Densité de probabilité

On considére deux systéme (S1) et (S2) dont le premier est petit et inclus dans le second. On fixe le nombre
de particules N = Ni + N, le volume V = V; + V; et I’énergie E = F; + E>. Comme le premier systeme est
petit, on considere que N7 < N> et V7 < Va. Pour le systeme total isolé, chaque micro-état est équiprobable. La

probabilité p de trouver le systéme total dans le volume di” N dp'™ est proportionnelle & ce volume, i. e.

poc drN dp N oc dF M dp Nt x dF N2 dp V2.

Pour le sous-systéme (S1), on cherche la probabilité d’occuper une certaine zone. On a alors

poc dir M dp ™ / dir N2 dp >,

acc

Calculons cette derniere intégrale. Or

1
Qo (Ea, Noy, Vo) = / drN2dp e et Sy(Es) = kg InQa(E2, No, Va).

" h3N:2

On suppose que E; < E. Un développement de TAYLOR donne

_ _ 95 _ _ &
$a(B2) = (B ~ ) = $2(B) ~ By = $2(B) = -

donc

E FE

On obtient donc

[ arar sen( ) (- 55).

Ainsi, la probabilité de présence est proportionnelle a

E
pocdP M dpM exp(—kB}2> .

Pour un ensemble micro-canonique, on a

pdr N dpN

<SD> _ L<H<E+AE

/ dFN ap N
E<H<E+AE
alors que, pour un ensemble canonique, on a

H({r,pi SN -
/ apexp(— ({ri.p })> a@N agN
0<H<E kgT

o= .o :
/ exp(—i(‘g:l;m}n dF N ap N
0<H<E B

b

(p) =

12 Ensemble canonique — CHAPITRE 3



3.2. GRANDEURS THERMODYNAMIQUES

3.1.2 Fonction de partition

Pour un ensemble micro-canonique, on a

1
QE,V,N) = ———
(B, V. ) N3N /E<H<E+AE

Pour un ensemble canonique, on définit une notion analogue

1 H AN 1SN
ATV = e [ ep(— g ) a7 s,

drN ap™.

appelée fonction de partition.

3.2 GRANDEURS THERMODYNAMIQUES

3.2.1 Energie interne

DEFINITION 3.1 (énergie interne). L’énergie interne est la valeur moyenne de 'hamiltonien U = (H).

On remarque que

o) =g o ar)] =75 e ()

- {/exp<kaiT) dr} _ dnQ
= .

On a alors

3.2.2 Fluctuation d’énergie

Calculons la variance de H. En posant 8 := 1/kgT, on a

B /H2 exp(kaiT> dr B /H2 exp(—BH)dT

(H?) i —
/exp(—kB7T> dr /eXp(—ﬂH) dr
Or .
Tlp(/exp(—ﬁH) df) = /H2 exp(—fH)dT,
donc -
e w(/exp(_BH) ar) 1o
/eXp(—,BH) dr Q 0p*
Or 9 20 52Q 80\ 2
1 1 1
%%%) Qo (a@) = (H%)
et
AL _D(10QY_ D g g0
W) = =55 > done (H)—(H)"= aﬂ(Q ag) = 55 (~(H)) = —kuT? g (~()
D’ou
(H?) — (H)? = kBT2g—¥.

Lor 3.2. La variance de G vaut

o REMARQUE. Comme (H?) — (H)? > 0, la capacité calorifique C, est toujours positive. Pour un gaz parfait
possédant N particules, on a U = %N ksT et on obtient

() - (P _ 1
(H) VEN

Ensemble canonique — CHAPITRE 3 13




3.2. GRANDEURS THERMODYNAMIQUES

3.2.3 Energie libre
RAPPEL. En thermodynamique, en se plagant dans I’hypothese d’un équilibre permanent, ’énergie interne U
vérifie
dU = —pdV +TdS.

Alors U dépend de (V, S) et
oU ou
—— et T=_——=| .
Un systéme non isolé est a .S non fixée, un systéme thermostaté est a T fixée. En posant F := U — TS, appelée
énergie libre, on a

p:

dF = —pdV — SdT.

Alors F dépend de (V,T). En notant G := F + PV, appelée enthalpie livre, on a
dG =V dp— SdT.

Alors G dépend de (P, T).

ENSEMBLE MICRO-CANONIQUE. Dans ce cas, on a (U, V, N) fixé. Les principes de la thermodynamique donnent
dU P

W P
ds = = + 5 dV — ZdN,

donc Ventropie S dépend de (U, V, N), elle est donc fixée.
ENSEMBLE CANONIQUE. Dans ce cas, on a
dF = —pdV — SdT + pdN,

donc I'énergie libre F' dépend de (V, T, N). Si ces variables sont fixées, alors F' est fixée et on pose

F:=—kgTInQ.
C’est l'interprétation microscopique de I’énergie libre. On a
__oF g _9F ot = 2F
P 8VN,T’ a T |y n 'uiaNTv'

Ainsi, 'entropie canonique vérifie

can __ i
5" =k = (T Q).

Comme F =U — TS, on a

_ _ 9 _ 20(In Q)
U=F+TS= —kBTan—&—Ta—T(kBTan) = kT —a7

3.2.4 Equivalence entre les ensembles

PROBLEMATIQUE. L’entropie d’un systéme micro-canonique est-elle la méme qu’un systéme canonique &
I’énergie la plus probable ?

On a définit la fonction de partition par

1 — —
Q= W/exp(—ﬁH)drNde,

En faisant des petites tranches d’énergies, on peut réécrire cette fonction comme

Q= 7/ {/ exp(—BH) dr YN dp }dE
N3N |, | AE

E
1 +oo eXp(—BE) E+AE N N
— e = — E
NIR3N /0 { AE /E armdpd

+oo
_ &/O Q(E) exp(—BE) dE.

Or S™i¢ = kpIn (), donc

1 +o00o < E Smic(E) )
== —— + 2 T 4E
@=3E /0 P\~ T T )Y

14 Ensemble canonique — CHAPITRE 3



3-3

3.3. L’EXEMPLE DU GAZ PARFAIT

1 +o00 < E — TSIIliC(E) )
= — o2 WE.
AE /0 P kT d

On fait un développement limité & I'ordre 2 de la fonction E — T'S™i¢(E) au voisinage de I’énergie la plus
probable E* : on obtient

; 0 0? (E - E*)?
E_T mic E — T mic El* _ E T mic E E* _ E T mic S ———
§™e(B) SUE) + gl TS (E)| (E B+ gpalB-TS"(B)|
Comme 1/T = 9S™€/9E, le terme d’ordre 1 est nul. La dérivée seconde vaut
0 mic 9?2 Gmic o(1)T) T or 1
gpE - TS ()] B 1 om s OE |p. T2OE|, CT
D’ou ( 2
. . E—-FE*
_ mic — * _ mic *
E—TS™¢E)=[E*—TS™(E")]+ 20T
En réinjectant dans la fonction de partition on a
T .Smic( E* 1 ( (E - E*)? )
_ _ — dE
© eXp( kT AE / P\ 2k T

— TSHE(E) 1 kaC’VT2
o kT AE

Finalement, 1’énergie interne vaut

1 [rksCyT2
F=—kgTlnQ = E* — TS™(E*) — kpTln <AE\/7r sCy )

Comme N > 1, ce second terme est négligeable, donc
F = E* — TS™(E").

En retrouve alors bien la définition de 1’énergie libre pour un systéme canonique.

L’EXEMPLE DU GAZ PARFAIT

Pour un gaz parfait, I’hamiltonien s’écrit

;.
om’

Ainsi, la fonction de partition est

1

@ = sy [ (- O
_ 1 >N Pi \onN
~ NUBN /dr /eXp 5;2771)”

N
= NN —=V /]R exp o du

) d—>N —N

VN h
= NDEN avec N\ = \/W
Apres calcul, on retrouve
U= ;N kT

et la formule de SACKUR-TETRODE

Systéme de particules en interactions, approximation de champ moyen — CHAPITRE 3 15
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COMPORTEMENT PHENOMENOLOGIQUE

Interaction microscopique

Dans le modele du gaz parfait, on ne considére aucune interaction entre particules et son énergie est purement
cinétique. On va maintenant ajouter des interactions. Deux particules 1 et 2 interagissent via un potentiel
9 . — .z 52 . s -3 7 . .
d’interaction vy 2(7) et la force associée s’écrit f = —gradv. Entre deux molécules, on a des interactions
dipole-dipéle dii aux fluctuations du moment magnétique des particules. A courte, une répulsion de recouvrement
des corteges électronique se crée. Une bonne approximation de ce potentiel est

o =[(2)" - (3)]

ou € > 0 est "amplitude du potentiel et o est sa portée.

Description macroscopique

Pour un gaz parfait, ’équation d’état donne
PV
NkgT

Pour un gaz réel, ce n’est pas le cas, mais dans la limite N/V — 0, on a

PV 0
NEkgT '

1.

Un développement limité donne

PV N N\?2 N
—  ~ 14 Bo(T)— + B3(T) | = . =
NkoT + Bs( )V + B3(T) <V> + avec n v

Pour des systémes plus concentrés comme les liquides, on montre 1’équation d’état de VAN DER WALLS (1873)

(P+a(§>3(V—AM%:N@T

ou a et b sont deux parametres dépendant du corps considéré. Cette équation prévoit ’existence liquide-vapeur.

EQUATION D’ETAT DE VAN DER WALLS

Fonction de partition de particules en interactions

On considére un systéme a (T, N, V) fixé et qui échange de I’énergie avant 1’extérieur. On rappel que la
fonction de partition du systeme s’écrit

1 H N IoN
Q(N,V,T)fN!th/exp( k;BT>dT dp ™.

Ici, 'hamiltonien se voit rajouter une énergie d’interaction qu’on écrit

p; 1
H=2 0t 2 5v0)

i#]

16 Systéme de particules en interactions, approximation de champ moyen — CHAPITRE 4



4.2. EQUATION D’ETAT DE VAN DER WALLS

ot v(r; ;) est le potentiel d’interaction entre les particules i et j. Ainsi, en posant § = 1/kgT, la fonction se
partition est

Q(N,V,T):ﬁ/exp( [ZPZ+Z r”DdF’NdﬁN

= ﬁ /exp(,@’zi:;fn) dﬁN] /exp(ggv(ri,jw dr v
:%/\SNZN avec Zn ::/exp(—gz (r”)>d

i#]
L’intégrale Zy est appelée intégrale de configuration. Le probléme va étre de la calculer.

¢ REMARQUE. Pour un gaz parfait, on a v = 0, donc Zy = V.

4.2.2 Approximation de champ moyen

Pour une configure, on fait ’hypotheése qu’une particule ¢ interagit avec un potentiel moyen v, . e. le potentiel
v est l'interaction de de la particule i avec le bain des autres particules supposé homogene. On peut donc écrire

1
72 r” ZZ rm 25 Nv

i#] (E
ou l'on définit le potentiel moyenne comme

N -1 N -1 4
v = 7/ v(r)dr = v(r) -4nr?dr  avec V.= —md®.

V- %de V-V 3
ou d est la distance typique de la particule au bain. Or V > V., donc
N -1
U= —— 4rro(r) dr.
14 r>d

Finalement, le potentiel d’interaction vaut

1 N(N -1 1
3 E v(ri ) = —%a avec @ = —5/ 4rr?u(r) dr > 0.
i#j >d

Pour un potentiel v(r) quelconque, on remarque que 'intégrale n’est pas nécessairement convergente. On prendra
d = 0. Ainsi, la fonction de partition se réécrit

eBN(N=1)a/V N
T T ONIBN [/ dr}

eBN(N-1)a/V

4
_ _ N 1 _ %3
= TNIGN (V- Nb)" avec b:=V,= 370"

Comme N > 1, 0n a
6ﬁN%/v

— N
Q= o (V- NO)

4.2.3 Equation d’état de VAN DER WALLS

En utilisant que In N! ~ NIn N — N, I’énergie libre vaut
ePNa/V(V — Nb)

F=—kgTlnQ =~ —kgT {Nln( )—NlnN—i—N}

A3
La pression vaut alors
oF d ( {,BN } )
- NkgT |~ +In(V - N T,N
BNa 1 }

= NkgT |-

i vz TV N
_ N?a NkeT
V2  V-NB’

Systéme de particules en interactions, approximation de champ moyen — CHAPITRE 4 17



4.2.4

4-3

4.3.1

4.3.2

4-3-3

4.3. TRANSITION LIQUIDE-VAPEUR

On retrouve alors ’équation d’état de VAN DER WALL

N2
(P + aﬁ) (V — Nb) = NkgT

ou a est les interactions attractives et b est les interactions répulsives.

Lien avec les équations des gaz

En posant n := N/V, on obtient

nkBT _ cm2
1—nb '

(p+an?®)(1 —n) = nkgT, donc p=

Dans la limite ot nb < 1, on a donc

p 1 an?

nkgT - 1—nb nkgT

— _ % 2
—1+n(b kBT)+O(n ).

TRANSITION LIQUIDE-VAPEUR

Isotherme

On pose v := V/N. L’équation d’état se met alors sous la forme

ksT b
v?’—(b—l—L)vQ—i—gv—a—:O. (*)
p p p

Les quantités a et b sont constantes : elles dépendent du matériau. On trace les isothermes, a T fixée donc.
Lorsque T est grand, on a
3 kT , kgT

v>— —2v° =0, donc p=—".
p v
Coexistence liquide-vapeur

A Téquilibre, & N et T fixée, On a
dF = —pdV.

On fixe la valeur de la pression a p = p*. On note L et G du diagramme (v, p) comme l'intersection de la droite
p = p* avec I'Isotherme T' = T,. On a alors

G G G gF G
/ dF = / —p*dV, donc / ——dV = / p*dV.
L L L oV L

Point critique, équation universelle

On peut mettre le polynéme () sous la forme (v — v.)% = 0 si et seulement si

3ve = b+ kpT/P, Ve = 3,
3v2 =a/P, i e. P. = a/27b?
v =ab/P, kT, = 8a/27b.
On appelle point critique le point (p¢,v.) dans le diagramme (p,v). On définit des variables adimensionnées
t = 2, p::E et @::1.
T. P, Ve

Apres calcul, on obtient ’équation de VAN DER WALLS adimensionnées
3
¥

dite équation universelle.
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4.3. TRANSITION LIQUIDE-VAPEUR

4.3.4 Comportement proche du point critique

On définit la compressibilité

1 ov
XT=-—25

vOP |y
Cette quantité diverge en T' = T,. On peut montrer qu’elle satisfait une loi. En dérivant logarithmiquement par
rapport a P I'équation d’état, on obtient que
1
o —.
XT 1

Expérimentalement, on trouve

1
XT X m avec v = 1,22

On s’attendait a avoir v = 1 : le probléme vient de I’hypothese de champ moyen.

Ensemble grand-canonique — CHAPITRE 4 19
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Maintenant, les systémes considérés pourront a la fois échanger de I'énergie et des particules. La température
et le volume seront constants. Ces systémes seront dit grand-canonique.

5.1 ENSEMBLE GRAND-CANONIQUE

5.1.1 Probabilité d’occupation

On va considérer un grand systéme S a température, volume et nombre de particules fixés. On sépare ce
systéme en deux sous-systémes S; et So de nombres de particules N; avec Ny > Nj et de volumes V;, ils sont a
la température T' du grand systéme. La fonction de partition du systeme total S est

1
ANV, T) = W/QXP(—/BH) dr.
D’apres la partition en deux sous-systéemes, on peut écrire
H(T—{?p—fw"amvp—)]v) = Hl +H2

Alors

Q(Ny, Ny, V,T) = NUAY | NN exp(—SH;)exp(—FHs)(dr dpy - - - dry dpn)

(der-‘rl del-‘rl te dTN1+N2 de1+N2)

1 o o
= N B3N /GXP(_5H1) dri dpy - - - Ay dpw
1-
Q(NI,VLT)
1
Nolh3N2 /exp(—ﬂHz) diy 1 dpni o - - AP N v, PN e,

Q(N2,V2,T)

La fonction totale de partition est donc

N
QN,V,T) = > Q(N,N = Ny, V,T).
N1=0
La probabilité d’avoir N; particules est
(N ) _ Q(N17N27‘/7T) _ Q(NthaT)Q(NQv‘/Q?T)
PR T T QIN VT QN,V,T)

Ainsi I’énergie libre du systeme totale est

F(N,V,T
F(N"/’T) = _kBTln(N7 Vv T)7 1. e. Q(N,V;T) = exp<_w) .

kT

On peut alors écrire

Q(NQ,V27T) _ _FQ(NQa‘/?7T) +F(Na‘/aT>
W—Q(NthaT)eXP( ksl )

On considere que Ny >~ N et Vo >~ N. D’apres les identités thermodynamiques, on a
dF = SdT — PdV + pdN

p(N1) = Q(N1, V1, T)

oF OF oF
= a—TdT—k WdV—Fa—NdN
Un développement de TAYLOR donne
oF oF 9 9
F(N,V,T) :F(Nz,V%T)‘F(N—NQ)afN+(V—V2)W+0((N2 = N)* (Ve =V)9)

= F(N2,V2,T) + Nipp = ViP + o((N2 = N)?, (V2 = V)?).
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5.1.3

5.1.4

5.2

5.2. GRANDEURS THERMODYNAMIQUES

A Tordre 1, on en déduit que
Nip — V1P)

PN = QN V. T exp (B

Grande fonction de partition
On note z := exp(p/kgT). Alors la probabilité se met sous la forme
P
p(N1) = Q(Ny, Vi, T) M exp(—kl—T> .
B
On définit la grande fonction de partition

2= Q(Ny, W, T)M
Ny
et on définit le grand potentiel
Q:=F—uN =—kgThE.

La différentielle de Q vaut
dQ = -5dT — pdV — Ndu.

On en déduit que
59 o0 o0

Résumé des ensembles

Voici un tableau récapitulatif des caractéristiques des différents ensembles considérés dans ce cours.

Ensemble micro canonique grand canonique
Variable N, V, E N, V, T w, vV, T

Fonct. de part. Q =

Potentiel S=kglnQ F=—-kgTInQ Q=—kgTIn¢

Différentielle  dS = L(dU + pdV — pdN) dF = ST —pdV + pdN  dQ = —§dT — pdV — N dp

Application au gaz parfait

Pour un gaz parfait, on a vu que la fonction de partition s’écrivait
1 VN h
= ——= avec A= — ——.
@ NI 3N (2rmkpT)1/2

On peut donc écrire la grande fonction de partition comme

_ 1VNzN_ Vz
=2 v~ )

(1]

Donc le grand potentiel vaut

Vz
Q=kgTIné= _kBTF
et la pression vaut
- _879 - kJBTZ
P="5v = X
On en déduit que le potentiel chimique vaut
2N
=kgTIn-——.
A

GRANDEURS THERMODYNAMIQUES

Densité moyenne de fluctuation

On rappel que p(N) = 2V Qx exp(—BPV). La moyenne du nombre de particules vaut

(V) = S p(N)N.
N

Ensemble grand-canonique — CHAPITRE 5 21



5.2. GRANDEURS THERMODYNAMIQUES

o REMARQUE. Comme

1= "p(N) =3 ="Qune "™V et =3 2 Qu,
N N N
onax =e PV donc p(N) = zVNQn/=.

On en déduit que

Np(N) = NZ]iQN _ éa(ngN),
= = z
donc (N On) 5
1 NON) 1 0=
W=22 =5 ~=°

De méme, on a

Apres calculs, on trouve

(N?) —(N)? =2z

© REMARQUE. La variable z est intensive, donc
(N?) = (N)? o< (N).

On va montrer que

kBTXT |4
N?) — (N)? = =—
(N°) —(N) S avec v i=
et xr la compressibilité isotherme.
Preuve On a p/kgT =1Inz. A T fixée, on a
d 1
dp = kpTEE, done = = kpT—,
z dz du
donc V) (V)
= kgT—".
oz B on
Or
dF SdT + pdN dv, d oF
= — — 1 = A"
Ju pdV, donc p= 5
Comme F' est extensive, on peut I’écrire sous la forme
\%
F(N,V,T)=N (—,T),
NV 1) = Nf( 5
done oF of af o of
v
m=on T T N o =T N g an =1 %,
car v = V/N, donc
D AN ene
v N M ONT TN

On a alors

De méme, on a

_LoF _ of . On o vtOp w1
P="8v =~ "o ON _ Nov nxr
On en déduit que
2 — 2: _— =
(N%) = (N)? = 255 = ke T = T m
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FONCTION DE PARTITION QUANTIQUE

Eléments de mécanique quantique

On considere une boite cubique de c6té L et une particule a l'intérieur. En classique, on avait introduit les
variables 7 et p’. Si on note V' le potentiel et M la masse de la particule, la conservation de ’énergie donne

P
e = F.
Wi +V(r)

En quantique, on va remplacer ces variables par une fonction d’onde ¥ (7). La probabilité de présence autour de

la position 7 est proportionnelle & |¥(7)|2. L’équivalent de la variable p, en quantique est 'opérateur
0
pr = +jh—.
Pz J o

La conservation de 1’énergie est alors équivalent a
P3 + by +
2M

ce permet de déduire I’équation de SCHRODINGER

2

K
— 537 AV V()Y = BV,

Dans une boite, on prend un potentiel V' (r) égale a

{O dans la boite,

oo a lextérieur.

V(r) =

Comme le terme V(r)¥ est présent dans I’équation, cela force ¥ = 0 & D'extérieur. Dans la boite, comme
V(7) = 0, la particule est libre. On recherche donc la fonction ¥ telle que, dans la boite, on ait
h2
——— AU =FEV¥
2M

et telle que ¥ = 0 a l'extérieur et sur les bords. Trouvons les conditions pour que les fonctions
U(x,y,2) = Yosinkyxsinkyysink,z

soient solutions. On a alors
AV = — (k2 + k. + k2)U,

donc on veut résoudre 1’équation
h2
2 2 2 _
De plus, les conditions sont bien remplies en z = 0, y = 0 et z = 0. En x = L, on doit avoir ¥ = 0, donc
sink;L = 0, donc kL = 7n avec n € N*. De la méme maniere, on doit avoir k,L = mm et k,L = wf. L’équation

(1) devient alors
2

h
E»,Lml = W(n2 + m2 + €2)

et cette énergie est associée a la fonction
v =V sm(mr—) sm(mn’—) sm(&r—) .
n,m,% 0 L T L
Toute solution peut alors se décomposer sous la forme

U= )" Upme

(n,m,0)
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6.1.2

6.2. EXEMPLE : MOLECULE DIATOMIQUE

Fonction de partition
En quantité, chaque micro-état correspond a des nombres quantiques. On définit alors la fonction de partition
quantique comme
Q=Y exp(—BEumy).
(n,m,0)
Limite classique
Dans une certaine limite a définir, la fonction de partition quantique tend vers la fonction de partition
classique. Pour une particule dans une boite, la fonction de partition classique vaut
s [ oo sitigr)
e = — N d~> d~>
@ lﬂ/m)QM@T ner
3 A\ h
= — avec e
A3 (2 MkgT)'/2
La fonction de partition quantique vaut
h2m? 2 2, 42
Qq__(Ejanp(_QAJL%BIAn tm +€))
3
Z < 527&'2 2)
= ex — "N
P\ 2ML2ksT
neN*
On introduit
K22
€= ——.
2M L2
Alors
Qq=1° avec I:= Z exp(—n?Beo).
neN*
Par comparaison intégrale, en posant f(x) = e=’B%0 on a
+o00 1/2
1/ =
I</ fxdx:f(—) <I+1.
0 (=) 2 \ Beo
Dans la limite ou kg1 > ¢, on a
1/ 7 \/2
I~ — (—) .
2 \Beo
On en déduit que
17 \*? I3
o~ (i7) =%
ORDRE DE GRANDEUR. On veut avoir T > gq/kp avec g9 = h?72/2M L%, Pour un atome de xénon et pour
L=1cm,onaT > 10712K.
EXEMPLE : MOLECULE DIATOMIQUE

On considére une molécule constitué de deux atomes A et B différents (par exemple CO). Il y a 6 degrés de
libertés classiques. L’énergie se décompose comme

E=FE,+E, +E,

ou ces énergies sont respectivement celles liées a la translation, la rotation et la vibration. On note ¢ le nombre
quantique associé a la translation, r a la translation et v a la vibration. Alors la fonction de partition s’écrit

E, +E, +E,
Q=Y eo-HEEER).

t,r,v

On note M = M + Mp la masse de la molécule. De méme que précédemment, la partie liée a la translation est
E; ) L3
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6.3

6.3. INDISCERNABILITE

Pour la partie liée a la vibration, on peut écrire
~ * 1 %2
v(r)_v(r)+2K(r ™)

ou r* est la position d’équilibre et K = 0,.v la constante de raideur. On introduit la masse réduire u telle que
1 1 1

:74—7
p My Mg

et la fréquence propre w := /K /u. En quantique, on a un nombre quantique n et peut montrer que 1’énergie
vaut

1

Alors la partie vibratoire est
Q= exp(-
v

Pour la partie liée a la rotation, il y a deux degrés de liberté, donc deux nombres quantiques entiers J et m
sont associés. On admet que ’énergie vaut

) _ iexp<_ (n+ 1/2>hw)  exp(—hw/2kpT)

E,
kBT kBT o 1-— exp(—hw/kBT) '

h2

ou I est le moment d’inertie de la molécule et J € N. On a m; € [0, J]. On note
gy = 2J+1

la dégénérescence de I’état J. La fonction de partition liée a la rotation s’écrit

M

Qr (2J +1) exp(—pe)
J=0
. C) h?
= Z(QJ +1) exp<fJ(J + 1)—r> avec O, = .
T 21kg
J=0
Apres calcul, on obtient que
Qr = T 115,
e, 25 T
Dans la limite ©, < T, on a
T
Qr - GI
Donc la limite ©, > T, on a @, = 1.
REMARQUE. Pour rappel, pour un systeme canonique, on a
d(In I(In Q;
U=- (85Q) =U+U,+U, avec U;:= —(8;21).
On a
U. — —Eln( exp(—hw/2kpT) ) _ hw Fuw
Vo 08 \1—exp(—hw/ksT)) 2  exp(fhw)—1"

Par ailleurs, la capacité thermique s’écrit

_ U, U,  OU,
T 9T | AT’

C

INDISCERNABILITE

Comportement vis-a-vis de la permutation

On considére un systéeme a deux états et deux particules. En mécanique quantité, toute partition est
indiscernable. Il existe deux types de particules discernables : les fermions et les bosons. Il ne peut y avoir qu’un
seul fermion par micro-états.
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6.3.2

6.3.4

6.3.5

6.3. INDISCERNABILITE

Statistique de BOLTZMANN

On a vu que le nombre de maniere de construire une distribution est
N' 17 .
i=1 M- i=1
La distribution la plus probable vérifie
0
o, {IHQ—FOzzni — ﬁ;ﬂ%&z] =0.

Dans 'hypothese ou n; > 1 et g; > 1, apres calcul, la distribution la plus probable vérifie

a— ,Bel

¥ = gie

Statistique de fermions

Le nombre de maniére de mettre n; particules dans g; cases ol une case contient au plus une particule vaut
9i!/n;!(g; — n;)!, donc le nombre de micro-états est

= an l_nl

On veut avoir

0
o [an—Fa;ni —ﬂ;niaz} =0
On suppose que n;>1letg;>1.0na

[an—Faan ﬁanel}: nz{ln( —ni)!—lnni!—kazi:ni—ﬂzi:niei}

=In(g; —n;) — In(n;) + a — Be;.

On en déduit que
nt = gi
P ] L eatBei”

Cela s’appelle la distribution de FERMI-DIRAC.

Statistique de bosons
On veut mettre n; particule parmi g; cases. Le nombre de micro-états est
0= H nz +9i —
i1 n;! gz - 1

On a

ai[lnﬂ—}—aZni Znsz} = {ln(nl—i—gl—l)'—lnm + a — Be;

=In(n; +¢;) — lnn; + a — Be;.
On en déduit que
* 9i

n; = e—a-‘rﬁEi _ 1

Cela s’appelle la distribution de BOSE-EINSTEIN.

Discussion
On peut résumer cela par la relation

) 1 0 pour des particules discernables,
ni
g—; = m avec 1; = ¢ +1 pour des fermions,
—1 pour des bosons.

Dans la limite e @7 >> 1, les trois distributions sont équivalentes. La démonstration a été faite pour ¢; > 1 et
n; > 1, mais ces distributions sont également vraies sans ces hypotheses.
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6.4. CORPS NOIR, GAZ DE PHOTON

6.4 CORPS NOIR, GAZ DE PHOTON

6.4.1 Statistique d’un gaz de photon

On étudie un ensemble de photons de volume V et a température T. On considére une volume élément
entre 7 et ¥ + A7 et entre p et p + Ap. On suppose que Ar - Ap = h3. Les photons sont des bosons et leur
dégénérescence vaut g = 2 : il y a deux polarisations. Le potentiel chimique d’un photon est nul et son énergie
vaut € = ¢p = hw = hv. La fonction de distribution est donnée par celle de la distribution de BOSE-EINSTEIN

2
f(p) = B _ 1°
Calculons le nombre de photos. Dans un micro-état élément, il y a
2
dN= o1

donc le nombre total est

dr dp’ 2
N=>) dN= // = B 1

micro-états
2dp’
/dr /h3 efer — 1)
T /6501’ -1

Pour calculer cette derniere intégrale, on se place en coordonnées sphériques et on écrit
dp = p*dpsind6 de.

p?dp
=73 //bmﬁd@dgo/ -

8V / u? du

~ (hBe)3 ] ev—1"

N 1 (kBT>3/ u? du

Vo w2\ he ev —1°
De méme, ’énergie dans le volume est

dr’ dp’ 2 - B 72 ki
h3 oBep _ 1 ——————Cp=0 avec 0O : B W

Alors en posant u = cp, on a

Finalement, on a

C’est la loi de STEFAN.

6.4.2 Distribution de PLANCK

En utilisant le fait que ¢p = Aw, on peut mettre cette derniere relation sous la forme

v =] a0
On note u := E/V ’énergie par unité de volume et

h w3
m2e3 ePhw — 1

u:/uwdw.

La quantité u, dw est la fraction d’énergie par unité de volume de photons de pulsation entre w et w + dw.
Cherchons le maximum de u,,. On a

Uy, =

de sorte que

1 23
777%277)%3][(5}%) avec f(x) = =1
On peut montrer que la fonction f admet son maximum global en x); = 2,82, donc la fonction ug admet son
maximum si Shwy = 2,82, 7. e. pour une longueur d’onde vérifiant

he
AT = —< ~ 2900 pmK.
ML= 82kp i

Uy =

C’est la loi de déplacement de WIEN.
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6.4. CORPS NOIR, GAZ DE PHOTON

6.4.3 Corps noir

Un corps noir est un corps qui absorbe tous les photons recus. Il va ensuite émettre ces mémes photons selon
la distribution de PLANCK. On cherche I’énergie émise par un élément de corps noir par unité de temps, de
surface, d’angle solide et dans la direction @. On considére une durée élémentaire dt. Le volume du cylindre
élémentaire vaut

cdtdsS cos .
L’énergie dans ce volume est donc
ucdtdS cosb.
L’énergie recherchée vaut donc
dQ

dE = —wucdtdS cosb.
47

On peut réécrire cette relation sous la forme
dE uccos 6

dSdtdQ  4rx
Le rayonnement total émis intégré sur les angles solides est

dFE
_ / uc cos 6 49
dsdt demi-espace dr

5 0
- / UCCOSY 4 sin 0 de
demi-espace

47
uc

Z.
Finalement, on a
dE
— = opT?
asat ~ ’®8

oll op = oc/4 =567 x 1078 Wm=2K~* est la constante de STEFAN-BOLTZMANN
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