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Objets de la physique statistique. Microscopiquement, dans un volume de gaz, on a environ N ' 6× 1023

molécules. Pour prédire l’évolution du système, il va falloir connaître chaque position −→ri et chaque quantité de
mouvement −→pi. On a alors les équations

d−→pi
dt =

∑
j

−−−−→
Fj→i.

et il y en a beaucoup, ce qui est impossible à résoudre aussi bien analytiquement que numériquement.
Macroscopiquement, on peut considérer, pour ce même volume, la pression P et la température T . Dans ce

cas, on pose de plusieurs milliers de variable à plus que quelques variables. L’objectif est alors de faire le lien
entre le microscopique et le macroscopique.

1.1 Espace des phases

1.1.1 Définition
Système à deux degrés de liberté. On considère un système régit par x et ẋ. On note px = mx sa
quantité de mouvement. Ces deux quantités sont reliées par l’équation

m
dẋ
dt = F = −∂V

∂x
.

On peut alors représenter ce système dans le plan (x, ẋ) qui est appelé espace des phases.

. Exemple. Pour un oscillateur harmonique, on a
1
2mẋ

2 + 1
2kx

2 = cte,

donc le portrait de phase est une ellipse.

Cas général. On considère un système ayant N � 1 atomes. Il a donc 6N degrés de libertés qui sont les
coordonnées rxi , r

y
i , rzi , pxi , p

y
i et pzi pour i ∈ J1, NK. L’espace de phase est alors la superposition des espaces

(x1, ẋ1,), . . ., (xN , ẋN ) appelée espace Γ.

1.1.2 Espace de Gibbs

On considère N atomes dans un volume V fixé. On isole le système, donc son énergie E est fixé. Comme le
volume est fixé, des zones de l’espace des phases sont interdites. Les points figuratifs (accessible) du système sont
alors dans un sous-espace appelé ensemble de Gibbs.

1.1.3 Micro-état classique

On va vouloir discrétiser l’espace des phases. À quel point deux états du système proche dans le temps sont-ils
similaires ? Cependant, en mécanique quantité, il n’est pas possible d’obtenir avec précision la position et la
vitesse. En effet, l’inégalité d’Heisenberg donne ∆x∆px ≈ h où h = 6× 10−34 Js est la constante de Planck.
Ainsi, deux points suffisamment proche en position sont, en fait, le même état. On peut alors représenter un
petit volume autour des points correspondant à l’incertitude. Chacun des petits volumes de l’espace des phases
est un micro-état.

� Remarques. – On a alors discrétisé l’espace de phase. Dans la suite, on justifiera plus proprement cela.
– La taille du volume de discrétisation est relativement peu important.
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1.2. POSTULATS DE LA PHYSIQUE STATISTIQUE

1.2 Postulats de la physique statistique

1.2.1 Équiprobabilité
On considère toujours un système à N atomes dans un volume V fixé et possédant une énergie E à ∆E près.

On discrétise alors l’espace des phases en des boîtes de volume h3N . On note Ω(N,V,E,E + ∆E)� 1 le nombre
de micro-état du système

Postulat 1.1 (équiprobabilité). Tous les micro-états d’un système à l’équilibre sont occupés avec la même
probabilité.

1.2.2 Hypothèse ergodique
Si on tire plusieurs fois des systèmes, alors ces systèmes rempliront l’espace des phases accessible tout entier.

Si on prend un système et qu’on le laisse dériver, alors il va occuper également l’espace tout entier. L’hypothèse
ergodique dit que ces deux opérations sont équivalentes.

1.2.3 Moyennes d’ensemble et temporelles
Soit {−→ri, −→pi} = {rxi , pxi , r

y
i , p

y
i , r

z
i , p

z
i }16i6N un micro-état. On note ρ({−→ri, −→pi}) la probabilité d’occupation de ce

micro-état. Pour un système isolé à l’équilibre, on a ρ({−→ri, −→pi}) = 1/Ω. Soit ϕ({−→ri, −→pi}) une quantité. Initialement,
on a des quantités −→ri(t = 0) et −→pi(t = 0).

Définition 1.2. On définit la moyenne temporelle de ϕ par

ϕ = lim
T→+∞

1
T

ˆ T

0
ϕ({−→ri(t), −→pi(t)}) dt.

On définit la moyenne d’ensemble de ϕ par

〈ϕ〉 =

ˆ
acc

ϕ({−→ri, −→pi})ρ({−→ri, −→pi}) dΓ
ˆ

acc
ϕ({−→ri, −→pi}) dΓ

où dΓ est l’élément de volume dans l’espace des phases. si tout les micro-états sont équiprobables, alors

〈ϕ〉 = 1
Ω

∑
micro-état

ϕ(micro-état).

Propriété 1.3. L’hypothèse ergodique dit que ϕ = 〈ϕ〉.

1.3 Fonction de distribution

1.3.1 Définition
On veut s’intéresser au nombre de particule dN tel que la position −→r ′ et la quantité de mouvement −→p sont

telles que −→r < −→r ′ < d−→r et −→p < −→p ′ < −→p + d−→p , i. e. autour de la position (−→r , −→p ), on doit avoir dN ∝ d−→r · d−→p et
dN ∝ N . Finalement, la quantité dN vérifie

dN
N

= f(−→r , −→p ) d−→r · d−→p

où f(−→r , −→p ) est la fonction de distribution. En intégrant sur l’espace, on a

N =
ˆ

dN =
ˆ
Nf(−→r , −→p ) d−→r · d−→p , donc

ˆ
f(−→r , −→p ) d−→r · d−→p = 1.

1.3.2 Distribution la plus probable
Quelle est la distribution f(−→r , −→p ) la plus probable sachant l’équiprobabilité dans l’espace des phases ? Pour

cela, on va discrétiser l’espace des phases (−→r , −→p ) en pleins de cellules. On note M le nombre de cellules. Pour
chaque cellule j ∈ J1,MK, on note nj le nombre de particule dans le cellules et εj l’énergie d’une particule dans
la cellule. Si l’énergie est purement cinétique, alors εj = 1

2m
−→pj

2. On a alors
M∑
j=1

nj = N et
M∑
j=1

njεj = E.
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1.3. FONCTION DE DISTRIBUTION

L’ensemble {nj} est appelé une distribution. On note Ω({nj}) le nombre de dispositions. On considère que les
particules sont discernables. On a alors

Ω({nj}) = N !
n1!(N − n1)!

(N − n1)!
n2!(N − n2)! · · · =

N !∏
j nj !

.

Cherchons la fonction de distribution la plus probable sachant les contraintes. Pour tout j, on doit avoir

∂

∂nj

[
ln Ω({nj})− α

∑
j

nj − β
∑
j

njεj

]
= 0.

Le terme ∑j nj est la manière de traduire la contrainte ∑j nj = N et le terme α est le multiplicateur de
Lagrange associé à cette contrainte.

Multiplicateur de Lagrange. Soit F (x1, . . . , xN ) une fonction de classe C∞. On a

dF =
N∑
i=1

∂F

∂xi
dxi.

On cherche à avoir dF = 0. On impose une contrainte f(x1, . . . , xN ) = c où (x1, . . . , xN ) est une solution. Alors
les vecteurs

d−→r =
N∑
i=1

dxi−→xi et −→n :=
N∑
i=1

∂f

∂xi

−→xi

sont perpendiculaires, donc d−→r · −→n = 0, donc
N∑
i=1

∂f

∂xi
dxi = 0.

Alors pour tout λ, on a

d(F − λf) =
N∑
i=1

Å
∂F

∂xi
− λ ∂f

∂xi

ã
dxi.

. Exemple. On suppose que F (x, y) = x2 + y2. On impose la contrainte x+ y = 1. Alors on cherche à minimiser
en imposant

∂[F − λ(1− x− y)]
∂x

= 2x+ λ = 0 et ∂[F − λ(1− x− y)]
∂y

= 2y + λ = 0.

On a donc λ = −1, donc x = 1/2 et y = 1/2.

La distribution la plus probable vérifie donc, pour tout j,

∂

∂nj

[
ln N !∏

j nj !
− α

(∑
j

nj −N
)
− β

(∑
j

njεj

)]
= 0. (∗)

On a nj � 1. La formule de Stirling donne lnnj ! ' nj lnnj − nj , donc
∂(lnnj !)
∂nj

= lnnj .

La condition (∗) donne, en notant n∗j la solution la plus probable,
− lnn∗j − α− βεj = 0, donc n∗j = exp(−α− βεj).

� Remarques. – C’est bien un maximum car
∂(ln Ω)
∂nj

= − lnnj , donc ∂2(ln Ω)
∂n2

j

= − 1
nj

< 0.

– Les constantes α et β vérifient
N =

∑
j

e−αe−βεj et E =
∑
j

e−αεje
−βεj .

– On a également δ ln Ω− α δN − β δE = 0, donc
δ ln Ω
β
− α

β
δN = δE.

Cette relation ressemble au premier principe dU = δW + δQ = µdN + T dS. En identifiant, on a

µ = −α
β

et T dS = δ ln Ω
β

.
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1.3. FONCTION DE DISTRIBUTION

Dans la suite, on montrera que S = kB ln Ω, donc β = 1/kBT et α = −µ/kBT . Finalement, on a

n∗j = exp
Å
µ− εj
kBT

ã
.

1.3.3 Exemple : distribution de Maxwell-Boltzmann
Dans ce modèle, la seule énergie sera l’énergie cinétique, i. e. pour tout j, on a

εj =
p2
j

2m = 1
2mv

2
j .

En notant c = e−α, on a

dN = c exp
Å
−βp

2

2m

ã
= Nf(−→r , −→p ) ∆−→r ∆−→p , donc f(−→r , −→p ) = c′ exp

Å
−βp

2

2m

ã
.

où c′ est une constante. La fonction de distribution ne dépend pas de la position. La normalisation donne¨
f(−→r , −→p ) d−→r d−→p = 1, donc c′

ˆ
d−→r
ˆ

exp
Å
−βp

2

2m

ã
d−→p = 1.

On a V =
´

d−→r . Par ailleurs, on a p2 = p2
x + p2

y + p2
z et d−→p = dpx dpy dpz, doncˆ

exp
Å
−βp

2

2m

ã
d−→p =

∏
i=x,y,z

ˆ
exp
Å
−βp

2
i

2m

ã
dpi.

En effectuant le changement de variable u = βpi/2m, on aˆ
exp
Å
−βp

2
i

2m

ã
dpi =

ˆ  2m
β

exp(−u2) du =
Å2πm

β

ã3/2
.

Finalement, la distribution de Maxwell-Boltzmann est

f(−→r , −→p ) = 1
V

Å
β

2πm

ã3/2
exp
Å
−βp

2

2m

ã
.

On écrit alors β = 1/kBT .

Relation 1.4 (distribution de Maxwell-Boltzmann). On obtient

f(−→r , −→p ) = 1
V

1
(2πmkBT )3/2 exp

Å
− mv2

2kBT

ã
.

� Remarque. – Cette distribution est une distribution à l’équilibre, on n’a pas d’informations sur la manière
dont l’équilibre est atteint.
– On veut calculer la moyenne ≠

p2

2m

∑
=
˜
f(−→r , −→p ) p

2

2m d−→r d−→p˜
f(−→r , −→p ) d−→r d−→p

=
´

exp
Ä
− p2

2mkBT

ä
p2

2m d−→p´
exp
Ä
− p2

2mkBT

ä
d−→p

.

Or d−→p = p2 dpdϕ sin θ dθ, donc ≠
p2

2m

∑
=
´

exp
Ä
− p2

2mkBT

ä
p2

2mp
2 dp× 4π´

exp
Ä
− p2

2mkBT

ä
p2 dp× 4π

.

En posant u = p/
√

2mkBT , on a≠
p2

2m

∑
= 1

2m

´
e−αp

2
p4 dp´

e−αp2p2 dp avec α = 1
2mkBT

.

En dérivant deux fois la relation ˆ
e−αp

2
dp =

…
π

α

par rapport à α, on obtientˆ
e−αp

2
p2 dp = 1

2π
1/2α−3/2 et

ˆ
e−αp

2
p4 dp = 3

4π
1/2α−5/2.

On a donc ≠
p2

2m

∑
= 1

2m

3
4π

1/2α−5/2

1
2π

1/2α−3/2 = 3
2kBT.
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1.3. FONCTION DE DISTRIBUTION

1.3.4 Fluctuations autour de l’état le plus probable
On a calculé

{
n∗j
}
l’état le plus probable. Quelles sont les fluctuations autour de cet état ? On veut calculer

l’écart-type de nj , i. e. la quantité 〈n2
j 〉 − 〈nj〉

2. On va prendre

Ω = N !∏
j nj !

∏
j

g
nj

j avec nj � 1.

On a
ln Ω = lnN !−

∑
j

lnnj ! +
∑
j

nj ln gj , donc ∂(ln Ω)
∂nj

' − lnnj + ln gj .

On veut maximiser et on trouve n∗j = gje
−αe−βεj . La valeur moyenne vaut

〈nj〉 =
∑
{nj} njΩ({nj})∑
{nj}Ω({nj})

=

∑ N !∏
nj !
∏
g
nj

j nj∑ N !∏
nj !
∏
g
nj

j

.

Or d’après l’expression de Ω, on a
njΩ = gj

∂Ω
∂gj

.

On obtient alors

〈nj〉 =
∑
gj

∂Ω
∂gj∑Ω = gj∑Ω

∂

∂gi

Ä∑
Ω
ä
.

De même, on a

〈nj〉2 =
∑
n2
jΩ∑Ω =

∑
gj

∂Ω
∂gj

(gj ∂Ω
∂gj

)∑Ω = gj∑Ω
∂

∂gi

Å
gj

∂

∂gj

Ä∑
Ω
äã

.

La variance vaut donc
〈(nj − 〈nj〉)2〉 = 〈n2

j 〉 − 〈nj〉2

= gj∑Ω
∂

∂gi

Å
gj

∂

∂gj

Ä∑
Ω
äã
−
Å

gj∑Ω
∂

∂gi

Ä∑
Ω
äã2

.

Or

gj
∂

∂gj

Å 1∑Ωgj
∂

∂gj

Ä∑
Ω
äã

= 1∑Ωgj
∂

∂gj

Ä∑
Ω
ä

+ gj
∂

∂gj

Å 1∑Ω

ã
× gj

∂

∂gj

Ä∑
Ω
ä

= 〈n2
j 〉 −

1
(∑Ω)2 gj

∂

∂gj

Ä∑
Ω
ä
× gj

∂

∂gj

Ä∑
Ω
ä

= 〈n2
j 〉 − 〈nj〉2,

donc

〈(nj − 〈nj〉)2〉 = gj
∂

∂gj

Å 1∑Ωgj
∂

∂gj

Ä∑
Ω
äã

= gj
∂〈nj〉
∂gj

.

On suppose que 〈nj〉 = n∗j . Or n∗j = gje
−αe−βεj , donc

〈(nj − 〈nj〉)2〉 = n∗jn, donc

»
〈n2
j 〉 − 〈nj〉2

〈nj〉
= 1√

〈nj〉
.

Plus le nombre de particules augmente, plus les fluctuations diminuent.
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Ensemble micro-canonique
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2.1 Ensemble micro-canonique

2.1.1 Définition
On définit l’espace des phases accessibles avec la contrainte que l’énergie est fixée. On introduit la fonction

hamiltonien H({−→ri, −→pi}) et E la valeur de cette fonction. On appelle ensemble micro-canonique l’ensemble des
états tels que l’hamiltonien est compris entre E et E + ∆E.

2.1.2 Entropie
On note Ω(E,∆E,N, V ) le nombre de micro-états d’énergie comprise entre E et E + ∆V , comportant N

particules contenues dans un volume V .

Définition 2.1. On définit l’entropie microscopique comme
Smic := S(E,∆E,N, V ) = kB ln Ω(E,∆E,N, V )

où kB est une constante arbitraire, appelée constante de Boltzmann, exprimée en J ·K−1. La valeur fait coïncider
les entropies microscopique et macroscopique, on a kB = 1,38× 10−23 J ·K−1.

Extensibilité de l’entropie. On divise un espace en deux parties (N1, V1, E1) et (N2, V2, E2). L’énergie
totale vaut E = E1 + E2. En séparant les variables, l’entropie microscopique vaut

S = kB ln Ω

= kb ln
Å 1
h3N

ˆ
E<H<E+∆E

d−→r N d−→p N
ã

= kB ln
Å 1
h3N1+3N2

ˆ
E1<H1<E1+∆E1

d−→r N1 d−→p N1 ×
ˆ
E2<H2<E2+∆E2

d−→r N2 d−→p N2

ã
= kB ln

Å 1
h3N1

ˆ
E1<H1<E1+∆E1

d−→r N1 d−→p N1

ã
+ kB ln

Å 1
h3N1

ˆ
E2<H2<E2+∆E2

d−→r N2 d−→p N2

ã
= S1 + S2.

Donc l’entropie est une fonction extensive.

2.1.3 Équilibre thermique et température
On considère un système isolé séparé en deux parties de nombres de particules respectifs N1 et N2. On fixe

l’énergie E et le volume V . Les énergies E1 et E2 peuvent varier. L’entropie totale est S(E) = S1(E1)+S2(E−E1),
donc

∂S

∂E1
= 0 = ∂S1

∂E1
+ ∂S2

∂E1
= ∂S1

∂E1
− ∂S2

∂E2
, donc ∂S1

∂E1
= ∂S2

∂E2
.

Définition 2.2. On appelle température la quantité T vérifiant
1
T

= ∂Smic

∂E

∣∣∣∣
N,V

.

D’après ce qui précède, les températures des deux systèmes sont identiques.
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2.1. ENSEMBLE MICRO-CANONIQUE

2.1.4 Équilibre mécanique
Maintenant, on laisse bouger la paroi et on a V1 + V2 = V = cte. De même, on a

∂S

∂V1
= 0 = ∂S1

∂V1
− ∂S2

∂V2
.

Définition 2.3. On appelle pression thermodynamique la quantité P vérifiant
P

T
= ∂Smic

∂V

∣∣∣∣
E,N

.

À l’équilibre, on a P1/T1 = P2/T2. S’il y a des équilibres mécanique et thermique, alors T1 = T2 et P1 = P2.

2.1.5 Équilibre chimique
Maintenant, on autorise le système à échanger des particules. On fixe le nombre de particules N = N1 +N2.

De même, on a
∂S

∂N1
= 0 = ∂S1

∂N1
− ∂S2

∂N2
.

Définition 2.4. On appelle potentiel chimique la quantité µ vérifiant

−µ
T

= ∂Smic

∂N
.

À l’équilibre chimique, on a µ1/T1 = µ2/T2. S’il y des équilibres chimique et mécanique, alors µ1 = µ2.

Variation de l’entropie. En différentiant l’entropie, on a

dS = ∂S

∂E

∣∣∣∣
N,V

dE + ∂S

∂V

∣∣∣∣
E,N

dV + ∂S

∂N

∣∣∣∣
E,V

dN.

Avec les définitions précédentes, on a
dE = T dS − P dV + µdN.

On reconnaît le premier principe de la thermodynamique.

2.1.6 Théorème d’équipartition généralisé
On note x1, . . ., xj , . . . les variables du problème. Montrons que≠

xi
∂H

∂xj

∑
= δi,jkBT.

On a ≠
xi
∂H

∂xj

∑
=
´
E<H<E+∆E xi

∂H
∂xj

dΓ´
E<H<E+∆E dΓ avec dΓ = d−→r N d−→p N .

Une intégration par parties donneˆ
H<E

xi
∂H

∂xj
dΓ =

ˆ
H<E

xi
∂(H − E)

∂xj
dΓ

=
ˆ
H<0

∂(xi[H − E])
∂xj

dΓ−
ˆ
H<E

∂xi
∂xj

(H − E) dΓ.

La première intégrale est nulle car, d’après le théorème de Green-Ostrogradsky, c’est une intégrale de volume
qui est nul. On a donc ˆ

H<E

xi
∂H

∂xj
dΓ = −δi,j

ˆ
H<E

(H − E) dΓ.

Le numérateur vautˆ
E<H<E+∆E

xi
∂H

∂xj
dΓ =

ˆ
H<E+∆E

xi
∂H

∂xj
dΓ−

ˆ
H<E

xi
∂H

∂xj
dΓ

= −δi,j
ˆ
H<E+∆E

(H − [E + ∆E]) dΓ + δi,j

ˆ
H<E

(H − E) dΓ
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2.1. ENSEMBLE MICRO-CANONIQUE

= δi,j

[
−
ˆ
H<E

(H − [E + ∆E]) dΓ +
ˆ
H<E

(H − E) dΓ

−
ˆ
E<H<E+∆E

(H − [E + ∆E]) dΓ
]

= δi,j

ï
∆E
ˆ
H<E

dΓ +O(∆E)
ò
.

Le dénominateur vaut ˆ
E<H<E+∆E

dΓ =
ˆ
H<E+∆E

dΓ−
ˆ
H<E

dΓ

= ∆E ∂

∂E

ˆ
H<E

dΓ.

On obtient alors ≠
xi
∂H

∂xj

∑
=
δi,j
´
H<E

dΓ
∂
∂E

´
H<E

dΓ
= δi,j

Å
∂

∂E

ï
ln
Åˆ

H<E

dΓ
ãòã−1

.

Le nombre de micro-états Ω(E) vérifie

Ω(E) = 1
h3N

ˆ
E<H<E+∆E

dΓ ' 1
h3N

ˆ
H<E

dΓ

car la surface et le volume sont à peu près la même chose. L’entropie vaut alors

S = kB ln Ω = kB ln
Åˆ

H<E

dΓ
ã
− 3NkB ln h,

donc

ln
Åˆ

H<E

dΓ
ã

= S

kB
+ cte.

En réinjectant, on obtient ≠
xi
∂H

∂xj

∑
= δi,j

Å 1
kB

∂S

∂E

ã−1
.

Or ∂S/∂E = 1/T .

Théorème 2.5 (d’équipartition généralisé). On obtient alors≠
xi
∂H

∂xj

∑
= δi,jkBT.

. Exemple. Pour un gaz parfait, son énergie H est uniquement de l’énergie cinétique, donc

H =
N∑
i=1

1
2m(v2

ix + v2
iy + v2

iz).

On prend xi = vix et xj = vix. Alors≠
xi
∂H

∂xj

∑
=
≠1

2mvix × 2vix
∑

= 2
≠1

2mv
2
ix

∑
,

donc ≠1
2mv

2
ix

∑
= 1

2kBT.

Finalement, on a

〈H〉 = 3
2NkBT.

� Remarque. Si on a un degré de liberté de la forme Ax2
i , alors

〈Ax2
i 〉 = kBT

2 .
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2.2. GAZ PARFAIT CLASSIQUE

2.2 Gaz parfait classique

2.2.1 Entropie de partie discernables
On considère un gaz parfait. L’hamiltonien s’écrit alors

H =
N∑
i=1

1
2mv

2
i .

En notant V le volume du gaz, le volume V de l’espace des phases entre les surfaces H = E et H = E + ∆E est

V =
ˆ
E<
∑

p2
i
/2m<E+∆E

d−→r N d−→p N = V N
ˆ
E<
∑

p2
i
/2m<E+∆E

d−→p N .

La quantité ˆ∑
p2

i
/2m<E

d−→p N

est le volume d’une boule de rayon R :=
√

2mE dans un espace de dimension 3N . On admet que, dans un espace
de dimension n, la surface et le volume d’une boule de rayon R sont

Sn(R) = nCnR
n−1 et Vn(R) = CnR

n avec Cn := πn/2

Γ(n/2 + 1) .

Le volume dans l’espaces des phases

V = V N ∆ESn(
√

2mE) = 3NV N ∆EC3N (2mE)(3N−1)/2.

Donc le nombre de micro-états est
Ω(E,∆E) = V

h3N ,

donc l’entropie vaut

S = kB ln Ω = kB ln
Ç

3NV N ∆EC3N (2mE)(3N−1)/2

h3N

å
= kB ln

Å∆E
E

V N3NC3N

h3N (2mE)(3N−1)/2E

ã
= kB

ñ
ln
Ç
V N3NC3N

h3N
(2mE)(3N+1)/2

2m

å
+ ln
Å∆E
E

ãô
' kB ln

Ç
V N3NC3N

h3N
(2mE)(3N+1)/2

2m

å
.

Or

3NC3N = 2π3N/2

Γ(3N/2) ,

donc

S = kB ln
Ç

2π3N/2

Γ(3N/2)
V N

h3N
(2mE)(3N+1)/2

2m

å
= kB ln

Ç
π3N/2V N (2mE)3N/2

h3N
(2mE)1/2

mΓ(3N/2)

å
= NkB ln

Ç
π3/2V (2mE)3/2

h3

å
+ kB ln

Ç
(2mE)1/2

m

å
− kB ln Γ(3N/2).

D’après la formule de Stirling, on a

ln Γ(3N/2) ' 3N
2 ln 3N

2 −
3N
3 = N ln

ñÅ3N
2

ã3/2ô
− 3N

2 .

Ainsi, on obtient

S = NKB

ñ
3
2 + ln

Ç
V

Å4mπE
3Nh2

ã3/2åô
.
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2.2.2 Paradoxe de Gibbs
On considère deux parties d’un système contenant un gaz parfait. Les parties contiennent respectivement N1

et N2 particules et leurs volumes sont respectivement V1 et V2. On note ε l’énergie par molécule. On a alors
E1 = N1ε. Les entropies des parties 1 et 2 sont

Si = NikB

ñ
3
2 + ln

Ç
Vi

Å4mπε
3h2

ã3/2åô
.

La variation d’entropie est
∆S := S − (S1 + S2) = NkB lnV −N1kB lnV1 −N2kB lnV2

= (N1 +N2)kB lnV −N1kB lnV1 −N2kB lnV2

= kB

ï
N1 ln V

V1
+N2 ln V

V2

ò
> 0.

Pourtant, l’entropie doit être extensive. Le problème vient du fait que l’on distingue les particules alors qu’il n’y
a aucune raison de le faire : des micro-états ont été comptés plusieurs fois.

2.2.3 Formule de Sackur-Tetrode
Pour prendre en compte l’indiscernabilité des particules, il faut prendre

Ω = 1
N !h3N

ˆ
H<E

dΓ.

Dans ce cas et comme N ! ' N lnN −N , on aura

S = NkB

ñ
3
2 + ln

Ç
V

Å4mπε
3h2

ã3/2åô
− kB lnN !

= NkB

ñ
5
2 + ln

Ç
V

N

Å4mπε
3h2

ã3/2åô
.

L’entropie est donc bien extensive.

2.2.4 Équation d’état du gaz parfait
L’inverse de la température vaut

1
T

= ∂S

∂E
= ∂

∂E
[NkB lnE3/2 + f(N,V )] = 3

2NkB
1
E
.

On retrouve alors l’énergie du gaz parfait
E = 3

2NkBT.

De même, on a
P

T
= ∂S

∂V
= ∂

∂V
[NkB lnV + g(N,E)] = NkB

1
V
.

Loi 2.6 (des gaz parfait). On obtient alors l’équation d’état
PV = NkBT.

Enfin, on pose la longueur thermique de de Broglie

λ = h√
2πmkBT

.

On a alors
4πmE
3Nh2 = 1

λ2 ,

donc
S = NkB

Å5
2 + ln

Å
V

Nλ3

ãã
.

Le potentiel chimique vérifie

µ = −T ∂S
∂N

= −kBT

Å5
2 + ln

Å
V

Nλ3

ãã
−NkBT

∂

∂N

Å
ln 1
N

ã
= kBT

Å
−3

2 + ln
Å
Nλ3

V

ãã
.
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2.2. GAZ PARFAIT CLASSIQUE

En utilisant la loi des gaz parfait, on obtient

µ = kBT

Å
−3

2 + ln
Å
Pλ3

kBT

ãã
.
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Chapitre 3

Ensemble canonique

3.1 Ensemble canonique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
3.1.1 Densité de probabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
3.1.2 Fonction de partition . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3.2 Grandeurs thermodynamiques . . . . . . . . . . . . . . 13
3.2.1 Énergie interne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3.2.2 Fluctuation d’énergie . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
3.2.3 Énergie libre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
3.2.4 Équivalence entre les ensembles . . . . . . . . . . . 14

3.3 L’exemple du gaz parfait . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3.1 Ensemble canonique

Dans le chapitre précédent, le système était fermé isolé à E, V et N fixé. Maintenant, le système va pouvoir
échanger de l’énergie avec l’extérieur. On va étudier un état de l’espace des phases, dit ensemble canonique, à
partir de l’étude d’ensembles micro-canoniques.

3.1.1 Densité de probabilité
On considère deux système (S1) et (S2) dont le premier est petit et inclus dans le second. On fixe le nombre

de particules N = N1 +N2, le volume V = V1 + V2 et l’énergie E = E1 + E2. Comme le premier système est
petit, on considère que N1 � N2 et V1 � V2. Pour le système total isolé, chaque micro-état est équiprobable. La
probabilité p de trouver le système total dans le volume d−→r N d−→p N est proportionnelle à ce volume, i. e.

p ∝ d−→r N d−→p N ∝ d−→r N1 d−→p N1 × d−→r N2 d−→p N2 .

Pour le sous-système (S1), on cherche la probabilité d’occuper une certaine zone. On a alors

p ∝ d−→r N1 d−→p N1

ˆ
acc

d−→r N2 d−→p N2 .

Calculons cette dernière intégrale. Or

Ω2(E2, N2, V2) = 1
h3N2

ˆ
acc

d−→r N2 d−→p N2 et S2(E2) = kB ln Ω2(E2, N2, V2).

On suppose que E1 � E. Un développement de Taylor donne

S2(E2) = S2(E − E1) = S2(E)− E1
∂S2

∂E
= S2(E)− E1

T2
,

donc
kB ln Ω2 = S2(E)− E1

T2
, donc Ω2 = exp

Å
S2

kB

ã
exp
Å
− E1

kBT2

ã
.

On obtient donc ˆ
acc

d−→r N2 d−→p N2 ∝ exp
Å
S2(E)
kB

ã
exp
Å
− E1

kBT2

ã
.

Ainsi, la probabilité de présence est proportionnelle à

p ∝ d−→r N1 d−→p N1 exp
Å
− E1

kBT2

ã
.

Pour un ensemble micro-canonique, on a

〈ϕ〉 =

ˆ
E<H<E+∆E

ϕd−→r N d−→p N
ˆ
E<H<E+∆E

d−→r N d−→p N
,

alors que, pour un ensemble canonique, on a

〈ϕ〉 =

ˆ
0<H<E

ϕ exp
Å
−H({−→ri, −→pi})

kBT

ã
d−→r N d−→p N

ˆ
0<H<E

exp
Å
−H({−→ri, −→pi})

kBT

ã
d−→r N d−→p N

.
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3.2. GRANDEURS THERMODYNAMIQUES

3.1.2 Fonction de partition
Pour un ensemble micro-canonique, on a

Ω(E, V,N) = 1
N !h3N

ˆ
E<H<E+∆E

d−→r N d−→p N .

Pour un ensemble canonique, on définit une notion analogue

Q(T, V,N) = 1
N !h3N

ˆ
exp
Å
− H

kBT

ã
d−→r N d−→p N ,

appelée fonction de partition.

3.2 Grandeurs thermodynamiques

3.2.1 Énergie interne
Définition 3.1 (énergie interne). L’énergie interne est la valeur moyenne de l’hamiltonien U := 〈H〉.

On remarque que

H exp
Å
− H

kBT

ã
= − ∂

∂(1/kBT )

ï
exp
Å
− H

kBT

ãò
= kBT

2 ∂

∂T

ï
exp
Å
− H

kBT

ãò
.

On a alors

U = kBT
2

∂

∂T

ïˆ
exp
Å
− H

kBT

ã
dΓ
ò

ˆ
exp
Å
− H

kBT

ã
dΓ

= kBT
2 ∂ lnQ
∂T

.

3.2.2 Fluctuation d’énergie
Calculons la variance de H. En posant β := 1/kBT , on a

〈H2〉 =

ˆ
H2 exp

Å
− H

kBT

ã
dΓ

ˆ
exp
Å
− H

kBT

ã
dΓ

=

ˆ
H2 exp(−βH) dΓ
ˆ

exp(−βH) dΓ
.

Or
∂2

∂β2

Åˆ
exp(−βH) dΓ

ã
=
ˆ
H2 exp(−βH) dΓ,

donc

〈H2〉 =

∂2

∂β2

Åˆ
exp(−βH) dΓ

ã
ˆ

exp(−βH) dΓ
= 1
Q

∂2Q

∂β2 .

Or
∂

∂β

Å 1
Q

∂Q

∂β

ã
= 1
Q

∂2Q

∂β2 −
Å 1
Q

∂Q

∂β

ã2
= 〈H2〉

et
〈H〉 = −∂ lnQ

∂β
, donc 〈H2〉 − 〈H〉2 = ∂

∂β

Å 1
Q

∂Q

∂β

ã
= ∂

∂β
(−〈H〉) = −kBT

2 ∂

∂T
(−〈H〉).

D’où
〈H2〉 − 〈H〉2 = kBT

2 ∂U

∂T
.

Loi 3.2. La variance de G vaut

〈H2〉 − 〈H〉2 = kBCvT
2 avec Cv := ∂U

∂T
.

� Remarque. Comme 〈H2〉 − 〈H〉2 > 0, la capacité calorifique Cv est toujours positive. Pour un gaz parfait
possédant N particules, on a U = 3

2NkBT et on obtient√
〈H2〉 − 〈H〉2
〈H〉

= 1»
3
2N

.
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3.2. GRANDEURS THERMODYNAMIQUES

3.2.3 Énergie libre
Rappel. En thermodynamique, en se plaçant dans l’hypothèse d’un équilibre permanent, l’énergie interne U
vérifie

dU = −p dV + T dS.

Alors U dépend de (V, S) et

p = −∂U
∂V

∣∣∣∣
S

et T = ∂U

∂S

∣∣∣∣
V

.

Un système non isolé est à S non fixée, un système thermostaté est à T fixée. En posant F := U − TS, appelée
énergie libre, on a

dF = −p dV − S dT.

Alors F dépend de (V, T ). En notant G := F + PV , appelée enthalpie livre, on a
dG = V dp− S dT.

Alors G dépend de (P, T ).

Ensemble micro-canonique. Dans ce cas, on a (U, V,N) fixé. Les principes de la thermodynamique donnent

dS = dU
T

+ P

V
dV − µ

T
dN,

donc l’entropie S dépend de (U, V,N), elle est donc fixée.

Ensemble canonique. Dans ce cas, on a
dF = −p dV − S dT + µdN,

donc l’énergie libre F dépend de (V, T,N). Si ces variables sont fixées, alors F est fixée et on pose
F := −kBT lnQ.

C’est l’interprétation microscopique de l’énergie libre. On a

p = −∂F
∂V

∣∣∣∣
N,T

, S = −∂F
∂T

∣∣∣∣
V,N

et µ = ∂F

∂N

∣∣∣∣
T,V

.

Ainsi, l’entropie canonique vérifie
Scan = kB

∂

∂T
(T lnQ).

Comme F = U − TS, on a

U = F + TS = −kBT lnQ+ T
∂

∂T
(kBT lnQ) = kBT

2 ∂(lnQ)
∂T

.

3.2.4 Équivalence entre les ensembles
Problématique. L’entropie d’un système micro-canonique est-elle la même qu’un système canonique à
l’énergie la plus probable ?

On a définit la fonction de partition par

Q = 1
N !h3N

ˆ
exp(−βH) d−→r N d−→p N ,

En faisant des petites tranches d’énergies, on peut réécrire cette fonction comme

Q = 1
N !h3N

ˆ +∞

0

ñ
1

∆E

ˆ E+∆E

E

exp(−βH) d−→r N d−→p N
ô

dE

= 1
N !h3N

ˆ +∞

0

ñ
exp(−βE)

∆E

ˆ E+∆E

E

d−→r N d−→p N
ô

dE

= 1
∆E

ˆ +∞

0
Ω(E) exp(−βE) dE.

Or Smic = kB ln Ω, donc

Q = 1
∆E

ˆ +∞

0
exp
Å
− E

kBT
+ Smic(E)

kB

ã
dE
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= 1
∆E

ˆ +∞

0
exp
Å
−E − TS

mic(E)
kBT

ã
dE.

On fait un développement limité à l’ordre 2 de la fonction E − TSmic(E) au voisinage de l’énergie la plus
probable E∗ : on obtient

E − TSmic(E) = E∗ − TSmic(E∗) + ∂

∂E
[E − TSmic(E)]

∣∣∣∣
E∗

(E − E∗) + ∂2

∂E2 [E − TSmic(E)]
∣∣∣∣
E∗

(E − E∗)2

2 .

Comme 1/T = ∂Smic/∂E, le terme d’ordre 1 est nul. La dérivée seconde vaut
∂

∂E
[E − TSmic(E)]

∣∣∣∣
E∗

= −T ∂2Smic

∂E2

∣∣∣∣
E∗

= −T ∂(1/T )
∂E

∣∣∣∣
E∗

= T

T 2
∂T

∂E

∣∣∣∣
E∗

= 1
CvT

.

D’où
E − TSmic(E) = [E∗ − TSmic(E∗)] + (E − E∗)2

2CvT
.

En réinjectant dans la fonction de partition, on a

Q = exp
Å
−E

∗ − TSmic(E∗)
kBT

ã 1
∆E

ˆ
exp
Å
− (E − E∗)2

2kBCvT 2

ã
dE

= exp
Å
−E

∗ − TSmic(E∗)
kBT

ã 1
∆E

…
πkBCVT 2

2 .

Finalement, l’énergie interne vaut

F = −kBT lnQ = E∗ − TSmic(E∗)− kBT ln
Ç

1
∆E

…
πkBCvT 2

2

å
.

Comme N � 1, ce second terme est négligeable, donc
F = E∗ − TSmic(E∗).

En retrouve alors bien la définition de l’énergie libre pour un système canonique.

3.3 L’exemple du gaz parfait

Pour un gaz parfait, l’hamiltonien s’écrit

H =
∑
i

p2
i

2m.

Ainsi, la fonction de partition est

Q = 1
N !h3N

ˆ
exp
Å
−β
∑
i

p2
i

2m

ã
d−→r N−→p N

= 1
N !h3N

ˆ
d−→r N

ˆ
exp
Å
−β
∑
i

p2
i

2m

ã
−→p N

= 1
N !h3N V

N

ïˆ
R

exp
Å
−βu

2

2m

ã
du
ò3N

= V N

N !λ3N avec λ := h√
2πmkBT

.

Après calcul, on retrouve
U = 3

2NkBT

et la formule de Sackur-Tetrode
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4.1 Comportement phénoménologique

4.1.1 Interaction microscopique
Dans le modèle du gaz parfait, on ne considère aucune interaction entre particules et son énergie est purement

cinétique. On va maintenant ajouter des interactions. Deux particules 1 et 2 interagissent via un potentiel
d’interaction v1,2(−→r ) et la force associée s’écrit

−→
f = −

−−−−→
grad v. Entre deux molécules, on a des interactions

dipôle-dipôle dû aux fluctuations du moment magnétique des particules. À courte, une répulsion de recouvrement
des cortèges électronique se crée. Une bonne approximation de ce potentiel est

v(r) = 4ε
ï(σ
r

)12
−
(σ
r

)6ò
où ε > 0 est l’amplitude du potentiel et σ est sa portée.

4.1.2 Description macroscopique
Pour un gaz parfait, l’équation d’état donne

PV

NkBT
= 1.

Pour un gaz réel, ce n’est pas le cas, mais dans la limite N/V → 0, on a
PV

NkBT
−→ 0.

Un développement limité donne

PV

NkBT
' 1 +B2(T )N

V
+B3(T )

Å
N

V

ã2
+ · · · avec n := N

V
.

Pour des systèmes plus concentrés comme les liquides, on montre l’équation d’état de van der Walls (1873)Ç
P + a

Å
N

V

ã2å
(V −Nb) = NkBT

où a et b sont deux paramètres dépendant du corps considéré. Cette équation prévoit l’existence liquide-vapeur.

4.2 Équation d’état de van der Walls

4.2.1 Fonction de partition de particules en interactions
On considère un système à (T,N, V ) fixé et qui échange de l’énergie avant l’extérieur. On rappel que la

fonction de partition du système s’écrit

Q(N,V, T ) = 1
N !h3N

ˆ
exp
Å
− H

kBT

ã
d−→r N d−→p N .

Ici, l’hamiltonien se voit rajouter une énergie d’interaction qu’on écrit

H =
∑
i

p2
i

m
+
∑
i 6=j

1
2v(ri,j)
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4.2. ÉQUATION D’ÉTAT DE VAN DER WALLS

où v(ri,j) est le potentiel d’interaction entre les particules i et j. Ainsi, en posant β := 1/kBT , la fonction se
partition est

Q(N,V, T ) = 1
N !h3N

ˆ
exp
Å
−β
[∑
i

p2
i

m
+
∑
i6=j

1
2v(ri,j)

]ã
d−→r N d−→p N

= 1
N !h3N

[ˆ
exp
(
−β
∑
i

p2
i

2m

)
d−→p N

]ˆ exp
(
−β2

∑
i 6=j

v(ri,j)
)

d−→r N


= 1
N !λ3N ZN avec ZN :=

ˆ
exp
(
−β2

∑
i6=j

v(ri,j)
)

d−→r N .

L’intégrale ZN est appelée intégrale de configuration. Le problème va être de la calculer.

� Remarque. Pour un gaz parfait, on a v = 0, donc ZN = V N .

4.2.2 Approximation de champ moyen
Pour une configure, on fait l’hypothèse qu’une particule i interagit avec un potentiel moyen v, i. e. le potentiel

v est l’interaction de de la particule i avec le bain des autres particules supposé homogène. On peut donc écrire
1
2
∑
i 6=j

v(ri,j) = 1
2
∑
i

∑
j 6=i

v(ri,j) '
1
2Nv

où l’on définit le potentiel moyenne comme

v := N − 1
V − 4

3πd
3

ˆ
r>d

v(r) dτ = N − 1
V − Vc

ˆ
r>d

v(r) · 4πr2 dr avec Vc := 4
3πd

3.

où d est la distance typique de la particule au bain. Or V � Vc, donc

v = N − 1
V

ˆ
r>d

4πr2v(r) dr.

Finalement, le potentiel d’interaction vaut
1
2
∑
i6=j

v(ri,j) = −N(N − 1)
V

a avec a := −1
2

ˆ
r>d

4πr2v(r) dr > 0.

Pour un potentiel v(r) quelconque, on remarque que l’intégrale n’est pas nécessairement convergente. On prendra
d = σ. Ainsi, la fonction de partition se réécrit

Q = 1
N !λ3N

ˆ
exp
Å
β
N(N − 1)

V
a

ã
d−→r N

= eβN(N−1)a/V

N !λ3N

ïˆ
d−→r
òN

= eβN(N−1)a/V

N !λ3N (V −Nb)N avec b := Vc = 4
3πσ

3.

Comme N � 1, on a

Q = eβN
2a/V

N !λ3N (V −Nb)N .

4.2.3 Équation d’état de van der Walls
En utilisant que lnN ! ' N lnN −N , l’énergie libre vaut

F = −kBT lnQ ' −kBT

ñ
N ln

Ç
eβNa/V (V −Nb)

λ3

å
−N lnN +N

ô
.

La pression vaut alors

p = ∂F

∂V

∣∣∣∣
T,N

= ∂

∂V

Å
−NkBT

ï
βNa

V
+ ln(V −Nb)

ò
+ f(T,N)

ã
= NkBT

ï
−βNa
V 2 + 1

V −Nb

ò
= N2a

V 2 + NkBT

V −NB
.
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4.3. TRANSITION LIQUIDE-VAPEUR

On retrouve alors l’équation d’état de van der WallÅ
P + a

N2

V 2

ã
(V −Nb) = NkBT

où a est les interactions attractives et b est les interactions répulsives.

4.2.4 Lien avec les équations des gaz
En posant n := N/V , on obtient

(p+ an2)(1− n) = nkBT, donc p = nkBT

1− nb − an
2.

Dans la limite où nb� 1, on a donc

p

nkBT
= 1

1− nb −
an2

nkBT
= 1 + n

Å
b− a

kBT

ã
+O(n2).

4.3 Transition liquide-vapeur

4.3.1 Isotherme
On pose v := V/N . L’équation d’état se met alors sous la forme

v3 −
Å
b+ kBT

p

ã
v2 + a

p
v − ab

p
= 0. (∗)

Les quantités a et b sont constantes : elles dépendent du matériau. On trace les isothermes, à T fixée donc.
Lorsque T est grand, on a

v3 − kBT

p
v2 = 0, donc p = kBT

v
.

4.3.2 Coexistence liquide-vapeur

À l’équilibre, à N et T fixée, On a
dF = −p dV.

On fixe la valeur de la pression à p = p∗. On note L et G du diagramme (v, p) comme l’intersection de la droite
p = p∗ avec l’Isotherme T = Tc. On a alors

ˆ G

L

dF =
ˆ G

L

−p∗ dV, donc
ˆ G

L

−∂F
∂V

dV =
ˆ G

L

p∗ dV.

4.3.3 Point critique, équation universelle

On peut mettre le polynôme (∗) sous la forme (v − vc)3 = 0 si et seulement si
3vc = b+ kBT/P,

3v2
c = a/P,

v3
c = ab/P,

i. e.


vc = 3b,
Pc = a/27b2

kBTc = 8a/27b.

On appelle point critique le point (pc, vc) dans le diagramme (p, v). On définit des variables adimensionnées

t := T

Tc
, p := P

Pc
et ϕ := v

vc
.

Après calcul, on obtient l’équation de van der Walls adimensionnéesÅ
p+ 3

ϕ2

ã
(3ϕ− 1) = 8t,

dite équation universelle.
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4.3. TRANSITION LIQUIDE-VAPEUR

4.3.4 Comportement proche du point critique
On définit la compressibilité

χT = −1
v

∂v

∂P

∣∣∣∣
T

.

Cette quantité diverge en T = Tc. On peut montrer qu’elle satisfait une loi. En dérivant logarithmiquement par
rapport à P l’équation d’état, on obtient que

χT ∝
1

t− 1 .

Expérimentalement, on trouve
χT ∝

1
(t− 1)γ avec γ = 1,22.

On s’attendait à avoir γ = 1 : le problème vient de l’hypothèse de champ moyen.
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Maintenant, les systèmes considérés pourront à la fois échanger de l’énergie et des particules. La température
et le volume seront constants. Ces systèmes seront dit grand-canonique.

5.1 Ensemble grand-canonique

5.1.1 Probabilité d’occupation
On va considérer un grand système S à température, volume et nombre de particules fixés. On sépare ce

système en deux sous-systèmes S1 et S2 de nombres de particules Ni avec N2 � N1 et de volumes Vi, ils sont à
la température T du grand système. La fonction de partition du système total S est

QN (V, T ) = 1
N !h3N

ˆ
exp(−βH) dΓ.

D’après la partition en deux sous-systèmes, on peut écrire
H(−→r1,

−→p1, . . . ,
−−→rN ,

−−→pN ) = H1 +H2.

Alors

Q(N1, N2, V, T ) = 1
N !h3N

ˆ
N !

N1!N2! exp(−βH1) exp(−βH2)(d−→r1 d−→p1 · · · d−−→rN d−−→pN )

(d−−−−−→rN1+1 d−−−−−→pN1+1 · · · d−−−−−−−→rN1+N2 d−−−−−−−→pN1+N2)

= 1
N1!h3N1

ˆ
exp(−βH1) d−→r1 d−→p1 · · · d−−→rN d−−→pN︸ ︷︷ ︸

Q(N1,V1,T )

1
N2!h3N2

ˆ
exp(−βH2) d−−−−−→rN1+1 d−−−−−→pN1+1 · · · d−−−−−−−→rN1+N2 d−−−−−−−→pN1+N2︸ ︷︷ ︸

Q(N2,V2,T )

La fonction totale de partition est donc

Q(N,V, T ) =
N∑

N1=0
Q(N1, N −N1, V, T ).

La probabilité d’avoir N1 particules est

p(N1) = Q(N1, N2, V, T )
Q(N,V, T ) = Q(N1, V1, T )Q(N2, V2, T )

Q(N,V, T )
Ainsi l’énergie libre du système totale est

F (N,V, T ) = −kBT ln(N,V, T ), i. e. Q(N,V, T ) = exp
Å
−F (N,V, T )

kBT

ã
.

On peut alors écrire

p(N1) = Q(N1, V1, T )Q(N2, V2, T )
Q(N,V, T ) = Q(N1, V1, T ) exp

Å−F2(N2, V2, T ) + F (N,V, T )
kBT

ã
.

On considère que N2 ' N et V2 ' N . D’après les identités thermodynamiques, on a
dF = S dT − P dV + µdN

= ∂F

∂T
dT + ∂F

∂V
dV + ∂F

∂N
dN

Un développement de Taylor donne

F (N,V, T ) = F (N2, V2, T ) + (N −N2) ∂F
∂N

+ (V − V2)∂F
∂V

+ o((N2 −N)2, (V2 − V )2)

= F (N2, V2, T ) +N1µ− V1P + o((N2 −N)2, (V2 − V )2).
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À l’ordre 1, on en déduit que
p(N1) = Q(N1, V1, T ) exp

Å
N1µ− V1P

kBT

ã
.

5.1.2 Grande fonction de partition
On note z := exp(µ/kBT ). Alors la probabilité se met sous la forme

p(N1) = Q(N1, V1, T )zN1 exp
Å
−V1P

kBT

ã
.

On définit la grande fonction de partition

Ξ :=
∑
N1

Q(N1, V1, T )zN1

et on définit le grand potentiel
Ω := F − µN = −kBT ln Ξ.

La différentielle de Ω vaut
dΩ = −S dT − p dV −N dµ.

On en déduit que
S = −∂Ω

∂T
, p = − ∂Ω

∂V
et N = −∂Ω

∂µ
.

5.1.3 Résumé des ensembles
Voici un tableau récapitulatif des caractéristiques des différents ensembles considérés dans ce cours.

Ensemble micro canonique grand canonique
Variable N , V , E N , V , T µ, V , T
Fonct. de part. Ω Q Ξ
Potentiel S = kB ln Ω F = −kBT lnQ Ω = −kBT ln ξ
Différentielle dS = 1

T (dU + p dV − µdN) dF = S dT − p dV + µdN dΩ = −S dT − p dV −N dµ

5.1.4 Application au gaz parfait
Pour un gaz parfait, on a vu que la fonction de partition s’écrivait

Q = 1
N !

V N

λ3N avec λ = h

(2πmkBT )1/2 .

On peut donc écrire la grande fonction de partition comme

Ξ =
∑
N

1
N !

V NzN

λ3N = exp
Å
V z

λ3

ã
.

Donc le grand potentiel vaut
Ω = kBT ln ξ = −kBT

V z

λ3

et la pression vaut
p = − ∂Ω

∂V
= kBTz

λ3 .

On en déduit que le potentiel chimique vaut

µ = kBT ln pλ3

kBT
.

5.2 Grandeurs thermodynamiques

5.2.1 Densité moyenne de fluctuation
On rappel que p(N) = zNQN exp(−βPV ). La moyenne du nombre de particules vaut

〈N〉 =
∑
N

p(N)N.
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� Remarque. Comme
1 =

∑
N

p(N) =
∑
N

znQNe
−βPV et Ξ =

∑
N

zNQN ,

on a χ = e−βPV , donc p(N) = zNQN/Ξ.

On en déduit que

Np(N) = NzNQN
Ξ = z

Ξ
∂(zNQN )

∂z
,

donc
〈N〉 = 1

Ξ
∑
N

z
∂(zNQN )

∂z
= 1

Ξz
∂Ξ
∂z
.

De même, on a
〈N2〉 = 1

Ξz
∂

∂z

Å
z
∂Ξ
∂x

ã
.

Après calculs, on trouve
〈N2〉 − 〈N〉2 = z

∂〈N〉
∂z

.

� Remarque. La variable z est intensive, donc
〈N2〉 − 〈N〉2 ∝ 〈N〉 .

On va montrer que
〈N2〉 − 〈N〉2 = kBTχT

v
avec v := V

N

et χT la compressibilité isotherme.

Preuve On a µ/kBT = ln z. À T fixée, on a

dµ = kBT
dz
z
, donc z

dz = kBT
1

dµ,

donc
z
∂〈N〉
∂z

= kBT
∂〈N〉
∂µ

.

Or
dF = −S dT + µdN − p dV, donc µ = ∂F

∂N
.

Comme F est extensive, on peut l’écrire sous la forme

F (N,V, T ) = Nf

Å
V

N
, T

ã
,

donc
µ = ∂F

∂N
= f +N

∂f

∂N
= f +N

∂f

∂v

∂v

∂N
= f − v ∂f

∂v

car v = V/N , donc
dv
v

= −dN
N

, donc ∂v

∂N
= − v

N
.

On a alors
∂µ

∂N
= ∂

∂N

Å
f − v ∂f

∂v

ã
= v2

N

∂2f

∂v2 .

De même, on a

p = −∂F
∂V

= −∂f
∂v
, donc ∂µ

∂N
= −v

2

N

∂p

∂v
= v

n

1
χT

.

On en déduit que
〈N2〉 − 〈N〉2 = z

∂〈N〉
∂z

= kBT
∂〈N〉
∂µ

= kBTχTN

v
. �
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6.1 Fonction de partition quantique

6.1.1 Éléments de mécanique quantique
On considère une boîte cubique de côté L et une particule à l’intérieur. En classique, on avait introduit les

variables −→r et −→p . Si on note V le potentiel et M la masse de la particule, la conservation de l’énergie donne
p2

2M + V (r) = E.

En quantique, on va remplacer ces variables par une fonction d’onde Ψ(−→r ). La probabilité de présence autour de
la position −→r est proportionnelle à |Ψ(−→r )|2. L’équivalent de la variable px en quantique est l’opérateur

p̂x = +j~ ∂

∂x
.

La conservation de l’énergie est alors équivalent àñ
p̂2
x + p̂2

y + p̂2
z

2M + V (r)
ô

Ψ(−→r ) = EΨ(−→r )

ce permet de déduire l’équation de Schrödinger

− ~2

2M ∆Ψ + V (r)Ψ = EΨ.

Dans une boîte, on prend un potentiel V (r) égale à

V (r) =
®

0 dans la boîte,
∞ à l’extérieur.

Comme le terme V (r)Ψ est présent dans l’équation, cela force Ψ = 0 à l’extérieur. Dans la boîte, comme
V (−→r ) = 0, la particule est libre. On recherche donc la fonction Ψ telle que, dans la boîte, on ait

− ~2

2M ∆Ψ = EΨ

et telle que Ψ = 0 à l’extérieur et sur les bords. Trouvons les conditions pour que les fonctions
Ψ(x, y, z) = Ψ0 sin kxx sin kyy sin kzz

soient solutions. On a alors
∆Ψ = −(k2

x + k2
y + k2

z)Ψ,
donc on veut résoudre l’équation

(k2
x + k2

y + k2
z) ~2

2M = E. (1)

De plus, les conditions sont bien remplies en x = 0, y = 0 et z = 0. En x = L, on doit avoir Ψ = 0, donc
sin kxL = 0, donc kxL = πn avec n ∈ N∗. De la même manière, on doit avoir kyL = πm et kzL = π`. L’équation
(1) devient alors

En,m,` = h2

2ML2 (n2 +m2 + `2)

et cette énergie est associée à la fonction

Ψn,m,` = Ψ0 sin
(
nπ

x

L

)
sin
(
mπ

y

L

)
sin
(
`π
z

L

)
.

Toute solution peut alors se décomposer sous la forme
Ψ =

∑
(n,m,`)

Ψn,m,`.
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6.1.2 Fonction de partition
En quantité, chaque micro-état correspond à des nombres quantiques. On définit alors la fonction de partition

quantique comme
Q =

∑
(n,m,`)

exp(−βEn,m,`).

6.1.3 Limite classique
Dans une certaine limite à définir, la fonction de partition quantique tend vers la fonction de partition

classique. Pour une particule dans une boite, la fonction de partition classique vaut

Qc = 1
h2

ˆ
exp
Å
− p2

2MkBT

ã
d−→r d−→p

= L3

λ3 avec λ := h

(2πMkBT )1/2 .

La fonction de partition quantique vaut

Qq =
∑

(n,m,`)

exp
Å
− ~2π2

2ML2kBT
(n2 +m2 + `2)

ã
=
[∑
n∈N∗

exp
Å
− ~2π2

2ML2kBT
n2
ã]3

.

On introduit
ε0 := ~2π2

2ML2 .

Alors
Qq = I3 avec I :=

∑
n∈N∗

exp(−n2βε0).

Par comparaison intégrale, en posant f(x) = e−x
2βε0 , on a

I <

ˆ +∞

0
f(x) dx = 1

2

Å
π

βε0

ã1/2
< I + 1.

Dans la limite où kBT � ε0, on a

I ' 1
2

Å
π

βε0

ã1/2
.

On en déduit que

Q '
Å1

4
π

βε0

ã3/2
= L3

λ3 .

Ordre de grandeur. On veut avoir T � ε0/kB avec ε0 = ~2π2/2ML2. Pour un atome de xénon et pour
L = 1 cm, on a T � 10−12 K.

6.2 Exemple : molécule diatomique

On considère une molécule constitué de deux atomes A et B différents (par exemple CO). Il y a 6 degrés de
libertés classiques. L’énergie se décompose comme

E = Et + Er + Ev

où ces énergies sont respectivement celles liées à la translation, la rotation et la vibration. On note t le nombre
quantique associé à la translation, r à la translation et v à la vibration. Alors la fonction de partition s’écrit

Q =
∑
t,r,v

exp
Å
−Et + Er + Ev

kBT

ã
.

On note M = MA +MB la masse de la molécule. De même que précédemment, la partie liée à la translation est

Qt =
∑
t

exp
Å
− Et
kBT

ã
= L3

λ3 .
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Pour la partie liée à la vibration, on peut écrire

v(r) ' v(r∗) + 1
2K(r − r∗)2

où r∗ est la position d’équilibre et K := ∂rrv la constante de raideur. On introduit la masse réduire µ telle que
1
µ

= 1
MA

+ 1
MB

et la fréquence propre ω :=
√
K/µ. En quantique, on a un nombre quantique n et peut montrer que l’énergie

vaut
En =

Å
n+ 1

2

ã
~ω

Alors la partie vibratoire est

Qv =
∑
v

exp
Å
− Ev
kBT

ã
=
∞∑
n=0

exp
Å
− (n+ 1/2)~ω

kBT

ã
= exp(−~ω/2kBT )

1− exp(−~ω/kBT ) .

Pour la partie liée à la rotation, il y a deux degrés de liberté, donc deux nombres quantiques entiers J et mJ

sont associés. On admet que l’énergie vaut

εJ = J(J + 1)~
2

2I
où I est le moment d’inertie de la molécule et J ∈ N. On a mJ ∈ J0, JK. On note

gJ = 2J + 1

la dégénérescence de l’état J . La fonction de partition liée à la rotation s’écrit

Qr =
∞∑
J=0

(2J + 1) exp(−βεJ)

=
∞∑
J=0

(2J + 1) exp
Å
−J(J + 1)Θr

T

ã
avec Θr := ~2

2IkB
.

Après calcul, on obtient que

Qr = T

Θr
+ 1

3 + 1
25

Θr

T
+ . . . .

Dans la limite Θr � T , on a

Qr = T

Θr
.

Donc la limite Θr � T , on a Qr = 1.

� Remarque. Pour rappel, pour un système canonique, on a

U = −∂(lnQ)
∂β

= Ut + Uv + Ur avec Ui := −∂(lnQi)
∂β

.

On a

Uv = − ∂

∂β
ln
Å exp(−~ω/2kBT )

1− exp(−~ω/kBT )

ã
= ~ω

2 + ~ω
exp(β~ω)− 1 .

Par ailleurs, la capacité thermique s’écrit

C = ∂Ut

∂T
+ ∂Uv

∂T
+ ∂Ur

∂T
.

6.3 Indiscernabilité

6.3.1 Comportement vis-à-vis de la permutation
On considère un système à deux états et deux particules. En mécanique quantité, toute partition est

indiscernable. Il existe deux types de particules discernables : les fermions et les bosons. Il ne peut y avoir qu’un
seul fermion par micro-états.
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6.3.2 Statistique de Boltzmann

On a vu que le nombre de manière de construire une distribution est

Ω({ni}) = N !∏n
i=1 ni!

n∏
i=1

ngi

i .

La distribution la plus probable vérifie
∂

∂ni

[
ln Ω + α

∑
i

ni − β
∑
i

niεi

]
= 0.

Dans l’hypothèse où ni � 1 et gi � 1, après calcul, la distribution la plus probable vérifie
n∗i = gie

α−βεi .

6.3.3 Statistique de fermions
Le nombre de manière de mettre ni particules dans gi cases où une case contient au plus une particule vaut

gi!/ni!(gi − ni)!, donc le nombre de micro-états est

Ω =
N∏
i=1

gi!
ni!(gi − ni)!

.

On veut avoir
∂

∂ni

[
ln Ω + α

∑
i

ni − β
∑
i

niεi

]
= 0.

On suppose que ni � 1 et gi � 1. On a
∂

∂ni

[
ln Ω + α

∑
i

ni − β
∑
i

niεi

]
= ∂

∂ni

[
ln(gi − ni)!− lnni! + α

∑
i

ni − β
∑
i

niεi

]
= ln(gi − ni)− ln(ni) + α− βεi.

On en déduit que
n∗i = gi

1 + e−α+βεi
.

Cela s’appelle la distribution de Fermi-Dirac.

6.3.4 Statistique de bosons
On veut mettre ni particule parmi gi cases. Le nombre de micro-états est

Ω =
N∏
i=1

(ni + gi − 1)!
ni!(gi − 1)! .

On a
∂

∂ni

[
ln Ω + α

∑
i

ni − β
∑
i

niεi

]
= ∂

∂ni

[
ln(ni + gi − 1)!− lnni!

]
+ α− βεi

= ln(ni + gi)− lnni + α− βεi.

On en déduit que
n∗i = gi

e−α+βεi − 1 .

Cela s’appelle la distribution de Bose-Einstein.

6.3.5 Discussion
On peut résumer cela par la relation

n∗i
gi

= 1
e−α+βεi + ηi

avec ηi =


0 pour des particules discernables,
+1 pour des fermions,
−1 pour des bosons.

Dans la limite e−α+βεi � 1, les trois distributions sont équivalentes. La démonstration a été faite pour gi � 1 et
ni � 1, mais ces distributions sont également vraies sans ces hypothèses.

26 Statistique quantique – Chapitre 6



6.4. CORPS NOIR, GAZ DE PHOTON

6.4 Corps noir, gaz de photon

6.4.1 Statistique d’un gaz de photon
On étudie un ensemble de photons de volume V et à température T . On considère une volume élément

entre −→r et −→r + ∆−→r et entre −→p et −→p + ∆−→p . On suppose que ∆r ·∆p = h3. Les photons sont des bosons et leur
dégénérescence vaut g = 2 : il y a deux polarisations. Le potentiel chimique d’un photon est nul et son énergie
vaut ε = cp = ~ω = hν. La fonction de distribution est donnée par celle de la distribution de Bose-Einstein

f(p) = 2
eβcp − 1 .

Calculons le nombre de photos. Dans un micro-état élément, il y a

dN := 2
eβcp − 1 ,

donc le nombre total est

N =
∑

micro-états

dN =
¨ d−→r d−→p

h3
2

eβcp − 1

=
ˆ

d−→r
ˆ 2 d−→p
h3(eβcp − 1)

= 2V
h3

ˆ d−→p
eβcp − 1 .

Pour calculer cette dernière intégrale, on se place en coordonnées sphériques et on écrit
d−→p = p2 dp sin θ dθ dϕ.

Alors en posant u = βcp, on a

N = 2V
h3

¨
sin θ dθ dϕ

ˆ
p2 dp

eβcp − 1 .

= 8πV
(hβc)3

ˆ
u2 du
eu − 1 .

Finalement, on a
N

V
= 1
π2

Å
kBT

~c

ã3 ˆ u2 du
eu − 1 .

De même, l’énergie dans le volume est
E

V
= 1
V

¨ d−→r d−→p
h3

2
eβcp − 1cp = σT 4 avec σ := π2

15
k4

B
~3c3

.

C’est la loi de Stefan.

6.4.2 Distribution de Planck
En utilisant le fait que cp = ~ω, on peut mettre cette dernière relation sous la forme

E

V
=
ˆ

~
π2c3

ω3

eβ~ω − 1 dω.

On note u := E/V l’énergie par unité de volume et

uω := ~
π2c3

ω3

eβ~ω − 1
de sorte que

u =
ˆ
uω dω.

La quantité uω dω est la fraction d’énergie par unité de volume de photons de pulsation entre ω et ω + dω.
Cherchons le maximum de uω. On a

uω = 1
π2c2~2c3

f(β~ω) avec f(x) := x3

ex − 1 .

On peut montrer que la fonction f admet son maximum global en xM = 2,82, donc la fonction uΩ admet son
maximum si β~ωM = 2,82, i. e. pour une longueur d’onde vérifiant

λMT = hc

2,82kB
' 2900 µmK.

C’est la loi de déplacement de Wien.
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6.4.3 Corps noir
Un corps noir est un corps qui absorbe tous les photons reçus. Il va ensuite émettre ces mêmes photons selon

la distribution de Planck. On cherche l’énergie émise par un élément de corps noir par unité de temps, de
surface, d’angle solide et dans la direction −→u . On considère une durée élémentaire dt. Le volume du cylindre
élémentaire vaut

cdtdS cos θ.

L’énergie dans ce volume est donc
ucdtdS cos θ.

L’énergie recherchée vaut donc
dE = dΩ

4π ucdtdS cos θ.

On peut réécrire cette relation sous la forme
dE

dS dtdΩ = uc cos θ
4π .

Le rayonnement total émis intégré sur les angles solides est
dE

dS dt =
ˆ

demi-espace

uc cos θ
4π dΩ

=
ˆ

demi-espace

uc cos θ
4π dϕ sin θ dθ

= uc

4 .

Finalement, on a
dE

dS dt = σBT
4

où σB := σc/4 = 5,67× 10−8 Wm−2K−4 est la constante de Stefan-Boltzmann
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