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Introduction

Il existe trois grands types de probléemes de la statistique inférentielle a travers deux exemples
concrets :

— le probleme d’estimation ponctuelle;
— le probléme d’estimation par régions de confiance;

— le probleme de tests d’hypotheses.

Ces problemes formalisent des questions concretes se posant lors d’une expérience aléatoire. Leurs
solutions peuvent servir a analyser les phénomenes sous-jacents ou une prise de décision.

Dans ce cas, on va considérer des expériences aléatoires conduisant & l'observation z d’une
variable aléatoire X qui, le plus souvent, sera un n-échantillon (X,...,X,) ou un couple (Y, Z)
d’échantillons indépendants. En général, les variables aléatoires seront & valeurs dans R%. Bien
évidemment, d’autres cadres seront possibles : des variables aléatoires dans un espace de dimension
infinie, un processus stochastique, etc.

Les questions concrétes que nous envisagerons se traduiront en question sur la loi d’une variable
aléatoire relevant de I'un (au moins) des trois grands problémes cités ci-dessus.

A Pinverse de ceux qu’on peut faire en théorie des probabilités, on ne va pas considérer une
unique loi de probabilité mais une famille & de loi potentielle. Le plus souvent, cette famille &2 est
indexée par un espace © fini ou de dimension infinie. Dans toute la suite, on considere une variable
aléatoire X définie sur une espace probabilisé (92, &7, P).

DEFINITION 1.1.  Le modéle statistique correspondant & X est le triplet (2, %, {Py}yco) ol

— D’ensemble 2" est I’ensemble des valeurs possibles de X, appelé ’espace des observation ;
— la classe de parties % est une tribu sur 2 ;
— la loi Py est la loi de X dépendant du parametre 6.

Ce modele posé, on vise, sur 'observation x seule, a inférer ou induire des caractéristique de la
loi de probabilité Py. Dans un probleme d’estimation, on cherche a estimer ces caractéristiques sans
a priori. Dans un probléme de test, on cherche a valider ou invalider une hypothéses émise sur ces
caractéristiques. Le cours abordera

— des notions statistiques de base utiles pour poser et analyser les différents probléemes (statistique,
estimateur, région de confiance, test, etc) et

— des notions de probabilités utiles pour résoudre ces probléme, a savoir

o les lois de probabilité usuelles,

o les théoremes limites et la théorie de la convergence des suites de variables aléatoires, préalables
indispensables pour les résultats de statistique inférentielle asymptotique,

o les inégalités de concentrations, préalables indispensables pour les résultats de statistique
inférentielle non asymptotique.
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1.2. DUO DE MISE EN BOUCHE

1.2 Duo de mise en bouche

1.2.1 Un exemple avec des M&M’s

On s’intéresse a la proportion 8 de M&M'’s de couleur chaude comme rouge, jaune ou orange
dans les paquets des célebres bonbons a la cacahuete. Pour 'obtenir, on méne ’expérience aléatoire
suivante : on prend n bonbons au hasard et on reléve le nombre de bonbons rouge, jaune ou orange.
On va considérer les trois problemes de statistique inférentielle.

Quel modele statistique ?

La variable aléatoire qui nous considérons sera un n-échantillons X = (X1, ..., X,,) de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi Ber(f) modélisant la couleur (chaude
ou froide) de n bonbons pris au hasard telle que, pour tout i € [1,n], on ait X; = 1 si et seulement
si le i-ieme bonbon est de couleur chaude.

Suite & notre expérience, on note x = (x1,...,2,) 'observation de X. De plus, le modele
statistique associé sera le triplet

M = (%7 Az, {PH}GGG) = ({07 1}n7 ‘@({Ov 1}71)’ {Ber(9)®n}9€[0,1])'

Comment peut-on interpréter ce modele? Quelles sont ses limites ? Déja, le modele induit
plusieurs hypotheses :

— les variables aléatoires X; sont de méme loi (cela dit que la production de bonbons est stable) ;
— elles sont indépendantes (il n’y a pas d’influence de la production d’un bonbon sur une autre).

Ce modeéle semble alors réaliste.

Par quelle valeur, construite sur x, peut-on approcher ou estimer 6 7

Sur la base de l'observation z := (z1,...,%,), une valeur estimée du paramétre 6 est donnée par
:L' PR x
T(z) = M.
n
Cela définit une fonction 7: {0,1}" — © := {0,1/n, ..., 1} qui est mesurable : c’est une statistique

sur le modele 9 ou, puisque © C O = [0, 1], un estimateur de 6. Toute image T'(z) avec z € {0, 1}"
est appelée une valeur estimée ou estimation de 6. On note usuellement 6,, := T'(X) que I'on qualifie,
par abus de langage, d’estimateur également.

Comment se justifie la construction de 0,7

Sur la base d’un n-échantillon (Xi,...,X,) de variables aléatoires définie sur un méme espace
de probabilité (2, o7, P), a valeurs dans (R?, Z(R%)) et de loi P, on peut construire une mesure de
probabilité aléatoire

. Ox, +--+6x

. n
P, =
n

3

appelée la mesure empirique associé & ce n-échantillon. La loi forte des grands nombres qui nous
dit que, pour tout événement B, on a presque stirement

P,(B) — P(B).

Remarquons que le « presque siirement » dépend de ’événement B.
On se place en dimension d = 1. Soit F' la fonction se répartition de P. Pour tout ¢ € R, on pose

Z ]l]foo,t] (Xl)

la fonction de répartition empirique associée au n-échantillon. Le théoreme de Glivenko-Cantelli
donne la convergence presque siire

Vi sup|Fu(t) = F(t)] — 0
teR
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1.2. DUO DE MISE EN BOUCHE

et I'inégalité de Dvorezky-Kiefer-Wolfowitz s’écrit

P(v/nsup|F,(t) — F(t)| > s) < 2exp(—2s%), seR.
teR

Pour un espace &2 séparable, avec probabilité 1, on a la convergence en loi P, —1oi— P. Pour
bien comprendre ce résultat de convergence étroite presque siire, on peut introduire des distances
métrisant cette topologie. Ici, on peut écrire

éanp”[Xi]z/thn(t) et Q:Epe[Xi]:/tdﬁg(t).

L’estimateur én est dit par insertion ou estimateur plug-in. Lorsque le parameétre a estimer est un
moment de la loi Py ou s’exprime en fonction des moments de cette loi, on parle d’estimateur des
moments.

Remarquons que la spécification de la loi Py n’est pas utile pour la méthode des moments. Cette
derniere est donc une méthode d’estimation non paramétrique.

Une autre justification de sa construction

On prend en compte ici plus spécifiquement le modele considéré 9. Pour une observation
x = (x1,...,2,) € {0,1}" et un parametre 6 € O, la quantité
Lo(z,0) = Py(Xy = 21,..., Xpn = 2n) = P((z1,...,2,)) = 73T 20 (1 — g)n—(@rt+2n)
représente le degré de vraisemblance de 1'observation x pour Py. On vérifie que la quantité T'(x) est
la valeur minimisant la fonction L, (x,-) sur ©, c¢’est-a-dire pour la quelle 'observation x est la plus
vraisemblable pour la loi Py. La preuve de ce résultat passe classiquement par la considération de
la log-vraisemblance ¢, := In L,,, un argument de concavité et la recherche d’un point critique.

L’estimateur 6,, est appelé un estimateur du maximum de vraisemblance. La méthode de
maximisation de la vraisemblance est, dans ce cas précis, une méthode d’estimation paramétrique.

Peut-on faire confiance a ces estimations ?

On se demande comment Pestimateur 6, approche le parameétre 6. Pour des propriétés asympto-
tiques, on utilise, pour cela, les différents théoremes usuels de probabilité : selon les cas,
— la loi faible des grands nombres assure qu’il s’agit d’un estimateur faiblement consistant ;
— la loi forte des grands nombres assure qu’il s’agit d’'un estimateur fortement consistant ;
— le théoreme centrale-limite assure qu’il s’agit d’un estimateur asymptotique normal, la qualité ou
performance de cette estimateur est jugée par la vitesse de convergence y/n et la variance 6(1 — )
puisque le théoreme donne
V8, —0) —w0i— A(0,0(1 —0))
dans notre exemple;
— enfin, en notant Ey 'espérance et Var 0 la variance sous la loi Py, on a
0(1—6)
n
et on dit que la risque quadratique de l'estimateur tend vers zéro a la vitesse 1/n.

Eo[(0, — 0)%] = Varg[d,] = —0

Pour des propriétés non asymptotiques, grace a cette derniére relation, 'erreur quadratique
moyenne Eg[(§ — 0)%]'/2 de l'estimateur est majorée par 1/2,/n. La question qui vient alors
naturellement est la suivante : ce risque et cette erreur quadratique moyenne sont-ils optimaux ou
d’ordre optimal 7 Et en quel sens ? Quel est le critére a prendre comme référence ?

On peut remarquer qu’'un estimateur constant 7' := 6 est de risque quadratique nul sous 6
alors qu'’il est de risque élevé pour d’autres parametres 6. Pour tout estimateur 7', on introduit le
risque maximal de T sur ©

(T,0) = sup Eo[(T(X) — 6)?]

et le risque minimax sur ©

mZ(0) = iITlf%(T, ©)
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ol l'infimum est pris sur 'ensemble des estimateurs. Un estimateur réalisant le risque minimax sur
O est lui aussi qualifié de minimax sur ©. Ce risque dépend de ’espace © car on pourra étre amené
a le restreindre afin d’assurer l’existence d’un estimateur minimax. De méme, on pourra réduire la
classe d’estimateurs.

Pour des propriétés non asymptotique, on peut utiliser le théoréme central limite ou I'inégalité
de Bienaymé-Tchebychev pour estimer la quantité

Py(v/n|T(X) — 6] >t).
On verra également des inégalités de concentration comme celles de Hoeffding ou de Cramer-

Chernov. Celles-ci permettent alors de juger la qualité de 'estimateur 6,, mais aussi de construire
des « fourchettes d’estimation » du parameétre 6.

Test d’hypotheses

Un - e étudiant - e de 'ENS Rennes pense que la marche de bonbons discrimine les couleurs
froides et qu’en réalité le parametre 6 vaut 6; := 2/3. On souhaite confronter les deux hyptheses :
celle de la marque et celle de I’étudiant - e.

Quelle reégle de décision peut-on construire sur la base de 1’observation ?

On peut considérer 'estimateur ponctuel én ou un intervalle de confiance. Pour prendre en
compte les variations de I'estimateur, on se donne une marge de sécurité : pour une certaine valeur
critique s, on décide que la marque & tort, i. e. de rejeter 'hypothese 6 = 6y := 1/2 au profit de
I’hypothese 6 = 6, des que én > 5. Cette valeur critique s est fixée a partir d’une évaluation de
risque de se tromper avec la régle de décision correspondante.

Qu’entend-on par le risque de se tromper ?

Deux types d’erreurs sont possibles : décider que la marque a tort ou décider que la marque a
raison, 7. e. accepter I'une des deux hypotheses. L’évaluation du reste de commettre chacune de ces
erreurs se fait dans le cas du modele statistique considéré. On associe respectivement a ces deux
types d’erreurs le risque de premiére (respectivement deuxiéme) espece

Py, (T(z) < s5).

Un exemple alcoolique

Le ministéere de la santé étudie régulierement les données annuelles nationales sur la consommation
quotidienne moyenne d’alcool par personne fournies par 'INSEE. En particulier, il évalue la nécessite
de prendre des mesures contre la consommation d’alcool.

On modélise la consommation quotidienne d’alcool pur (en gramme) par personne de plus de 15
ans par une variable aléatoire de loi .4 (0, 0%) avec o = 2.

En janvier 1991, la loi Evin limite la publicité pour les boissons alcoolisées. Son objectif est de
faire baisser le parametre 0, qui valait 35, en dessous de 33. Que peut-on conclure sur la base de
I’observation des consommations quotidiennes moyennes de 1991 a 1994 7

Année 1991 1992 1993 1994
Consommation ¢ 34,7 34,4 33,7 33,3

Choix et critique du modeéle statistique

Posons notre modeéle statistique. Comme nos observations se font sur quatre année, la variable
aléatoire considéré va étre un 4-échantillon X = (X7, X5, X3, X4) ol chaque variable aléatoire X
modélise la consommation d’alcool sur I'année 1990 + i. Ici, on considere 1'observation xg donnée
par le tableau. On pose n := 4. Le modele statistique est le triplet

(R", BR"), {4 (0.0%)"" }oer)-

Cela impose les hypothéses suivantes :
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1.2. DUO DE MISE EN BOUCHE

— les variables aléatoires X; sont indépendantes, cette hypothese est critiquable sauf si les populations
sondées sont différentes et potentiellement indépendantes ;

— elles sont de méme loi et, en particulier, de mémes variances et espérances, cela suppose que
Ieffet de la loi Evin est immédiat et durable;

— elles sont gaussiennes, cela semble raisonnable grace au théoréme central limite puisqu’elles sont
des moyennes, mais le support d’une loi gaussiennes est la droite entiere R alors que les variables
aléatoires sont positives.

Estimateur

Trouver un estimateur ponctuelle. Sur la base d’une observation z = (z1,...,2z,) € R”, on
peut estimer le parametre # comme précédemment, c¢’est-a-dire pour la quantité

1 n
T = — i

Par exemple, avec 'observation 2y donnée par le tableau, on a T'(z¢) = 34,025. On pose I'estimateur

0, =T(X).
Justifions ce choix. Si on prend en compte la spécification de la loi Py := .4(0,0?), on consideére
la vraisemblance définie par la relation

. 1 1 - 2
i=1

En introduisant la log-vraisemblance, on vérifie que la quantité T'(x) maximise la fonction L, (z, ).

Problémes de statistique inférentielle — CHAPITRE 1 5
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Chapitre 2
Compléments de probabilité

2.1 Inégalité classique . .. ... ... ... ...... 6 2.1.3 Autres inégalités . . .. ... ... ... ... 7
2.1.1 Rappels et notation . . ... ... ...... 6 2.2 Complément sur les lois usuelles . .. ... ... 7
2.1.2 Méthode de Cramér-Chernoff . .. ... .. 6

Inégalité classique

On considére une variable aléatoire Z et des variable aléatoires indépendantes Xy, ..., X,
définies sur un méme espace probabilisé (2, .o, IP). Toutes les variables aléatoires considérées seront
a valeurs réelles. On note S, = > ;" X;. On va donner des inégalités dont le but est de préciser la
concentration de la somme S, autour de son espérance lorsque cette derniere existe. L’inégalité de
Markov servira de base.

Rappels et notation

La densité de la loi centrée réduite est la fonction ¢: R — R définie par

o(x) = % exp(—12/2).

On note ®: R — [0, 1] sa fonction de répartition et ® := 1 — ® sa fonction de survie.

PRrROPOSITION 2.1. Pour tout « > 0, on a

1 ( 1 ) 9 — 1 9
1— — Jexp(—2“/2) < () exp(—xz</2).
= (1= 52 epl=%/2) < B(@) < ——exp(-a?/2)
Preuve La minoration se trouve en intégrant par parties. La majoration est évidente. O

COROLLAIRE 2.2. On suppose que les variables aléatoires X; suivent la loi normale centrée réduite.
Pour tout x > 0, on a

V2 (1= 2 expl(—a?/20) < B, ~ B[S, > 2) < Y/ 2 exp(—a? /2n).

On rappel maintenant les inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev.

PROPOSITION 2.3 (inégalité de Markov). Pour tout p > 0, tout z > 0 et toute variable aléatoire

Z,on a
E[|Z|?

T

PROPOSITION 2.4 (inégalité de Bienaymé-Tchebychev). Pour tout x > 0 et toute variable aléatoire
Z de carré intégrable, on a
E[Z?
P(|Z| 2 x) < [ ]

Méthode de Cramér-Chernoff

DEFINITION 2.5. La transformée de Laplace d’un variable aléatoire Z est la fonction

R — R U {+o0},
7l Elexp(Az)]

6 Compléments de probabilité — CHAPITRE 2
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2.2

2.2. COMPLEMENT SUR LES LOIS USUELLES

et sa transformée de Cramér est la fonction

R — RU{+x},
Az | by sup(A\t — Az(N\)) avec Az(\) =InLz(\).
A0
PROPOSITION 2.6 (inégalité de Cramér-Chernoff). Pour tout z > 0, on a
P(Z > 2) < exp(—A}(2)).

APPLICATIONS.
— Soit Z une variable aléatoire centrée sous-gaussienne de facteur de variance v > 0, 7. e. vérifiant
Az(N) <wvA?/2, A >0.
Alors pour toust € R et >0, on a
Ay (t) = t2/2v et P(Z > 2)VP(Z < —z) < exp(—x?/2v)
— Soit Z une variable aléatoire centrée sous-gamma a droite de facteur de variance v > 0 et de

facteur d’échelle ¢ > 0, 4. e. vérifiant

VA2
< -
Az(N) < 2(1 —cA)’

Pour z > 0, on pose hy(z) =1+ x — /1 + 22. Alors pour tout ¢t > 0, on a

y v ct

v

Ae0,1/d.

Autres inégalités
PROPOSITION 2.7 (inégalité de Heeffding). On suppose que les variables aléatoires X; sont bornées

par des réels a;,b; € R avec a; < b;. Alors pour tout = > 0, on a

P(S, —E[S,] = z) < exp(—z?_jsz_aiy).

PROPOSITION 2.8 (inégalité de Bennett). Soit ¢ > 0. On suppose que, pour tout i € [1,n], on a
X;<c et E[X?] < +oo.
Posons v := Y"1 E[X?]. Alors pour tout z > 0, on a

P(Sh — ElSi] > o) < exp(-5h(50)) < exp(%f;cm/g)

avec h(z) = (1+z)In(l +z) — z.

PROPOSITION 2.9 (inégalité de Bernstein). Soient v,c¢ > 0. On suppose

iE[XQ] <v et iE[(X*)k] g PR
=1 e =1 ' h 2 7

\
Bl

Alors pour tous A € [0,1/c[ et > 0, on a

A W< =N e P8, —E[S,] > 1) < (_L>
Sn—E[Sa]\N) S 2(1 = c)) ¢ " nl Z S EP\ Ty 0 )

Complément sur les lois usuelles

LEMME 2.10 (Stein). Soient X un variable aléatoire suivant la loi .4#7(0,1) et g: R — R une
fonction absolument continue telle que E[| X g(X)| < +o00. Alors ¢'(X) est intégrable et

Elg'(X)] = E[Xg(X)].
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THEOREME 2.11 (central limite vectoriel). Soit (X, )nen une suite de vecteurs aléatoires de R?
indépendants et identiquement distribués dont toutes les coordonnées sont de carré intégrable,
d’espérance 1 € R? et de matrice de covariance X € .#,(R). Alors

(35 ) o a03)

Loi du khi-deux

DEFINITION 2.12. Soit X un vecteur aléatoire suivant la loi .4 4(0,1). La loi de la variable
aléatoire | X||3 est la loi du khi-deuz & d degrés de liberté, notée x2(d).
PROPOSITION 2.13. Soit K un variable aléatoire suivant la loi x?(d). Alors

E[K]=d et Var[K]=2d.

PROPOSITION 2.14. Soit X ~ A g(u, ). Alors (X — p)' 71X — u) ~ x2(d).

Preuve 11 suffit de remarquer qu'on a X~V2(X — p) ~ A 4(0, 1,). O

THEOREME 2.15 (Cochran). Soit X ~ A,(0,1,). Soient Vi,...,V, C R™ des sous-espaces
vectoriels orthogonaux et de dimensions respectives di,...,d, € IN* tels que
Rn:V1®...@Vp'
Pour ¢ € [1,p], on note II; € .#,,(R) la matrice de projection sur V;. Alors
—ona [[X[? = [ILX[? + - + |TLX]*;
— les vecteurs aléatoires II; X sont gaussiens et indépendants ;
— pour tout i € [1,p], on a |[TLX||? ~ x2(d;).

Preuve Pour chaque sous-espace vectoriel V;, on en fixe une base orthonormée (e;1,...,€;4,). Le
premier point découle immédiatement du théoréme de Pythagore. Montrons le deuxieme point. 11
est clair que les projections II; X sont des vecteurs gaussiens. Ainsi la vecteur (II1 X, ..., II,X) est

gaussien. Pour montrer I'indépendance des vecteurs II; X, il suffit donc de montrer qu’ils ne sont
pas corrélés et c’est bien le cas puisque, pour tous indices distincts ¢, 5 € [1,p], on a

Cov[IT, X, I,X] = E[(I1,X — E[ILX])(IL; X — E[IL, X))’
E[(IL,X) (IT, X )
= E[(ILX,I;X)] =0

par orthogonalité.
Montrons le troisiéme point. Soit ¢ € [1,p]. Avec le choix des bases, on peut écrire

d;

X2 = (X, i)

=1

11 suffit alors de montrer que les variables aléatoires (X, e; ;) sont indépendantes et suivent la loi
normale centrée réduite. Soit j € [1,d;]. Comme X est un vecteur aléatoire, la variable aléatoire
(X, €;,7) suit une loi gaussienne d’espérance

]E[X'ei,j] = ]E[X']em- = O
et de variance

Var[X'e; ;] = 3 Var[XiJ2e; i = llei|® = 1.
k=1

D’ou (X, e; ;) ~ A4(0,1). Il reste & montrer que les variables aléatoires (X, e; ;) sont indépendantes.
Montrons qu’elles sont décorrélées. Pour tous indices distincts j,j’ € [1,d;], on a

COV[‘XVIGZ‘J/7 X'ei,j/] = E[(X’ei}j)(X’ei}j/ )]

8 Compléments de probabilité — CHAPITRE 2
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= Z Z E[( XXk )ei jxeijr k]
k=1k'—1
=) E[X{leijxeiz = 0.
k=1
Finalement, on a déduit ||[T1; X || ~ x2(d;). O

DEFINITION 2.16. — Soient U ~ A47(0,1) et K ~ x2(d). La loi de la variable aléatoire Y//K/d

est la loi de Student & d degrés de liberté, notée .7 (d).
— Soient K ~ x?(d1) et Kz ~ x%(dz). La loi de la variable aléatoire (K1/dy1)/(K2/dz) est la loi de

Fischer-Snedecor & dy et do degrés de liberté, notée Z (dy, ds).

Compléments de probabilité — CHAPITRE 2



3.1

Chapitre 3
Modeles statistiques, notion d’estimation

3.1 Estimateurs . . . . ... ... ... ... .. 10 3.2 Vraisemblance .. ... ............... 11

Dans tout le chapitre, on fixe un espace probabilisé (£2,.7,P) et on considére un modele
statistique MM = (2", B, {Pyp}oco). On peut lui associer une variable aléatoire X: O — 2" qui
suit une des lois Py. On cherche a estimer le parametre inconnu 6. Pour cela, on s’intéressera a des
observations = € 2~ de cette variable aléatoire.

Estimateurs

DEFINITION 3.1. Le modele statistique 97 est
— identifiable si 'application § € © — Py est injective;
— paramétrique si © C R? pour un entier d € N*.

EXEMPLES. Les modeles
({0,117, 20, 11", {Ber(0)* } o 1)) et (R, AR, {4 (0,4)°" boo).
sont identifiables et paramétriques.

DEFINITION 3.2. — Une statistique sur (2", %) est une fonction mesurable sur (27, %).
— Un estimateur de ¢(0) sur (2", ) est une statistique a valeurs dans un sur-ensemble (0) D ¥ (©).
— Pour un observation z d’une variable aléatoire X ~ Py, si T est un estimateur de ¥(6), la valeur

T(x) est appelée la valeur estimée ou I’estimation de ¢ (6).

On rappel qu'un n-échantillon est une n-uplet (X1, ..., X,,) de variables aléatoires indépendantes
et identiques distribuées.

DEFINITION 3.3. Le modele 9 est modéle d’échantillonnage si, pour tout 6 € O, il existe une
probabilité py telle que P, = pff”.

DEFINITION 3.4. La mesure empirique associée & un n-échantillon (X1,...,X,,) est le mesure de
probabilité P,, définie par

n

A 1
Yw € €, P,L(w) = E ZCSX&(“’)
i=1

Pour B € B(R%) et w € Q, on note P, (w, B) := P,(w)(B).

REMARQUES. — Pour tout B € #(R?), I'application Pn(, B) est une variable aléatoire discrete
telle que nP, (-, B) ~ Bin(n, P(B)) ou la probabilité P est celle de I’échantillon.

— Pour tout w € Q, Iapplication I:’n(w, -) est une probabilité sur R

DEFINITION 3.5. La fonction de répartition empiriqgue d’'un n-échantillon (X7, ..., X,,) de variables
aléatoires réelles est 'application

.0 — 0, 1R,

F,

n: N

wr— [z +— F(w,2) = Pp(w,]—00, 2]).
REMARQUE. — Pour tout 2 € R, on a nF,(z) ~ Bin(n, F(x)) ot la fonction F est la fonction de

répartition associée a la loi de I’échantillon.
~ Pour tout w € €, la fonction £, (w, -) est la fonction de répartition de la loi P, (w,-).
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3.2. VRAISEMBLANCE

THEOREME 3.6 (Glivenko-Cantelli). Soit (X;);en+ une suite de variables aléatoires réelles indé-
pendantes et identiquement distribuées. On note F' la fonction de répartition de X;. Pour n € N*,
on note F,, la fonction de répartition empirique associée au n-échantillon (Xq,...,X5). Alors il
existe un sous-ensemble Q' C © de probabilité 1 tel que

Vwe Y, ||F,(w)—F| — 0.

THEOREME 3.7 (Varadarajan). Soit (X;);en+ une suite de variables aléatoires réelles indépendantes
et identiquement distribuées. On note P la loi de X;. Pour n € N*, on note B, la mesure empirique
associée au n-échantillon (X1, ..., X,). Alors il existe un sous-ensemble ' C € de probabilité 1 tel
que

Vwe Y, Py(w) —1oi— P.

DEFINITION 3.8. Soit X = (X1,...,X,) un n-échantillon tel que X ~ Py = p3". Si le parametre

d’intérét ¢ (0) s’écrit sous la forme 1)(0) = .F (pp), un estimateur définie par ¢(0) = .Z(P,) est un
estimateur par insertion de 1(0)

EXEMPLE. L’inverse généralisé d’une fonction de répartition est la fonction
F~Yu) =inf{z e R| F(z) > u}, wuecl0,1].

Elle vérifie les propriétés suivantes :

— elle est croissante et continue a gauche;

— pour tout u € [0,1],ona F(z) >us x> F1(u);

— pour tout u € [0,1], on a F o F~(u) > u;

— si F est continue, alors F o F~! = Idjg 1y;

— si F est injective, alors F~' o F =Idg ;

— si F est continue et X ~ P, alors F(X) ~ % (]0,1]);

—si U ~%([0,1]), alors F~Y(U) ~ P.

Dans le modele statistique 90, on considere un n-échantillon X tel que X ~ Py = pg@". On note

Fy la fonction de répartition de pg. Alors ), (X) est un estimateur par insertion de Fy. Donnons
d’autres exemples. La moyenne empirique et la variance empirique

= 1 1 & -
X == ZXi et Vp(X):=— Z(Xi - X)?
i3 i
sont des estimateurs par insertion de Ey[X;] et Varg[X;].
DEFINITION 3.9. Soit X = (X1,..., X,,) un n-échantillon tel que X ~ Py = p(?". Un estimateur

des moments de 0 est une solution du systeme d’équations

I~ o .
Eo[X1] = ﬁZXg, je[1,d].
i=1

Vraisemblance

DEFINITION 3.10.  Le modele 91 est dominé par une mesure o-finie v sur 'espace (27, %) si, pour
tout # € ©, on a Py < v.

DEFINITION 3.11. On suppose que le modeéle 90t est dominée par une mesure o-finie v. Une

vraisemblance est une fonction mesurable L: 2" x © — [0, +-00][ telle que
dP,
Vee 2,V0e0, Lxb) = Tj(z).

La log-vraisemblance est la fonction £ := In L. Un estimateur du mazimum de vraisemblance de 6 est

Modeles statistiques, notion d’estimation — CHAPITRE 3 11



3.2. VRAISEMBLANCE

une statistique T telle que

Vee 2, T(x)€argmaxycg L(x,0).

EXEMPLE. Si on considére n variables aléatoires X; suivant une loi Ber(f), alors la mesure
dominante est la mesure de comptage sur {0, 1}" et la vraisemblance s’écrit

L(X1,.... X,,0) = [0 (1 —0) X =0t 5 (1 — g)pn—Xa =X,

PrRoPOSITION 3.12. Soient L la vraisemblance du modele 9T dominée par une mesure v et X un
variable aléatoire. Alors pour tout 8 € ©, on a

L(X,6)>0 Py-presque stirement.

DEFINITION 3.13. Le modele 9 avec © C R? et dominé par une mesure v est exponentiel de
dimension d’ € N* s’il existe deux fonctions mesurables h: © — R et g: © — R et deux
statistiques T': (27, %) — R? et c: (2, %) — |0, +oo] telles que

dPy

L(z,0) = ~~(x) = c(z) exp((g(2), T(x)) — h(8)).

REMARQUE. Un tel modeéle est alors dominé par la mesure v/ donnée par dv'(z) = ¢(z) dv(x) et
il est paramétrable par la quantité 6’ := ¢g(6). On peut alors écrire

I () = expl{g(2). T(@)) — ().

DEFINITION 3.14.  Le modele 9t avec © C R¢ et dominé par une mesure v est exponentiel canonique
de dimension d’ € N* 8’il existe une statistique 7: (27, %) — R? telle que

) = /% exp({0,T(z))) dv(z) < 400
“ dPp, 1

La,0) = ) = 3

exp((0, T'(x))).

PROPOSITION 3.15. Le modele 9 est exponentiel canonique de dimension d’ par rapport & une
mesure v est identifiable si et seulement si, pour tout 6 € ©, la fonction z € 2"+ (6, T(x)) n’est
pas v-presque stirement constante.

Dans la suite, on suppose que le modele est dominé par une mesure o-finie v. On note L sa
vraisemblance et ¢ sa log-vraisemblance. De plus, on suppose que toutes les lois Py ont le méme
support et que I'ensemble © est un ouvert de R% .

DEFINITION 3.16. On suppose que, pour tout 6 € ©,
— pour Pp-presque tout x € 27, le gradient Vol(x,0) existe;
— la fonction (Vgl(-,0))? est Py-intégrable.
L’information de Fischer du modele 9 est la fonction
) 0 — %d/ (R),
0 — Varg[VL(X, 0)].

PropoOSITION 3.17. On se place sous les hypothéeses précédentes. De plus, on suppose que, pour
toute fonction h: X — R P intégrable et pour tout i € [1,d'], on a

0
89 (z,0)dv(z) = /% h(x) (%iL(x,G) dv(z).

Alors
- Ey[VU(X,0)] =
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3.2. VRAISEMBLANCE

— le coefficient (4, j) de la matrice I(6) vaut

0 0
2 J

PrOPOSITION 3.18. On suppose que le modele 91 satisfait les points suivants :

— on écrit & = 27"

— pour tout 6 € ©, on écrit Py = p?” ol la mesure py est une loi sur 27 ;

— le modele (27, {po}oco) est dominé par une mesure o-finie v, de vraisemblance L;, de log-
vraisemblance ¢; et d’information de Fischer I;.

Alors le modele M est

— dominé par la mesure v = vy ",
— de vraisemblance L(z,0) = []}_; L1(z;,0),
— de log-vraisemblance £(z,0) = Y7 {(x;,0).

Xn
1
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4.1

Chapitre 4
Estimateurs ponctuels

4.1 Critéres de performances asymptotiques . ... 14 4.2 Critéres de performances non asymptotiques . . 16

On consideére une suite (X;);en+ de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement
distribuées & valeurs dans un ensemble 27 C R?. Fixons un entier n € N*. Soit (2", {ps}oco) un
modéle statistique associé & X = (X1,...,X,). Soit ¢: @ — R?" une fonction quelconque. On
souhaite estimer le paramatre d’intérét ¢(#) € R4

Criteres de performances asymptotiques

DEFINITION 4.1, Un estimateur ¢ == T'(X) est

— un estimateur faiblement consistant de 1 (0) si, pour tout § € O, on a ) —ry— »(0);
— un estimateur fortement consistant de () si, pour tout 6 € ©, on a U — Poos—y ¥(0);

~

— un estimateur asymptotiquement sans biais de () si, pour tout 6 € ©, on a Ey[t)] — ().

DEFINITION 4.2. Soit (v, )nen+ une suite réel positive qui tend vers Uinfini. L’estimateur ¥ est de
vitesse v, si, pour tout § € O, il existe une loi A\g non dégénérée sur R%" telle que

’l)n(’([} — w(&)) —loi/ Py — )\9.
Si toutes les lois Ay sont normales, I'estimateur est dit asymptotiquement normal.

REMARQUE. Par le lemme de Slutsky, un estimateur '(/AJ de vitesse v, et de loi limite Ay est
faiblement consistant.

THEOREME 4.3 (méthode delta). On suppose que © C R% et que la fonction v est de classe €.
Soit 6 un estimateur de 6 de vitesse v, 1. e.

0n (0 — 0) —10/p9— Ng, 6 € R,
Alors pour tout 8 € R, on a
Un(1(8) = () —rowro— Jy(0)Ag

ou la matrice Jy(6) est la jacobienne de la fonction ¢ au point 6.

Preuve Soit # € R% . On va utiliser la formule de Taylor avec le reste intégral et on obtient
Un(w(é) —9(0)) = Unha(é)(é —0)
ol

h@(t) ::/0 J,p(9+u(t—9))du.

Il suffit de montrer

hg(@) —loi/Pg—p hg(@) = Jw(@) (*)

puisque le lemme de Slutsky nous donnera alors la conclusion. Comme 6 —101/rs— 0 par notre
hypothese et la fonction hg est continue puisque la fonction 1 est de classe €', on obtient bien la
convergence (x). Ceci montre le théoréme. O

PROPOSITION 4.4. On suppose que les variables aléatoires X; admettent un moment d’ordre 2.
Notons
pi=TFe[X;] et o= Varg[X;].

1. La moyenne empirique m;(X) := X est un estimateur fortement consistant et asymptotiquement
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4.1. CRITERES DE PERFORMANCES ASYMPTOTIQUES

normal de . Plus précisément, on a
V(X — p) —weire— A (0,02).
2. La variance empirique m4(X) := V,(X) est un estimateur fortement consistant et asymptotique-

ment sans bien de 2. De plus, si les variables aléatoires X; admettent un moment d’ordre 4, alors il
est asymptotique normal et on a

VRV (X) — 0?) —1ei/pg— A (0, Varg[(X1 — p)?]).
PROPOSITION 4.5. On note Fy la fonction de répartition de la loi Py. Soit =z € R. Alors
1. on a nF,(z) ~ Bin(n, Fs(z));

2. Destimateur ﬁ'n(x) de Fy(x) est fortement consistant, asymptotiquement sans bias et asymptoti-
quement normal ; on a

Vi(Ey(z) — Fy(x)) —wirro— N (0, Fp(z)(1 — Fp(x))).

THEOREME 4.6 (Kolmogorov-Smirnov). Pour tout 6 € ©, on a
V|| E, = Fylloe —roi/pe— K

ou la variable aléatoire K suit la loi de fonction de répartition Fi définie par la relation
= 2,2
FK(.’L‘) = (1 +2 Z(—l)ke_Qk z >1w>0~
k=1

THEOREME 4.7.  Soit u € ]0,1].

1. Si Fy est strictement croissante au voisinage de Fj; *(u), alors E~1(u) est un estimateur fortement
consistant de Fe_l.

2. Si Fy est dérivable en F, ' (u), de dérivée fo(F, ') > 0, alors E~1(u) est un estimateur asympto-
tiquement sans biais et asymptotiquement normal de F 1(u) ;ona

-1 -1 _ u(l —u)
Vn(E; (u) — Fy ' (u)) —1oi/ps— JV(O, W) .
Preuve 1. On utilise le lemme de Borel-Cantelli. Soit € > 0. Alors
Py(|E; () — By (w)] > €) = Po(E, " (w) < Fy(u) — &) + Po(E, (w) > Fy ' (u) + ).

Comme F o F~! > Id pour une fonction de répartition F', le premier terme se majore et on trouve

Py(E () < Fy M (u) =€) < Po(nk (Fy H(u) =€) > k5 (B ()
Py(nF,(F; (u) — €) > nu)
Py(nE,(F; ' (u) — €) — nFy(Fy t(u) — €) > nu — nFa(Fy ' (u) —€))
exp(—2n(u — Fo(Fy ' (u) —¢))?)

INCINCIN

par l'inégalité de Hoeffding. Ce dernier terme est le terme général d’une série convergente. Par
ailleurs, on a

Py(E7 () > Fy ' (u) +€) = Py(nu > nE,(F,  (u) +¢))
= Py(n(Fu(Fy () + €) = Fa(Fy™ (u) +€)) < n(u — Fy(Fy™ (u) +2)))
< exp(—2n(u — Fy(Fy (u) + €))?).

Ce dernier terme est aussi le terme général d’une série convergente. Finalement, la série

Y PollE7 ) = Fyt(w)] > ¢)

neN

converge. Par le lemme de Borel-Cantelli, on obtient le résultat.
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4.2. CRITERES DE PERFORMANCES NON ASYMPTOTIQUES

THEOREME 4.8. Sous les hypotheése

— le modele (27, {pg}) est identifiable;

— O est compact ;

— pour tout z; € 27, la fonction § — ¢1(x1,0) est continue;

— pour tout # € O, il existe un voisinage V de 0 et H € L!(py) tels que

Vo, € 21,  sup |li(x1,0')] < H(zy),
0'ev

tout estimateur du maximum de vraisemblance 8 est fortement consistant.

Criteres de performances non asymptotiques

DEFINITION 4.9. Une statistique 7: X — R%" est d’ordre p € N* si
T € LP(Py) pour tout 6 € O.

DEFINITION 4.10.  Le biais d’un estimateur ¢ = T'(X) de 1(0) d’ordre 1 est la quantité

By (.1 (0)) = Eg[d)] - 4(6), 0 €0
L’estimateur 1) est dit sans biais si By (1/;, ¥(0)) = 0 pour tout § € O©. Dans le cas contraire, on dit
qu’il est biaisé.

REMARQUE. Il se peut qu’aucun estimateur sans biais n’existe. Par exemple, on peut prendre le
modele statistique

([[0’ n]]’ ’@(HO’ nﬂ)v {Bin(n7 1/9)}921)'

DEFINITION 4.11.  Une fonction de perte ou codt pour I'estimation du 1(6) est, en notant ¥ := ¢(0),
une fonction ¢: ¥ — R, mesurable telle que ¢(t1,12) = 0 si ¢ = hs.
Le risque associé a cette fonction de perte ou de cofit ¢ est la quantité

R§(4,9(9)) = Eqle(s,v(9))], 6 € ©.

Le risque mazimal sur un sous-ensemble ©g C O est la quantité
RC(Qv(—)O) = sup R5(¢a¢(0))

0€O©
Le risque minimaz sur un sous-ensemble Oy C O est la quantité

mR*(©p) = sup RE(4),0y).
¥

REMARQUE. Lorsque 'exposant ¢ ne sera pas indiqué dans la notation du risque, le cofit sera
I'application (11, %2) — ||1h1 — ¥2||3 et le risque sera alors qualifié de quadratique. De plus, avec
ce colit, on peut écrire la décomposition

Ro(,(8)) = || Bo (4, (8)1* + Eo[l[) — B[]
DEFINITION 4.12. Un estimateur ’l/A} est préférable 4 un autre estimateur 1 si

VO e©, Ri(h,v(0)) < R§(v,v(0))

DEFINITION 4.13. Un estimateur d’ordre 2 est dit de variance uniformément minimale parmi les
estimateurs sans biais (VUMSB) de 1(0) s’il est sans biais et préférable & tout autre estimateur
sans biais d’ordre 2 de v (6).

PROPOSITION 4.14. Soient 9 et ) deux estimateurs VUMSB de 1 (0). Alors pour tout § € O, on a

7& = 1; Py-presque siirement.
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Preuve Soit 8 € ©. Alors
Eolllv — ¥1%] = Eo[(s) — ¥, ¢ — )]
= Eo[(sh — (0), % — )] — Eo[(¢) — 9(6),7) — 9)].

Pour a € R, on considére I'estimateur v, == 1 + 04(77/3 —1p) de ¥ (6). Il est d’ordre 2 et sans biais.
Comme 1/3 est VUMSB, on a

Ro(1,9(0)) < Ro(a,(9))

= Re(i/) (0)) + g [[|d) = %] + 2aEq[(4) — 9 (0), ¢ — ¢)].

Cela implique Eg[(@/} w( ), )} = 0. On trouve la méme égalité pour l'estimateur 1. Ceci
conduit a Dégalité Eg[||() — 1|2 ] = 0 et conclut la preuve. O

REMARQUE. Un estimateur biaisé peut étre préférable & un estimateur sans biais. Par exemple,
soit X := (Xy,...,X,) un n-échantillon de loi uniforme % ([0, 0]). Un estimateur du maximum du

A~

vraisemblance est ¢ := X(,,). Mais I'estimateur sans biais 0 := "T'HG est moins bon.

Exhaustivité

DEFINITION 4.15.  Une statistique T est ezhaustive si la loi conditionnelle de X sachant T'(X) sous
Py ne dépend pas de 6.

NOTATION. On note T'(Px) la mesure image de la loi Px par I'application T'. La loi Pxp(x)=t
est notée Py(- | T(X) =t).

THEOREME 4.16 (de factorisation de Neyman-Fisher). On suppose que le modele est dominé par
une mesure o-finie v et de vraisemblance L. Une statistique T: 2" — R?" est exhaustive si et
seulement s’il existe deux fonctions g: Z° — Ry et h: RY x© — R mesurables telles que,
pour v-presque tout z € 27, on ait

V8 €O, L(z,0)=g(x)h(T(x),0).
REMARQUE. La statistique naturelle associée & un modele exponentielle est donc exhaustive.

THEOREME 4.17 (Rao-Blackwell). Soient T une statistique exhaustive et ) un estimateur de »(0)
d’ordre 2. Alors lestimateur ¢ := Eg[¢) | T(X)] de ¥(6) est de méme bias que 1) et préférable & ).

Preuve Soit 6 € ©. Par I'exhaustivité de 7', la variable aléatoire ¥ ne dépend pas de 6 et elle est
mesurable, donc il s’agit bien d’un estimateur. Comme Ey[)] = Eg[¢)], il a le méme biais que .
Montrons qu’il est préférable a ce dernier. On a

EolllY) — B[] = Eo[ll¢> — [|*] + Eol|lth — Eo[][|*] + 2Eo[(t) — 4,9 — Eq[1)])].
Or comme Eg[¢) — ¢ | T(X)] = 0, on trouve
Eo[($) — 0,9 — B[]} | T(X)] = (Bolth — ¢ | T(X)], 9 — Eg[¢)]) = 0.
D’ou
Eo[ll¢ — Eo[)1*] = Eo[ll¢> — &11°] + Eo[l|tb — Eq[][|°].

Grace a la décomposition biais-variance et comme les estimateurs ont le méme biais, on en déduit

Complétude

DEFINITION 4.18. Une statistique T: 2"~ — R?" est compleéte si, pour toute fonction f: RY 5 R
telle que f o T est d’ordre 1, on a

(V0 € ©, EghoT(X)]=0) = (V0€O, hoT(X)=0 Py-presque siirement)
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THEOREME 4.19 (Lehmann-Scheffé). Soit ¢ un estimateur sans biais d’ordre 2 de 1(6). Soit T un
statistique exhaustive compléte. Alors l'estimateur Eg[¢) | T(X)] est I'unique estimateur VUMSB de

P(0).

PROPOSITION 4.20. On suppose que le modele est exponentiel de dimension 1, dominé par une
mesure o-finie v et de vraisemblance

L(x,6) = c{x) exp()

18 Estimateurs ponctuels — CHAPITRE 4



5.1

Chapitre 5
Estimation par régions de confiance

5.1 Régions de confiance non asymptotiques . ... 19 5.2 Régions de confiance asymptotiques . . . .. .. 20

Régions de confiance non asymptotiques

Soit (2, %,{Ps}eco) un modele statistique associé a une variable aléatoire X: Q — 2
suivant une loi Py ou le parametre 6 € © est inconnu.

DEFINITION 5.1.  Une région de confiance pour le parametre () est une famille (C(z))zecqe de
partie de 'image 1 (©) telle que, pour tout 6 € ©, 'ensemble {x € 2" | ¥(0) € C(x)} soit mesurable;
on notera alors

By(y(0) € C(X)) = Py({x € 27| $(0) € C(2)}).
Soit a € [0,1]. Cette région est de niveau de confiance 1 — a si

gig(ng(zb(G) eC(X))z21-a.

Par abus de langage, les parties C(z) avec x € £ sera aussi appelées des régions de confiance
pour le parametre (6).

DEFINITION 5.2. On suppose que la fonction 1) est & valeurs réelles. Un intervalle de confiance
pour le parameétre ¥ (6) avec une région de confiance pour ce méme parameétre dont les parties sont
des intervalles

DEFINITION 5.3. La probabilité de recouvrement d'une région de confiance (C'(z))zec pour le
parametre ¢ (6) est la fonction

€0 Py(eh(0) € C(X)).

Dans la suite, on fixe un réel o € [0, 1]. Remarquons qu’une région de confiance dont la probabilité
de recouvrement est minorée par 1 — « est de niveau de confiance 1 — a. Pour construire des régions
de confiance, on peut utiliser diverses inégalités de concentration ou les racines pivotales.
DEFINITION 5.4.  Une racine pivotale pour le parametre 1(6) est une fonction

R: & x ¢(©) — 9(0)
telle que, pour tout 6 € O,

— la fonction R(X,(0)) soit une variable aléatoire;
— sa loi est indépendante du parameétre 6.

THEOREME 5.5. Soient R une racine pivotale pour le parameétre ¥(6) et Q la loi commune des
variables aléatoires R(X,(6)). Soit ¥, C (0) un événement tel que Q(¥,) > 1 — . Alors la
région de confiance (C(x))zc2 avec

C(z) ={teyv(©)]| R(z,t) € Uy} avec z€ X

est de niveau de confiance 1 — «.

Critere de performance

DEFINITION 5.6.  Un loi Q de densité f par rapport & la mesure de Lebesgue sur R?" est unimodale
si, pour tout ¢ > 0, 'ensemble {f > ¢} C R? est convexe.

EXEMPLES. Les lois uniformes et les lois normales sur R¢ sont unimodales.
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5.2. REGIONS DE CONFIANCE ASYMPTOTIQUES

PROPOSITION 5.7. Un loi Q) de densité f par rapport a la mesure de Lebesgue sur R est unimodale
si et seulement s’il existe un réel m € R, appelé un mode de la loi @, tel que la fonction f soit
croissante sur |—oo, m[ et décroissante sur |m, +o0.

PROPOSITION 5.8. Soit @ une loi unimodale de densité f par rapport a la mesure de Lebesgue A
sur R, Soit I C R? un sous-ensemble convexe tel que {f >c} C I C {f > ¢} pour un certain
réel ¢ > 0. Alors pour tout sous-ensemble J C RY" tel que Q(J) = Q(I), on a A(J) = A(I).

DEFINITION 5.9. La probabilité de fauz recouvrement d’une région de confiance (C'(z)),ex pour le
parametre ¥ (6p) est la fonction

0€0\{0} — Py(v(0p) € C(X)).

Régions de confiance asymptotiques

DEFINITION 5.10. Une région de confiance asymptotique pour le parameétre 1 (6) est une suite
(Cr)nen de régions de confiance pour ce parameétre. Elle est de niveau de confiance 1 — « si

¥0 €0, liminf Py(y(0) € Cp(X)) > 1 -

De méme, on peut définir la notion de racine pivotale asymptotique (R, )neN-
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