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Notion de catégories, premiers exemples

Définition 1.1. Une catégorie, notée €, est la donnée
— d’une classe ob(%) d’objets;
— pour chaque objets X,Y € ob(%), d’'un ensemble Morg (X,Y) de morphismes
— pour chaque objet X € ob(%), d’un morphisme idx € Morg (X, X);
— pour chaque objet XY, Z € ob(%), d'une application
o: Morg(Y, Z) x Morg(X,Y) — Morg (X, Z)

vérifiant les points suivants :
— foidx =idy o f = f pour tous objets X,Y € ob(%) et tout morphisme f € Morg(X,Y);
— ho(go f)=(hog)o f pour tous morphismes f, g et h composables.
Une catégorie % étant fixée, on écrira f: X — Y lorsque f € Morg(X,Y). De plus, lorsqu'une

seule catégorie entre en jeu, on ne la précisera pas nécessairement : par exemple, un morphisme
fera référence a un morphisme de cette catégorie fixée.

Définition 1.2. Soit % une catégorie. Un morphisme f: X — Y est un isomorphisme s’il existe
un morphisme g: ¥ — X tel que go f =idx et fog=idy.

Lorsque le morphisme f est un isomorphisme, un morphisme g tel que go f =idx et fog = idy
est unique et on le notera f1.

Définition 1.3. Une sous-catégorie d’une catégorie € est une catégorie Z telle que ob(Z) C ob(%)
et, pour tous objets X,Y € ob(Z), on ait Morg(X,Y) C Morg(X,Y) de sorte que ces sous-
ensembles soit stable pour la composition. Elle est pleine si

vX,Y € ob(2), Morg(X,Y) = Morg(X,Y).
Remarque. — La classe ob(%) n’est pas nécessairement un ensemble. Mais lorsqu’il s’agit d’un
ensemble, on dit que la catégorie & est petite.
— Dans ce cours, on a suppose que les classes de morphismes sont des ensembles : on dit que la
catégorie est localement petite.
Définition 1.4. Soit € une catégorie. Un objet X € ob(%) est
— initial si, pour tout objet Y € ob(%), ’ensemble Mor4 (X, Y) est un singleton ;
— final i, pour tout objet Y € ob(%), 'ensemble Mor (Y, X) est un singleton ;
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2 1.2. FONCTEURS ET TRANSFORMATIONS NATURELLES

— nul s'il est initial et final.
Exemples. — Les ensembles munis des applications ensemblistes entre eux et de la composition
usuelle forment une catégorie notée Ens.

— Les espaces topologiques munis des applications continues forment la catégorie Top. Dans
cette derniere, les isomorphismes sont exactement les homéomorphismes. De plus, ’espace
topologique ) est initial et 1’espace topologique {®} réduit & un point est final.

— Les espaces topologiques pointés forment la catégorie Top,. Dans cette derniére, le singleton {e}
est maintenant un objet nul.

— Les variétés lisses munies des applications lisses forment la catégorie Man.

— Soient k un corps et R un anneau. Les k-espaces vectoriels munis des applications k-linéaires
forment la catégorie Vecty. De méme, on peut considérer la catégorie Modg des R-modules.

Exemples (de petites catégories). — On peut considérer une catégorie formée de deux objets
et d’une unique fleche entre ces deux objets. Elle est petite.

— Les ensembles ordonnées peuvent étre vu comme des catégories. Plus précisément, soit (F, <)
une catégorie. On peut lui associer la catégorie dont les objets sont les éléments de E et, pour
tous objets z,y € E, il existe une unique fleche z — y si z < y.

Remarque. A une catégorie ¥, on peut lui associer sa catégorie opposée qui a les mémes objets
mais dont on a renversé le sens des fleches. Il s’agit de la catégorie €°P vérifiant

ob(%°P) := ob(%) et Morgoer (X,Y) := Mor¢ (Y, X)
pour tous objets X,Y € ob(%).

Notation. Au lieu de noter X € ob(%), on notera simplement X € . Il n’y a aucune ambiguité a
adopter cette notation car ’objet % n’est pas un ensemble.

Foncteurs et transformations naturelles

Définition 1.5. Un foncteur (covariant) entre deux catégories € et Z est la donnée
— pour tout objet X € €, d’'un objet F(X) € ob(2);
— pour tous objets X, Y € ¥, d’'une application
F(-): Morg(X,Y) — Morg(F(X),F(Y))
vérifiant les points suivants :
— pour tout objet X € ¢, on a F(idx) = idp(x);
— pour tous morphismes f € Morg(X,Y) et g € Morg(Y,Z), ona F(go f) = F(g) o F(f).

On note F': € — 9.
Un foncteur contravariant entre deux catégories € et & est un foncteur €°° — 2 ou, de
maniere équivalente, un foncteur ¥ — Z°P.

Remarques. — Un foncteur envoie les isomorphismes sur les isomorphismes.

— On peut composer deux foncteurs : le neutre pour la composition est le foncteur idey: ¢ — €
qui envoie tout objet sur lui-méme et tout morphisme sur lui-méme. L’ensemble End(%) des
endomorphismes € — % est alors un monoide associatif.

Exemples. — Associer un k-espace vectoriel a son dual et une application linéaire & sa transposée
définit un foncteur covariant —*: Vect, — (Vecty)°P ou, de maniére équivalente, un foncteur
contravariant —*: Vect, — Vecty,.

— Le foncteur Top — Ens qui & un espace topologique associe son ensemble sous-jacent est
appelé un foncteur d’oubli. On peut aussi définir le foncteur d’oubli Ab — Grp entre la
catégorie des groupes abéliens et celle des groupes et le foncteur d’oubli Alg, — Modpg
entre la catégorie des R-algebres et celle des R-modules.
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— Les groupes fondamentaux donnent un foncteur m;: Top, — Grp.

— L’homologie fournit des foncteurs H, : Chg — Mody avec n > 0 de la catégorie des
complexes de R-modules dans celle des R-modules.

— Soit € une catégorie. Un foncteur F': € — Ens est représentable s’il existe un objet X de
tel que F' = Morg (X, —) ot le foncteur Morg (X, —): € — Ens associe & un objet Y l'en-
semble Morg (X,Y") et & un morphisme f: Y — Y” 'application f o —. Notons Fonc(%, Ens)
I’ensemble des foncteurs € — Ens. Le plongement de Yoneda est 'application

¢°P — Fonc (¥, Ens),
X — hx = Morg(X, —).

Définition 1.6. Une transformation naturelle entre deux foncteurs F,G: € — 2 est la donnée
d’un morphisme 7y : F(X) — G(X) pour tout objet X de ¢ vérifiant la propriété suivante : pour
tout morphisme f: X — Y de ¥, le diagramme

F(X) /5 G(X)

F(Y) —2 G(Y)

commute. On note 7: FF — G. Il s’agit d’'un isomorphisme naturel si chaque morphisme 7x
avec X € € est un isomorphisme. On notera F' = G.

Notation. Pour deux foncteurs F,G: ¥ — 2, on note Nat(F, G) Pensemble des transformations
naturelles entre les foncteurs F et G.

La notion de transformation naturelle permet de munir Pensemble Fonc(%’, Ens) d’une structure
de catégorie. L’application h est ainsi un foncteur.

Définition 1.7. Un foncteur F: € — 2 est une équivalence de catégories s’il existe un fonc-
teur G: 9 — € tel que Go f Zidg et F oG Zidg.

On va donner une définition équivalente a la notion d’équivalences de catégories.

Définition 1.8. Un foncteur F: € — Z est
— fidéle si, pour tous objets X et Y de %, 'application Mor¢(X,Y) — Morg(F(X), F(Y))
est injective ;
— plein si, pour tous objets X et Y de ¥, elle est surjective;

— essentiellement surjectif si, pour tout objet Y de 2, il existe un objet X de € tel que les
objets Y et F(X) soient isomorphes.

Proposition 1.9. Un foncteur est une équivalence de catégories si et seulement s’il est pleinement
fidele et essentiellement surjectif.

Exemples. — La catégorie Vectzn des k-espaces vectoriels de dimension finie est équivalente
a la catégorie dont les objets sont les entiers naturels et les morphismes n —> m sont les
matrices de taille m x n a coefficients dans le corps k.

— Un morphisme d’anneaux commutatifs f: R — S induit un foncteur f*: Modg — Modg.
Si le morphisme f est un isomorphisme, alors le foncteur f* est une équivalence de catégories.
La réciproque est fausse. Les morphismes f induisant une équivalence de catégories f* sont
appelés les équivalences de Morita.

— La catégorie des anneaux commutatifs et celle des schémas affines sont équivalentes de fagon
contravariante.

Théoréme 1.10 (lemme de Yoneda). Soit F': ¥ — Ens un foncteur. Soit X un objet de ¥. Alors
il existe une bijection

Nat(hy, F) = F(X).
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Démonstration. Considérons les applications
Nat(hx, F) — F(X),
T+— 7x (idx)

F(X) — Nat(hx,F),
T Ty

et v

ou la transformation naturelle 7,,: hx — F avec € F(X) est définie par les applications
Morg(X,Y) — F(Y),
fr— F(f)(z)

pour tous objets Y € €. Soit x € F(X) un élément. Montrons que la famille 7, est une transformation
naturelle. Soit f: Y — Y’ un morphisme de %. Il faut vérifier que le diagramme

(T)y:

Morg(X,Y) — 22 F(Y)

hx (f)J JF(f)
Morg (%, — 23D iy

est commutatif. Pour tout morphisme g: X — Y, on a

(2)y(f o g) = F(f o g)(x)
= F(f) o F(g)(x)
= F(f) o (12)v (9)-

D’ou 7, € Nat(hx, F). On vérifie maintenant que les deux applications définies plus haut sont
réciproques 'une de l'autre. Soit € F(X) un élément. Alors

DPoVU(z)=D(ry)
= (1) x (dx)
= F(idx)(z)

Ceci montre ® o ¥ = idp(x). Inversement, soit 7 € Nat(hxy, [') une transformation naturelle. Alors
pour tout objet Y de € et tout morphisme f: X — Y, comme le diagramme

Morg (X, X) — X F(X)
hx(f)l F(f)
Ty

Morg(X,Y) — X F(Y)

commute, on trouve
o d(r)y(f) = V¥(rx(idx))y(
= (Try (idx))v (f)
= F(f)(rx (idx))
= [F(f) o mx](idx)
= [ty o hx(f)l(idx)

f)

= 7y (hx(f)(idx))

=71y (foidx)

=7v(f)
et donc W o ®(7) = 7. Ceci montre ¥ o ® = idNag(nx, 7). On obtient donc deux bijections ® et ¥
qui sont réciproques I'une de 'autre. o

En particulier, le lemme de Yoneda appliqué au foncteur covariant hy : ¥ — Ens donne une
bijection Nat(hx, hy) ~ Morg (Y, X). Ceci implique le résultat suivant.
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Corollaire 1.11. Soit % une catégorie. Alors le plongement de Yoneda

|€°? — Fonc(¢, Ens),
X — hx = Morg (X, —)

est un foncteur pleinement fidele.
Remarque. La catégorie Fonc(%, Ens) est la catégorie des préfaisceaux sur €°P.
1.3. Limites et colimites
Définition 1.12. Soit € une catégorie. Soient f: A — B et g: A — C deux morphismes. Un

poussé en avant des morphismes f et g est un objet D muni de deux morphismes B — D
et C — D vérifiant la propriété suivante :

|

il existe un unique morphisme D — E qui fasse commuter le diagramme

pour tout carré commutatif

Q

—

o

—

A——C

u\
\E

Exemple. Le recollement de deux espaces topologiques est un poussé en avant.
| Lemme 1.13. Sile poussé en avant existe, alors il est unique a isomorphisme pres.

Dualement, on définit la notion de tiré en arriere.
Exemple. Le produit fibré d’espaces topologiques est un tiré en arriere.

Les limites et colimites généralisent ces constructions.

Définition 1.14. Soient ¥ une catégorie et & une petite catégorie. Un diagramme de forme & est
un foncteur & — %.

Exemple. Un diagramme de forme N équivaut a se donner une suite d’objets (X;);en.

Définition 1.15. Soit F': ¢ — ¥ un diagramme de forme .#.

— Une limite du diagramme F est la donnée d’un objet Ly de € muni de fleches o;: Ly — F(7)
avec i € ob(.#) satisfaisant les points suivants :

o pour toute fleche f: i — j, ona a; = F(f)oay;
o pour tout objet E de ¥ muni de fleches 8;: E — F(i) avec i € ob(i) telles que
B =F(f)opi pour toute fleche f: 7 — j,
il existe une unique fleche h: E — L telle que
Bi = o oh, i € ob(.#).
Si elle existe, alors la limite est unique & isomorphisme pres et on la note lim 4 F'.

— De maniere duale, on définit la notion de colimite, notée colim s F si elle existe.
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Exemples (produit et coproduit). Si on regarde une petite catégorie .# sans fleches autre que les
identités, un diagramme de forme .# est juste un ensemble d’objets F'(i) avec ¢ € ob(.#). Dans ce
cas, la limite est appelée le produit des objets F(i), notée [],.; F(i), et la colimite est appelée le
coproduit des objets F'(i), notée [ [,.; F'(i)

Par exemple, dans la catégorie des ensembles, le produit de deux ensembles X et Y est le produit
cartésien X X Y et leur coproduit est I'union disjointe X LY.

Remarque. Dans le cas ou la catégorie .# est infini, la limite et la colimite ne sont pas toujours
isomorphes. Par exemple, dans la catégorie k-espaces vectoriels, on trouve

}351\1 kn[t] = k[t] et CSE%? knlt] = k[t]
ou les fleches k,,[t] — k., [t] avec n < m sont les inclusions.
Définition 1.16. — Une petite catégorie .# est filtrée si elle n’est pas vide et elle satisfait les
conditions suivantes :
o pour tous objets i,j € .#, il existe un objet k € .# et des fleches i — ket j — k;
o pour tous morphismes f,g: i — j, il existe une fleche h: j — k telle que ho f = hog.
Une petite catégorie .# est cofiltrée si la catégorie #°P est filtrée.

— Une (co)limite filtrée est une (co)limite indexée par une catégorie (co)filtrée.

Exemple. Les limites séquentielles indexées par ’ensemble N sont filtrées.

Adjonctions

Définition 1.17. Deux foncteurs F': € — Z et G: 9 — € forment une paire adjointe s’il existe
un isomorphisme de bifoncteurs
Morg(F(-), —) = Morg(—, G(—)).

On dit que le foncteur F' est un adjoint & gauche du foncteur G ou que le foncteur G est un adjoint
a droite du foncteur F. On note F': 4 =— 2 :G.

De maniere plus explicite, dire que les foncteurs F' et G sont adjoints signifie que, pour tous
morphismes f: X — X' de T et g: Y — Y’ de 2, le diagramme

~

Morg (F(X),Y) Morg (X, G(Y))

o F(fﬁ —o Jﬂ

Morg(F(X'),Y) ——— Morg (X', G(Y))

et

~

Morg (F(X),Y") Morg (X, G(Y"))

go—] G(g) O—W

Morg (F(X),Y) ——— Mor¢(X, G(Y))
commutent. Par ailleurs, pour tous objets X € Z et Y € ¥, on a des isomorphismes naturels
Morg (F o G(X), X) & Morg(G(X), G(X)) (+)
et
Mor¢(Y,G o F(Y)) 2 Morg(F(Y), F(Y)). ()
Définition 1.18. — L’unité d’une paire adjointe (F, G) est la transformation naturelle
idcg — GoF

qui associe chaque objet Y € ¢ & I'antécédent du morphisme idp(y) par la bijection (*x).
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— La counité d’une paire adjointe (F,G) est la transformation naturelle
FoG—idg

qui associe chaque objet X € & a I'antécédent du morphisme idg(x) par la bijection (*).

Proposition 1.19. Soit F': ¥ z— & :G une adjonction. Alors

1. deux transformations naturelles 7: idy — G o F et ¢: F'o G — idg sont I'unité et la
counité de cette adjonction si et seulement si les composées

n(G(Y)) G(Y))

GY) —  GoFoGY) — 225 G(Y)
et

X e(F(X
ax) 20D | b o px) —EE) L ey
sont les identités pour tous objets X € Z et Y € ¥ ';
2. le foncteur F' est pleinement fidele si et seulement si I'unité est un isomorphisme naturel ;
3. le foncteur G est pleinement fidele si et seulement si la counité est un isomorphisme naturel ;

4. le foncteur F' est une équivalence de catégories si et seulement si 'unité et la counité sont des
isomorphismes naturels.

Un foncteur F': € — € préserve (ou commute avec) les colimites si

F(colim X;) ~ colim F(X;)
€S €S

pour toute petite catégorie .# et toute famille d’objet (X;);e.# de €. De méme, on définit la notion
de préservation des limites.

Proposition 1.20. Soit F': ¥ == 2 :G une adjonction. Alors le foncteur F préserve les colimites
et le foncteur G préserve les limites.

On peut donner une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un adjoint. Pour cela, on
donne d’abord une définition préliminaire.
Définition 1.21. Soit x un cardinal infini.
— Un objet X d’une catégorie € est k-compact si le foncteur
Mor¢ (X, —): € — Ens
commute avec les colimites filtrées indexées par toute petite catégorie de cardinal k.

— Une catégorie est localement présentable si elle admet un ensemble de générateurs x-compacts,
c’est-a-dire si tout objet est une colimite filtrée de cardinal x de génrateurs k-compacts, et si
elle est stable par colimite.

H Théoréme 1.22. Soient ¥ une catégorie localement présentable et F': € — 2 un foncteur. Alors
ce dernier admet un adjoint a gauche si et seulement s’il commute avec les colimites.
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Equivalence d’homotopie

Définition 2.1. — Deux applications continues f,g: X — Y entre deux espaces topologiques X
et Y sont homotopes s’il existe une application continue

H: X x[0,1] —Y
telle que H(-,0) = f et H(-,1) = g. On notera f ~ g.

— Une application continue f: X — Y est une équivalence d’homotopie s’il existe une applica-
tion continue g: Y — X telle que go f ~idx et fog ~idy. On dit alors que les espaces
topologiques X et Y sont homotopes.

— L’espace topologique X est contractile s’il est homotope a un point.

La relation d’homotopie est une relation d’équivalence.

Exemples. Les homéomorphismes sont des équivalences d’homotopie, mais la réciproque est fausse.
L’espace R™ est contractile, mais la sphere S™ ne l’est pas.

Définition 2.2. Soient A C X une partie et f,g: X — Y deux applications continues coincidant
sur la partie A. Les applications f et g sont homotopes relativement da la partie A 8’1l existe une
homotopie H: X x [0,1] — Y les reliant telle que

Vit € [0,1], Vz € A, H(z,t) = f(z).
On notera f ~ g rel A

La relation d’homotopie relative est aussi une relation d’équivalence.

Définition 2.3. Une partic A C X est un rétracte par déformation de 'espace X s’il existe une
application continue p: X — A telle qu’en notant i: A — X I’inclusion, on ait

poi=idy et top~idyx.

Elle est un rétracte par déformation forte si, de plus, on a iop ~idyx rel A.

Exemple. La sphére S™ est un rétracte par déformation forte de 'espace R"*1\ {0}. En effet, une
projection p satisfait la définition est, par exemple, 'application  — x/ ||z|| et on prend ensuite
I’homotopie barycentrique.

Contre-exemple. La boule B"! ne se rétracte pas sur son bord 9B"*! = 8",
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Groupes d’homotopie et équivalences faibles

Définition 2.4. — Soit X un espace topologique. On note myX ’ensemble des composantes
connexes par arcs de I’espace X.

— Soit (X, zp) un espace topologique pointé. Soit n > 1 un entier. On note m, (X, zg) len-
semble des classes d’homotopies relatives aux points bases des applications continues poin-
tées (S™,e) —> (X, x0). On Pappelle le n-iéme groupe d’homotopie de I'espace topologique X
au point x.

Notation. On note [X,Y] I'ensemble des classes d’homotopie d’applications continues X — Y.
On adopte la méme notation dans le cas des espaces topologiques pointés.

Définition 2.5. — La suspension d’un espace topologique X est I’espace topologique
YX = (X x[0,1])/(X x {0}, X x {1}).
— La suspension réduite d’un espace topologique pointé (X, zg) est 'espace topologique pointé
(X, o) = (X x [0,1])/(X x {0}, X x {1}, {zo} x [0,1]).
Exemple. On trouve X(S", e) = (S"*1 o). En particulier, la sphére S™ est itération de n suspen-
sions réduites de la sphere S°.
Définition 2.6. Soient f,g: X(X,z9) — (Y, y0) deux applications continues pointées. On définit
Papplication f * g: X(X,z9) — (Y, yo) par la composée
(X, w0) — X(X,20)/(X x {1/2}) = 5(X, 20) V E(X,20) — (Y, 50).

Remarque. L’opération V est le coproduit dans la catégorie Top.

Proposition 2.7. 1. La classe d’homotopie de I'application f * g ne dépend que de celles des
applications f et g.
2. Ona (fxg)xh~ fx(gxh).
3. L’application constante c: (X, xz0) — (Y, yo) vérifie fxc~cx* f ~ f.
4. Pour toute application continue pointée f: (X, z9) — (Y, y0), Papplication
f71 . Z(Xv J?()) — (Y7 Z/O)7
’ (x,t) — f(x,1—1%)
vérifie fx fl~ f"lof~ec
5. Pour toutes applications continues pointées f,g: X2(X,x9) — (Y,y0), ona f*g=~gx* f.

On en déduit ainsi le corollaire suivant.

Corollaire 2.8. L’ensemble [X(X, z0), (Y, y0)] est un groupe commutatif pour la loi *. De plus, il est
commutatif si 'espace topologique pointé (X, zo) est la suspension d’un autre espace topologique
pointé. En particulier, lorsque n > 1, 'ensemble m,(X,zg) est un groupe et, si n > 2, il est
commutatif.

Proposition 2.9. 1. Toute application continue pointée f: (X, z9) — (Y, yo) induit un mor-
phisme de groupes
(X, 20) — T (Y, v0),

Ja
V] — [fonl
2. Une équivalence d’homotopie f induit un isomorphisme f.: 7, (X, z¢) — 7 (Y, yo).

Dans le cas n = 0, on peut également définir une application ensembliste f,: 79X — m9X. Si
I’application f est une équivalence d’homotopie, alors cette derniére est une bijection.

Proposition 2.10. Les n-iémes groupes d’homotopie fournissent un foncteur

7 : Top, — Grp.
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Définition 2.11. Une application continue f: X — Y est une équivalence d’homotopie faible si elle
induit une bijection f,: X — myX et, pour tout entier n > 1 et tout point xy € X, elle induit
un isomorphisme f,: 7, (X, z9) — 7, (Y, f(x0)). Deux espaces X et Y sont faiblernent homotopes
s’il existe un zig-zag fini d’équivalences faibles les reliant.

D’apres la proposition précédente, une équivalence d’homotopie est une équivalence d’homotopie
faible. Dans certains cas, on peut donner une réciproque.

Théoréme 2.12 (Whitehead, 1949). Une application continue entre deux CW-complexes est une
équivalence d’homotopie si et seulement si ¢’est une équivalence d’homotopie faible.

Fibrations

Définition 2.13. — Une fibration de Hurowiz est une application continue p: £ — B telle que,
pour toute carré commutatif

X x{0} —— FE

| ]

X x [0,1] — B,

il existe un relevement X x I — F faisant commuter ce diagramme.

— Une fibration de Serre est une application continue p: F — B vérifiant la propriété suivante
par rapports aux inclusions [0, 1]" x {0} — [0,1]"T! avec n € N*.

Exemples. — Les projections sont des fibrations de Hurowiz.
— Les revétements sont des fibrations de Serre.

— Les espaces fibrés sont des fibrations de Serre.

Définition 2.14. L’espace des chemins au-dessus d’une application continue f: X — Y est le
pullback P(f) ot les projections de I’évaluation evy: Y/ — Y et et I'application f: X — Y.
Autrement dit, il s’agit de ’espace topologique

P(f)=Y" xy X ={(v.2) €Y' x X | 7(0) = f(2)}.
Remarque. Lorsque f = idy, on retrouve I'espace des chemins de I’espace topologique X.
Lemme 2.15. L’espace des chemins au-dessus de 'application f par une factorisation
X — P(f) —Y

ot la fleche X < P(f) est une équivalence d’homotopie et la fleche P(f) — Y est 1’évaluation
au temps 1.

Démonstration. Montrons que Iévaluation P(f) — Y est une fibration de Hurowiz. On considére
un carré commutatif

Z x {0} S N P(f)

S

Z x[0,1]] ——— Y,
Notons ¢(z) = (7,, x.) pour chaque élément (z,0) € Z x {0}. Comme le carré précédent commute,
on trouve 7,(1) = ¢(z,0). On définit le relevement
Z x [0,1] — P(f),
(z,t) — (= * Vlzyxj0,1) 22)

Cette application factorise le carré. o
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Remarque. — Soit p: E — B une fibration de Hurowiz ou l'espace B est connexe par arcs.
Alors les fibres sont toutes homotopes.

— Soient X un espace topologique connexe par arcs et g € X un point. La fibre de I’évaluation
evi: P{axg} — X) — F

en un point x € X est l'espace des chemins reliant les points zo et . Ce dernier est
homéomorphe a l’espace des lacets pointés €2, X. Les espaces de lacets pointés sont donc tous
homotopes.

Théoréme 2.16. Soit p: £ — B une fibration de Serre ou l'espace B est connexe par arcs.
Soient by € B et fo € F == p~1(by) deux points. Alors la suite

e — 7Tn+1(BabO) — Trn(Fa fO) — Wn(E,fO) — WW(B’bO) —

est une suite exacte longue ou lapplication 7, (F, fo) — m,(E, fo) est celle induite par 'inclu-
sion F' — E et Papplication 7, (E, fo) — 7, (B, bo) est celle induite par I’application p. Le bout
de la suite exacte est la suite exacte d’ensembles pointés

e — 7T1(B,b0) — o' — myB.

Remarque. — On dit qu’une suite d’ensembles pointés

(A,a) —L s B, I (C0)

est exacte si f(A) = g7 (c).
— L’application 9: m,41(B,by) — 7, (F, fo) induit une bijection

m1(B, bo)/ps1(E, fo) = moF.

Proposition 2.17. Les fibres d’une fibration de Serre dont la base est connexe par arcs sont
faiblement homotopes entre elles.

Démonstration. Soit p: E — B une telle fibration. Soit b € B un point. Le carré commutatif
B

JidB

B

E, E 2

L {

P(p)y —— P(p) ——

E—L

1

P(p

~

—_

induit le diagramme commutatif

ol les notations Ej et P(p);, désignent les fibres des espaces E et P(p) au point b. Par le théoréme,
ce dernier diagramme induit un morphisme de suites exactes

Tnt1 (B, pt) ——— mp11(B,b) ———— 7, (Ep,pt) ———— 7, (E, pt) ———— 7, (B, b)
) I |
Tnt1(P(p), pt) —— Tn41(B,b) —— T (P(p)s, pt) —— mn(P(p),pt) —— mn(B, D).
D’apres le lemme de cing, 'application f, est un isomorphisme pour tout indice n > 1. Il reste a

traiter le cas n =0. On a f. 001 = s et donc f,. 0 9; = 0o ol les applications 0; sont celles de la
derniére remarque si bien que I'application f, est bijective. o
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Exemple. La projection R?\ {(0,0)} — R sur une coordonnée n’est pas une fibration de Serre.

Exemple. Considérons 'application
Z—R-—S'cC,
6 — e,
Il s’agit d’une fibration de Serre. On obtient une suite exacte
7k(R) — m(SY) — m_1(Z)

ou ;—1(Z) =0si k > 2 et mp(R) = 0 pour tout k& > 0. On en déduit

0 sik=0,
(8 =<7 sik=1,
0 sik=>2.
Exercices
Exercice 1. 1. Par la propriété universelle du produit, on dispose d’une bijection

Morrop, ((Z,20), (X X Y, (z0,Y0))) = Mortep_((Z, 20), (X, 20)) X Morrep_((Z, 20), (Y %0))-

En particulier, pour Z = S”, sachant que cette derniere bijection passe a I’homotopie, on
obtient une bijection

Tn (X X Y, (%0, 0)) = mn (X, 20) X T (Y, 90)-
2. On peut faire agir le groupe Z/2Z sur la spheére S% ce qui permet d’obtenir une application
p: Z/2Z — 8% — RP?
qui est un revétement.
3. L’application p est donc une fibration de Serre et induit alors une suite exacte longue
oo — 1 (2/22) — 7,(8%) — 7, (RPY) — 7,1 (Z/2Z) —> - -

Or 7,(Z/2Z) = 0 pour k > 1 et mo(Z/2Z) = {Z/2Z}. Donc pour tout entier n > 2, on trouve
un isomorphisme
7 (S = 7, (RP?).

Pour n = 0, on trouve mo(RP?) = 7y(S%) = {e}. Pour n = 1 et d > 2, la suite exacte permet
d’obtenir 7 (RP?) = Z/2Z. Avec la question 1, on en déduit
70(S? x RP?) = 7y(S? x RP?) = {e}
et
m1(8? x RP?) = m;(S® x RP?) = Z/2Z.
De plus, on trouve
7, (8% x RP?) = 7, (S x RP?) = 7,,(S%) x mo(S%), n>2.
4. D’apres la formule de Kiinneth, on trouve
Hy(S* x RP?) = (P H;(S*) ® H,;(RP®) = 2/2Z & Z/2Z,

=2
et

H,(S? x RP?) = Z/2Z.

Ainsi les espaces S? x RP? et 83 x RP? ne sont pas homotopes.
5. On peut en déduire qu’aucun isomorphisme 7, (S? x RP3) — 7,(S® x RP?) ne provient
d’une application continue.
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3.1. Définitions

Définition 3.1. On considére un carré commutatif

A—— B

J )
C —— D

dans une catégorie. On dit que

— le morphisme 7 a la propriété du relévement a gauche par rapport au morphisme p s’il existe
une factorisation C' — B

— le morphisme p a la propriété du relévement a droite par rapport au morphisme i s’il existe
une factorisation C' — B.

Pour une classe M de morphismes d’une catégorie €, on note LLP(M) et RLP(M) les classes
des morphismes ayant la propriété de relevement a gauche et a droite par rapport a tous les
morphismes de la classe M.

Exemples. Les fibrations de Hurewicz et de Serres respectivement sont les applications continues
ayant la propriété de reléevement a droite par rapport aux inclusions respectives
X x{0}— X x[0,1] et [0,1]" x {0} — [0,1]"".

Définition 3.2. Un morphisme g: A — B est un rétract d’'un morphisme f: X — Y ¢’il existe
un diagramme commutatif

1 Ll
A X A
NN
B v B
\ J

Exemple. Un morphisme est le rétract de lui-méme.
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Définition 3.3. Une catégorie des modéles est une catégorie ¥ muni de trois classes de morphismes

— W dont les morphismes sont appelés les équivalences faibles et notés avec une fleche surmontée
du symbole ~;

— Fib dont les morphismes sont appelés les fibrations et notés avec une fleche —» ;
— Cof dont les morphismes sont appelés les cofibrations et notés avec une fleche »— ;
vérifiant les propriétés suivantes :

(i) la catégorie € est compléte et cocompléte ;
(ii) pour tous morphismes f: A — B et g: B — C, si deux des trois morphismes f, g et go f
sont dans W, alors le troisieme 1’est aussi;

(iii) tout rétract d’un élément de W (respectivement Fib et Cof) est encore un élément de W
(respectivement Fib et Cof);

(iv) pour tout carré commutatif

— B

A
J )
C —— D

avec ¢ € Cof et p € Fib, il existe un relevement C' — B si et seulement sii € W oup e W
(v) tout morphisme f: X — Y admet des factorisation

X— 7Y et X7 —Y

qui sont fonctorielles.
Une fibration ou une cofibration est acyclique si elle appartient a la classe W.

Définition 3.4. Soit ¥ une catégorie des modeles. Un objet X est
— cofibrant si le morphisme initial 0 — X est une cofibration;
— fibrant si le morphisme final X — x est une fibration.

On note €° et €* les sous-catégories pleines des objets cofibrants et fibrants. Une résolution cofibrante
(respectivement fibrante) est un morphisme L >~ X pour un objet cofibrant L (respectivement un
morphisme X —» R pour un objet fibrant R).

Remarque. D’apres axiome (v), tout objet admet des résolutions fibrantes et cofibrantes qui sont
de plus fonctorielles. On obtient ainsi deux foncteurs L: € — €° et R: € — €.

3.2. Propriétés générales des catégories de modeles

Proposition 3.5. Soient € une catégorie de modeles et f: X — Y un morphisme. Alors
c’est une cofibration si et seulement si f € LLP(W N Fib);

c’est une cofibration acyclique si et seulement si f € LLP(Fib);

c’est une fibration si et seulement si f € RLP(W N Cof) ;

c’est une fibration acyclique si et seulement si f € RLP(Cof);

QU @ N e

c’est une équivalence faible si et seulement s’il admet une factorisation X = Z =» Y.

Démonstration. Montrons le premier point. Le sens direct découle de axiome (iv). Réciproquement,
on suppose f € LLP(W NFib). D’apreés 'axiome (v), il existe un carré commutatif

X
f ~
Y —==Y.

VA

-
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Mais comme f € LLP(W N Fib), il existe un morphisme g: Y — Z tel que le diagramme

X X X
fl If f
y 4 .z >,y
L J)

commute. Ainsi le morphisme f est un rétract de la cofibration f. D’aprés axiome (iii), il s’agit
donc d’une cofibration. Ceci termine la preuve du point 1.

Le dernier point vient de l’axiome (v) combiné avec 'axiome (ii). Enfin, les autres points se
montrent de la méme manieére que le premier. o

Lemme 3.6. Soient & une catégorie et M une classe de morphismes. Alors la catégorie LLP(M)
est stable par composition et par pushout et la catégorie RLP(M) I’est par composition et pullback.

Démonstration. Montrons seulement la stabilité par composition de la catégorie LLP(M), les
autres propriétés se montrant de maniere analogue. Soit f: X — Y et g: Y — Z deux morphismes
de LLP(M). On considére un carré commutatif

X — A

"

Z —— D.

avec p € M. Comme f € LLP(M), il existe un relevé Y — A. Mais comme g € LLP(M), il existe
donc un relevé Z — A. Ceci montre g o f € LLP(M). o

Corollaire 3.7. Soit & une catégorie de modeles. Alors
1. La donnée de deux classes W, Cof ou Fib caractérise la troisieme classe;
ces trois classes sont stables par compositions;
les classes Cof et W N Cof sont stables par pushout ;
les classes Fib et W N Fib sont stables par pullback ;
les isomorphismes appartiennent a la classe W N Cof N Fib.

O ® N

Démonstration. D’apres la proposition 3.5, on peut écrire les égalités
Cof = LLP(W N Fib),
Fib = RLP(W N Cof),
W = (W NFib) o (W N Cof) = RLP(Cof) o LLP(Fib)
ce qui montre le premier point. Les deuxiéme, troisiéme et quatrieme points sont des conséquences
directes de la proposition 3.5 et du lemme 3.6. Enfin, pour le cinquiéme point, on remarque que un

isomorphisme a la propriété de relevement a gauche et a droite par rapport a toutes les classes de
morphismes et appartiennent donc & la classe RLP(Cof) N LLP(W N Fib) = W N Fib N Cof. o

Exemples

Exemple. Une catégorie compléte et cocompléte ¥ admet une structure de catégorie de modeles
dite triviale, c’est-a-dire ou la classe W est celle des isomorphismes et ou les classes Cof et Fib sont
celles de tous les morphismes.

Exemples. La catégorie Top des espaces topologiques ot 'on décrete que
— la classe W des équivalences faibles est celle des équivalences d’homotopie faible ;

— la classe Fib des fibrations est celle des fibrations de Serre;
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— les cofibrations sont les morphismes de la catégorie LLP(W N Fib)

est une catégorie de modeles. Les cofibrations sont les rétracts d’inclusions cellulaires généralisées,
elles comprennent les inclusions S"~! — B™ qui, en un certain sens, engendrent toutes les
cofibrations par un procédé limite. Dans ce cadre, la notion de résolution cofibrante correspond a la
notion de résolution cellulaire.

Exemple. La catégorie Ch; des complexes de R-modules concentrés en degrés positifs ou 1'on
décrete que
— la classe W des équivalences faibles est celle des quasi-isomorphismes;
— la classe Fib des fibrations est celle des morphismes surjectifs en chaque degré strictement
positif;
— la classe Cof des cofibrations est celle des morphismes injectifs en chaque degré et de conoyaux
projectifs.

est une catégorie de modeles. Dans ce cas, les objets cofibrants sont les complexes constitués
de R-modules projectifs.

Localisation de catégorie homotopique

Définition 3.8 (localisation de Gabriel-Zisman). Une localisation d’une catégorie € par rapport
a une classe W de morphismes est une catégorie € [W 1] munie d’un foncteur L: € — €' [W 1]
vérifiant la propriété universelle suivantes : pour toute catégorie Z, le foncteur

—o L: Fonc(¢[W™1],2) — Fonc(%, ?)

est pleinement fidele et son image essentielle est constituée des foncteurs envoyant tout morphisme
de W sur un isomorphisme de 2.

Autrement dit, le foncteur de localisation L: ¢ — € [W ~!] envoie les morphismes de W sur
des isomorphismes de W et il est universelle pour cette propriété. Lorsqu’elle existe et que la
classe W est implicite, la localisation est parfois appelée catégorie homotopique et notée Ho(%).

Lorsqu’il en existe, la localisation est unique a équivalence de catégories pres. On peut toujours
construire une localisation, mais elle peut poser des problémes de nature logique car la localisation
peut ne pas étre localement petite méme si la catégorie € I'est. Mais dans le cas d’une catégorie de
modeles %', on pourra montrer que la localisation €[W ~!] est effectivement localement petite.

Homotopies

Définition 3.9. Soit 4" une catégorie de modeles.

— Un objet en cylindre sur un objet X est un objet Cyl(X) tel que le morphisme idy Uidx
admette une factorisation
XUX »— Cyl(X) = X.

On notera ig,41: X — X U X — Cyl(X) les morphismes d’inclusion.

— Un objet en chemins sur un objet X est un objet Z?(X) tel que le morphisme idy xidx
admette une factorisation
XxXr= Z2X)— X xX.

On notera p1,pa: Z(X) — X x X — X les morphismes de projection.

Exemples. On se place dans la catégorie Top. Soit X un objet.
— L’objet X x [0, 1] est en cylindre sur 'objet X. La fibration X x [0,1] =% X est l'inclusion et
la cofibration X LU X — X x [0, 1] est la réunion des inclusions X = X x {0} — X x [0, 1]
et X 2 X x {1} — X x [0,1].
— L’objet X% est en chemins sur I'objet X. La fibration est Iinclusion et la cofibration est le
produit X001 — x1{0:1} >~ X x X des évalutions aux extremités.
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Définition 3.10. Soient % une catégorie de modeles et f,g: X — Y deux fleches paralleles.
— Une homotopie & gauche entre les morphismes f et g est un morphisme H: Cyl(X) — Y
telle que f = H oig et g = H oi;. Dans ce cas, on notera f ~i g.
— Une homotopie da droite entre les morphismes f et g est un morphisme H: X — 2(Y) telle
que f =pgo Hoet g=p; oH. Dans ce cas, on notera f ~ g.
— Les morphismes f et g sont homotopes s’ils le sont a droite et a gauche, c’est-a-dire f ~; g
et f ~; g. Dans ce cas, on notera f ~ g.
— Le morphisme f est une équivalence d’homotopie s’il existe un morphisme f': Y — X tel
que fof' ~idy et f'o f~idx.
Proposition 3.11. Soit % une catégorie de modéles.

1. Si f~)g,alors hof~ hog.
2. Soit A un objet cofibrant. Alors la relation ~j définit une relation d’équivalence sur ’en-
semble Mor¢ (4, X).

3. Soit p: X =% Y un morphisme fibrant acyclique. Alors il induit une bijection
Px«: MOI‘cg(A, X)/Nl — MOI‘%(A, Y)/Nl
donnée par la composition par le morphisme p.

4. Soient Y un objet fibrant et f,g: X — Y deux morphismes. Si f ~; g, alors foh ~ goh.
L’homotopie a droite est stable par composition a droite.

.

6. Soit B un objet fibrant. Alors la relation ~, définit une relation d’équivalence sur l’en-
semble Mor¢ (X, B).
7. Soit p: X > Y un morphisme cofibrant acyclique. Alors il induit une bijection
Morg (Y, B)/~ — Mor¢ (X, B)/~

donnée par la précomposition par le morphisme p.
8. L’homotopie a droite entre morphismes de source cofibrante est stable par composition a
gauche.

On aura besoin du lemme suivant.

Lemme 3.12. Soient A un objet cofibrant et Y un objet fibrant.

— Pour tout objet X, le morphisme X — X1IA est une cofibration et le morphisme X xY — X
est une fibration.

— Soit Cyl(A) un cylindre sur A. Alors les deux morphismes canoniques A — AL A — Cyl(A)
sont des cofibrations acycliques. De méme, soit &(Y’) un objet en chemins sur Y. Alors les
deux morphismes canoniques Z(Y) — Y x Y — Y sont des fibrations acycliques.

Démonstration. — On utilise le fait que le pushout d’une cofibration est encore une cofibration.
En effet, on obtient un carré commutatif

0 —— X
A— XUA

De méme pour le morphisme X x Y — X.

— On sait déja que I'application A LI A — Cyl(A) est une cofibration. Avec le premier point du
lemme, le morphisme considéré est donc une cofibration. De plus, il s’agit d'une équivalence
faible. De méme pour ’autre assertion. o

Démonstration de la proposition. 1. Soient f,g: X — Y et h: Y — Z trois morphismes. On
suppose f ~j g. Soit H: Cyl(X) — Y une homotopie & gauche entre les morphismes f et g.
Alors le morphisme ho H: Cyl(X) — Z définit une homotopie entre les morphismes h o f
et hog. Dot ho f ~  hog.
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3.5. HOMOTOPIES

2. Pour la symétrie de la relation ~; sur Morg (A4, X), il suffit d’échanger les deux facteurs du

coproduit A Ll A. Pour la réflexivité, le morphisme Cyl(A) — A — X est une homotopie a
gauche entre le morphisme f et lui-méme.

Montrons que la relation ~; est transitive sur Mor¢ (A, X) ce qui conclura le point.
Soient f,g,h: X — Y trois morphismes tels que f ~ g et g ~; h. Onnote H: Cyl(4) — X
et H': Cyl(A)’ — X deux homotopies. On considére le carré commutatif

A 1—7> Cyl(A4)
0
Cyl(A) ——— Cyl(A) U Cyl(A)'.

Mais les deux morphismes

A" AU A s Cyl(A) —— Cyl(A) U Cyl(A)
et

A L AUA —— Cyl(A) —=— Cyl(A) U Cyl(A)
induisent un morphisme A LI A — Cyl(A) U Cyl(A). Par ailleurs, les équivalences faibles
Cyl(4A) — A et Cyl(A) — A’ se factorisent, par propriété universelle du pushout, en

un morphisme Cyl(A) U Cyl(4)’ — A qui est une équivalence faible. De plus, les deux
morphismes

A cyla) —— A
et
A 24/1> Cyl(4) —— A
sont égales a I'identité id 4, donc les morphismes
A, Cyl(4) —— Cyl(A) LU Cyl(A) —— A
et
A L Cyl(A) —— Cyl(A)uCyl(A) —— A
sont aussi égales a l'identité id 4 puisque id Uid = id. De la sorte, on a obtenu un objet en

cylindre Cyl(A) U Cyl(A)" sur A & partir des morphismes ig et .
Construisons 'homotopie. On peut écrire le diagramme commutatif

-/
A0 cyiay

y |

Cyl(A) —— Cyl(A) U Cyl(A4)
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Par propriété universelle du pushout, les morphismes H et H’ se factorisent en un morphisme H
qui est bien une homotopie a gauche entre les morphismes f et h. Ceci montre qu’il s’agit
d’une relation d’équivalence.

3. Toute homotopie H entre les morphismes f et g induit une homotopie p o H entre les
morphismes p o f et p o h, donc 'application considérée
MOY%(A, X)/Nl — MOI‘%(A, Y)/Nl,
[f1¥—[po f].
est bien définie. Soit f: A — Y un morphisme. Alors par le propriété du relevement, il existe
un unique morphisme f’ faisant commuter le diagramme

.

00— X
I f/ /;1 l

ce qui montre la surjectivité de I'application p,. Il reste & montrer son injectivité pour conclure.
Soient f,g: A — X deux morphismes tels que po f ~1 pog. On dispose alors du diagramme
commutatif

A—— Cyl(A

NV

RS

qui induit un carré commutatif

U
AuaLY9,
~ A
I ];i;/// pLN
cyla) .y,
Le morphisme H définit donc une homotopie & gauche entre les morphismes f et ¢ ce qui
montre que 'application p, est injective.
4. Soit H: Cyl(X) — Y une homotopie & gauche entre les morphismes f et g. Soit h: W — X

un morphisme. Soit W U W — Cyl(W) —=> W un objet en cylindre sur W. On factorise le
morphisme Cyl(X) —= X sous la forme

Cyl(X) »= Cyl(X) =» X

d’apres I'axiome (v). On obtient alors le carré commutatif

Cyl(X) —2 5 v

Oyl(X) — o

qui nous fournit une homotopie H’ ot I'on a un objet en cylindre
XUX — Cyl(X) —=» X.

On a alors le carré commutatif
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i o (hUh)

WUX ———— Cyl(X)

CylW) —— — X
qui nous donne une homotopie H' o H entre les morphismes f o h et g o h. o

Corollaire 3.13. Soit A un objet cofibrant et Y un objet fibrant. Alors la relation d’homotopie,
la relation d’homotopie a gauche et celle a droite coincident. En particulier, elles définissent une
relation d’équivalence sur les fleches de la catégorie €°f des objets fibrant et cofibrant.

Démonstration. Soient f,g: A — Y deux morphismes homotopes a gauche par une homoto-
pie H: Cyl(A) — Y. On cherche un objet en chemin ¥ = Z(Y) —» Y X Y sur Y et une
homotopie & droite K: A — (Y entre les morphismes f et g. On sait que le morphisme
canonique ig: A — AU A — Cyl(A) est une cofibration acyclique car I'objet A est fibrant.
Notons j la composée Cyl(A) — A — Y. Alors on obtient un diagramme commutatif

At oy P(Y)
[Z’O / l
Cyl(A4) G H) Y xY.

car H oig = f = j oig. On pose ensuite K = K oiy. Alors
proo K =joip = foidgy=f
et
prpoK=Hoi =g.

Ainsi le morphisme K est une homotopie a droite entre les morphismes f et g. De méme, on utilise
le fait que I'objet Y est fibrant pour montrer que, si f ~, g, alors f ~; g. o

Le théoreme de Whitehead et ses conséquences

Théoréme 3.14 (Whitehead). Un morphisme A — X entre deux objets fibrant et cofibrant est
une équivalence faible si et seulement si ¢’est une équivalence d’homotopie.

Démonstration. Soit f: A — X une équivalence faible. On peut la factoriser sous la forme

A>T>CT»X.

A A
C °
puisque 'objet A est fibrant. Par ailleurs, le morphisme ¢ induit une bijection
g«: [C,C] — [A,C]
qui envoie la classe [q o r] sur la classe [q o r o g] = [¢]. Mais elle envoie aussi la classe [id¢] sur
la classe [q] ce qui implique 7o g =1id4 et g or ~ id¢. Donc le morphisme ¢ est une équivalence
d’homotopie. Il en va de méme du morphisme p et donc du morphisme f.

Réciproquement, soit f: A — X une équivalence d’homotopie. Soit g: X — A un inverse a
homotopie pres. On factorise le morphisme f sous la forme

On dispose du carré commutatif

A
/
r o
-
’
s
s
’
’
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A>T>CT»X.

Pour conclure, on veut montrer que le morphisme p est une équivalence faible. Soit H: Cyl(X) — X
une homotopie entre les morphismes f o g et idx. On dispose du diagramme

LY
m

~ P
-

-

e Q

oyl(x) 2

On pose s := H' o4y de sorte que po s = idx. Comme le morphisme ¢ est une équivalence faible, la
premiere partie de la preuve assure qu’il admet un inverse r & homotopie pres. Comme po q = f,
on peut écrire p ~pogor ~ for. Comme s ~ qo g, on peut aussi écrire

sop~qogop~gqogofor~gqor~idg,

donc la composée s o p est une équivalence faible. Mais on dispose du diagramme

C C C

x—S,0-Lt,x

LL J
ce qui assure que le morphisme p est un rétracte du morphisme s o p et donc est une équivalence
faible. o
Proposition 3.15. 1. Soient A un objet, Cyly(A) un objet un cylindre sur A et X un objet

fibrant. Alors pour tous morphismes f,g: A — X, si f ~| g, alors ils sont homotopes via
une homotopie sur Cyl,(A).

2. La version duale avec les objets en chemin est aussi vraie.

Démonstration. Montrons uniquement le premier point. Soit H: Cyl(A) — X une homotopie
a gauche entre les morphismes f et g. Notons ip,i1: A — Cyl(A) les morphismes canoniques.
D’aprés I’axiome (v), on factorise le morphisme Cyl(A) — A sous la forme

Cyl(A) = C =» A.

On obtient alors le diagramme commutatif

AUA —— Cyl(4) —== C

Cylo(A)

On obtient alors le carré commutatif

oyl(4) —H . x

3

p
7
H/
~ .
.
.
.
.

-

C — o

La composée H' o £ est alors une homotopie & gauche entre les morphismes f et g. En effet, la
commutativité du premier diagramme implique que les composées

AUA > Cyly(4) — C — X
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et
AUA»= Cyl(A) — C — X

sont les mémes. Par commutativité du second diagramme, cette derniere composée est égale au
morphisme

fug: AUA > Cyl(A) — X. o

Lemme 3.16 (Brown). Soient € et 2 deux catégories de modeles. Soit F': 4 — 2 un foncteur
qui envoie les cofibrations acycliques entre objets cofibrant sur des équivalences faibles. Alors il
envoie les équivalences faibles entre objets cofibrant sur des équivalences faibles.

Démonstration. Soit f: A == B une équivalence faible ou les objets A et B sont fibrant. Par
Paxiome (v), on factorise le morphisme f Uidg: AU B — B sous la forme

AHB%C—;»B.

On considere le pushout

L,k

A2 AUB

puisque les objets A et B sont cofibrant et que les cofibrations sont stables par pushout. Les
composée

f=(fuidp)oir=pogoi
et
idB:(fI_IidB)oi2 :pquiQ

sont des équivalences faibles, donc les morphismes ¢ o i1 et g o i3 sont des cofibrations acycliques
par l'axiome (ii), donc les morphismes F'(q o 41) et F(gois) sont des équivalences faibles. Or

idppy = F(idp) = F(p) o F(qoiy),

donc le morphisme F(p) est une équivalence faible. Ainsi le morphisme F(f) = F(p) o F(go 1) est
une équivalence faible. o

Corollaire g.17. 1. Soit A un objet cofibrant. Soit h: X — Y une équivalence faible entre
objets fibrant. Alors elle induit une bijection

h.: [A, X]F — [A, Y]
2. Soit X un objet fibrant. Soit h: B — A une équivalence faible entre objets cofibrant. Alors

elle induit une bijection
he: [A, X]" — [B, X]".

Démonstration. Montrons le premier point. Considérons le foncteur F': ¥ — Ens qui envoie un
objet X sur I'ensemble [A4, X]*. On applique le lemme de Brown & ce foncteur o

Proposition 3.18. Les ensembles de classes d’homotopie [A4, Bl ol les objets A et B sont fibrant

et cofibrant forment les ensembles de morphismes d’une catégorie notée Ho(%F).

Théoréme 3.19. La catégorie Ho(%") est la localisation € “![IW ~1]. Le foncteur de localisation
L' 6" — Ho(%)

agit comme l’identité sur les objets et comme le quotient par la relation d’homotopie sur les
morphismes.
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Démonstration. Soit F': €°f — 2 un foncteur envoyant les équivalences faibles sur des isomor-
phismes. On veut montrer 'existence et 'unicité a équivalence faible d’une factorisation
¢t — Ho(¢") — 2.

Commencons par 1'unicité. Soient F, F': Ho(¢*') — 2 deux factorisations du foncteurs F.
Alors ils coincident sur les objets. Par ailleurs, pour toute classe d’homotopie [f] dans Ho (%), on
trouve F[f] = F(f) = F[f]. D'ou F = F et 'unicité du foncteur F.

Montrons a présent son existence. Soient f,g: A —> B deux morphismes homotopes a
gauches de €. Soit H: Cyl(A) — B une homotopie & gauche entre les morphismes f et g. No-
tons ig,41: A —> Cyl(A) et s: Cyl(A) — A les morphismes canoniques. Ce sont des équivalences
faibles et ils sont donc envoyés sur des isomorphismes par le foncteur F'. Mais les relations soig = id 4
et soi; =idy donnent

F(s) o F(ip) Zidp(A) et F(s)o F(i) ZidF(A).
Ceci donne F(ig) = F(s)~! = F(i1). Or les relations H oig = f et H oi; = g deviennent
F(f)=F(H)o F(ig) = F(H) o F(i1) = F(g).

On peut donc factoriser le foncteur F' par le foncteur de localisation. o

Rappelons qu’on a défini des foncteurs de résolutions cofibrantes Q: ¥ — ¥°. Alors la
composée € — €° — € est munie d’une transformation naturelle vers le foncteur id¢ : pour
tout objet X de %, on obtient une factorisation

05— Q(X) =» X.

De méme avec les résolutions fibrantes : on a un foncteur R: ¥ — %*. On dispose alors d’un
foncteur Ro Q: € — ¢! qui est isomorphe au foncteur Q o R.

Proposition 3.20. Les inclusions

%Cf e &c

|

5 @

induisent des équivalences de catégories

%Cf[W_l} = (gC[W—l]

F F

~

W] —— W],

Démonstration. Montrons que le foncteur d’inclusion I: €t < % induit une équivalence de caté-
gories W1 — €[W1]. Le foncteur composé ¢t — € — €[W 1] envoie les équivalences
faibles sur des isomorphismes. Il se factorise donc en un foncteur

I:¢'wl — w1
Construisons-lui un inverse. Le foncteur composé ¢ — €1 — €{[W 1] envoie les équivalences
faibles sur des isomorphismes d’apres l’axiome (ii). Il se factorise dans en un foncteur

R: €W — €W
Montrons que les foncteurs composés I o R et R oI sont isomorphes aux identités. On dispose de la
transformation naturelle idey — I o R qui induit une transformation naturelle

id%ﬁ[w—l] — T o E

Mais cette derniére est un isomorphisme naturel puisque la composée idgoloR est une transformation

naturelle faible. De méme pour I'autre composé. On en déduit que les foncteurs I et R sont des
équivalences de catégories, inverses ['une de I'autre. o
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Théoréme 3.21. 1. L’inclusion €Y — € induit une équivalence de catégories
Ho(¢") = €W 1] = Ho(%).
2. Pour deux objets X et Y, on dispose d’une bijection
Moryo ) (X, Y) = [Q(X), R(Y )]+

3. Un morphisme de € induit un isomorphisme de Ho(%) si et seulement si ¢’est une équivalence
faible.

Démonstration. On vient de montrer le premier point. Montrons le deuxiéme point. Les deux
foncteurs I: € — € et Qo R — € — ¢! induisent des isomorphismes naturels

Moregw-11(X,Y) ~ [Q(R(X)), Q(R(Y))].
Pour tout objet A de %, on dispose d’un morphisme naturel
fa: Q(A) =» A
et, pour tout objet B de ¥, d’'un morphisme naturel
¢p: B~ R(B).

Ainsi on trouve des applications

_Urer)- _(Qlex)).

[Q(R(X)), Q(R(Y))] [Q(R(X)), R(Y)] [Q(X), R(Y)].
dont les sources sont cofibrantes et les buts fibrants. La composée est donc une bijection. Ceci
conclut le deuxiéme point

Enfin, montrons le troisiéme point. Si le morphisme f est une équivalence faible de ¢, alors
sa classe [f] est un isomorphisme de €' [W ~!] par définition. Réciproquement, on suppose que
le morphisme f: A — B de % induit un isomorphisme [f] de €’ [W~!]. On dispose du carré

commutatif

Q(r(a) —2ED) | o r(my)

f B.

A

L’axiome (ii) montre alors que le morphisme f est une équivalence faible si et seulement si le
morphisme Q(R(f)) l'est. Dans le carré commutatif induit dans Ho(%), les fleches verticales sont
des isomorphismes et le morphisme [f] en est aussi un, donc le morphisme [Q(R(f))] est un
isomorphisme et il en va de méme du morphisme [Q(R(f))]uo(«<r)- Ainsi le morphisme Q(R(f))
est une équivalence d’homotopie entre objets de €°f. Par le théoréme de Whitehead, il s’agit d’une
équivalence faible. o
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Résultats préliminaires

Lemme 4.1. Soit M une classe de morphismes dans une catégorie €. Alors les classes LLP(M)
et RLP(M) sont stables par rétracte.

Démonstration. Considérons un rétracte

r \
A X A
b
B Y B.
e J
ou f € LLP(M). Montrons que g € LLP(M). Soit
A——C
g p
B—— D

un carré commutatif ot p € M. On obtient alors un morphisme h: Y — C qui fasse commuter le
diagramme

A X A 3 C
g f //:// Jp
B—15Y-" B D.
Alors le morphisme h o i est le relevement recherché. o

Lemme 4.2. Soit ¢ une catégorie admettent des colimites. Soit G une N-suite muni de morphisme i*.

Notons G := colimyen GF et i la composition transfinie des morphismes i*. On suppose que ces
derniers appartiennent a la classe LLP(M). Alors i € LLP(M).

Démonstration. On fait de la chasse aux diagrammes ! o
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Argument du petit objet

A présent, on considére un ensemble .Z = {a;: A; — B;}icr de fléches de la catégorie €. On
considére un morphisme f: X — Y. On souhaite le factoriser sous la forme

X —G°Z#,f) —Y

ou le morphisme iy : X — G*(Z, f) est un « complexe .Z-cellulaire relatif » et ou le mor-
phisme po: G2°(F, f) — Y appartient & RLP(%).

Définition 4.3. — Un objet A de € est N-petit si, pour tout foncteur B, : N — %, le morphisme
canonique
colim Mor¢ (A, B,,) — Morg (A, colim B,,) (*)
neN neN

est bijectif.

— Soit .# une classe de morphisme. Un objet A de € est N-petit relativement a la classe A si
le morphisme (x) est bijectif pour les suites de fleches de ..

Exemples. — Dans la catégorie Modpg, les R-modules de présentation finie sont N-petits.

— Dans la catégorie Chg, les complexes de chaines bornées de R-modules finiement présentés
sont N-petits.

On introduit ’ensemble .7 (%, f) des carrés commutatifs ¢ de la forme
Aic L) X

o

B —* Y.

On démarre cette construction récursive par le pushout. On trouve le diagramme commutatif
Hcey(ﬂf Ai. 4> X

e ‘ s

Hecs(z 5 Bic —— GY(Z,[)
X
ch

La construction se poursuit par récurrence sur l’entier n en posant
po = [, ip = idx et G"U(F, f) =G

Le morphisme 4,1 est obtenu grace au pushout

Y.

©

Pn)-

ino-oinollte, guigp )

Hees(# p,) Aie
JH G, knﬂ Dn
Hees (2.1, Bi. GY(Z, f)
m
Y.
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Cette construction vérifie le diagramme

X, vz I e E )
f Jm lpn
Y Y Y

On note
G®(F,f) = coleil{lnG"(ﬁ,f)

ainsi que i : X — G2(Z, f) la composée transfinie des morphismes i, et poo: G*(ZF, f) — Y
celle des morphismes p;,.

Définition 4.4. Un complexe 7 -cellulaire relatif est une composée de pushouts de morphismes de
la classe .%.

Lemme 4.5. Supposons que les domaines de fleches de % sont petits relativement a la classe des
complexes .Z -cellulaire. Alors po, € RLP(.%).

Démonstration. Chaque objet A; est petit relative aux complexes .%-cellulaire. En particulier, on
trouve une bijection

coliI{In Morg (A,G" (%, [)) & Morg(A4;, G (Z, f)).
ne

Ainsi tout morphisme u: A; — G*°(Z, f) se factorise par l'objet G"(.Z, f) pour un certain
entier n. Considérons un carré commutatif

Ce dernier diagramme peut se réécrire sous la forme

Ay s GU(F, ) —2s G, f) —— GZ(F, f)
v

Lf r{pﬂ Jpnﬂ Poc

B .y Y Y

Le morphisme r: B; — G""1(Z, f) vient de la construction de l'objet G"*1(.Z, f). En effet,
comme le premier carré appartient & .7 (%, p,), le morphisme [[ B; — G"1(#.F) induit des
morphismes 7: B; — G"t1(Z, f). On en déduit le relevement B; — G (.Z, f). o

Engendrement cofibrant

Définition 4.6. Soit I un ensemble de fleches.
— Une I-cofibration est un morphisme de la classe Cof(I) :== LLP(RLP(I)).
— Une I-fibration est un morphisme de la classe Fib(I) :== RLP(LLP(I)).

Remarques. — Soit ¥ une catégorie de modeles. Alors les cofibrations sont les Cof-cofibrations.
— On a RLP(Cof(I)) = RLP(I) et LLP(Fib(J)) = LLP(I).
— Si I C J, alors RLP(J) C RLP(I), donc Cof(I) C Cof(J).

Définition 4.7. Une catégorie de modeles € est a engendrement cofibrant s’il existe deux ensembles
de morphismes I et J vérifiant les points suivants :
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— les domaines des fleches de I’ensemble I (respectivement J) sont petits relativement a la
classe Cell(I) des complexes I-cellulaire (respectivement J-cellulaire) relatifs ;

~ Fib = RLP(J);
— W NFib = RLP(]).

Lemme 4.8. On a Cell() C Cof(I).

Démonstration. Comme I C Cof(I) et les classes de la forme LLP(M) sont stables par composée
transfinie et pushout, on obtient Cell(I) C Cof(I). o

Lemme 4.9. Soit I un ensemble de fleches dont les domaines sont petits relativement a la
classe Cell(I). Alors toute I-cofibration est un rétracte d'un complexe I-cellulaire relatif.

Démonstration. Soit f: A — B une [-cofibration. Par 'argument du petit objet, on la factorise
sous la forme f =poioni € Cell(]) et p € RLP(I). On obtient un carré commutatif

A*>C
f 7 lp
B

B.

Un tel morphisme r existe puisque p € RLP(I) = RLP(Cof(I)). On obtient donc le diagramme de
rétraction

A A A
f J f
B—"5c-—L,B
~_
idp
ce qui conclut. o

Proposition 4.10. Soit % une catégorie de modeles a engendrement cofibrant. Notons I (res-
pectivement J) ’ensemble des fibrations (respectivement des cofibrations acyclique) génératrices.
Alors

les cofibrations sont les I-cofibrations;

toute cofibration est un rétracte d’'un complexe I-cellulaire relatif;

toute cofibration acyclique est une J-cofibration ;

Lo A

toute cofibration acyclique est un complexe J-cellulaire relatif;

Démonstration. Les points 1 et 3 viennent de la définition. En effet, on a LLP(Fib N W) = Cof.
Or FibNW = RLP(I), donc Cof = LLP(RLP(I)) = Cof(I). On a aussi
LLP(Fib) = Cof N W = LLP(RLP(J)) = Cof(.J).

Les points 2 et 4 découlent des points 1 et § et du lemme précédent. o

Théoréme 4.11. Soit € une catégorie complete et cocomplete. Soit W une classe de morphismes.
Soient I et J deux ensembles de morphismes. Alors la catégorie ¥’ admet une structure de catégorie
de modeles a engendrement cofibrant ou

— les équivalences faibles sont les morphismes de W' ;
— I’ensemble I est un ensemble de cofibrations génératrices ;
— I’ensemble J est un ensemble de fibrations acycliques génératrices
si et seulement si les points suivants sont vérifiés :
1. la classe W est stable par rétracte et a la propriété « deux sur trois » ;
2. les domaines de I sont petits par rapport a la classe Cell(I);
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3. les domaines de J sont petits par rapport a la classe Cell(J);
4. Cell(J) c WNCof(I);

5. RLP(I) c WNRLP(J);

6. WnNCof(I) C Cof(J) ou WNRLP(J) C RLP(I).

Démonstration. On suppose les points 1 a 6. On définit, dans la catégorie €, les classes
— W pour les équivalences faibles ;
— Cof(I) pour les cofibrations ;
— RLP(J) pour les fibrations.

Montrons qu’on a une structure de catégorie de modeles. L’axiome (i) est supposé dans I’énoncé.
Pour laxiome (ii), il est contenu dans le point 1. Pour 'axiome (iii), la classe Cof (I) = LLP(RLP([))
est stable par rétracte et de méme pour la classe RLP(J).

Vérifions l'axiome (v). Grice au point 2, on peut appliquer argument du petit objet pour
factoriser tout morphisme f en un morphisme ¢ de Cell(/) suivi d’un morphisme p de RLP(I). Mais
comme Cell(I) C Cof(I), le morphisme i est une cofibration. Et d’apres le point 5, le morphisme p
est une fibration acyclique. De méme, on montre I’autre factorisation. Enfin, la factorisation est
fonctorielle puisque toutes les constructions le sont.

Vérifions 'axiome (iv). On va utiliser le point 6. Supposons que W N Cof(I) C Cof(J). Par
définition, cela signifie que les cofibrations acycliques sont des J-cofibrations. Or

Cof(J) = LLP(RLP(J)) = LLP(Fib).

La premiére partie de ’axiome (iv) est donc montrée. Soit f: X —» Y une fibration acyclique.
Montrons que f € RLP(Cof(I)) = RLP(I). L’argument du petit objet produit un factorisation
du morphisme f sous la forme f = poi avec i € Cell(I) et p € RLP(I). Par axiome 5, on
trouve p € WNRLP(J), c’est-a-dire que le morphisme p est un fibration acyclique. Par Paxiome (ii),
comme les morphismes p et f sont des équivalences faibles, le morphisme 7 en est aussi une.
Ainsi i € W N Cof(I) C Cof(J) = LLP(Fib). Donc il existe un relevement qui fasse commuter le
diagramme

X X
/;"
A
s f
CcC ——Y.

Ainsi le morphisme f est un rétracte du morphisme p, dans f € RLP(T).
Enfin, les points 3 et 4 dans la définition de catégorie de modeles & engendrement cofibrant
découlent des égalités Fib = RLP(J) et FibN W = RLP(I). o

Complexes de chaines

Théoréme 4.12. Il existe une structure de modeles, dite projective, sur la catégorie Ch; telle que
— les équivalences faibles soient les quasi-isomorphismes;
— les fibrations soient les surjections en chaque degré strictement positif;
— les cofibrations soient les injections en chaque degré telles que, en chaque degré, leurs conoyaux
soient un R-module projectif.

Il existe aussi une variante de ce théoréme pour les complexes de chalnes non bornés.

Théoréme 4.13. Il existe une structure de modeles, dite projective, sur la catégorie Chpy telle que
— les équivalences faibles soient les quasi-isomorphismes ;
— les fibrations soient les surjections en chaque degré ;

— les cofibrations soient les injections scindées en chaque degré telles que, en chaque degré, leurs
conoyaux soient un R-module projectif.
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On va montrer le premier théoréme. Pour cela, on a besoin de la définition suivante.

Définition 4.14. Soit n > 1 un entier.
— On définit le complexe de R-modules D™ par 1’égalité
0 sik#n,n—1,
Dy =< Rb,_1 sik=n-—1,
Re, si k =n,
et d(en) = bp—1.
— On définit le complexe de R-modules S™ par 1’égalité

Dr = 0 s%k;ém
R sik=n.

Pour tout entier n > 1, on dispose d’une inclusion i, : S?~! < D™. On considére ’ensemble I
des inclusions i,, et I’ensemble J des applications triviales 0 — D™. On va dire que

— un morphisme est une fibration s’il appartient a la classe RLP(J);
— un morphisme est une cofibration s’il appartient a la classe Cof(I);

Montrons que ceci fournit une structure de catégorie de modéles.

Axiome (i). La catégorie Modp est complete et les limites et colimites dans la catégorie Chg se
construisent degré par degré. Ainsi la catégorie Chg est compléte et cocompléte.

Point 1 du dernier théoréme. Les isomorphismes de R-modules sont stables par rétracte et ont la
propriété « deux sur trois », donc les quasi-isomorphismes ont aussi cette propriété par fonctiorialité
des modules d’homologie.

Point 2 du dernier théoréme. Les complexes 0 et S™ sont des complexes bornées de R-modules
finiement présentés.

Proposition 4.15. 1. Un morphisme D" — X équivaut a la donnée d’'un élément du R-
module X,,.

2. Un morphisme est une fibration si et seulement s’il est surjectif en chaque degré.

Démonstration. 1. Soit f: D™ — X un morphisme. Par linéarité, ce dernier est déterminé
par les images f(b,—1) et f(e,). De plus, il commute avec les différentiels si bien que

f(bnfl) = f(den> = df(en)~

Donc il est totalement déterminé par 'image f(e,).
2. Soit p une fibration. Alors p € RLP(J). Par le premier point, un carré commutatif

00— X
Dt — =Y

est donc la donnée d’un élément y,, € Y,,. Un relevement dans ce carré est la donnée d’un
élément x € X, tel que p(x,) = y,. Ainsi le morphisme p est surjectif en chaque degré. o

Proposition 4.16. 1. Un morphisme S — X équivaut a la donnée d’un n-cycle de X.
2. Un morphisme f est une fibration acyclique si et seulement si f € RLP(I).

Démonstration. 1. Soit f: 8™ — X. Alors il est déterminé par 'image des générateurs e,.
Mais on peut écrire df (e,,) = f(den) = 0.
2. Soit p: X — Y un morphisme. L’ensemble des carrés commutatifs de la forme
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sl X

|

Dt —— Y

est en bijection avec 'ensemble E des couples (y,z) € Y, & Z,,—1(X) tels que p(z) = dy. Ainsi
un relevement dans un tel carré est la donné d’un élément z € X, tel que dz =z et p(z) = y.

Supposons que p € RLP(I). Soit y € Z,(Y). Alors dy = 0, donc le couple (y,0) appartient
a lensemble E, donc il existe un élément z € X, tel que dz = 0 et p(z) = 0. Ainsi
Papplication Z, (p) est surjective et donc Papplication H, (p) est surjective.

On en déduit aussi que 'application p,, est surjective. En effet, soit y € Y,,. Alors dy €
Zn-1(Y), donc il existe un élément x € Z,,_1(X) tel que p(x) = dy. Alors (y,z) € E et donc
il existe un élément z € X, tel que p(z) = y.

Soit & € Zy(y) un élément tel que p(x) = dy pour un certain élément y € Y, 1. Alors
(y,z) € E, donc il existe un élément z € X,, tel que dz = x. Ainsi 'application p est injective
et donc un quasi-isomorphisme.

Réciproquement, soit p: X —» Y une fibration acyclique. On montre que p € RLP(I),
c’est & dire que, pour tout élément (y,x) € Y, ® Z,—1(X) tel que p(z) = dy, il existe un
élément z € X, tel que dz = x et p(z) = y. En effet, comme Papplication p est surjective en
chaque degré, on trouve une suite exacte courte

00— kerp— X —Y —0.
Comme l'application p est un quasi-isomorphisme, son noyau ker p est acyclique. Soit w € X,
un élément tel que p(w) = y. Alors dp(w) = p(dw) = dy = p(z), donc p(dw — z) = 0, donc
dw € = € (kerp), 1. De plus, on trouve d(dw—x) = d*w—dz = 0, donc dw—x € Z,,_1 (ker f),
donc dw — x € B, _1(kerp), donc il existe un élément v € (kerp),_1 tel que dv = dw — z,
donc z = d(w — v). On pose z == w — v. Alors dz = x et p(2) = p(w) — p(v) = y. o

Il nous reste & caractériser les cofibrations acycliques.

Lemme 4.17. 1. Soit A un complexe cofibrant. Alors chaque R-module A,, est projectif.
2. Soit A un complexe borné inférieurement composé de R-modules projectifs. Alors il est
cofibrant.
Démonstration. 1. Soit ¢: M — N une surjection entre deux R-modules. Soit f: A,,_1 — N

un morphisme de R-modules. On introduit le complexe D™ (M)
0O—M-—M-—0

concentré en degrés n et n — 1 et ou la fleche M — M est l'identité. Le morphisme ¢
induit un morphisme de complexes D" (M) — D™(N) égal & g en degré n — 1 et n et &
zéro ailleurs. Comme le morphisme ¢ est surjectif et les complexes D™(M) et D™(N) sont
acycliques, 'application D™(M) =% D™(N) est une fibration acyclique. Le morphisme f
induit un morphisme A — D™(N) défini par f en degré n—1, fod en degré n et zéro ailleurs.
Comme A est cofibrant, on trouve un relevement A — D™(M) qui induit le morphisme
cherché A,,_1 — M.

2. Soit p: X —» Y une fibration acyclique. Soit g: A — Y un morphisme. On veut construire
un relévement h: A — X. On le construit par récurrence : on va construire des morphismes
hn: A, — X, tels que ppohy, = g, et doh, = h,_1 0d. Comme A est borné inférieurement,
on peut démarrer la récurrence. Supposons que de tels morphismes hj sont définis pour k < n.
Comme A,, est projectif et p, surjectif, il existe f: A, — X, tel que p, o f = g,. Soit
K =Xkerp. Posons F.:=do f—h,_10d: A, — X, _1. Alors

Pn-1°F = py_1df —ppn_1hp_1d
= dpnf _gnfld
=dgn — gn-1d = 0.
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Donc F': A, — K,,_1. Comme p est une surjection acyclique, son noyau K est acyclique, donc
Zn_1(K) = B,_1(K). De plus, on trouve do F = d*f — dh,,_1d = 0, donc F: A, — Imd,,.
Comme A,, est projectif, le morphisme F' se factorise donc en F' = d,, oG avec G: A,, — K.
On pose h,, = f — G. Ce morphisme convient. En effet, on trouve

PnOhn =pnf —pnG =puf = 9n
et
dhy, = df —dG = df — F = hyy_1d. o

Lemme 4.18. Soient A un complexe cofibrant et B un complexe acyclique. Alors tout mor-
phisme A — B est homotope au morphisme nul.

Démonstration. On rappelle que deux morphismes f,g: X — Y sont homotopes s’il existe des
morphismes h,,: X,, — Y, 41 tels que
dhy, + hp_1d = f -9
Soit f: A — B un morphisme. Soit P le complexe défini par ’égalité
P, =B, ® Bpy1
muni de la différentielle d(x,y) = (dz,xz — dy). L’application P — B de projection sur la premier
composante est une surjection et son noyau est le complexe B[—1] := (Bp+1)nen qui est acyclique.

Donc l’application P — B est une fibration acyclique. Ainsi le morphisme f se factorise en un
morphisme g: A — P qui est de la forme g = (f, D). Mais on a dg = gd avec

gd = (fd, Dd)
ce qui donne f — dD = Dd et conclut. o

Proposition 4.19. Un morphisme i: A — B est un cofibration si et seulement si c’est une injection
scindée en chaque degré de conoyau cofibrant.

Démonstration. On sait que Cof = LLP(W N Fib). Supposons que le morphisme ¢ est une
cofibration. Soit A — D™ *1(A) le morphisme défini par 'identité en degré n, d4 en degré n +1 et
zéro ailleurs. Alors le carré

A —— prtt

//7
7’// ~
.
.
.
.

-

B———0

commute ce qui assure I'existence d'un tel relevement r. En particulier, on trouve r, o4, =id4,.
Ainsi le morphisme ¢ est une injection scindé en chaque degré.
Il reste a voir que le conoyau est cofibrant. On a un pushout

A—0

|

B ——— cokert

avec i € Cof(I) = LLP(Cof(I)) ou la classe LLP(—) est stable par pushout, donc le conoyau coker i
est cofibrant.

Réciproquement, supposons que le morphisme ¢ soit une injection scindée en chaque degré de
conoyau cofibrant. Montrons que ¢ € LLP(W N Fib). On considére un carré commutatif

f

—— X

1 J-
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En degré n, le morphisme i,, est une injection scindée de conoyau projectif. Notons C' son conoyau.
Alors B, £ A, & C,. Le morphisme canonique B — C commute avec les différentielles, donc
la différentielle de B est de la forme d(—,c¢) = (—,dc). De plus, l'injection A — B commute
aussi avec les différentielles, donc d(a,0) = (da,0). Donc d(a, c) = (da + 7(c), dc) pour une certaine
application 7: C,, — A,_1. On a

0 = d*(a,c) = d(da + 7(c),dc) = (d*a + dr(c) + 7(dc),d*c) = ((dr + 7d)(c),0),
donc dr+7d = 0. On en déduit g(a,c) = pf(a)+o(c) avec o: Cp, — Y. (Preuve non terminée.) ¢

Proposition 4.20. 1. Un morphisme i: A — B est dans Cof(J) si et seulement si c’est une
injection de conoyau projectif en tant que complexe.

2. Toute élément de Cof(J) est une cofibration acyclique.

Ce conclut le preuve de I'engendrement cofibrant par les ensembles de morphismes I et J de la
catégorie Chg. Les deux notions d’homotopie coincident alors.
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